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Matemātikas nodaļa
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Ievads

Varbūtiskajos modeļos pamattekstu avots tiek aplūkots kā gad̄ıjumvirkņu
avots. Pieņemsim, ka avots ǧenerē alfabēta A gal̄ıga vai bezgal̄ıga garuma
tekstu. Precizēsim, proti, uzskat̄ısim, ka avots ǧenerē gal̄ıgu vai bezgal̄ıgu
gad̄ıjuma burtu (simbolu) virkni x0, x1, . . . , xn−1, . . . kur visi xi ∈ A. Nejauša
ziņojuma a0a1 . . . an−1 varbūt̄ıbu definējam kā sekojošas notikumu virknes
varbūt̄ıbu:

P (a0a1 . . . an−1) ↽ P{x0 = a0 ∧ x1 = a1 ∧ . . . ∧ xn−1 = an−1}.

Nejaušo ziņojumu kopa veido varbūt̄ıbu telpu, ja izpildās sekojoši nosac̄ıjumi:

1. P (a0a1 . . . an−1) ≥ 0 katram nejaušam ziņojumam a0a1 . . . an−1;

2.
∑

(a0,a1,...,an−1)

P (a0a1 . . . an−1) = 1;

3. katram nejaušam ziņojumam a0a1 . . . an−1 un katram s > n:

P (a0a1 . . . an−1) =
∑

(an,an+1,...,as−1)

P (a0a1 . . . as−1),

proti, katra nejauša ziņojuma ar garumu n varbūt̄ıba ir visu to ziņojumu
virkņu, kas papildinātas l̄ıdz garumam s, varbūt̄ıbu summa.

Teksts, ko rada šāds avots, ir valodas varbūtiskais analogs. Uzdodot
noteiktu varbūt̄ıbu sadal̄ıjumu pamattekstu kopā, mēs uzdodam atbilstošu
avota modeli.

Taču šajā br̄ıd̄ı rodas standartjautājums:
— Kas šai gad̄ıjumā ir elementāru notikumu telpa?

Mazliet vispār̄ıgāk, taču turpinot to pašu domu:
— Kas tad šai gad̄ıjumā ir varbūt̄ıbu telpa?

Š̄ı raksta mērķis ir definēt varbūt̄ıbu telpu tā, lai katrs ziņojums būtu š̄ıs
varbūt̄ıbu telpas notikums.



Apz̄ımējumi

¬ — negācija,
∨ — disjunkcija, ∧ — konjunkcija,
⇒ — implikācija, ⇔ — ekvivalence,
A ∼ a — izteikums A ir aplams,
A ∼ p — izteikums A ir patiess,
∃ — eksistences kvantors, ∀ — universālkvantors,
∃!x P (x) — eksistē viens vien̄ıgs tāds x, kam izpildās nosac̄ıjums P (x),

x ∈ X — elements x pieder kopai X jeb x ir kopas X elements,
A ⊆ B — kopa A ir kopas B apakškopa,
A ∪B, A ∩B, A \B — kopu A un B apvienojums, šķēlums, starp̄ıba,
min K — kopas K minimālais elements,
max K — kopas K maksimālais elements,

↽ , ⇁ — vienād̄ıbas saskaņā ar defin̄ıciju,
1, n ↽ {1, 2, . . . , n}; k, n ↽ {k, k + 1, . . . , n}, te k ≤ n,
Z — veselo skaitļu kopa, Z+ ↽ {x |x ∈ Z ∧ x > 0},
N ↽ Z+ ∪ {0}, N− ↽ Z \ Z+,
P — visu pirmskaitļu kopa,
Q — racionālo skaitļu kopa,
R — reālo skaitļu kopa, C — komplekso skaitļu kopa,
|K| — kopas K apjoms,
ℵ0 — kopas N apjoms, c — reālo skaitļu kopas R apjoms,

〈x, y〉 ↽ (x, y) ↽ {{x}, {x, y}},
x1x2 . . . xn ↽ 〈x1, x2, . . . , xn〉 ↽ (x1, x2, . . . , xn) ↽ ((x1, x2, . . . , xn−1), xn),

A1 × A2 × . . .× An ↽ {(x1, x2, . . . , xn) | ∀i ∈ 1, n (xi ∈ Ai)}, An, |u|,
f : x 7→ y, f : X (→ Y , X

f
(→ Y ,

Dom(f) ↽ {x | ∃y ∈ Y (f : x 7→ y)}, Ran(f) ↽ {y | ∃x ∈ X (f : x 7→ y)},
f : X → Y , X

f→ Y , f : X ³ Y , f : X ↪→ Y ,
pri% , prig,
A+, λ, A∗, un,

m∑
i=k

ai ↽ ak + ak+1 + . . . + am,
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m∏
i=k

ai ↽ akak+1 . . . am,

ar b — skaitlis b ir skaitļa a daudzkārtnis,
D(a1, a2, . . . , an) ↽ {q | ∀i ∈ 1, n q r ai},
ld(a1, a2, . . . , an) ↽ max D(a1, a2, . . . , an),
a ≡ b(mod m) — skaitļi a un b ir kongruenti pēc moduļa m,
Zm ↽ {0, 1, . . . ,m− 1},
Z∗m ↽ { a | ld(a,m) = 1 ∧ a ∈ Zm},

2 — pierād̄ıjuma sākums,
— pierād̄ıjuma beigas;

⇒ — implikācijas z̄ımi pierād̄ıjuma sākumā mēs izmantojam, lai norād̄ıtu,
ka tagad sākas teorēmas nepieciešamā nosac̄ıjuma pierād̄ıjums,
⇐ — šo z̄ımi pierād̄ıjumos mēs izmantojam, lai norād̄ıtu, ka tagad sākas
teorēmas pietiekamā nosac̄ıjuma pierād̄ıjums.
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1. Karateodori teorēma

Pieņemsim, ka dota patvaļ̄ıgi fiksēta kopa Ω un š̄ıs kopas visu apakškopu
kopa

P(Ω) ↽ {A |A ⊆ Ω}.
Defin̄ıcija 1.1. Kopas P(Ω) apakškopu A sauc par algebru, ja:

(i) Ω ∈ A;

(ii) A ∈ A ⇒ Ā ↽ Ω \ A ∈ A;

(iii) A ∈ A ∧ B ∈ A ⇒ A∪ B ∈ A ∧ A ∩ B ∈ A

Terminu kopu saime {Ai | i ∈ I} mēs lietosim kā ekvivalentu apgalvoju-
mam: kopas {Ai | i ∈ I} elementi ir kopas Ai. Kopu saimi {Ai | i ∈ I} sauc
par gal̄ıgu, ja I ir gal̄ıga kopa vai ar̄ı tā ir tukša kopa. Saimi {Ai | i ∈ I}
sauc par sanumurējamu, ja I ir sanumurējama, gal̄ıga vai tukša kopa.

Turpmāk, lai atslogotu apz̄ımējumus, ja no konteksta būs noprotama in-
deksu kopa I vai ar̄ı tās daba nebūs būtiska, mēs lietosim pierakstu

{Ai} ↽ {Ai | i ∈ I}.

Defin̄ıcija 1.2. Kopu saimi {Ai} sauc par disjunktu, ja

∀i∀j (i 6= j ⇒ Ai ∩ Aj = ∅).

Speciālā gad̄ıjumā kopas A un B sauc par disjunktām, ja A ∩ B = ∅.
Algebru A sauc par σ–algebru, ja katrai sanumurējamai algebras A kopu

saimei {Ai} ⋃
i

Ai ∈ A un
⋂
i

Ai ∈ A.

Algebrā A definētu attēlojumu

µ : A → [0; +∞]

sauc par adit̄ıvu, ja katram algebras A disjunktam kopu pārim A, B

µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B).
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σ–algebrā A definētu adit̄ıvu attēlojumu µ : A → [0; +∞] sauc par σ–
adit̄ıvu, ja katrai algebras A sanumurējamai disjunktai kopu saimei {Ai}

µ(
⋃
i

Ai) =
∑

i

µ(Ai).

σ–algebrā A definētu σ–adit̄ıvu attēlojumu µ : A → [0; +∞] sauc par
mēru, ja µ(∅) = 0. Mēru µ sauc par varbūt̄ıbu, ja µ(Ω) = 1.

Defin̄ıcija 1.3. Trijnieku
〈Ω,A,P〉

sauc par varbūt̄ıbu telpu, ja:

(i) Ω — fiksēta kopa;

(ii) A ⊆ P(Ω) ir σ–algebra;

(iii) P ir algebrā A definēta varbūt̄ıba.

Defin̄ıcija 1.4. Kopu saimi {Ai} sauc par kopas A pārklājumu, ja

A ⊆
⋃
i

Ai.

Pārklājumu {Ai | i ∈ I} sauc par gal̄ıgu, ja I ir gal̄ıga vai ar̄ı tukša kopa.
Saskaņā ar defin̄ıciju mēs pieņemam, ka

⋃

i∈∅
Ai ↽ ∅.

Pārklājumu sauc par sanumurējamu, ja I ir sanumurējama, gal̄ıga vai tukša
kopa.

Algebrā A ⊆ P(Ω) definētu attēlojumu µ : A → [0; +∞] sauc par pus-
adit̄ıvu, ja katram gal̄ıgam kopas A ∈ A pārklājumam {Ai} ar kopas A

elementiem
µ(A) ≤

∑
i

µ(Ai).

Šo attēlojumu sauc par σ–pusadit̄ıvu, ja katram sanumurējamam kopas A
pārklājumam {Ai} ar kopas A elementiem

µ(A) ≤
∑

i

µ(Ai).
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Defin̄ıcija 1.5. Pieņemsim, ka

µ : P(Ω) → [0; +∞]

ir σ–pusadit̄ıvs attēlojums un µ(∅) = 0. Saka, ka kopa A ⊆ Ω pareizi sadala
kopu E ⊆ Ω, ja

µ(E) = µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā).

KopuA ⊆ Ω sauc par µ–mērojamu, ja tā pareizi sadala katru kopu E ⊆ Ω.
Tātad kopu A sauc par µ–mērojamu, ja

∀E ⊆ Ω µ(E) = µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā). (1)

Apgalvojums 1.6. Nosac̄ıjums (1) ir ekvivalents nosac̄ıjumam

∀E1∀E2 (E1 ⊆ A ∧ E2 ⊆ Ā ⇒ µ(E1 ∪ E2) = µ(E1) + µ(E2)). (2)

2 ⇒ Pieņemsim, ka E1 ⊆ A un E2 ⊆ Ā, tad E ↽ E1∪E2 un E∩A = E1,
E ∩ Ā = E2. No šejienes

µ(E1 ∪ E2) = µ(E) = µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā) = µ(E1) + µ(E2).

⇐ Pieņemsim, ka E ⊆ Ω, tad E1 ↽ E ∩ A ⊆ A un E2 ↽ E ∩ Ā ⊆ Ā.
No šejienes

µ(E) = µ(E1 ∪ E2) = µ(E1) + µ(E2) = µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā).

Teorēma 1.7 (Karateodori). Ja µ : P(Ω) → [0; +∞] ir σ–pusadit̄ıvs
attēlojums un µ(∅) = 0, tad visu µ–mērojamo kopu saime A ⊆ P(Ω) ir
σ–algebra un µ sašaurinājums kopā A ir mērs.

2 Tā kā µ ir σ–pusadit̄ıvs attēlojums, tad

µ(E) ≤ µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā),

jo {E∩A, E∩Ā} ir kopas E pārklājums. Tas ļauj secināt, ka kopa A pareizi
sadala kopu E tad un tikai tad, ja

µ(E) ≥ µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā).

(i) Kopu saime A ir algebra.
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• Tā kā µ(∅) = 0, tad

µ(E ∩ Ω) + µ(E ∩ Ω̄) = µ(E) + µ(E ∩ ∅) = µ(E) + µ(∅)

= µ(E) + 0 = µ(E).

L̄ıdz ar to Ω ∈ A. Tai pašā laikā

µ(E ∩ ∅) + µ(E ∩ ∅̄) = µ(∅) + µ(E ∩ Ω) = 0 + µ(E) = µ(E).

Tātad ar̄ı ∅ ∈ A.

• Pieņemsim, ka A ∈ A, tad

µ(E) = µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā) = µ(E ∩ Ā) + µ(E ∩ ¯̄A).

Tas parāda, ka Ā ∈ A.

• Pieņemsim, ka A1 ∈ A un A2 ∈ A, tad A ↽ A1 ∩ A2 un

µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā) = µ(E ∩ A1 ∩ A2) + µ(E1),

kur
E1 ↽ E ∩ A1 ∩ A2 = E ∩ (Ā1 ∪ Ā2).

Tā kā A1 ∈ A, tad

µ(E1) = µ(E1 ∩ A1) + µ(E1 ∩ Ā1);

E1 ∩ A1 = E ∩ (Ā1 ∪ Ā2) ∩ A1 = E ∩ A1 ∩ Ā2;

E1 ∩ Ā1 = E ∩ (Ā1 ∪ Ā2) ∩ Ā1 = E ∩ Ā1.

L̄ıdz ar to
µ(E1) = µ(E ∩ A1 ∩ Ā2) + µ(E ∩ Ā1)

Pieņemsim, ka E2 ↽ E ∩ A1, tad

µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā) = µ(E ∩ A1 ∩ A2) + µ(E1)

= µ(E2 ∩ A2) + µ(E1 ∩ A1) + µ(E1 ∩ Ā1)

= µ(E2 ∩ A2) + µ(E ∩ A1 ∩ Ā2) + µ(E ∩ Ā1)

= µ(E2 ∩ A2) + µ(E2 ∩ Ā2) + µ(E ∩ Ā1)

= µ(E2) + µ(E ∩ Ā1)

= µ(E ∩ A1) + µ(E ∩ Ā1) = µ(E).
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Tātad A = A1 ∩ A2 ∈ A.

Tā kā A1 ∈ A un A2 ∈ A, tad Ā1 ∈ A un Ā2 ∈ A, tāpēc Ā1 ∩ Ā2 ∈ A.

No šejienes Ā1 ∩ Ā2 ∈ A. L̄ıdz ar to

A1 ∪ A2 = A1 ∪ A2 = Ā1 ∩ Ā2 ∈ A.

(ii) Attēlojuma µ sašaurinājums algebrā A ir adit̄ıvs.
Pieņemsim, ka A1 ∩ A2 = ∅ un A1 ∈ A, A2 ∈ A, tad

µ(A1 ∪A2) = µ((A1 ∪A2)∩A1) + µ((A1 ∪A2)∩ Ā1) = µ(A1) + µ(A2 ∩ Ā1).

Tā kā A1 ∩ A2 = ∅, tad A2 ⊆ Ā1, tāpēc A2 ∩ Ā1 = A2. L̄ıdz ar to

µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2).

(iii) Ja {Ai} ir disjunktu kopu saime un ∀i Ai ∈ A, tad

∀E ⊆ Ω ∀n ∈ Z+ µ(E ∩ (
n⋃

i=1

Ai)) =
n∑

i=1

µ(E ∩ Ai).

Vispirms šo vienād̄ıbu pierād̄ısim divām kopām.

µ(E ∩ (A1 ∪ A2)) = µ((E ∩ A1) ∪ (E ∩ A2)).

E ∩ A1 ⊆ A1 un E ∩ A2 ⊆ A2 ⊆ Ā1,

tāpēc (Apgalvojums 1.6)

µ((E ∩ A1) ∪ (E ∩ A2)) = µ(E ∩ A1) + µ(E ∩ A2).

Tālākie spriedumi indukt̄ıvi.

µ(E ∩ (
n+1⋃
i=1

Ai)) = µ[(E ∩ A1) ∪ (E ∩ (
n+1⋃
i=2

Ai))].

E ∩ A1 ⊆ A1 un E ∩ (
n+1⋃
i=2

Ai) ⊆
n+1⋃
i=2

Ai ⊆ Ā1,
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tāpēc (Apgalvojums 1.6)

µ[(E ∩ A1) ∪ (E ∩ (
n+1⋃
i=2

Ai))] = µ(E ∩ A1) + µ(E ∩ (
n+1⋃
i=2

Ai))

tagad izmantojam indukcijas pieņēmumu

= µ(E ∩ A1) +
n+1∑
i=2

µ(E ∩ Ai)

=
n+1∑
i=1

µ(E ∩ Ai).

(iv) Ja {Ai} ir sanumurējama disjunkta kopu saime un ∀i Ai ∈ A, tad

A ↽

∞⋃
i=1

Ai ∈ A.

Ievērojam:

A =
∞⋃
i=1

Ai ⊇
n⋃

i=1

Ai,

tāpēc Ā ⊆
n⋃

i=1

Ai. L̄ıdz ar to E∩Ā ⊆ E∩
n⋃

i=1

Ai. Ņemot vērā µ pusaditivitāti,

iegūstam

µ(E ∩
n⋃

i=1

Ai) ≥ µ(E ∩ Ā).

Tā kā A ir algebra, tad
n⋃

i=1

Ai ∈ A, tāpēc, ievērojot (iii), patvaļ̄ıgai kopai

E ⊆ Ω

µ(E) = µ(E ∩ (
n⋃

i=1

Ai)) + µ(E ∩
n⋃

i=1

Ai) ≥
n∑

i=1

µ(E ∩ Ai) + µ(E ∩ Ā).

No šejienes

µ(E) ≥ lim
n→∞

n∑
i=1

µ(E ∩ Ai) + µ(E ∩ Ā) =
∞∑
i=1

µ(E ∩ Ai) + µ(E ∩ Ā).

Tā kā µ ir σ–pusadit̄ıvs, tad

µ(E ∩ A) = µ(E ∩ (
∞⋃
i=1

Ai)) = µ(
∞⋃
i=1

(E ∩ Ai)) ≤
∞∑
i=1

µ(E ∩ Ai).
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L̄ıdz ar to

µ(E) ≥
∞∑
i=1

µ(E ∩ Ai) + µ(E ∩ Ā) ≥ µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā).

Tas atsaucoties uz teorēmas pierād̄ıjuma sākumā teikto ļauj secināt, ka

µ(E) = µ(E ∩ A) + µ(E ∩ Ā),

t.i., A ∈ A.
(v) Ja {Ai} ir sanumurējama disjunkta kopu saime, ∀i Ai ∈ A un

A =
∞⋃
i=1

Ai ∈ A, tad

µ(A) =
∞∑
i=1

µ(Ai).

Pierād̄ıjuma (iv) punktā mēs konstatējām, ka patvaļ̄ıgai kopai E ⊆ Ω

µ(E) ≥
∞∑
i=1

µ(E ∩ Ai) + µ(E ∩ Ā).

Tagad ņemot E lomā kopu A iegūstam

µ(A) ≥
∞∑
i=1

µ(A ∩Ai) + µ(A ∩ Ā) =
∞∑
i=1

µ(Ai) + µ(∅) =
∞∑
i=1

µ(Ai).

Tā kā µ ir σ–pusadit̄ıvs attēlojums, tad

µ(A) = µ(
∞⋃
i=1

Ai) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

L̄ıdz ar to µ(A) =
∞∑
i=1

µ(Ai).

(vi) A ir σ–algebra.
Pieņemsim, ka {Ai | i ∈ Z+} ir algebras A kopu saime. Mums jāparāda,

ka
∞⋃
i=1

Ai ∈ A. Definējam jaunas kopas

Bi ↽





Ai, ja i = 1;

Ai \
i−1⋃
j=1

Aj, ja i > 1.

Tā kā A ir algebra, tad ∀i Bi ∈ A. Kopu saime {Bi} ir disjunkta, tāpēc

(punkts (iv))
∞⋃
i=1

Bi ∈ A. L̄ıdz ar to
∞⋃
i=1

Ai =
∞⋃
i=1

Bi ∈ A.
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2. Ārējais mērs

Teorēma 2.1. Ja µ : A → [0; +∞] ir algebrā A ⊆ P(Ω) definēts adit̄ıvs
attēlojums un µ(∅) = 0, tad kopā P(Ω) definētais attēlojums

µ∗(E) ↽ inf

{∑
i∈I

µ(Ai)

∣∣∣∣∣ |I| ≤ ℵ0 ∧ ∀i ∈ I ( Ai ∈ A ) ∧ E ⊆
⋃
i∈I
Ai

}

ir σ–pusadit̄ıvs un µ∗(∅) = 0.

2 (i) ∅ ∈ P(Ω) un µ(∅) = 0. Tā kā ∅ pārklājums ir ∅, tad µ∗(∅) = 0 =
µ(∅).

(ii) Mums jāpierāda nevienād̄ıba

µ∗(E) ≤
∑

i

µ∗(Ei)

katram sanumurējamam kopas E pārklājumam {Ei}. Ja nu gad̄ıjumā∑
i

µ∗(Ei) = +∞, tad nevienād̄ıba izpildās automātiski. Š̄ı iemesla dēļ

turpmāk pieņemsim, ka
∑
i

µ∗(Ei) < +∞.

Tagad ņemam vērā µ∗(Ei) defin̄ıciju, proti,

µ∗(Ei) = inf{
∑

j

µ(Aij) | Ei ⊆
⋃
j

Aij},

kur {Aij} ir sanumurējams kopas Ei pārklājums un ∀i∀j Aij ∈ A.
Pieņemsim, ka ε > 0, tad saskaņā ar inf̄ıma defin̄ıciju eksistē tāds kopas

Ei sanumurējams pārklājums {Aij}, ka

∑
j

µ(Aij) < µ∗(Ei) +
ε

2i
.

Tā kā E ⊆ ⋃
i

⋃
j

Aij, tad

µ∗(E) ≤
∑

i

∑
j

µ(Aij) <
∑

i

(µ∗(Ei) +
ε

2i
)

=
∑

i

µ∗(Ei) +
∑

i

ε

2i
≤

∑
i

µ∗(Ei) + ε.
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Tā rezultātā esam parād̄ıjuši, ka katram pozit̄ıvam ε

µ∗(E) ≤
∑

i

µ∗(Ei) + ε.

Tas noz̄ımē, ka

µ∗(E) ≤
∑

i

µ∗(Ei).

Tikko definēto attēlojumu µ∗ sauc par ārējo mēru, kas asociēts ar µ.

Apgalvojums 2.2. Ja µ ir σ–algebrā A definēts mērs, ∀iAi ∈ A un {Ai}
ir sanumurējama kopu saime, tad

µ(
⋃
i

Ai) ≤
∑

i

µ(Ai).

2 Tā kā A ir σ–algebra, tad
⋃
i

Ai ∈ A. Tas noz̄ımē, ka µ(
⋃
i

Ai) ir definēts.

(i) Vispirms pieņemsim, ka

{Ai} = {Ai | i ∈ 1, n},
proti, tā ir gal̄ıga kopu saime. Definējam jaunas kopas

Bi ↽





Ai, ja i = 1;

Ai \
i−1⋃
j=1

Aj, ja i > 1.

Saskaņā ar Bi defin̄ıciju
n⋃

i=1

Bi =
n⋃

i=1

Ai. Tā kā A ir algebra, tad ∀i Bi ∈ A.

Kopu saime {Bi} ir disjunkta, tāpēc

µ(
n⋃

i=1

Bi) =
n∑

i=1

µ(Bi).

Ievērojam ∀iBi ⊆ Ai, tādēļ µ(Bi) ≤ µ(Ai). L̄ıdz ar to

µ(
n⋃

i=1

Ai) = µ(
n⋃

i=1

Bi) =
n∑

i=1

µ(Bi) ≤
n∑

i=1

µ(Ai).

(ii) Pieņemsim, ka
{Ai} = {Ai | i ∈ Z+},

13



proti, tā ir bezgal̄ıga sanumurējama kopu saime. Definējam jaunas kopas

Bi ↽





Ai, ja i = 1;

Ai \
i−1⋃
j=1

Aj, ja i > 1.

Saskaņā ar Bi defin̄ıciju
∞⋃
i=1

Bi =
∞⋃
i=1

Ai. Tā kā A ir algebra, tad ∀i Bi ∈ A.

Kopu saime {Bi} ir disjunkta, tāpēc

µ(
∞⋃
i=1

Bi) =
∞∑
i=1

µ(Bi).

Ievērojam ∀iBi ⊆ Ai, tādēļ µ(Bi) ≤ µ(Ai). L̄ıdz ar to

µ(
∞⋃
i=1

Ai) = µ(
∞⋃
i=1

Bi) =
∞∑
i=1

µ(Bi) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

Apgalvojums 2.3. Ja µ : A → [0; +∞] ir σ–algebrā A ⊆ P(Ω) definēts
mērs un µ∗ — ārējais mērs, kas asociēts ar µ, tad

∀A ∈ A µ(A) = µ∗(A).

2 Pieņemsim, ka A ∈ A. Saskaņā ar µ∗(A) defin̄ıciju

µ∗(A) = inf{
∑
i∈I

µ(Ai) | A ⊆
⋃
i∈I
Ai},

kur {Ai} ir sanumurējams kopas A pārklājums un ∀iAi ∈ A. Tā kā A ir
σ–algebra, tad

⋃
i

Ai ∈ A. Tā rezultātā

µ(A) ≤ µ(
⋃
i

Ai)
A2.2≤

∑
i

µ(Ai).

Tas demonstrē, ka µ(A) ≤ µ∗(A). Taču {A} ar̄ı ir kopas A pārklājums,
tāpēc µ∗(A) ≤ µ(A). L̄ıdz ar to µ∗(A) = µ(A).
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3. Varbūt̄ıbu telpas konstrukcija

Varbūt̄ıbu teorijā izved likumus, kas ļauj aprēķināt vienu gad̄ıjumlielumu
varbūt̄ıbas, ja zināmas kādu citu gad̄ıjumlielumu varbūt̄ıbas. Matemātiskā
statistika anal̄ızē metodes, kā atrast sākotnējās gad̄ıjumlielumu varbūt̄ıbas.

Karateodori teorēma mums ļauj konstruēt mēru, ja mūsu r̄ıc̄ıbā ir σ–
pusadit̄ıvs attēlojums µ∗ pie nosac̄ıjuma, ka µ∗(∅) = 0. Savukārt Teorēma 2.1
dod iespēju konstruēt tādu σ–pusadit̄ıvu attēlojumu µ∗, ka µ∗(∅) = 0, ja tikai
mūsu r̄ıc̄ıbā ir kāda algebra A ⊆ P(Ω) ar tajā definētu adit̄ıvu attēlojumu µ
(pie nosac̄ıjuma, ka µ(∅) = 0).

Ja mēs analizējam kādu konkrētu valodu, tad varbūt̄ıbu telpa iepriekš
mums nav dota. Skaitļus µ(A) mēs varam definēt vācot datus, un tos ap-
strādājot. Taču konstruējot varbūt̄ıbu telpu var izrād̄ıties, ka

∃A ∈ A µ(A) 6= µ∗(A).

Nākošais piemērs demonstrē, ka principā šāda nepat̄ıkama situācija ir
iespējama. Vispirms tomēr mums ir nepieciešama viena konstrukcija, kas
definē algebru.

Apgalvojums 3.1. Ja ∀i ∈ I Ai ⊆ P(Ω) ir algebra, tad A ↽
⋂
i∈I

Ai ir

algebra.

2 (i) Tā kā ∀i ∈ I Ω ∈ Ai, tad Ω ∈ ⋂
i∈I

Ai = A.

(ii) Pieņemsim, ka A ∈ A un B ∈ A, tad ∀i ∈ I (A ∈ Ai∧B ∈ Ai). Tā kā
∀i ∈ I Ai ir algebra, tad A∪B ∈ Ai un A∩B ∈ Ai. No šejienes A∪B ∈ A

un A ∩ B ∈ A.
(iii) Pieņemsim, ka A ∈ A, tad ∀i ∈ I A ∈ Ai. Tā kā ∀i ∈ I Ai ir

algebra, tad Ā ∈ Ai. No šejienes Ā ∈ A.

Pieņemsim, ka E ⊆ P(Ω) un Ai(E), i ∈ I, ir visas tās algebras, kas satur
kopu E , proti, E ⊆ Ai(E).

Defin̄ıcija 3.2. Kopu saimi 〈E〉 ↽
⋂
i∈I

Ai(E) sauc par sistēmas E ǧenerēto

algebru.

Tā kā P(Ω) pati ir algebra, kas satur E , tad I 6= ∅. Tagad atsaucoties uz
Apgalvojumu 3.1 secināms: 〈E〉 ir algebra.
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Defin̄ıcija 3.3. Kopu ]a; b] ⊆ R, kur a < b, sauc par bultu.
Bultas ]a1; a2], ]a3; a4], . . . , ]an−1; an] sauc par disjunktām, ja

a1 < a2 < . . . < an.

Lemma 3.4. Divu bultu apvienojums ir bulta vai divu disjunktu bultu apvieno-
jums.

2 Pieņemsim, ka B1 =]a1; b1] un B2 =]a2; b2]. Ja B1 ∩B2 6= ∅, tad

B1 ∪B2 =] min(a1, a2); max(b1, b2)].

Pretējā gad̄ıjumā B1 un B2 ir disjunktas bultas.

Lemma 3.5. Ja B =
n⋃

i=1

Bi ir disjunktu bultu Bi apvienojums un A ir bulta,

tad A ∪B ir gal̄ıgs disjunktu bultu apvienojums.

Vienošanās. Ja n = 1, ar̄ı šai gad̄ıjumā mēs teiksim, ka B ir disjunktu
bultu apvienojums.

2 Pieņemsim, ka A =]a; b],

B1 =]a1; b1], B2 =]a2; b2], . . . , Bn =]an; bn]

un ∀i ai < ai+1. Ja ∀i ∈ s, k A ∩ Bi 6= ∅, bet pārejiem indeksiem i /∈
s, k A ∩Bi = ∅, tad

A ∪B = A ∪ (
n⋃

i=1

Bi)

= (
s−1⋃
i=1

Bi) ∪ ] min(a, as); max(bk, b)] ∪ (
n⋃

i=k+1

Bi). (3)

Ja a 6= bs−1 un b 6= ak+1, tad (3) ir lemmā minētais disjunkto bultu apvieno-
jums. Ja a = bs−1, bet b 6= ak+1, tad

A ∪B = (
s−2⋃
i=1

Bi) ∪ ]as−1; max(bk, b)] ∪ (
n⋃

i=k+1

Bi).
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Ja Ja a = bs−1 un b = ak+1, tad

A ∪B = (
s−2⋃
i=1

Bi) ∪ ]as−1; bk+1] ∪ (
n⋃

i=k+2

Bi).

Ja Ja a 6= bs−1, bet b = ak+1, tad

A ∪B = (
s−1⋃
i=1

Bi) ∪ ] min(a, as); bk+1] ∪ (
n⋃

i=k+2

Bi).

Ja ∀i A ∩Bi = ∅, tad

A ∪B = A ∪ (
n⋃

i=1

Bi).

Lemma 3.6. Ja A =
n⋃

i=1

Ai un B =
m⋃

i=1

Bi ir disjunktu bultu apvienojumi,

tad A ∪B ir gal̄ıgs disjunktu bultu apvienojums.

2 Pierād̄ıjums idukt̄ıvs pēc n. Ja n = 1, tad tā ir Lemma 3.5.

Ja A =
n+1⋃
i=1

Ai, tad saskaņā ar indukcijas pieņēmumu

A ∪B = An+1 ∪ ((
n⋃

i=1

Ai) ∪B) = An+1 ∪ (
k⋃

j=1

Cj),

kur C1, C2, . . . , Ck ir disjunktas bultas. Tagad atsaucoties uz Lemmu 3.5
secināms:

A ∪B = An+1 ∪ (
k⋃

j=1

Cj) =
κ⋃

j=1

Dj,

kur D1, D2, . . . , Dκ ir disjunktas bultas.

Lemma 3.7. Ja B =
n⋃

i=1

Bi ir disjunktu bultu Bi apvienojums un ∀i Bi ⊆
]a; b], tad ]a; b] \B ir gal̄ıgs disjunktu bultu apvienojums.

2 Pieņemsim, ka

B1 =]a1; b1], B2 =]a2; b2], . . . , Bn =]an; bn]

un ∀i ai < ai+1, tad

]a; b] \B =]a; a1]∪]b1; a2] ∪ . . .∪]bn−1; an]∪]bn; b].
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Apgalvojums 3.8. Ja Ω =]0; 1], E = { ]a; b] | 0 ≤ a < b ≤ 1} un

G = {A|A ir saimes E disjunktu bultu gal̄ıgs apvienojums} ∪ {∅},

tad G = 〈E〉, proti, G ir sistēmas E ǧenerētā algebra.

2 Pieņemsim, ka Ai(E), i ∈ I, ir visas tās algebras, kas satur kopu E ,
proti, E ⊆ Ai(E). Vispirms parād̄ısim, ka G ir viens no saimes {Ai(E) | i ∈ I}
elementiem.

Saskaņā ar G defin̄ıciju E ⊆ G. Tagad pārliecināsimies, ka G ir algebra,
proti, tā apmierina visus defin̄ıcijas 1.1 nosac̄ıjumus.

(i) Tā kā Ω =]0; 1] ∈ E , tad Ω ∈ G.
(ii) Ja A ∈ G, tad saskaņā ar Lemmu 3.7 Ā ∈ G.
(iii) Ja A ∈ G un B ∈ G, tad saskaņā ar lemmu 3.6 A∪B ∈ G. Visbeidzot,

A ∩B = Ā ∪ B̄, tāpēc A ∩B ∈ G.
L̄ıdz ar to G ir viens no saimes {Ai(E)} elementiem. Tas noz̄ımē, ka

〈E〉 =
⋂
i∈I

Ai(E) ⊆ G.

Katra saime Ai(E) satur saimi E kā apakšsaimi, proti, E ⊆ Ai(E). Tā kā
Ai(E) ir algebra, tad tā satur visus saimes E gal̄ıgos apvienojumus un tukšo
kopu ∅. Tātad tā satur G. L̄ıdz ar to G ⊆ ⋂

i∈I
Ai(E) = 〈E〉.

Esam konstatējuši, ka G ⊆ 〈E〉 un 〈E〉 ⊆ G; tātad G = 〈E〉.
Piemērs 3.9. Algebrā G (Apgalvojums 3.8) definējam attēlojumu

µ(A) ↽

{
1, ja ∃ε > 0 ]1

2
; 1

2
+ ε] ⊆ A;

0, pretējā gad̄ıjumā.

Parād̄ısim, ka attēlojums µ : G →]0; 1] ir adit̄ıvs. Pieņemsim, ka A un B
ir algebras G disjunktas kopas.

(i) Ja µ(A) = 1, tad ∃ε > 0 ]1
2
; 1

2
+ ε] ⊆ A. Tā kā A un B ir disjunktas

kopas, tad ∀ε > 0 ]1
2
; 1

2
+ ε] 6⊆ B. L̄ıdz ar to µ(B) = 0. Tā rezultātā

µ(A ∪B) = 1 = 1 + 0 = µ(A) + µ(B).

(ii) Ja µ(B) = 1, tad, l̄ıdz̄ıgi spriežot kā punktā (i), iegūstam: µ(A) = 0,
tāpēc µ(A ∪B) = 1 = 0 + 1 = µ(A) + µ(B).
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(iii) Pieņemsim, ka µ(A) = µ(B) = 0. Ņemam vērā, ka A ∈ G, tāpēc tā
ir disjunktu bultu gal̄ıgs apvienojums. Tātad eksistē tādas bultas

]a1; a2], ]a3; a4], . . . , ]a2n−1; a2n], (4)

ka 0 ≤ a1 < a2 < . . . < a2n ≤ 1 un

A =]a1; a2]∪]a3; a4] ∪ . . .∪]a2n−1; a2n]. (5)

Tagad izanalizēsim tr̄ıs dažādus gad̄ıjumus.

• Ja a1 > 1
2
, tad ]1

2
; 1

2
+ ε′] ∩ A = ∅, kur ε′ = a1 − 1

2
.

• Ja a2n ≤ 1
2
, tad ]1

2
; 1

2
+ ε′] ∩ A = ∅, kur ε′ = 1

2
.

• Ja as−1 ≤ 1
2

< as, tad s 6= 2k, jo µ(A) = 0 (skat̄ıt (4) un (5)). Tātad
]1
2
; 1

2
+ ε′] ∩ A = ∅, kur ε′ = as − 1

2
.

L̄ıdz̄ıgi secināms, ka eksistē tāds ε′′ > 0, ka ]1
2
; 1

2
+ ε′′] ∩ B = ∅. L̄ıdz ar

to ]1
2
; 1

2
+ ε] ∩ (A ∪B) = ∅, kur ε = min(ε′, ε′′). Tātad

µ(A ∪B) = 0 = 0 + 0 = µ(A) + µ(B).

Katram n > 1 izvēlamies kopu An ↽ ]1
2

+ 1
n+1

; 1
2

+ 1
n
]. Iegūstam

∞⋃
n=2

An =

]
1

2
; 1

]
.

Tagad pievēršamies Teorēmas 2.1 konstrukcijai

µ∗( ]
1

2
; 1])↽ inf

{∑
i∈I

µ(Bi)

∣∣∣∣∣ |I| ≤ ℵ0 ∧ ∀i ∈ I ( Bi ∈ G ) ∧ ]
1

2
; 1] ⊆

⋃
i∈I
Bi

}

=
∞∑

n=2

µ(An) = 0 6= 1 = µ(( ]
1

2
; 1])).

Tātad, ja mēs vēlamies, lai izpild̄ıtos vienād̄ıba

∀A ∈ A µ(A) = µ∗(A),

mums par to jārūpējas ı̄paši.
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4. Cilindru algebra

Pieņemsim, ka A ir gal̄ıga kopa, ko turpmāk sauksim par alfabētu, bet
kopas A elementus par — burtiem. Katru kopas A+ ↽

⋃∞
n=1 An elementu

u ∈ A+ sauc par alfabēta A netukšu vārdu. Pieņemsim, ka u = (u1, u2, . . . , uk),
v = (v1, v2, . . . , vm) ir alfabēta A netukši vārdi, tad

u#v ↽ (u1, u1, . . . , uk, v1, v2, . . . , vm).

Šo kopā A+ definēto operāciju sauc par konkatenāciju. Tā kā

(u#v)#w = u#(v#w)

visiem alfabēta A netukšiem vārdiem u, v, w, tad 〈A+, #〉 ir pusgrupa. Šo
pusgrupu sauc par kopas A veidoto br̄ıvo pusgrupu A+.

Pieņemsim, ka λ /∈ A+ un A∗ ↽ A+ ∪ {λ}, tad kopu A∗ var sekojoši
pārvērst par monōıdu:

λ#λ ↽ λ, λ#u ↽ u ⇁ u#λ .

Šo monōıdu sauc par kopas A veidoto br̄ıvo monōıdu A∗. Kopas A∗ elementus
sauc par vārdiem, λ — par tukšo vārdu. Kā tas tradicionāli pieņemts, ja
nerodas pārpratumi, tad konkatenācijas operāciju izlaiž un lieto pierakstu
uv ↽ u#v, bez tam u1u2 . . . uk ↽ (u1, u2, . . . , uk). Ja u = u1 = u2 = . . . =
un, tad lieto ar̄ı pierakstu un ↽ u1u2 . . . un. Savukārt u0 ↽ λ.

Pieņemsim, ka u ∈ An, tad skaitli n sauc par vārda u garumu, ko turpmāk
apz̄ımēsim ar |u|. Saskaņā ar defin̄ıciju pieņemsim, ka |λ| ↽ 0.

Defin̄ıcija 4.1. Visur definētu attēlojumu x : N → A sauc par alfabēta A
ω-vārdu.

Mēs lietosim šādus apz̄ımējumus:

xi ↽ x[i] ↽ x(i), x ⇁ (xi) ⇁ x0x1 . . . xn . . .

Alfabēta A visu ω-vārdu veidoto kopu turpmāk apz̄ımēsim ar Aω.

Defin̄ıcija 4.2. Alfabēta A ω-vārdu ux ↽ u1u2 . . . ukx0x1 . . . xn . . . sauc par
vārdu u = u1u2 . . . uk ∈ A∗ un x ∈ Aω konkatenāciju. Vārdu w ∈ A∗ sauc
par vārda x ∈ Aω dal̄ıtāju, ja eksistē tādi v ∈ A∗ un y ∈ Aω, ka x = vwy.
Šai situācijā vārdu v sauc par priedēkli, bet y — par piedēkli.
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Vārda x ∈ Aω visu priedēkļu kopu apz̄ımēsim ar Pref(x).
Pieņemsim, ka u ∈ A∗, tad

u〉 ↽ {x ∈ Aω |u ∈ Pref(x)}.

Defin̄ıcija 4.3. Katru kopu
⋃

u∈U
u〉, kur U ⊆ An, sauc par n–tā ranga cilin-

dru.

Saskaņā ar defin̄ıciju mēs pieņemam, ka
⋃
u∈∅

u〉 ↽ ∅. Ar Cn apz̄ımēsim visu

n–tā ranga cilindru veidoto saimi, proti,

Cn ↽ {A |A ir n–tā ranga cilindrs}.

Cilindru λ〉 = Aω mēs nosauksim par 0–tā ranga cilindru. Tas ir vien̄ıgais
0–tā ranga cilindrs. Kopu C ↽

⋃∞
n=0 Cn sauc par cilindru algebru.

Mūs interesē kopu saime

A∗〉 ↽ {u〉 | u ∈ A∗}.

Apgalvojums 4.4. C = 〈A∗〉〉
2 Pieņemsim, ka Ai, i ∈ I, ir visas tās algebras, kas satur kopu A∗〉,

proti, A∗〉 ⊆ Ai. Vispirms parād̄ısim, ka C ir viens no saimes {Ai | i ∈ I}
elementiem.

Saskaņā ar C defin̄ıciju A∗〉 ⊆ C. Tagad pārliecināsimies, ka C ir algebra,
proti, tā apmierina visus defin̄ıcijas 1.1 nosac̄ıjumus.

(i) Mūsu gad̄ıjumā Ω = Aω = λ〉 ∈ C.
(ii) Pieņemsim, ka A ∈ C, tad eksistē tāda kopa U ⊆ An, ka A =

⋃
u∈U

u〉.
No šejienes

Ā =
⋃

u∈An\U
u〉,

jo

Aω =
⋃

u∈An

u〉.

(iii) Pieņemsim, ka A ∈ C un B ∈ C, tad

A =
⋃

u∈U1

u〉 un B =
⋃

u∈U2

u〉,
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kur U1 ⊆ An, bet U2 ⊆ Am. Konkrēt̄ıbas labad pieņemsim, ka n ≤ m.
Saskaņā ar u〉 defin̄ıciju

u〉 =
⋃
a∈A

ua〉.

Tas indukt̄ıvi ļauj secināt: eksistē tāda kopa U ⊆ Am, ka

A =
⋃
u∈U

u〉.

No šejienes

A ∪ B =
⋃

u∈U∪U2

u〉 ∈ C.

Visbeidzot, A∩B = Ā ∪ B̄, tāpēc A∩B ∈ C. L̄ıdz ar to C ir viens no saimes
{Ai} elementiem. Tas noz̄ımē, ka 〈A∗〉〉 =

⋂
i∈I

Ai ⊆ C.

Katra saime Ai satur saimi A∗〉 kā apakšsaimi, proti, A∗〉 ⊆ Ai. Tā kā
Ai ir algebra, tad tā satur visus saimes A∗〉 gal̄ıgos apvienojumus un tukšo
kopu ∅. Tātad tā satur C. L̄ıdz ar to C ⊆ ⋂

i∈I
Ai = 〈A∗〉〉.

Esam konstatējuši, ka C ⊆ 〈A∗〉〉 un 〈A∗〉〉 ⊆ C; tātad C = 〈A∗〉〉.
Piemērs 4.5. Pieņemsim, ka A = {0, 1},

A = 001〉 ∪ 100〉 ∪ 101〉, B = 01〉 ∪ 10〉, tad

Ā = 000〉 ∪ 010〉 ∪ 011〉 ∪ 110〉 ∪ 111〉, B̄ = 00〉 ∪ 11〉.

Ievērojam: B = 01〉 ∪ 10〉 = 010〉 ∪ 011〉 ∪ 100〉 ∪ 101〉, tāpēc

A ∪ B = 001〉 ∪ 100〉 ∪ 101〉 ∪ 010〉 ∪ 011〉 ∪ 100〉 ∪ 101〉
= 001〉 ∪ 010〉 ∪ 011〉 ∪ 100〉 ∪ 101〉.

Kopā A∗〉 indukt̄ıvi definēsim attēlojumu P .
(i) P(λ〉) ↽ 1.
(ii) Pieņemsim, ka A = {a1, a2, . . . , an}. Izvēlamies n nenegat̄ıvus skaitļus

p1, p2, . . . , pn tā, lai
∑n

i=1 pi = 1, tad P(ai) ↽ pi.
(iii) Indukt̄ıvais solis. Pieņemsim, ka P(u〉) ir definēts visiem u ∈ Ak.

Izvēlamies n nenegat̄ıvus skaitļus pu1, pu2, . . . , pun tā, lai
∑n

i=1 pui = P(u〉),
tad P(uai) ↽ pui.
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Attēlojumu P turpināsim kopā 〈A∗〉〉.
(i) P(∅) ↽ 0.
(ii) Pieņemsim, ka Aω 6= A ∈ 〈A∗〉〉, tad (Apbalvojums 4.4)

A =
⋃
u∈U

u〉, kur ∃m ∈ Z+ U ⊆ Am.

P(A) ↽
∑
u∈U

P(u〉).

Sekas 4.6. ∀m ∈ N ∀u ∈ A∗ P(u〉) =
∑

v∈Am

P(uv〉).

2 Saskaņā ar P defin̄ıciju

P(u〉) =
n∑

i=1

pui =
n∑

i=1

P(uai〉) =
∑
a∈A

P(ua〉).

Tālākie spriedumi indukt̄ıvi. Pieņemsim, ka P(u〉) =
∑

v∈Am

P(uv〉). Tai

pašā laikā esam jau pierād̄ıjuši, ka P(uv〉) =
∑
a∈A

P(uva〉). No šejienes

P(u〉) =
∑

v∈Am

P(uv〉) =
∑

v∈Am

∑
a∈A

P(uva) =
∑

w∈Am+1

P(uw〉).

Sekas 4.7. Attēlojums P : C → [0; 1] ir adit̄ıvs.

2 Pieņemsim, ka A ∈ C, B ∈ C un A ∩ B = ∅. Ja gad̄ıjumā kāda no
kopām A vai B ir ∅ vai Aω, tad fakta P(A∪B) = P(A) +P(B) pierād̄ıjums
ir triviāls. Š̄ı iemesla dēļ turpmāk pieņemsim, ka nedz A, nedz B nav neviena
no kopām ∅ vai Aω.

Tā rezultātā, ņemot vērā Apgalvojuma 4.4 pierād̄ıjuma punktā (iii) iz-
klāst̄ıto,

∃m ∈ Z+ ∃U1 ⊆ Am ∃U2 ⊆ Am [ A =
∑
u∈U1

u〉 ∧ B =
∑
u∈U2

u〉 ].

Tagad atsaucoties uz Sekām 4.6 secināms:

P(A) =
∑
u∈U1

P(u〉) un P(B) =
∑
u∈U2

P(u〉).
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Tā kā A ∩ B = ∅, tad U1 ∩ U2 = ∅. No šejienes

P(A ∪ B) =
∑

u∈U1∪U2

P(u〉) =
∑
u∈U1

P(u〉) +
∑
u∈U2

P(u〉)

= P(A) + P(B).

Defin̄ıcija 4.8. Kopu saimi {Ai | i ∈ J } sauc par kopas A pārklājuma
{Ai | i ∈ I} apakšpārklājumu, ja

A ⊆
⋃
i∈J

Ai un J ⊆ I.

Kā redzams, apakšpārklājuma jēdziens ir piekārtots kādam fiksētam pār-
klājumam. Ja no konteksta būs noprotams pārklājums {Ai | i ∈ I}, tad mēs
to ı̄paši neizcelsim.

Apakšpārklājumu {Ai | i ∈ J } sauc par gal̄ıgu, ja A ⊆ ⋃
i∈J Ai un J

ir gal̄ıga kopa. Te mēs klusuciešot pieņemam, ka A ⊆ ⋃
i∈J Ai ir tieši

pārklājuma A ⊆ ⋃
i∈I Ai apakšpārklājums.

Mēs teiksim, ka kopai A neeksistē gal̄ıgs apakšpārklājums, ja

∀J ⊆ I (A ⊆
⋃
i∈J

Ai ⇒ |J | ≥ ℵ0).

Apgalvojums 4.9. Katram kopas u〉 pārklājumam {ui〉} eksistē gal̄ıgs apakš-
pārklājums.

2 Apgalvojumu pierād̄ısim no pretējā, proti, pieņemsim, ka neeksistē
kopas u〉 gal̄ıgs apakšpārklājums. Ievērojam

u〉 =
⋃
a∈A

ua〉.

Mūsu gad̄ıjumā alfabēts A ir gal̄ıgs, tāpēc vismaz vienam burtam, teiksim,
b1 ∈ A neeksistē gal̄ıgs kopas ub1〉 apakšpārklājums.

Tālākie spriedumi indukt̄ıvi, proti, pieņemsim, ka neeksistē kopas

ub1b2 . . . bk〉
gal̄ıgs apakšpārklājums. Ievērojam

ub1b2 . . . bk〉 =
⋃
a∈A

ub1b2 . . . bka〉.
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Mūsu gad̄ıjumā alfabēts A ir gal̄ıgs, tāpēc vismaz vienam burtam, teiksim,
bk+1 ∈ A neeksistē gal̄ıgs kopas ub1 . . . bkbk+1〉 apakšpārklājums.

L̄ıdz ar to indukt̄ıvi definēts

x ↽ ub1 . . . bkbk+1 . . . ∈ Aω

ar ı̄paš̄ıbu: katram vārda x priedēklim v ∈ Pref(x) neeksistē gal̄ıgs kopas v〉
apakšpārklājums. Taču x ∈ u〉, tāpēc eksistē tāda kopa

uj〉 ∈ { ui〉}, ka x ∈ uj〉.

No šejienes uj ∈ Pref(x), un tādēļ neeksistē gal̄ıgs kopas uj〉 apakšpārklājums.
Pretruna, jo uj〉 ⊆ uj〉, proti, šai kopai eksistē gal̄ıgs apakšpārklājums. Tas
sastāv no vienas pašas kopas uj〉 ∈ { ui〉}.
Sekas 4.10. Katram kopas A ∈ C pārklājumam {ui〉} eksistē gal̄ıgs apakš-
pārklājums.

2 Sekas pierād̄ısim no pretējā, proti, pieņemsim, ka neeksistē kopasA ∈ C
gal̄ıgs apakšpārklājums. Tā kā A ∈ C, tad

A =
⋃
u∈U

u〉, kur ∃m ∈ Z+ U ⊆ Am.

Mūsu gad̄ıjumā kopa U ir gal̄ıga, tāpēc vismaz vienai no kopām u〉 neeksistē
gal̄ıgs apakšpārklājums, kas ir pretrunā ar Apgalvojumu 4.9.

Sekas 4.11. Katram kopas A pārklājumam {Ai ∈ C | i ∈ I} eksistē gal̄ıgs
apakšpārklājums.

2 Tā kā Ai ∈ C, tad

Ai =
⋃

u∈Ui

u〉, kur ∃mi ∈ Z+ U ⊆ Ami .

L̄ıdz ar to
A ⊆

⋃
i∈I

⋃
u∈Ui

u〉.

Tātad saime {u〉 | ∃i ∈ I u ∈ Ui} ir kopas A pārklājums. Tas ļauj secināt
(Sekas 4.10), ka eksistē kopas A pārklājuma {u〉 | ∃i ∈ I u ∈ Ui} gal̄ıgs
apašpārklājums {ui〉 | i ∈ J }.
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Katram i ∈ J izvēlamies pa vienai kopai Aki
tā, lai ui〉 ⊆ Aki

. Tā
rezultātā A ⊆ ⋃

i∈J
Aki

, t.i., {Aki
| i ∈ J } ir kopas A pārklājuma {Ai | i ∈ I}

gal̄ıgs apakšpārklājums.

Mūsu r̄ıc̄ıbā ir algebra C un tajā definēts adit̄ıvs attēlojums P . Saskaņā
ar Teorēmu 2.1 eksistē tāds σ–pusadit̄ıvs attēlojums

P∗ : P(Aω) → [0; +∞], ka P∗(∅) = 0.

Apgalvojums 4.12. ∀A ∈ C P∗(A) = P(A).

2 Pieņemsim, ka A ∈ C. Saskaņā ar P∗ defin̄ıciju

P∗(A) = inf

{∑
i∈I

P(Ai)

∣∣∣∣∣ |I| ≤ ℵ0 ∧ ∀i ∈ I ( Ai ∈ C ) ∧ A ⊆
⋃
i∈I
Ai

}
.

Pieņemsim, ka {Ai ∈ C | i ∈ I} ir kopas A pārklājums. Ņemot vērā tikko
pierād̄ıtās sekas, secināms: eksistē š̄ı pārklājuma gal̄ıgs apakšpārklājums

{Ai | i ∈ J }.
Tā kā P ir nenegat̄ıvs attēlojums un tas ir saimes C adit̄ıvs attēlojums,

tad ∑
i∈I

P(Ai) ≥
∑
i∈J

P(Ai) ≥
∑
i∈J

P(A ∩Ai).

Kopa J ir gal̄ıga, tāpēc (skat̄ıt Apgalvojuma 4.4 pierād̄ıjuma punktā (iii)
izklāst̄ıto) eksistē k ∈ Z+ un tādas kopas V , Vi, i ∈ J , ka

• A =
⋃

u∈V

u〉 ∧ V ⊆ Ak;

• Ai =
⋃

u∈Vi

u〉 ∧ Vi ⊆ Ak.

No šejienes A ∩Ai =
⋃

u∈V ∩Vi

u〉, un tādēļ, ņemot vērā P aditivitāti,

∑
i∈J

P(A ∩Ai) =
∑
i∈J

∑
u∈V ∩Vi

P(u〉) =
∑
u∈V

P(u〉) = P(A).

Tātad P∗(A) = P(A).

Karateodori teorēma apgalvo, ka P∗–mērojamo kopu saime C ⊆ P(Aω)
ir σ–algebra un P∗ sašaurinājums kopā C ir mērs.
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Apgalvojums 4.13. C ⊆ C

2 Pieņemsim, ka E ⊆ Aω, tad

P∗(E) = inf

{∑
i∈I

P(Ai)

∣∣∣∣∣ |I| ≤ ℵ0 ∧ ∀i ∈ I ( Ai ∈ C ) ∧ A ⊆
⋃
i∈I
Ai

}
.

Saskaņā ar inf̄ıma defin̄ıciju ∀ε > 0 atrodams tāds sanumurējams pārklājums
{Ai}, ka

P∗(E) + ε >
∑

i

P(Ai).

Ņemam vērā, ka

E ∩ A ⊆ (
⋃
i

Ai) ∩ A =
⋃
i

(Ai ∩ A),

E ∩ Ā ⊆ (
⋃
i

Ai) ∩ Ā =
⋃
i

(Ai ∩ Ā.

Pieņemsim, ka A ∈ C. Tā kā P∗ ir monotons un σ–pusadit̄ıvs, tad

P∗(E ∩ A) ≤ P∗(
⋃
i

(Ai ∩ A)) ≤
∑

i

P∗(Ai ∩ A) =
∑

i

P(Ai ∩ A).

L̄ıdz̄ıgi

P∗(E ∩ Ā) ≤ P∗(
⋃
i

(Ai ∩ Ā)) ≤
∑

i

P∗(Ai ∩ Ā) =
∑

i

P(Ai ∩ Ā).

No šejienes

P∗(E ∩ A) + P∗(E ∩ Ā) ≤
∑

i

P(Ai ∩ A) +
∑

i

P(Ai ∩ Ā)

=
∑

i

(P(Ai ∩ A) + P(Ai ∩ Ā))

=
∑

i

(P((Ai ∩ A) ∪ (Ai ∩ Ā))

=
∑

i

P(Ai) < P∗(E) + ε.
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Tātad P∗(E ∩A) + P∗(E ∩ Ā) ≤ P∗(E). Tagad atsaucoties uz Karateodori
teorēmas pierād̄ıjuma sākumā minēto varam apgalvot, ka

P∗(E ∩ A) + P∗(E ∩ Ā) = P∗(E).

L̄ıdz ar to kopa A pareizi sadala katru kopu E ⊆ Aω. Tas noz̄ımē, ka A ir
P∗– mērojama, t.i., A ∈ C.

Pēdējie divi apgalvojumi demonstrē, ka P∗ ir adit̄ıvā attēlojuma P σ–
adit̄ıvs paplašinājums visu P∗–mērojamo kopu σ–algebrā C. Tā rezultātā
mūsu r̄ıc̄ıbā ir varbūt̄ıbu telpa 〈Aω,C,P∗〉.

Tagad identificējam katru u ∈ A∗ ar kopu u〉. Esam ieguvuši varbūt̄ıbu
telpu, kas apraksta pamattekstu avotu.
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