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Ievads

Varbutiskajos modejos pamattekstu avots tiek apliikots ka gadijumvirknu
avots. Pienemsim, ka avots genere alfabeta A galiga vai bezgaliga garuma
tekstu. Precizesim, proti, uzskatisim, ka avots genere galigu vai bezgaligu
gadijuma burtu (simbolu) virkni g, z1, ..., z,_1,... kur visi z; € A. Nejausa
zinojuma apay . ..a,_1 varbutibu definejam ka sekojosas notikumu virknes
varbtitibu:

P(aoal...an,l) - P{l’o :ao/\l'l :al/\.../\l’n,1 :an,l}.
Nejauso zinojumu kopa veido varbiitibu telpu, ja izpildas sekojosi nosacijumi:

1. P(apay ...a,—1) > 0 katram nejausam zinojumam agay . . . a,_1;

2. Z P(a0a1 Ce an,l) = 1,

(a0:a1 >~~~7an71)

3. katram nejausam zinojumam agpa; . . .a,_1 un katram s > n:

P(a0a1 . an_l) = Z P(a0a1 e Cls_l),

(an,ang1,e.s05-1)

proti, katra nejausa zinojuma ar garumu n varbiutiba ir visu to zinojumu
virknu, kas papildinatas Iidz garumam s, varbitibu summa.

Teksts, ko rada sads avots, ir valodas varbutiskais analogs. Uzdodot
noteiktu varbuitibu sadalijumu pamattekstu kopa, mes uzdodam atbilstosu
avota modeli.

Tacu saja bridi rodas standartjautajums:

— Kas sai gadijuma ir elementaru notikumu telpa?

Mazliet visparigak, tacu turpinot to pasu domu:
— Kas tad sai gadijuma ir varbutibu telpa?

ST raksta mérkis ir definet varbutibu telpu ta, lai katrs zinojums biitu §Is
varbutibu telpas notikums.



Apzimejumi

- —  negacija,

V  — disjunkcija, A —  konjunkcija,

= — implikacija, < — ekvivalence,

A~a — izteikums A ir aplams,

A ~p — izgteikums 2 ir patiess,

4 —  eksistences kvantors, V — universalkvantors,

dla P(z) —  eksiste viens vienigs tads z, kam izpildas nosacijums P(z),
r € X — elements x pieder kopai X jeb x ir kopas X elements,
ACB — kopa A ir kopas B apakskopa,

AUB, ANB, A\ B — kopu A un B apvienojums, skelums, starpiba,
min X —  kopas K minimalais elements,

max K — kopas K maksimalais elements,

= , = — vienadibas saskana ar definiciju,
In={1,2....n}:kn={kk+1,...,n}, tek<n,

7Z — veselo skaitlu kopa, Z, = {z|x € Z ANz > 0},
Ne=7Z,U{0},N_ = Z\Z,,

P —  visu pirmskaitlu kopa,

Q — racionalo skaitlu kopa,

R — realo skaitlu kopa, C — komplekso skaitlu kopa,

|K| — kopas K apjoms,

Ny — kopas N apjoms, ¢ — realo skaitlu kopas R apjoms,

<I,y> ~ ("'U?y) - {{Jf},{l’,y}},

T1To .. Ty = (T1, Ty, Xy) = (21,22, .., 2n) = (21,72, .., Tpn_1),Tpn),

Al XAQX XAnF {(a:l,xQ,...,an‘v’iEl,_n xiEAi)}, An, ]u\,
frx—y, [f:X—o>Y, X—<{—>Y,

Dom(f) = {z |3y Y (f:2—y)}, Ran(f) = {y|Iz e X (f:z—y)},
XY, XLy, XY, XY,

pri@a prig7
AT, N, A* um,

m
DG = A+ Ay o Gy,
i=k



m
H a; == ApQg4+1 - - - A,

i=k

a~b — skaitlis b ir skaitla a daudzkartnis,

D(alaa27"'aan) N {Q|VZ le_nq\al}7

Id(ay, a9, ..., a,) = max D(ay,as,...,a,),

a =b(mod m) —  skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m,

Zm;{O,l,...,m—l},
7, = {a|ldla,m)=1 A a € Z,},

O — pieradijjuma sakums,

m — pieradijuma beigas;

= — implikacijas zimi pieradijuma sakuma mes izmantojam, lai noraditu,
ka tagad sakas teorémas nepiecieSama nosacijuma pieradijums,

< — $o zimi pieradijumos mes izmantojam, lai noraditu, ka tagad sakas

teoremas pietickama nosacijuma pieradijums.



1. Karateodori teorema

Pienemsim, ka dota patvaligi fikseta kopa €2 un sis kopas visu apakskopu
kopa
B = {AlACQ}.

Definicija 1.1. Kopas B(2) apakskopu A sauc par algebru, ja:
(i) Qe ;
i) AeA=A = Q\Ae;

(ili) AcANBeA=>AUBeANANBeA

Terminu kopu saime {A;|i € Z} mes lietosim ka ekvivalentu apgalvoju-
mam: kopas {A;|i € T} elementi ir kopas A;. Kopu saimi {A4; |i € Z} sauc
par galigu, ja Z ir galiga kopa vai arT ta ir tuksa kopa. Saimi {A;|i € 7}
sauc par sanumuréjamu, ja Z ir sanumurejama, galiga vai tuksa kopa.

Turpmak, lai atslogotu apzimejumus, ja no konteksta bis noprotama in-
deksu kopa Z vai art tas daba nebtis butiska, meés lietosim pierakstu

{A:;} = {Ai|i e T}.
Definicija 1.2. Kopu saimi {A;} sauc par disjunktu, ja
Vivj (i # 5= A NA; =0).
Speciala gadijuma kopas A un B sauc par disjunktam, ja AN B = 0.
Algebru 2 sauc par o—algebru, ja katrai sanumurejamai algebras 2 kopu

saimei {A;}
U A, e un ﬂAl e .

Algebra 2 definetu attelojumu
po: 2A— [0; +o0]
sauc par aditivu, ja katram algebras 2 disjunktam kopu parim A, B

u(AUB) = pu(A) + pu(B).



o—algebra 2 definétu aditivu attelojumu p : A — [0; +00] sauc par o—
aditivu, ja katrai algebras 20 sanumuréjamai disjunktai kopu saimei {A;}

n(JA) =D n(A).
o—algebra 2 definétu o-aditivu attelojumu p : A — [0; +00] sauc par
meru, ja u(0) = 0. Meéru pu sauc par varbutibu, ja p(2) = 1.

Definicija 1.3. Trinieku
(Q,2,P)

sauc par varbutibu telpu, ja:
(i) Q — fikseta kopa;
(i) A < P(Q) ir o-algebra;
(iii) P ur algebra A defineta varbutiba.
Definicija 1.4. Kopu saimi {A;} sauc par kopas A parklajumu, ja

Ac| A

Parklajumu {A; | i € Z} sauc par galigu, ja Z ir galiga vai ar1 tuksa kopa.
Saskana ar definiciju meés pienemam, ka
UA =0
i€l
Parklajumu sauc par sanumuréejamu, ja Z ir sanumuréjama, galiga vai tuksa
kopa.

Algebra A C PB(2) definetu attelojumu p : A — [0; +o00] sauc par pus-
aditivu, ja katram galigam kopas A € 2 parklajumam {A;} ar kopas 2

elementiem
pA) < 37 A

So attelojumu sauc par o—pusaditivu, ja katram sanumuréjamam kopas A
parklajumam {A;} ar kopas 2 elementiem
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Definicija 1.5. Piepemsim, ka
oz P(2) — [0; 4o0]

ir o—pusaditivs attelojums un p(9) = 0. Saka, ka kopa A C Q) pareizi sadala
kopu E C Q, ja B
W(E) = (B0 A) + u(E 0 A).

Kopu A C Q sauc par u—merojamu, ja ta pareizi sadala katru kopu £ C €.
Tatad kopu A sauc par y—merojamu, ja

VECQ wE)=puENA+uEnNA. (1)
Apgalvojums 1.6. Nosacijums (1) ir ekvivalents nosacijumam
VENVE, (B CANE, CA = p(E1UEy) = p(Ey) +u(E)).  (2)

0 = Piepemsim, ka By C Aun B, C A, tad E — EyUE, un ENA = Ei,
EN A= E,. No sejienes

(B U Ey) = (E) = p(ENA) + u(ENA) = p(Er) + p(B).

< Piepemsim, ka £E C Q, tad By = ENAC Auwun F, = ENAC A
No Sejienes

W(E) = p(By U By) = p(Er) + p(Bs) = pf(ENA) +u(ENA). =

Teorema 1.7 (Karateodori). Ja p : P(Q) — [0;+00] ir o-pusaditivs
attelojums un (@) = 0, tad visu p-merojamo kopu saime A C P(Q) ir
o-algebra un p sasaurinajums kopa 24 ir mers.

O Ta ka p ir o—pusaditivs attelojums, tad
W(E) < u(ENA) +p(ENA),

jo {ENA, ENA} ir kopas E parklajums. Tas lauj secinat, ka kopa A pareizi
sadala kopu F tad un tikai tad, ja

W(E) = w(ENA) + p(ENA).

(i) Kopu saime 2 ir algebra.



e Taka p() =0, tad

pENY)+(ENQ) = wE)+u(END) = u(E)+ u)

— W(E)+0 = p(E).

Lidz ar to 2 € . Tai pasa laika

w(E N D)+ u(En o)

Tatad ari ) € .

e Pienemsim, ka A € 2, tad
WE)=pwENA) +u(ENA) =uENnA+u(EnA.
Tas parada, ka A € 2.

= p(0) + u(ENQ) =0+ u(E) = u(E).

e Pienemsim, ka A; € A un A, € A, tad A = A; N Ay un
wWENA) +u(ENA) =u(ENANA) + u(E),

kur

Ei=EnNANA=En(A UA)).

Ta ka A; € 2, tad

w(Ey) = p(Byn A+ p(ErnA);
EiNA = EN(AUA)NA =ENANA;

Elmfil -

Lidz ar to

p(Er)

ENn(AUd)NA =ENA,.

=u(ENANA)+p(ENA)

Pienemsim, ka Fy = E N A, tad

WENA) + u(EnA)

w(EN AN Ay)+ p(Er)
w(Ey N Ay) + p(By N Ay + u(By N A
By N A) + (BN AN Ay) + u(ENA)
p(Ey N Ay) + p(By N Ag) + u(E N Ay
p(Es) + p(E N Ay)

(

= u(ENA)+u(ENnA) = uE).
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Tatad A=A, N Ay € 2.

Té_iké_iAl GQlunAQEQ[,tadAIEQ[unAQEQl, tépécfllﬂﬂgegl.
No Sejienes A; N Ay € A. Lidz ar to

ATUA; = A U Ay = AN Ay e 2L
(i) Attelojuma p saSaurinajums algebra A ir aditivs.
Pienemsim, ka A4, N Ay =0 un A; € A, A, € 2, tad
(AU A) = p((AyUA) NAL) + (A UA) NAL) = (A + (A NAy).
Taka A NAy, =0, tad Ay, C A, tapec A, N A; = A,. Lidz ar to
(A U Ag) = p(Ar) + p(As).
(iii) Ja {A;} ir disjunktu kopu saime un Vi A; € A, tad
VECQVneZy plEN (O Ai)) = zn:u(EﬁAi).
i=1 i=1
Vispirms So vienadibu pieradisim divam kopam.
wWEN(ATUA)) =p((ENA)U(ENAy)).
ENACA uwn ENAy, C A C A,
tapec (Apgalvojums 1.6)
p(ENANU(ENAy)) =u(ENA)+ p(ENA,).
Talakie spriedumi induktivi.
n+1 n+l1

p(E 0 (U A)) = (B0 A u B0 (U A)))

n+1 n+1
ENA CA un Eﬂ(UAi)Q UAiQAh

=2 =2



tapec (Apgalvojums 1.6)

n+1 n+1
pENAYUEN (U AN = p(E0A)+u(EN(U A)
tagad izmantojam indukcijas pienemumu
n+1
= u(ENA)+ Z w(ENA;)
n+1 =2
= 2 u(ENA).

=1

(iv) Ja {A;} ir sanumurejama disjunkta kopu saime un Vi A; € A, tad
i=1
leverojam:

.

3

iegustam

WE N LnJA@-) > u(ENA).

Ta ka 2 ir algebra, tad |J A; € 2, tapec, ieverojot (iii), patvaligai kopai
i=1
ECQ

n

w(E) = p(EN(JA) +mENJA) =D u(ENA)+uENA.

i=1 i=1 =1

No Sejienes

w(E) > lim iu(EﬂAi) +u(ENA) = iu(EmAi) +u(ENA.

n—0o0 £

Ta ka p ir o—pusaditivs, tad

M(EmA):u(Em(UAi))zmu (ENA)) Z (ENA).



Lidz ar to

> wENA)+u(ENA) > w(ENA) + p(En A,
i=1
Tas atsaucoties uz teoremas pieradijuma sakuma teikto lauj secinat, ka
p(E) = p(ENA)+u(ENA),
ti., Ae
(v) Ja {A;} ir sanumurejama disjunkta kopu saime, ¥i A; € A un

A:UAZ'GQ[, tad

i=1
S
i=1
Pieradijuma (iv) punkta mes konstatejam, ka patvaligai kopai E C ()

E) > i“(E NA)+ p(ENA).
i=1
Tagad nemot E loma kopu A iegustam
>ZMAHA)+MAOA ZN = u(A).
i=1
Ta ka p ir prusadltlvs attelojums, tad

= M(U Ai) < ZM(A )

Lidz ar to u(A) = Z,u( i)

(vi) A ir o algebm
Pienemsim, ka {A; | i € Z,} ir algebras 2 kopu saime. Mums japarada,

ka |J A; € 2. Defingjam jaunas kopas
i=1

Ai, ja =1
B = i—1
C .Al\U.A], ja > 1.
Ta ka 2 ir algebra tad Vi B; € Q[ Kopu saime {B;} ir disjunkta, tapec
(punkts (iv)) U B; € 2. Lidz ar to U A; = U Biced =

=1 =1
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2. Arejais mers

Teorema 2.1. Ja p : A — [0;+00] ir algebra A C P(L) definets aditivs
attelojums un p(0) = 0, tad kopa P(QL) definetais attelojums

i€

IZ) <Ng AVieT (Aie) A EQUAz‘}

€L

ir o—pusaditivs un p*(0) = 0.

O (i) 0 € P(Q) un u(P) = 0. Ta ka () parklajums ir @, tad p*(0) =0 =
().
(

ii) Mums japierada nevienadiba
E)< ) w'(E)

katram sanumurejamam kopas E parklajumam {FE;}. Ja nu gadijuma
Y u*(E;) = 400, tad nevienadiba izpildas automatiski. Si iemesla de]
turpmak pienemsim, ka Y pu*(E;) < +oo.

Tagad nemam vera p*(E;) definiciju, proti,

' (E;) = inf{ ZN(AU) | B; C U«‘h’j},

kur {A4;;} ir sanumurejams kopas E; parklajums un ViVj A;; € .
Pienemsim, ka ¢ > 0, tad saskana ar infima definiciju eksiste tads kopas
E; sanumurejams parklajums {A;;}, ka

ZM 2] <,u )+§

Taka E C U A, tad
i J

p(E)

IN

ZZM ij) ZU*(E)‘*';)
= ZM Z ZN E)+e.

12



Ta rezultata esam paradijusi, ka katram pozitivam e
pH(E) <> (B +e.

Tas nozime, ka

i (B) <Y i (E). .
Tikko defineto attelojumu p* sauc par aréjo méru, kas asociets ar p.

Apgalvojums 2.2. Ja u ir o—-algebra A definets mers, Vi A; € A un {A;}
i sanumurejama kopu saime, tad

M(U A) < Z (A

O Taka 2 ir o—algebra, tad | J A; € . Tas nozime, ka p(|J A;) ir definéts.
(i) Vispirms pienemsim, ka
{A} ={A;]i e 1,n},
proti, ta ir galiga kopu saime. Defineéjam jaunas kopas
A, ja 1=1,
B, = i—1
Y Al\UAj, ja 1> 1.
j=1

Saskana ar B; definiciju |J B; = |J A;. Ta ka 2 ir algebra, tad Vi B; € 2.
i=1 i=1
Kopu saime {B;} ir disjunkta, tapec

n

w( B = Z 1(B;).

i=1
leverojam Vi B; C A;, tadel u(B;) < u(A;). Lidz ar to

n n n n

p(JA) = nUB:) =D uB) < ZM(Ai)-

i=1 =1 i=1

(ii) Pienemsim, ka

{Ai} ={Aili € Z,},

13



proti, ta ir bezgaliga sanumuréjama kopu saime. Definejam jaunas kopas

.Ai, ja 1= 1;
B, — i—1
v AZ\UAJ, ja 1> 1.
j=1

Saskana ar B; definiciju U B = U A;. Ta ka 2 ir algebra, tad Vi B; € 2.
Kopu saime {B;} ir dlSJU_Ilkta tapec

M(U B;) = Z (B

leverojam Vi B; C A;, tadel u(B;) < u(A;). Lidz ar to

M(U Ai) = M(U B;) = ZM(Bi) < ZM(A

Apgalvojums 2.3. Ja p : A — [0;400] ir o—algebra A C P(Q) definets
mers un p* — arejais mers, kas asociets ar i, tad

VA e A u(A) = p*(A).

O Pienemsim, ka A € . Saskana ar pu*(A) definiciju

1nf{z,u |ACUA}

i€ €L

kur {A4;} ir sanumuréjams kopas A parklajums un Vi A; € 2A. Ta ka 2 ir
o-algebra, tad |JA; € A. Ta rezultata

<pJ4) < YA

Tas demonstre, ka pu(A) < p*(A). Tacéu {A} arT ir kopas A parklajums,
tapec p*(A) < p(A). Lidz ar to p*(A) = u(A). =

14



3. Varbiutibu telpas konstrukcija

Varbiitibu teorija izved likumus, kas lauj aprekinat vienu gadijumlielumu
varbiitibas, ja zinamas kadu citu gadijumlielumu varbutibas. Matematiska
statistika analize metodes, ka atrast sakotnejas gadijumlielumu varbutibas.

Karateodori teorema mums lauj konstruet meru, ja mtsu riciba ir o—
pusaditivs attélojums p* pie nosactjuma, ka p* () = 0. Savukart Teorema 2.1
dod iespeju konstruet tadu o—pusaditivu attelojumu p*, ka p*(0) = 0, ja tikai
musu riciba ir kada algebra 2 C B(Q) ar taja definetu aditivu attelojumu p
(pie nosacijuma, ka u(()) = 0).

Ja mes analizejam kadu konkretu valodu, tad varbutibu telpa ieprieks
mums nav dota. Skaitlus p(A) meés varam definét vacot datus, un tos ap-
stradajot. Tacu konstruejot varbiitibu telpu var izradities, ka

A € A u(A) # p(A).

Nakosais piemers demonstre, ka principa sada nepatikama situacija ir
iespejama. Vispirms tomér mums ir nepiecieSama viena konstrukcija, kas
define algebru.

Apgalvojums 3.1. Ja Vi € T A; CP(Q) ir algebra, tad A = (2, r
i€
algebra.

O() TakavVieZ Qe;,tad Qe A =2
i€T

(i) Piepemsim, ka A € Aun B e A, tadVi e Z (A€ A, AB e 2;). Taka
Vi € T 2; ir algebra, tad AUB € 2; un ANB € ;. No Sejienes AUB € A
un ANB e

(iii) Pienemsim, ka A € ™, tad Vi € Z A€ A;. TakaVie I 2 ir
algebra, tad A € ;. No Sejienes A € 2. =

Pienemsim, ka & C P(Q) un A;(E), i € Z, ir visas tas algebras, kas satur
kopu &, proti, £ C 2,(E).

Definicija 3.2. Kopu saimi (£) = () A:(E) sauc par sistemas € jenereto
i€z
algebru.

Ta ka P(Q) pati ir algebra, kas satur £, tad Z # (). Tagad atsaucoties uz
Apgalvojumu 3.1 secinams: (€) ir algebra.

15



Definicija 3.3. Kopu ]a;b] C R, kur a < b, sauc par bultu.
Bultas |ay; as), |as; a4, - . ., Jan—_1; a,| sauc par disjunktam, ja

ar < ag < ... < Qp.

Lemma 3.4. Divu bultu apvienojums ir bulta vai divu disjunktu bultu apvieno-
JUmMS.

O Pienemsim, ka By =|ay; by] un By =|ag; by]. Ja By N By # (), tad
By U By =] min(ay, as); max(by, ba)].

Preteja gadijuma By un B, ir disjunktas bultas. m

Lemma 3.5. Ja B = |J B; ir disjunktu bultu B; apvienojums un A ir bulta,
i=1
tad AU B ir galigs disjunktu bultu apvienojums.

Vienosanas. Ja n = 1, arT Sai gadijuma mes teiksim, ka B ir disjunktu
bultu apvienojums.
O Piepemsim, ka A =]a; b],
Bl :]al; bl]a BQ :]&2; b2]7 <o 7Bn :]an; bn]

un Vi a; < a;41. Ja Vi € s,k AN B; # 0, bet parejiem indeksiem i ¢
s,k AN B; =0, tad

AuB = Au(JB)

= (UBZ»)U]min(a,as);max(bk,b)]U(‘U B;). (3)

Jaa# bs_1 un b # ag,1, tad (3) ir lemma minetais disjunkto bultu apvieno-
jums. Ja a = bs_q, bet b # axy1, tad

n

AUB = (U B;) U Jas—1;max(by, )] U ( | ] Bi).

16



Ja Jaa=0bs_1 un b= axy, tad

s—2 n
AUB = (U Bl) U]as,l,ka]U( U B,L>
1=1 1=k+2

Ja Ja a # bs_1, bet b = a1, tad

AUB = UB | min(a, as); bg1] U ( U B;).

1=k+2

JaVi AN B; =0, tad

AUB =AU LnJBZ |

=1

Lemma 3.6. Ja A = U A; un B = U B; ir disjunktu bultu apvienojumi,
tad AU B ir galigs dzsyunktu bultu apmenoyums

O Pieradijums iduktivs péc n. Ja n = 1, tad ta ir Lemma 3.5.
n+1

Ja A= J A, tad saskana ar indukcijas pienemumu
i=1

n k

A U B = An+1 U ((U Az) U B) - An—f—l U (U Oj)7

i=1 j=1

kur C1,Cs, ..., C} ir disjunktas bultas. Tagad atsaucoties uz Lemmu 3.5
secinams:

k P
AUB=Anu(|JC)=JD

j=1 j=1
kur Dy, Do, ..., D, ir disjunktas bultas.

Lemma 3.7. Ja B = U B; ir disjunktu bultu B; apvienojums un Vi B; C
la;b], tad Ja; 0] \ B ir galzlgs disjunktu bultu apvienojums.
O Pienemsim, ka
By =lay; b1], By =|ag; bs), . .., By =|an; by)
un Vi a; < a;y1, tad

la;b) \ B =|a; a1]U)by;as) U ... Ulb,_1; a,]Ulby; b]. ]

17



Apgalvojums 3.8. Ja Q =]0;1], £ ={]a;b] |0 <a<b<1} un
G = {A]A ir saimes & disjunktu bultu galigs apvienojums} U {(},
tad G = (), proti, G ir sistemas £ genereta algebra.

O Pienemsim, ka 2(;(E), ¢ € Z, ir visas tas algebras, kas satur kopu €&,
proti, & C A;(E). Vispirms paradisim, ka G ir viens no saimes {2(;(€) |7 € 7}
elementiem.

Saskana ar G definiciju £ C G. Tagad parliecinasimies, ka G ir algebra,
proti, ta apmierina visus definicijas 1.1 nosacijumus.

(i) Taka Q =]0;1] € £, tad Q € G.

(ii) Ja A € G, tad saskana ar Lemmu 3.7 A € G.

(iii) Ja A € Gun B € G, tad saskana ar lemmu 3.6 AUB € G. Visbeidzot,
ANB=AUB, tapec ANB €G.

Lidz ar to G ir viens no saimes {2;(£)} elementiem. Tas nozime, ka
(€)= ﬂz%(c‘f) cg.

ic

Katra saime 2(;(€) satur saimi £ ka apakssaimi, proti, £ C ;(€). Ta ka
2;(E) ir algebra, tad ta satur visus saimes £ galigos apvienojumus un tukso
kopu ). Tatad ta satur G. Lidz ar to G C [ 2;(E) = (&).

i€l
Esam konstatejusi, ka G C (€) un (£) C G; tatad G = (£). m

Piemers 3.9. Algebra G (Apgalvojums 3.8) definejam attélojumu

H(A) = { Loja 3 >0li5 +e] € A;
0, preteja gadijuma.
Paradisim, ka attelojums p : G —]0; 1] ir aditivs. Piepemsim, ka A un B
ir algebras G disjunktas kopas.
(i) Ja p(A) =1, tad Je > 0 ]3;4 +¢] C A. Taka A un B ir disjunktas
kopas, tad Ve > 0]3;1 +¢] € B. Lidz ar to p(B) = 0. Ta rezultata

H(AUB) =1=140= p(A) + pu(B).

(i) Ja pu(B) = 1, tad, lidzigi spriezot ka punkta (i), iegustam: u(A) =0,
tapec p(AUB) =1=0+1= u(A) + u(B).
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(iii) Piepemsim, ka u(A) = pu(B) = 0. Nemam vera, ka A € G, tapec ta
ir disjunktu bultu galigs apvienojums. Tatad eksiste tadas bultas

Jai; as],]as; adl, . . . Jazn—1; azal, (4)
ka0<agi<ar<...<ag, <1lun
A =lay; ag)Ulas; ag) U ... Ulagy_1; agy). (5)
Tagad izanalizesim tris dazadus gadijumus.
Li+elNA=0kure =a; — 3.

s +eINA=0 kur e = 1.

1.1
272

e Jaa; > 3, tad ]

o Jaay, <1 tad]

29
o Jaa, 1 <3 <a, tad s # 2k, jo u(A) = 0 (skatit (4) un (5)). Tatad
]%,%—F&]OA 0, kur ¢’ = a, — 3.
Lidzigi secinams, ka cksiste tads ¢” > 0, ka ]3;1 +¢”"] N B = (. Lidz ar
to]3;3 +¢elN (AUB) 0, kur e = min(¢’,e”). Tatad
p(AUB)=0=0+0= pu(A) + n(B).

Katram n > 1 izvelamies kopu A, = |3 + —5; 5 + +]. Tegustam

= 1
U A, = ] —; 1] )
2
n=2
Tagad pieversamies Teoremas 2.1 konstrukcijai

u*(]%;l])vinf{Zu(B

IZ| <Ng AVieI(B;eG)n]=:1] CUB}

Tatad, ja mes velamies, lai izpilditos vienadiba
VA€ p(A) = p*(A),
mums par to jarupejas 1pasi.
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4. Cilindru algebra

Pienemsim, ka A ir galiga kopa, ko turpmak sauksim par alfabetu, bet
kopas A elementus par — burtiem. Katru kopas AT — [J7—; A" elementu

u € AT sauc par alfabéta A netuksu vardu. Pienemsim, ka u = (uq, ug, . . ., ug),
v = (v1,v9,...,0,) ir alfabeta A netuksi vardi, tad
u#Hv = (g, Upy ..oy Uk, V1, V2, .oy Upy).

So kopa AT definéto operaciju sauc par konkatenaciju. Ta ka

(u#v)#w = u(v#w)

visiem alfabeta A netuksiem vardiem wu,v,w, tad (A", #) ir pusgrupa. So
pusgrupu sauc par kopas A veidoto brivo pusgrupu AT,

Piepemsim, ka A ¢ AT un A* = A" U {\}, tad kopu A* var sekojosi
parverst par monoidu:

M = A\, Miu— u = u#).

So monoidu sauc par kopas A veidoto brivo monoidu A*. Kopas A* elementus
sauc par vardiem, A\ — par tukso vardu. Ka tas tradicionali pienemts, ja
nerodas parpratumi, tad konkatenacijas operaciju izlaiz un lieto pierakstu
uwv = u#v, bez tam ujus ... up = (ug, U, ..., ux). Jau=1u =ug = ... =
Uy, tad lieto arT pierakstu u” = ujus. .. u,. Savukart u° = \.

Pienemsim, ka u € A", tad skaitli n sauc par varda u garumu, ko turpmak
apzimesim ar |u|. Saskana ar definiciju piegemsim, ka |A\| = 0.

Definicija 4.1. Visur definetu attelojumu x : N — A sauc par alfabéta A
w-vardu.

Mes lietosim Sadus apzimejumus:
Alfabeta A visu w-vardu veidoto kopu turpmak apzimesim ar A“.

Definicija 4.2. Alfabéta A w-vardu ur <= ujls ... ULToX] ... Ty ... SAUC PAT
vardu u = Uiy ... ux € A* un x € AY konkatenaciju. Vardu w € A* sauc
par varda v € A¥ dalitaju, ja eksiste tadi v € A" un y € A¥, ka x = vwy.
Sai situacija vardu v sauc par priedékli, bet y — par piedékli.
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Varda z € A¥ visu priedeklu kopu apzimésim ar Pref(z).
Pienemsim, ka u € A*, tad

u) = {x € A¥|u € Pref(z)}.

Definicija 4.3. Katru kopu |J w), kur U C A", sauc par n—ta ranga cilin-
ueU
dru.

Saskana ar definiciju més pienemam, ka |J u) = (. Ar C, apzimesim visu
)
n—ta ranga cilindru veidoto saimi, proti,

C, = {A] A ir n—ta ranga cilindrs}.

Cilindru A) = A“ meés nosauksim par 0-ta ranga cilindru. Tas ir vienigais
0-ta ranga cilindrs. Kopu C = ,—,C, sauc par cilindru algebru.
Mis interese kopu saime

&) = {u)ue A}
Apgalvojums 4.4. C = (A%))

O Piepemsim, ka 2(;, i € Z, ir visas tas algebras, kas satur kopu A*),
proti, A*) C ;. Vispirms paradisim, ka C ir viens no saimes {2;|i € T}
elementiem.

Saskana ar C definiciju A*) C C. Tagad parliecinasimies, ka C ir algebra,
proti, ta apmierina visus definicijas 1.1 nosacijumus.

(i) Musu gadijuma Q = AY = \) € C.

(ii) Piepemsim, ka A € C, tad eksiste tada kopa U C A", ka A= | u).

uel
A= U uy,

u€A™\U

A¥ = U u).

ucA"
(iii) Pienemsim, ka A € C un B € C, tad

A:Uu> un BzUu),

uelq wEUo

No Sejienes

jo
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kur U; C A", bet Uy C A™. Konkrétibas labad pienemsim, ka n < m.
Saskana ar u) definiciju

u) = U uay.

acA

Tas induktivi lauj secinat: eksiste tada kopa U4 C A™, ka

A= Uu>

ueU

No sejienes
AuB= |J wec

uEUUU2

Visbeidzot, ANB = AU B, tapec ANB € C. Lidz ar to C ir viens no saimes
{2} elementiem. Tas nozime, ka (A*)) = (N 2A; CC.
i€T
Katra saime 2; satur saimi A*) ka apakssaimi, proti, A*) C 2(;,. Ta ka
2; ir algebra, tad ta satur visus saimes A*) galigos apvienojumus un tukso
kopu (. Tatad ta satur C. Lidz ar to C C (| 2, = (4%)).

€T

Esam konstatejusi, ka C C (A*)) un (A*)) C C; tatad C = (A*)). m
Piemers 4.5. Pienemsim, ka A = {0, 1},

A=001)U100)U101), B=01)U10), tad

A =000)U010) U011) U110) U 111), B=00)U11).
leverojam: B = 01) U 10) = 010) U 011) U 100) U 101), tapec

AUB = 001)U100) U101) U010) U011) U 100) U 101)
= 001) U010) U011) U 100) U 101).

Kopa A*) induktivi definésim attelojumu P.

() POY) < 1.

(ii) Pienemsim, ka A = {ay, aq, ..., a,}. Izvelamies n nenegativus skaitlus
P1, D2, -, Do 18, lal Yo pi =1, tad P(a;) = pi-

(iii) Induktivais solis. Pienemsim, ka P(u)) ir definéts visiem u € A*.
Izvelamies n nenegativus skaitlus pyi, Puz, - - ., Pun t8, lai Y1 pu = P(u)),
tad P(ua;) = Pui-
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Attelojumu P turpinasim kopa (A*)).
(i) P(0) = o.
(ii) Pienemsim, ka A“ # A € (A*)), tad (Apbalvojums 4.4)

A=Jw, ko 3dmez, U A™

PA) = > P(u)).

Sekas 4.6. Vm € NVu e A* P(u)) = > P(uv)).

vEA™

O Saskana ar P definiciju

P) =3 pu = Y Plua) = 3 P(ua))

a€A

Talakie spriedumi induktivi. Pienemsim, ka P(u)) = >  P(uv)). Tai

vEA™

pasa laika esam jau pieradijusi, ka P(uv)) = > P(uva)). No Sejienes
acA
P(u)) = Z P(uv)) = Z ZP(uva) = Z Pluw)). m
vEA™ vEA™ qgEA weAmT1

Sekas 4.7. Attélojums P : C — [0; 1] ir aditivs.

O Pienemsim, ka A € C, B € C un ANB = (). Ja gadijuma kada no
kopam A vai B ir () vai A¥, tad fakta P(AUB) = P(A) + P(B) pieradijums
ir trivials. STiemesla del turpmak piepemsim, ka nedz A, nedz B nav neviena
no kopam () vai A%.

Ta rezultata, nemot vera Apgalvojuma 4.4 pieradijuma punkta (iii) iz-
klastito,

ImE€Z, W CA"TU, CAT [A=D u) AB=) u)].

u€EU u€s

Tagad atsaucoties uz Sekam 4.6 secinams:

PA)=> Pw) w  PB)=> Plu).

u€l u€Us
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Taka ANB =0, tad Uy NUy = 0. No Sejienes

PAUB) = Y Pu)=>Y Pu)+ > Pu)

u€U U2 u€EUy u€EUs2

= P(A)+PB). =

Definicija 4.8. Kopu saimi {A;|i € J} sauc par kopas A parklajuma
{A;|i € I} apaksparklajumu, ja

AclJA wm  gcT
ieJ

Ka redzams, apaksparklajuma jedziens ir piekartots kadam fiksetam par-
klajumam. Ja no konteksta bus noprotams parklajums {A4; |i € Z}, tad mes
to 1pasi neizcelsim.

Apaksparklajumu {A; |7 € J} sauc par galigu, ja A C J,c; Ai un J
ir galiga kopa. Te mes klusuciesot pienemam, ka A C J,c,A;i ir tiesi
parklajuma A C (J,.; A; apaksparklajums.

Mes teiksim, ka kopai A neeksisté galigs apaksparklajums, ja

VI CI(AC|JAi=1T]=N).
ieJ

Apgalvojums 4.9. Katram kopas u) parklajumam { u;)} eksiste galigs apaks-
parklajums.

O Apgalvojumu pieradisim no preteja, proti, pienemsim, ka neeksiste
kopas u) galigs apaksparklajums. Ievéerojam

u) = U uay.

Miusu gadijuma alfabets A ir galigs, tapéc vismaz vienam burtam, teiksim,
by € A neeksiste galigs kopas ub;) apaksparklajums.
Talakie spriedumi induktivi, proti, pienemsim, ka neeksiste kopas

U,blbg c. bk>
galigs apaksparklajums. Ieverojam

Ublbg c bk> = U Ublbg c. bka>

acA
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Musu gadijuma alfabets A ir galigs, tapéc vismaz vienam burtam, teiksim,
brr1 € A neeksiste galigs kopas ub; ... bibry1) apaksparklajums.
Lidz ar to induktivi definets

$FUb1...bkbk+1...€Aw

ar 1pasibu: katram varda x priedeklim v € Pref(z) neeksiste galigs kopas v)
apaksparklajums. Tacu x € u), tapec eksiste tada kopa

uj) € {u)}, ka T € uy).

No Sejienes u; € Pref(x), un tadel neeksiste galigs kopas u;) apaksparklajums.
Pretruna, jo u;) C u;), proti, Sai kopai eksiste galigs apaksparklajums. Tas
sastav no vienas pasas kopas u;) € {u;)}.

Sekas 4.10. Katram kopas A € C parklajumam {u;)} eksisté galigs apaks-
parklajums.

O Sekas pieradisim no pretéja, proti, pienemsim, ka neeksiste kopas A € C
galigs apaksparklajums. Ta ka A € C, tad

AIUU), kur ImeZ, UCA™

uel

Mausu gadijuma kopa U ir galiga, tapéc vismaz vienai no kopam u) neeksiste
galigs apaksparklajums, kas ir pretruna ar Apgalvojumu 4.9. =

Sekas 4.11. Katram kopas A parklajumam {A; € C|i € T} eksiste galigs
apaksparklajums.

O Ta ka A; € C, tad

Ai=Juw, ko Imez, ucA™

ueU;

Lidz ar to

AQU Uu>

i€ u€l;

Tatad saime {u)|3i € T u € U;} ir kopas A parklajums. Tas lauj secinat
(Sekas 4.10), ka cksiste kopas A parklajuma {u)|3i € Z u € U;} galigs
apasparklajums {u;) |7 € J}.
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Katram i € J izvelamies pa vienai kopai Ay, ta, lai u;) C A,. Ta

rezultata A C |J Ay, t.i., {Ax, |i € J} ir kopas A parklajuma {A; |i € T}
eJ
galigs apaksparklajums. m

Misu riciba ir algebra C un taja definets aditivs attelojums P. Saskana
ar Teoremu 2.1 eksiste tads o—pusaditivs attelojums

P P(AY) — [0;400],  ka  PT(0)=0.
Apgalvojums 4.12. VAeC P (A)=P(A).
O Pienemsim, ka A € C. Saskana ar P* definiciju

P*(A) = inf { > P(A)

€L

1€l
Pienemsim, ka {A; € C|i € Z} ir kopas A parklajums. Nemot vera tikko
pieraditas sekas, secinams: eksiste St parklajuma galigs apaksparklajums

{A;|lie T}

Ta ka P ir nenegativs attelojums un tas ir saimes C aditivs attelojums,

tad
> P(A) =) P(A) =) P(ANA).
1€l eJ eJ
Kopa J ir galiga, tapec (skatit Apgalvojuma 4.4 pieradijuma punkta (iii)
izklastito) eksiste k € Z, un tadas kopas V', V;,i € 7, ka
e A= {Ju) AV C A

ueVv

o A = Uu> /\V,QA’“
ueV;

No sejienes ANA; = |J wu), un tadel, nemot vera P aditivitati,

Y PANA) =D > P)=> Pu) =P(A).
i€J €T ueVny; ueV

Tatad P*(A) = P(A).

Karateodori teorema apgalvo, ka P*—meérojamo kopu saime € C J(AY)
ir o-algebra un P* sasaurinajums kopa € ir mers.
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Apgalvojums 4.13. ccce

O Pienemsim, ka F C A“, tad

= inf{ZP(A

1€l

Z] <N AVieI(AeC) /\AQUAZ}.

€T

Saskana ar infima definiciju Ve > 0 atrodams tads sanumurejams parklajums
{.AZ}, ka
E)+¢e>) P(A)

Nemam vera, ka

EnA ¢ ((JA)ynA={JinA),

ENnA

N

Pienemsim, ka A € C. Ta ka P* ir monotons un o—pusaditivs, tad
PHENA) <P JANA) <D P ANA) =) PAUNA
Lidzigi

PHENA) <P JANA) <D P (ANA) =) PUANA

No sejienes
PENA)+P(ENA) < > PANA+) PANA
= D (P(ANA) +P(A; N A)

i

= Z( (A NA)U(ANA)
= ZP ) < P*(E
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Tatad P*(ENA) +P*(ENA) < P*(E). Tagad atsaucoties uz Karateodori
teoremas pieradijuma sakuma mineto varam apgalvot, ka

P(ENA)+P(ENA) =P E).

Lidz ar to kopa A pareizi sadala katru kopu £ C A¥. Tas nozime, ka A ir
P*~ merojama, t.i., A € €. =m

Pedejie divi apgalvojumi demonstre, ka P* ir aditiva attelojuma P o—
aditivs paplasinajums visu P*-merojamo kopu o-algebra €. Ta rezultata
misu riciba ir varbutibu telpa (A¥, €, P*).

Tagad identificejam katru u € A* ar kopu u). Esam ieguvusi varbutibu
telpu, kas apraksta pamattekstu avotu.

Literatura

[1] P. Billingsley. Probability and Measure. JOHN WILEY & SONS, New
York, 1995. 593 p.

[2] 1. Karklins levads integrala teorija. Latvijas Universitate, Riga, 1990.
105 lpp.

[3] B. M. ®omuues. [lon obmeii penakmueil [OKTOpa pU3NKO-MATEMATAYECKAX HAYK
H. II. llonydanosa. Juckpemnas mamemamura u xpunmoaousd. Kypc aexuyud.
Mocksa « IMAJIOT-MUPU», 2003. 400 c.

28



