
PROBLĒMAS IZKLĀSTS

Apz̄ımējumi

↽ , ⇁ — vienād̄ıbas saskaņā ar defin̄ıciju,
1, n ↽ {1, 2, . . . , n},
x1x2 . . . xn ↽ 〈x1, x2, . . . , xn〉 ↽ (x1, x2, . . . , xn),
A1 ×A2 × . . .×An ↽ {(x1, x2, . . . , xn) | ∀i ∈ 1, n (xi ∈ Ai)},
f : X ³ Y — sirjekt̄ıvs attēlojums,
|u|, An, A+, λ, A∗

1. Tue – Morsa vārds

Pieņemsim, ka A ir gal̄ıga kopa, ko turpmāk sauksim par alfabētu, bet kopas
A elementus par — burtiem. Katru kopas A+ ↽

⋃∞
n=1 An elementu u ∈ A+

sauc par alfabēta A netukšu vārdu. Pieņemsim, ka

u = (u1, u2, . . . , uk), v = (v1, v2, . . . , vm)

ir alfabēta A netukši vārdi, tad

u#v ↽ (u1, u1, . . . , uk, v1, v2, . . . , vm).

Šo kopā A+ definēto operāciju sauc par konkatenāciju. Tā kā

(u#v)#w = u#(v#w)

visiem alfabēta A netukšiem vārdiem u, v, w, tad 〈A+, #〉 ir pusgrupa. Šo pus-
grupu sauc par kopas A veidoto br̄ıvo pusgrupu A+.

Pieņemsim, ka λ /∈ A+ un A∗ ↽ A+∪{λ}, tad kopu A∗ var sekojoši pārvērst
par monōıdu:

λ#λ ↽ λ, λ#u ↽ u ⇁ u#λ .

Šo monōıdu sauc par kopas A veidoto br̄ıvo monōıdu A∗. Kopas A∗ elementus
sauc par vārdiem, λ — par tukšo vārdu. Kā tas tradicionāli pieņemts, ja nerodas
pārpratumi, tad konkatenācijas operāciju izlaiž un lieto pierakstu uv ↽ u#v,
bez tam u1u2 . . . uk ↽ (u1, u2, . . . , uk).

Pieņemsim, ka u ∈ An, tad skaitli n sauc par vārda u garumu, ko turpmāk
apz̄ımēsim ar |u|. Saskaņā ar defin̄ıciju pieņemsim, ka |λ| ↽ 0.

Attēlojumu f : S → S′ sauc par pusgrupas S morfismu (homomorfismu)
pusgrupā S′, ja

∀x∀y f(xy) = f(x)f(y).

Pusgrupu morfismu f : M → M ′ sauc par monōıdu morfismu (homomorfismu),
ja f(λ) = λ′, kur λ un λ′ attiec̄ıgi — monōıdu M un M ′ neitrālie elementi.



Pieņemsim, ka τ : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ ir monōıdu morfisms, kas definēts ar
vienād̄ıbām

τ(0) ↽ 01, τ(1) ↽ 10 ,

tad
τ2(0) ↽ τ(τ(0)) = τ(01) = τ(0)τ(1) = 0110

un
τn+1(0) ↽ τ(τn(0)) .

Tādējādi
τ3(0) = τ(0110) = 0110 1001

un
τ4(0) = τ(0110 1001) = 0110 1001 1001 0110 .

1.1. Defin̄ıcija. Visur definētu attēlojumu x : N→ A sauc par alfabēta A
ω-vārdu.

Alfabēta A visu ω-vārdu veidoto kopu turpmāk apz̄ımēsim ar Aω.

1.2. Defin̄ıcija. Alfabēta A ω-vārdu ux ↽ u1u2 . . . ukx0x1 . . . xn . . . sauc
par vārdu u = u1u2 . . . uk ∈ A∗ un x = x0x1 . . . xn . . . ∈ Aω konkatenāciju.
Vārdu w ∈ A∗ sauc par vārda x ∈ Aω dal̄ıtāju, ja eksistē tādi v ∈ A∗ un
y ∈ Aω, ka x = vwy. Šai situācijā vārdu v sauc par priedēkli, bet y — par
piedēkli.

L̄ıdz̄ıgi šos jēdzienus definē ar̄ı vārdiem x ∈ A∗.
Pieņemsim, ka A — alfabēts, tad A∞ ↽ A∗ ∪ Aω. Vārda x ∈ A∞ visu

priedēkļu kopu apz̄ımēsim ar Pref(x).

1.3. Defin̄ıcija. Attēlojumu

d(u, v) ↽

{
0, ja u = v;

2−m, ja u 6= v ∧ m = max{ |w| |w ∈ Pref(u) ∧ w ∈ Pref(v)}
sauc par priedēkļu metriku (attālumu) kopā A∞.

1.4. Defin̄ıcija. Vārdu

t ↽ lim
n→∞

τn(0)

sauc par Tue – Morsa vārdu.

2. Ierobežoti biideāli

Pieņemsim, ka mums dota alfabēta A vārdu virkne (ui)i∈N, t.i., ∀i ui ∈ A∗,
pie tam u0 6= λ. Vārdu virkni (vi) definēsim indukt̄ıvi:

v0 ↽ u0, vi+1 ↽ viui+1vi.

2.1. Defin̄ıcija. Virknes vi robežu lim
i→∞

vi ⇁ x sauc par biideālu. Ja

∀i |ui| ≤ l, tad biideālu x sauc par l–ierobežotu biideālu. Biideālu x sauc par
ierobežotu biideālu, ja eksistē tāds skaitlis l, ka x ir l–ierobežots biideāls.
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3. Mı̄lija maš̄ınas

Tr̄ıs šķiru algebru 〈Q, A,B; ◦, ∗〉 sauc par Mı̄lija maš̄ınu, ja Q,A, B — gal̄ıgas
netukšas kopas, Q×A

◦→ Q un Q×A
∗³ B. Kopu Q sauc par maš̄ınas iekšējo

stāvokļu kopu, A un B attiec̄ıgi — par ieejas un izejas alfabētiem. Kopu A un
B elementus sauc par burtiem. Operācijas ◦ un ∗ attiec̄ıgi sauc par pārejas un
izejas funkcijām.

Tr̄ıs šķiru algebru 〈Q,A, B; q0, ◦, ∗〉 sauc par iniciālu Mı̄lija maš̄ınu, ja q0 ∈ Q
un 〈Q,A, B; ◦, ∗〉 ir Mı̄lija maš̄ına.

Tā kā mūsu mērķis ir analizēt dažādu automātu uzved̄ıbu, tad ieejas sim-
bolu plūsmas vietā aplūkot tikai atsevǐsķus simbolus dr̄ızāk ir māksl̄ıga pieeja.
Š̄ı iemesla dēļ Mı̄lija maš̄ınas defin̄ıcija tiek paplašināta (inženiertehnisku inter-
pretāciju skat̄ıt 1. z̄ım.).

¾ ¾〈Q,A, B; ◦, ∗〉
u1u2 . . . unv1v2 . . . vn

1. z̄ım.

3.1. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka 〈Q,A, B; ◦, ∗〉 ir Mı̄lija maš̄ına, tad

q ◦ λ ↽ q, q ◦ ua ↽ (q ◦ u) ◦ a;
q ∗ λ ↽ λ, q ∗ ua ↽ (q ∗ u)#(q ◦ u) ∗ a.

Pieņemsim, ka V = 〈Q,A, B; q0, ◦, ∗〉 , (x, y) ∈ Aω
0×Bω

0 , kur A0×B0 ⊆ A×B.
Mēs teiksim, ka maš̄ına V vārdu x pārstrādā par y, ja

∀n y0y1 . . . yn = q0 ∗ x0x1 . . . xn.

4. Prec̄ızs problēmas formulējums

Vai eksistē ierobežots biideāls x un tāda iniciāla Mı̄lija maš̄ına

V = 〈Q, A,B; q0, ◦, ∗〉,

kas biideālu x pārstrādā par Tue – Morsa vārdu t?
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