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NODALA 0

IEVADS

0.1 Kursa noteikumi

ANOTACIJA

Kurss iepazistina ar matematiskaja ekonomika pazistamakajiem ekonomiska-
jilem modeliem un tajos izmantotajiem matematiskajiem lidzekliem. Kursa
ietvaros tiks apskatiti [idzsvara un kvazi-lidzsvara, linearie matricu un diskréetie
ekonomiskie modeli. Macibu procesa ka pamatliteratiira izmantojama kursa
autores sarakstita gramata [1]. Dzilakai ekonomisko un matematisko likum-
sakaribu izpetei ieteicams izmantot parejas literaturas saraksta minetas gramatas
un informacijas avotus.

REZULTATI

Beidzot kursu jaspej orientéties kursa apliikotajos jedzienos un atskirt
apskatitos ekonomiskos modelus. Jazina, kadi matematiskie ldzekli izman-
toti, lai pieraditu Iidzsvaru vai kadu citu ekonomisko stavokli. Japrot risinat
atbilstosa rakstura uzdevumi.

PRASIBAS KREDITPUNKTU IEGUSANAI

1. Jaizpilda semestra laika uzdotie majas darbi, laika lidz eksamenam
jaatrada visu majas darbu atrisinajumi rokraksta (10%).

2. Semestra laika jauzraksta divi kontroldarbi vai gala parbaudijuma
janokarto rakstisks tests (jautajumi un uzdevumi par semestra laika apgito),
kas arT nosaka gala vertejumu (90%).

LITERATURA
Macibu pamatliteratiira
1. I.Bula, Dazu ekonomisko modelu matematiskie pamati. Latvijas Akademiskas
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bibliotekas izdevnieciba, 1999.
2. L.Frolova, Matematiska modelesana ekonomika un menedZmenta. Riga,
SIA Izglitibas soli, 2005.

Papildliteratura
3. N.Schofield, Mathematical Methods in Economics and Social Choice.
Springer-Verlag, 2004.
4. D.Klavins, Optimizacijas metodes ekonomika I, II. Otrais izdev., Da-
torzinibu centrs, 2003.
5. K.J.Arrow, F.H.Hahn, General Competitive Analysis. North-Holland
Publishing Company, sixt printing, 1991.
6. H.Nikaido, Convex structures and economic theory. Academic Press, 1968
(krieviski: ”"Mir”, Maskava, 1972).
7. E.M.Braverman, Matematiceskije modeli planirovanija i upravlenija v eko-
nomiceskih sistemah. "Nauka”, Maskava, 1976 (krieviski).
8. S.N.Elaydi, An introduction to difference equations. Springer-Verlag, sec-
ond edition, 1999.
9. C.Alipprantis, K.Border, Infinite Dimensional Analysis. Springer-Verlag,
3rd ed., 2006.

Periodika, interneta resursi un citi avoti
10. Journal of Mathematical Economics (Elsevier).
11. Economic Theory (Springer-Verlag).
12. http://repec.org/

0.2 Modelis un modelesana

Par modelesanu parasti uzskata objektu praktiskas vai teoretiskas netiesas
izpetes metodi. Lietojot modelesanas metodi, tiek petits nevis pats mus in-
teresejosais objekts, bet gan maksliga vai reala paligsistema, kas atrodas ob-
jektiva atbilstiba ar petamo objektu un noteiktos petisanas apstaklos var to
aizvietot. Sadu petfjumu rezultata tiek ieglita informacija par pasu petamo
objektu. Tadejadi objekts-orginals, kurs interese noverotaju, modelejot tiek
aizvietots ar kadu citu objektu, kuru sauc par objektu-aizvietotaju. Objekts-
aizvietotajs aizstaj objektu-orginalu tikai petijuma ar konkretu merki. Main-
oties petijjuma merkim, jamaina art ieprieksejais objekts-aizvietotajs.

Modelis ir objekts aizvietotajs, kas var buit maksliga vai reala paligsistema,
atrodas objektiva atbilstiba ar objektu-orginalu un peétijuma rezultata dod
mekléjamo informaciju par to.
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0.3 Modelesanas nepiecieSamiba

Vajadziba pec modelesanas metodes ekonomika rodas tad, ja, lietojot objektu-
orginalu petisanai tieSas izzinasanas metodes, neizdodas iegiit apmierinosus
rezultatus. Svarigakie gadijumi:
ja vel nav izstradata petama ekonomiska objekta teorija (tad modeli var iz-
mantot vai nu teorijas vieta, vai ar1 lai izveidotu pasu teoriju;
ja petama ekonomiska objekta teorija ir jau izstradata (tad modelésanas
metodi var lietot teorijas talakai attistisanai un pilnveidoSanai, tas inter-
pretacijai, tiesas pielietosanas grutibu noversanai);
ja petama ekonomiska objekta tiesa parbaude nav iesp€jama (ar modela
palidzibu var izstradat un praktiski aprobet dazadas zinatniskas hipotezes
attieciba pret 1 objekta funkcionésanu);
modelus izmanto tadu ekonomisko objektu petisanai, ar kuriem nevar eksper-
imentet:

objekts ir vai nu parak mazs, vai parak liels;

objekts atrodas parak talu;

petama procesa ilgums vairakas reizes parsniedz petitaja dzives laiku;

veicot eksperimentu ar objektu, rodas milzigs materialu, darba un naudas
paterins, nepielaujams laika paterins, u.c.

0.4 Modelesanas veidi

Par materialo modelesanu sauc tadu modelesanu, kura modelis reproduce
objekta-orginala galvenas geometriskas, fizikalas, dinamiskas un funkcionalas
1pasibas.

Par idealo modelesanu sauc modelesanu, kas pamatojas nevis uz objekta-
orginala un modela materialo analogiju, bet gan uz idealu, izdomatu analogiju.

0.5 Matematiska modelesana

Matematiska modelesana tiek raksturota ar cetram galvenajam ipatnibam:
var petit tikai tos objekta-orginala parametrus, kurus var aprakstit skaitliski,
t.i., formalizet;

jebkurs matematiskais modelis ir visparinats;

modernas datoru tehnikas nepieciesamiba;

sakotnejais informacijas pietiekamiba.
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Jebkurs matematiskais modelis ir visparinats tada nozime, ka objektam-
orginalam nav jabit fizikali lidzigam modelim. ST prasiba ir licka, jo modelésanas
procesa modelipeta tikai tos parametrus, kuriem eksiste skaitlisks apraksts
un kuri ir saistiti ar noteiktam matematiskam sakaribam. No ta izriet, ka
katrs konkrets matematiskais modelis apraksta ne tikiai lidzigu procesu klasi,
bet ar1 citas istenibas izpausmes, ja tikai tam piemit likumsakaribas, kuras
var izteikt ar tas paSas matematiskas strukturas lidzekliem.

Matematiskajam modelim ir jega tikai tad, ja tas atspogulo petama reala
objekta pasas svarigakas 1pasibas, abstrahejoties no tadam ipasibam, kuram
konkretas problemas atrisinajuma ir otrskiriga nozime. Praktiski gandriz
nekad nav iespejams formalizet visas ekonomiska objekta skaitliski izsakamas
sakaribas, jo

ne visi faktori, kas ietekme petamo objektu, ir zinami;

ja arT daudzi faktori ir zinami, tad ne par katru no tiem ir pietiekama
informacija, lai to varetu izteikt skaitliska forma;

ieklaujot modeli daudzus faktorus (pat ja tie ir zinami un ja tos var
izteikt skaitliska forma), tas klust parak sarezgits un gruti izmantojams prak-
tisku rezultatu iegtiSanai pienemamos terminos.

leejas informacijas veidosanas etaps ir matematiskas modelesanas procesa
visdarbietilpigakais etaps. Modela lietosana ir saistita ar stingram prasibam
pret ieejas informaciju.

ETAPI:

Uzdevuma ekonomiska nostadne,
Matematiska modela sastadiSana,
Matematiska modela petisana,
Ieejas informacijas veidoSana,
Matematiska modela realizacija,
legtito rezultatu analize.



NODALA 1

K.J.ARROVA UN F.HHANA
EKONOMISKA LIDZSVARA
MODELIS

1.1 MODELA APRAKSTS

Saja nodala aplikots klasisks mikroekonomikas modelis, kura pirmsakumi
mekléjami L. Valrasa (Walras) darba [1954]. Plasaku izklastu par modeli var
atrast K.J.Arrova (Arrow) un Z.Debré (Debreu) [1954], R.R.Kronvala (Corn-
wall) [1984], K.J.Arrova un F.H.Hana (Hahn) [1980], arT E.Dirkera (Dierker)
[1974] darbos. ST modela apraksts atrodams ari mikroekonomikas macibu
gramatas, piemeram, H.Variana [1990], D.M.Krepa [1990], V.Niholsona [1992]
gramatas.

Modela merkis ir pieprasijuma-piedavajuma lidzsvara eksistences noskaidrosana
specifiskos apstaklos.

Iepazisimies ar modela aprakstu, kads atrodams K.J.Arrova un F.H.Hana
[1980] gramata (16.-29.lpp) (kursa apraksta literaturas saraksta [5]).

Pienemsim, ka ir n dazadi labumu: preces un pakalpojumi, ir pateretaji
un razotaji. Katrs pateretajs var but razotajs un katrs razotajs var bt
pateretajs. Pateretajus un razotajus pienemts saukt par ekonomiskajiem
agentiem. Ar x; apzimesim ¢-ta labuma kopumu, ko pieprasa visi pateretaji
kopuma. Principa mes domajam par So lielumu ka par nenegativu skaitli, bet
teoretiski iespejams, ka x; < 0 — tad |x;| ir i-ta labuma piedavajums. Ar y;
apzimesim ¢-ta labuma kopumu, ko piedava visi razotaji kopuma. Lidzigi
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ka ieprieks, mes domajam par So lielumu ka par nenegativu skaitli, bet
teoretiski iespejams, ka y; < 0 — tad |y;| ir i-ta labuma pieprasijums. Ar
T; apzimesim i-ta labuma kopumu, kas apskatamaja laika bridi ir uzkrats ka
resursi (sakotnéjais labuma daudzums). Sis skaitlis vienmeér ir nenegativs.

Tirgus Iidzsvars ir saistits ar atskirigo razotaju un pateretaju lemumu
savienojamibu. Kopejais piedavajums ir summa no labumu produkcijas un
labumiem, kas sarazoti lidz sim. Tada gadijuma i-ta labuma pieprasijuma
parpalikums ir 0; = x; — y; — T;, kur i = 1, ...,n (0; > 0 nozime i-ta labuma
neapmierinato pieprasijumu, o; < 0 nozime, ka |o;| ir i-ta labuma daudzums,
kas tiek piedavats, bet tam nav pieprasijuma).

PIENEMUMS 1.1.1. Pienemsim, ka p = (pi,p2,...,pn) ir doto n
labumu cenu vektors, un pienemsim, ka pieprasijuma parpalikumu o; ir
iespejams izteikt ka funkciju no p viena vieniga veida. So funkciju apzimesim

z1(p)
. _ z
ar z;, i = 1,...,n, tad z;(p) = xi(p) — yi(p) — Xi(p), z(p) = 2(p) , Z

zn(P)
— kopeja pieprasijuma parpalikuma funkcija.

Jaatzime, ka ne vienmer pieprasijuma parpalikumu o; ir iespejams izteikt
ka funkciju no p viena vieniga veida.

Piemers 1.1.1.
Pienemsim, ka pie dota p labumu i pieprasa viens vienigs paterétajs: z;(p).
Pienemsim, ka labumu ¢ razo viens vienigs razotajs, kurs citus labumus vispar
nerazo. Pienemsim, ka razotajs razo i-to labumu ta, ka tas maksimize ta
pelnu, teiksim yy,, bet maksimala pelna py ¢ ir vienada ar 0, kaut ar1 razotaja
ienakumi ir konstants lielums. Tada gadijuma ari pie £ > 0 produkcijas
izlaide ky; maksimizes razotaja pelpu, tadéejadi dotais p nenosaka kopejo
piedavajumu labumam ¢ viennozimigi. m

PIENEMUMS 1.1.2. z(p) = z(kp), Vp > 0 un k > 0.

Pienemums 1.1.2 apgalvo, ka visu cenu méroga maina attieciba pret visam
precém vienlaicigi pieprasijuma parpalikuma funkcijas vertibu neizmaina.
Jeb — ja vienlaicigi k reizes izmaina algas un cenas, tad patiesiba pirkt- un
pardot-spéja nav izmainijusies. No Pienemuma 1.1.2 seko, ka cenu vektors ir
normejams. To var izdarit dazados veidos (skatit, piemeram, R.R.Kornvals
[1984]). Ar normesanas palidzibu dotajam cenu vektoram p piekarto vektoru
p’ no R"™ vienibas lodes. Varam to izdarit, pieméram, sekojoSos veidos:
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1 = y D25 -3 Pn) — = -~ y ey - )
) P = (p1,p2,-sPn) — P (j_{,?%npj j_??%npj
2) p:<p17p27"')pn> - p/: -@&77# ’kurm>07 meN’
z:lpi 7,—1pi
3)p=(p1,pa, ) = P = | S&—, . sE— | kurm>1meN.
i=1 i=1
/ /
+ P &) &)
1 1 1
0 1 p} 0 1 p} 0 1 p}
a) b) c)
1.1.1. zim.

Pienemsim, ka p > 0, un uzskatamibai apliikosim normeto cenu vektoru
kopas divu labumu gadijuma. 1) gadijuma iespejamo cenu vektoru kopa veido
lauztu lmiju, kas iet caur punktiem (0;1), (1;1) un (1;0) (zim.1.1.1.a)). 2)
gadijuma (m = 1) izveidojas taisnes nogrieznis ar galapunktiem (0;1) un (1;0)
(zim.1.1.1.b)), bet 3) gadijuma (m = 2) iegusim rigka lmijas loku ar tiem
pasiem galapunktiem (zim.1.1.1.c)). Visos trijos gadijumos iegutas kopas ir
kompaktas (t.i., slégtas un ierobezotas), bet tikai 2) gadijuma kopa ir ar1
izliekta (t.i., satur nogriezni, kurs savieno jebkurus divus nesakritosus kopas
punktus). Tas ir divas labas ipasibas, kuras nepieciesamas labu matematisku
rezultatu ieguisanai. Tapec mes turpmak §1 Pienemuma 1.1.2 ietvaros uzskatisim,
ka cenu vektors pieder n-dimensiju simpleksam

i=1

Mes izsledzam situaciju ar negativam cenam un iespéju visam cenam vien-
laicigi btit vienadam ar 0. Tatad normesana tiek veikta piedavataja 2.veida,
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nemot m =1

p Pn

P= (p17p27'“7pn) - p/ = ! )ty
sz‘

i=1

Z Di
i=1

Kopai S,, piemit piemineétas lieliskas 1pasibas.

APGALVOJUMS 1.1.1. Kopa §,, ir kompakta un izliekta.

Pieradijums.

Sy, izliektiba: izvelamies patvaligus divus vektorus p, p’ € S, un pieradisim,
ka nogrieznis, kur§ savieno punktus p un p’, pieder kopai S,,, t.i., pieradisim,
ka kopa {p(t) =tp + (1 —t)p’ |t € [0; 1]} ietilpst kopa S,.

Fiksejam t € [0;1], tad vektors

tpr 4+ (1 —t)p}
p(t)=tp+(1-t)p' = € Sy, jo

tpn + (1 = 1)p,

Sopit) =S tpi+ (=0, =t e+ (1 =) ) =t +(1—1) = 1.
i=1 i=1 i=1 i=1
S, kompaktiba: ta ka S,, C R", tad pietiek pieradit, ka S, ir ierobezota
un slegta kopa (kompaktibas jedzienu precizak definesim velak; pagaidam iz-
mantosim faktu, ka telpa R"™ kompakta kopas jedziens ir ekvivalents jedziens
ierobezotai un slegtai kopai).
lerobezotiba seko no ta fakta, ka kopa S, ieklaujas vienibas lode B(0;1).
Sy, slegtibu pieradisim, pieradot, ka S, papildinajums R™ \ S, ir valgja
kopa. Saskana ar valejas kopas definiciju nepiecieSsams pieradit, ka katram
punktam x € R™\ 5, eksistée kaut kada e-apkartne, kura pilniba ietilpst kopa
R™\ S,.
Kopas R \ S,, punktus mes varam iedalit divas dalas:
1) tie x € R"\ S, kuriem vismaz viena koordinata ir lielaka par 1 vai mazaka
par 0;
2) tie x € R™\ S,,, kuriem koordinatu summa nav 1: > z; # 1.
Ta ka visas normas telpa R™ ir ekvivalentas, tad értliblas labad izmantosim
modula normu jeb modula metriku.
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Pirmaja gadijuma mes varam novertet attalumu starp patvaligu kopas
R™\ S, punktu x, kuram, teiksim, j-ta koordinata ir 1 4 ¢’ vai —¢’, &’ > 0,
un kopu S,, sekojosa veida

n

d(x,Sn) = sup{d(x,p)[p € S} = sup {Z | — pil

=1

pE Sn} > |xj—p;| > €,

jo0<p;<lunz; =1+¢ vai x; = —¢’. Ja izvelamies punkta x apkartni
U(x,¢), kur 0 < e < £, ta pilniba ietilpst kopa R™ \ S,.
Otraja gadijuma ertibas labad pienemsim, ka patvaligi izraudzita kopas

R™\ S, punkta x koordinatu summa ir > z; = 1+¢’, ¢ € R\ {0}. Tada
i=1

peSn}zsup{

n n
E Ti — E Di
1=1 1=1

gadijuma

n

d(x,S,) = sup {Z |z — pil

i=1

p € Sn} = |¢/].

Un, nemot punkta x apkartni U(x,¢), kur 0 < e < |¢/|, ieglisim prasito. m
PIENEMUMS 1.1.3 jeb Valrasa likums. Vp€ S,: pz(p)=0.

Ka motivaciju sim Pienemumam 1.1.3 var minét sekojoso. Visu razotaju
Y1 n
noluks ir maksimizet to pelpu. py = (p1,...,pn) | -« | = D piy; ir visu
Yn =
razotaju kopeja pelna, varam pienemt, ka py ir vienmer nenegativs lielums.
Pateret=aji kontrole razotajus (razotaji un pateretaji noteiktas situacijas
nonak mainitas lomas). Tas nozime, ka katrs patéretajs h sanem zinamu
dalu d;, > 0 no razotaju kopejas pelpas (> dn, = 1). Katrs pateretajs h
h

Ihl
izvelas tikai tadu x; = ... |, kas apmierina vina budzeta nevienadibu
xhn
Th,
px, — pPXp — dppy < 0 (kur X, = ir sakotnejo labumu, kas
Th

n

atrodas pateretaja h riciba, daudzuma vektors). Pateretajs h vienmer dod
prieksroku vektoram x;, salidzinajuma ar xj,, ja x;, > xj,, un nekad neizvelas
darbibu, ja iespejama labaka. Tiek panakts, ka x;, vienmer tiek izvelets ta, lai
PX;, — PX, — dppy = 0. Summejot pedejo vienadibu pa visiem pateretajiem
h, iegusim pz = 0.
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PIENEMUMS 1.1.4. Kopgja pieprasijuma parpalikuma funkcija z ir
nepartraukta visa definicijas apgabala .S,,.

No Piepémuma 1.1.4 seko, ka z(S,,) ir ierobezota kopa, jo S, ir kompakta
kopa. Kopeja pieprasijuma parpalikuma funkcijas nepartrauktiba nozime,
ka pie nelielam cenu vektora izmainam, maz izmainisies kop¢ja pieprasijuma
parpalikuma funkcijas vertiba. Tatad §is funkcijas nepartrauktiba atspogulo
faktu, ka modelis apraksta stabilas ekonomiskas situacijas.

Vai pie Siem cetriem pienemumiem ir iespejama tada situacija, kad gan
razotaji, gan pateretaji butu apmierinati? Tadu situaciju varetu nosaukt par
lidzsvaru, precizak:

DEFINICIJA 1.1.1. Cenu vektoru p* € S, sauc par tirgus lidzsvaru,
ja z(p*) < 0.

TEOREMA 1.1.1. Ja izpildas Valrasa likums un z(p*) < 0, p* € S,,,
tad no nosacijuma z;(p)* < 0 seko, ka p! = 0.
Pieradijums. Dots, ka izpildas Valrasa likums:

*

P z(p*) = pizi(P”) + ... +p;, 2a(P7) = 0.

Ta ka pf > 0 un z(p)* < 0, Vi = 1,2,...,n, tad visi saskaitamie ieprieks
pierakstitaja summa ir mazaki vai vienadi par 0. Valrasa likuma summa
vienadiba ar 0 iespejama tikai tad, ja visi saskaitamie bus 0. Tatad, ja
zi(p)*<0,tad p; =0. m

1.2 LIDZSVARA EKSISTENCE DIVU
LABUMU EKONOMIKA

Apzimesim lidzsvara cenu kopu ar E, t.i.,
E={p|z(p) <0;p € S,}.
Apskatisim divu labumu ekonomiku un divus iespéjamos cenu vektorus:
p'=(0;1), p"=(1;0)

(skatit 1.2.1.zimejumu). ST analize kalpos ka ievads pieradijumam, ka vispar
pie dotajiem pienemumiem kopa E nav tuksa.
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z1(p)
2(Pp)

21(p’) >0 4

z1(p(m”)) <0
1.2.1. zim.
Pienemsim, ka p’, p” ¢ E (preteja gadijuma nav ko pieradit). Pec Valrasa

likuma:
p'z(p)=0-2z1(p')+ 1 2(p') =0,

p'z(p”) =1-2z(p")+0- z(p”) = 0.
No sejienes seko, ka z9(p’) = 0, z1(p”) = 0. Ja tiek piegemts, ka p’, p” ¢ E,
jabut z(p’) > 0, z2(p”) > 0.
Apskatisim cenu vektoru
p(m)=mp'+(1—m)p”, 0<m<1
Ja izpildas p(m) ¢ E, m # 0, m # 1 un Valrasa likums

p(m)z(p(m)) = p1z1(p(m)) + p2 22(p(m)) = 0,

un ta ka pi, ps > 0, tad viens no skaitliem z,(p(m)), z2(p(m)) ir pozitivs, otrs
negativs. Ertibas labad pienemsim, ka z;(p(m°)) < 0 kaut kadam 0 < m° <

Tas nozime, ka funkcija z;(p(m)) intervala Jm°; 1[ maina zimi. Péc z(p)
nepartrauktibas nosacijuma seko, ka

Im* €lm®% 1 z(p(m*)) = 0.
Tad arT zo(p(m*)) = 0 (Valrasa likums!) un p(m*) € E.
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1.3 LIDZSVARA EKSISTENCE EKONOMIKA
AR GALIGU SKAITU LABUMU

Un tagad parliecinasimies, ka ¢etri izdaritie pienemumi ir pietiekosi, lai izvei-
dotaja ekonomika eksisteu tirgus lidzsvars.

LIDZSVARA TEOREMA NR.1. Ja izpildas pienemumi 1.1.1, 1.1.2,
1.1.3 un 1.1.4, tad ekonomika ar galigu skaitu labumu eksiste tirgus lidzsvars,
t.i., eksiste tads cenu vektors p* € S,, kas pilniba apmierina paterétaju
pieprasijumu péc labumiem.

Pieradijums.

Pieradijuma shema:
1) konstruesim noteikta tipa attelojumu T(p) : S, — S,
2) tam eksistes nekustigais punkts, kurs
3) bus mekletais lidzsvars.
Attelojumu konstruesim sekojosa veida:

~ p+M(p)
TP i Mp)e
1
kur e=| .. ., M(p) = (ma(p), ..., mn(P)),
nfdim

mi(p) = max{0; z;(p)}, i=1,2,..,n.

Ta ka (p+M(p)e = Y _(pitmi(p))-1 = meﬁz m;(p) = 1+Z mi(p), tad

pi +mi(p)
1+ z m;(p)

i=1

0<t(p) = <lvisiemi=1,2,...,n, un

n "4 i(?i+mi(p))
ZMP)IZ pi + mi(p) _i=l 1

i=1 i=1 14> m,(p) 1+ mi(p)
i=1 =1

Tatad T : S, — S,. Tas ir nepartraukts attelojums ka nepartrauktu
attelojumu summa un daljjums (saucejs nav nekad vienads ar 0!). Kopa S, ir
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izliekta un kompakta. Varam lietot Bola-Brauera teoremu, kura apgalvo: ka-
tram nepartrauktam attelojumam f, kas attelo izliektu un kompaktu kopu
K C R” sevi, eksiste nekustigais punkts: Jz* € K : f(2*) = z*. Musu
gadijuma

Jdp*esS,: T(p*)=p"

Pamatosim, ka sis cenu vektors p* ir tirgus lidzsvars. Péc T(p) definicijas:
P’ +M(p*) = ((p" + M(p*))e)p”
jeb M(p*) = Ap*, kur A = (p* + M(p*))e — 1. Pareizinam abas vienadibas

puses ar z(p*) un atceramies Valrasa likumu:

M(p*)z(p*) = Ap” z(p*) = 0 jeb
M(p*)z(p*) = (max{0; z;(p*)}, ..., max{0; zy(p*)}) - =

= iilmax{o; ) apE) = Y 22(p7) =0,

Atliek secinat, ka z;(p*) < 0 visiem ¢ = 1,...,n. Tas tad arl nozime, ka cenu
vektors p* ir tirgus lidzsvars. m

1.4 ARROVA-HANA MODELIS AR
NEIEROBEZOTU PIEPRASIJUMA
PARPALIKUMA FUNKCIJU

Pienemums 1.1.4 apgalvo, ka pieprasijuma parpalikuma funkcija z ir nepar-
traukta visa definicijas apgabala S,,. Tas nozime, ka pieprasijums ir ier-
obezots. Ir vairaki iemesli, kapec butu ieteicams pavajinat So pienemumu

* nevar ne noliegt, ne pamatot, ka vismaz dazu labumu pieprasijums, cenai
tiecoties uz 0, varetu tiekties uz bezgalibu,

* nepiesatinajuma hipoteze, kas ir Valrasa likuma pamata, ir vismaz deleji
nesavienojama ar piesatinajumu jebkura viena labuma gadijuma,

* principa pienemums, ka visi labumi var but aizvietotaji, var veidot situaciju,
ka pieprasijums péc tiem tiecas uz bezgalibu, cenam tiecoties uz 0.
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Tomer, formulejot pavajinatas nepartrauktibas pienemumu, mums ir jabut
uzmanigiem. Vienkarsaka iespeja buitu pienemt, ka pieprasijuma parpalikuma
funkcija z;(p) var pienemt ne tikai galigas vertibas, bet arl +oo, un definét
z;(p) nepartrauktibu ka paplasinajumu parastajai definicijai (t.i., ja z;(p)tiecas
uz bezgalibu vienai cenu vektoru konvergentai virknei, tad tam ta ir janotiek
ar katru konvergentu cenu vektoru virkni, kas tiecas uz to pasu robezu). No
§1 pienemuma patieSsam sekotu lidzsvara eksistence, bet to nevar iegtt no
pateretaju uzvedibas deriguma maksimizacijas teorijas.

PIEMERS 2.1.1. Piepemsim, ka tiek apskatita tris labumu situacija
un pateretaja deriguma funkcija ir

Ula) = var + Vo + Vi,

kur q = (¢1, g2, g3) ir doto labumu daudzumu vektors. Pienemsim, ka pateretaja
budzets ir viena vieniba. meéginasim noskaidrot pieprasijuma apjomu, ja
tresas preces cena ir 1, bet parejas divas precu cenas tiecas uz 0.

Vispirms atradisim pieprasijuma funkcijas katrai no precem atkariba no
precu cenam. No pateretaja uzvedibas deriguma funkcijas maksimizacijas
teorijas seko, ka ir jaatrod deriguma funkcijas maksimums pie dota budzeta
ierobezojuma. Tas ir nosacita ekstréma uzdevums ar merka funkciju U(q)
un saites vienadojumu (budzeta vienadibu)

ciqi+caqe+ce3gy =1,

ur ¢ = (c¢q,c¢9,c3) ir umu cenu Vv rs. Risinasanu varam vei r La-
kur c ,Co, C3 lab ce ektors. Risinasa aram veikt ar La
granza reizinataju metodi. Sastadam Lagranza funkciju (A - nezinamais
reizinatajs)

Fla, ) =vVa+vVe+vVe+ M aa+cecgp+eg—1).

Ekstremu punktus meklejam no sistemas

Fy =57z +Aa =0,

qu = 2\}(1;24—)\62 = 0,

Fqszﬁqu‘i‘/\%za

ciqi+caqr+ce3gz=1.

No pirmajiem trim vienadojumiem iegtisim dubulto vienadibu

1 1 1

A=— — - — - .
2\/qc 2\/q202 2\/qsc3
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Varam izteikt ¢, un g3 caur cenam un ¢; sadi:

2 2
14 1 G
q2 = 5 > 43 = 5 -

Savietojam budzeta vienadiba un izsakam g¢;:

2 2
C C
qlcl+%—21‘62+q1—21~c?,:1 =
&5 c3
1
q1 =

2 2 -
g, 4a
Cl+02+03

Lidzigi var atrast arl

1
q2 = 2 2
o+ 2+ 2
c1 c3
1
q3 =

e e
c3 + Cﬁf + i

No celiem, pa kuriem ¢; un ¢, abi tiecas uz 0, ir iespejams izveleties vienu
tadu, ka % tiecas uz jebkuru dotu nenegativu skaitli vai pat uz +oo. No ta
seko, ka nav iespejams definet nepartrauktibu punkta ¢;(0,0,1). Lidz ar to
q(c) punkta (0,0, 1) nav definéta funkcija.

Tomer var paradit, ka ¢;(c) + g2(c) + g3(c) — +oo. Ja c = (0,0,1), tad

1
C)=m ———
Q3() 1+&+é

un tapec gs(c) noteikti tiecas uz 0, ja ¢; un ¢y tiecas uz 0 (t.i., robeza eksiste).
Ta ka c3 = 1, tad ¢3¢3(c) — 0. Tad budzeta vienadiba

c1qi(c) + caqa(c) — 1.
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Tapat var sarekinat, ka

(c1—ca)qu(c) — 1=

2

1 Cl—CQ—Cl—z—I—C%
(1—C)——F——F 1= - =
Cl"‘é‘f‘é Cl‘f‘é—f-C%

62 62 02
wfieged) -(4d0re)
- 32 a.4.4a
Cl—i-a—i-cl a+g+a

L+ (2)%(1+ o) 1+u2v

_z—; + (2204 c) Cutuv’

kur u = z—; un v = 1 + ¢co. Ja co ir mazs, var uzskatit, ka v no labas puses
tiecas uz 1. Savukart vienadibas laba puse ir negativa, jo u pienem pozitivas
vertibas un v > 1. Vienadibas laba puse tiecas uz —oo, ja u tiecas uz 0,
un tiecas uz —1, ja u tiecas uz +oo, tatad ta pavisam drosi ir negativa un
ierobezota ar 0 no augsas. Tomer

c2(qu(€) + @2(c)) = (arq(c) + c2qa(c) — 1) = ((e1 — c2)qu(c) — 1),

Ta ka vienadibas labas puses pirma dala tiecas uz 0 pec budzeta vienadibas,
bet otra ir negativa un ierobezota no augsas, tad var secinat, ka ca(qi(c) +
¢2(c)) vertiba ir pozitiva un ierobezota no apaksas. Ta ka ¢y — 0, tad jabut
q1(c) + g2(c) — +o00, un ta ka gs(c) — 0, tad gi(c) + g2(c) + g3(c) — +oo.
Sis konkrétais rezultats ir deriguma maksimizacijas sekas. Més varam
izdarit pienémumu, ka pieprasijuma parpalikuma koordinatu summa tiecas
uz bezgalibu vienmer, kad pieprasijuma parpalikuma funkcija nav defineta. m

Arrovs un Hans piedava nepartrauktibas piepemumu aizstat ar diviem
citiem.

PIENEMUMS 1.4.1. Eksiste tads galigs pozitivs skaitlis K, ka
VpeS,: z(p)>—-K,i=12 .n,

t.i., funkcija z(p) ir ierobezota no apaksas.

Pienemumu 1.4.1 var pamatot ar domu, ka jebkura viena sarazota labuma
daudzums, kas sarazots jebkura laika, kas nav bezgaligi tals no tagadnes, ir
galigs, tapec labumu daudzumus, kas sakotneji piederejusi majsaimniecibam,
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var uzskatit par galigiem. Lidz ar to nav nereali uzskatit, ka jebkuru pakalpo-
jumu, kuru dotaja bridi bridi spej sniegt majsaimnieciba, daudzums ari nav
bezgaligs. Pienemums 1.4.1 ir nevajadzigs, ja tiek prasits Pienemums 1.1.4,
bet tikai tad, ja tas netiek pavajinats, ka nakamaja pienmuma.

PIENEMUMS 1.4.2. Pieprasijuma parpalikuma funkcija z(p) ir defineta
visiem p >> 0 (t.i., tiem cenu vektoriem, kuriem nav nevienas 0 koordinatas)
un varbut arl citiem p, un ir nepartraukta visa sava definicijas apgabala. Ja
z(p) nav definéta cenu vektoram p°, tad

lim Z zi(p) = +o0.

P—P i—1

Veicot zinamas modifikacijas Lidzsvara teoremas Nr.1 pieradijuma, var
parliecinaties par Iidzsvara eksistenci Saja modelr.

LIDZSVARA TEOREMA NR.2. Ja izpildas pienemumi 1.1.1, 1.1.2,
1.1.3, 1.4.1 un 1.4.2, tad ekonomika ar galigu skaitu labumu eksiste tirgus
lidzsvars.

Pieradijums.

M(p) definesim ka ieprieks:

M(p) = (m1(p), ..., mn(p)), kur m;(p) = max{0; z;(p)}, ¢=1,2,...,n,

bet tagad prasisim, lai tas buitu nepartraukts visur, kur z(p) ir definéts, un

lidz ar to nepartraukti ir art reizinajumi m;(p) z;(p) > 0 visiem i = 1,...,n
un (p+ M(p))e =1+ > m; > 0. Apzimesim Z(p) = >_ z;(p).
=1 =1
Tagad konstruesim tadu nepartrauktu funkciju o(Z), kura defineta visiem
realiem skaitliem Z sadi: vispirms tiek fiksets Z; > 0, tad

0, 7 <0,
a(Z) =4 1, 7> 27, >0,
€0;1], 0<Z< 7.

Tad definésim a(p) = a(Z(p)) un

N(p) (1 —a(p)M(p) +a(p) €, jaz(p) ir definets,
P)= e, ja z(p) nav definéts,

kur €' ir rindas vektors, kura visas komponentes ir 1. IN(p) ir izveidots
ta, lai tas sakristu ar M(p), ja Z(p) < 0 (apgabals, kura ir zinams, ka ir
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iespejams lidzsvars), un butu stingri pozitivs vektors, ja z(p) nav definéts vai
ja Z(p) > Zi, tad pec Piepémuma 1.4.2 N(p) bus stingri pozitivs vektors
jebkura punkta, kura z(p) nav definets, jebkura apkartne. Acimredzami, ka
N(p) ir nepartraukts visur, kur z(p) ir definéts.

Pienemsim, ka z(p) nav definets cenu vektoram p°. Pec Pienemuma 1.4.2
ir iespejams atrast tadu p® apkartni, ka Z(p) > Z; visiem p no §is apkartnes,
kuriem z(p) ir definets. Tad N(p) = €’ visiem sadiem p. N(p) = € ar1 visiem
tiem p, kuriem z(p) nav definéts, tatad ar1 p°. Tadejadi N(p) ir konstants
vektors, kas vienads ar €’ visa apkartné, tatad nepartraukta funkcija.

Ta ka 0 < a(p) < 1, tad no N(p) definicijas seko, ja z(p) ir definéts,
tad m;(p) < 1 un Ny(p) > m,(p), tapec p; + Ni(p) = pi + mi(p) > 0.
Savukart no m;(p) > 0 seko N;(p) > 0 un tapec p; + N;(p) > p; > 0. Lidz
ar to visiem ¢ izpildas nevienadiba p; + N;(p) > 0. Arl, ja eksiste tads i,
ka M;(p) > 0, tad p + N(p) > 0, tadejadi (p + N(p))e > 0. Savukart,
ja visiem i izpildas nevienadiba M;(p) < 0, tad p + N(p) > p + M(p)
jeb (p + N(p))e > (p + M(p))e > 0. Tadejadi, ja z(p) nav definets, tad
(p+ N(p))e > 0; ja z(p) nav definéts, tad (p + N(p))e = (p+ €)e ir
noteikti lielaks par 0.

No ieprieks aprakstita seko, ka attelojums

_ p+N(p)
o) = (p+N(p))e

ir nepartraukts cenu vektoru kopas S,, att€lojums sevi, tadel sim attelojumam
eksiste nekustigais punkts p*. Ja vienadiba T(p*) = p* aizvieto T ar ta
definiciju un ieguto vienadojumu atrisina attieciba pret N(p*), tad iegust

N(p*) = Ap”,

kur A = (p* + N(p*))e — 1. Ja z(p*) nebija definéts, tad N(p*) = € =
(1,...,1). Taka

n

A= +e)e—1=) (p+1)-1-1=
=1

:ipi—i—il—l:l—l—n—l:n,
=1 =1

tad no vienadibas

N(p*)=(1,...,1) = Ap" = np" = (np], ...,np;)
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seko, ka p; = % > 0, bet sados punktos p* funkcija z(p*) ir defineta —

ieguta pretruna. Talab talak skatamies tikai situaciju, kad z(p*) ir definéta
funkcija.

Abas vienadojuma N(p*) = Ap* puses pareizina ar (p*). No Valrasa
likuma iegust, ka Nz(p*) = 0 vai no N(p) definicijas

(1 —=a(P’)M(p*)z(p*) +a(p’) Z(p*) = 0.

leverosim, ka peéc definicijas Z(p) = €'z(p). Bet ta ka M;(p) z:(p*) > 0
visiem 4, tad (1 —a(p*)) M(p*) z(p*) > 0, tapec a(p*) Z(p*) < 0. Ta ka pec
konstrukcijas no a(p*) > 0 seko Z(p*) >), tad jabut a(p*) = 0. Lidz ar to
M(p*) z(p*) = 0, no ka seko, ka p* ir lidzsvara cenu vektors. m



NODALA 2

BOLA-BRAUERA
NEKUSTIGO PUNKTU
TEOREMA

Iepriekejas nodalas galveno rezultatu - lidzsvara teoremas - pamatojums
balstijas uz Bola-Brauera teoremu. Tagad parliecinasimies, ka tas nebit
nav vienkarss matematiskais apgalvojums.

Viena no ieverojamakajam nekustiga punkta eksistences teoremam tika
iegtita 20.gs. sakuma, un Sobrid plasakai matematiku saimei ta pazistama
ka holandieu matematika L.Brauera teorema. Sakotnéja formuléjuma &1
teorema apgalvoja (péc J.Dugundz un A.Granass 1982.gada gramatas par
nekustigo punktu teoriju, 46.1pp):

BRAUERA TEOREMA (L.Brauers [1910], pieradita 1909.gada gadijuma,
ja n=3).

JaV" = dx|x = (21,29,...), Vi>n: z; =0, > |z;| <1, un nepartraukts
j=1

attelojums f attelo kopu V™ sevi, tad attelojumam f eksisté nekustigais
punkts.
parMatematikas vesturnieki ta 1sti joprojam nav noskaidrojusi, kurs tad

bijis pirmais slavenas nekustigo punktu teoremas autors. Tacu, ka pama-
tojusi A.D. Migkis un I.M.Rabinovi¢s 1955.gada (un ne tikai vigi vien!), tad
iespejamie pirmsakumi §1s teoremas idejai meklejami baltvacu matematika,
kurs noteiktu laiku stradajis art Riga, Pirsa Bola darbos [1904]. J.Dugundzi
un A.Granasa [1982] gramata (46.1pp) pieradits, ka P.Bola un L.E.J.Brauera
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teoremu formulejumi ir ekvivalenti.

BOLA TEOREMA (P.Bols [1904], gadijuma, ja n=3).
Pienemsim, ka mnepartraukts attelojums f attelo kopu V™ kopa
E" = {x|x = (z1,22,...), Vi >n: x; = 0}. Tad vai nu 3x* € V" : f(x*) =
x*, val art 3x € V" 1 x = Af(x), 0 < A < 1.

P.Bols so teoremu iegust ka pastarpinatu rezultatu, un tapec ilgu laiku
matematiskajas aprindas tas netiek pamanits. Teoremu P.Bols izmanto pieradijuma,
lai pamatotu, ka diferencialvienadojumu sistémai ar noteiktam 1pasibam ek-
siste atrisinajums, lidz ar to pirms tam iegiito rezultatu par nekustiga punkta
eksistenci vins 1pasi neizcel.

Tacu V.LIstratesku [1981] raksta (113.lpp), ka ekvivalenta rezultata for-
muléjums atrodams art H.Puankare 1886.gada darba.

Laika gaita Bola-Brauera teoréma ir vairakkart visparinata. Vispirms
7.Adamars (J.Hadamard [1910]) devis pirmo pieradijumu galigdimensionala
telpa, izmantojot Kronekera indeksus. 1912.gada Brauers devis citu pieradijumu,
izmantojot simpleksu aproksimacijas tehniku. Vel citu samekléesim J.V.Aleksandera
[1922] un G.D.Birkhoffa, O.D.Kelloga [1922] rakstos. Popularako Bola-Brauera
teoremas pieradijumu izstradajusi Knasters-Kuratovskis-Mazurkevics [1929],
tas balstits uz E.Spernera lemmu [1928]. Sodienas matematiki pazist sekojosu
formulejumu:

SAUDERA TEOREMA (J.Sauders [1930)).
Ja nepartraukts attelojums f attelo netuksu, kompaktu un izliektu normetas
telpas apakskopu sevi, tad attelojumam f eksiste nekustigais punkts.

Sis teoremas pieradijumu atradisim J.Saudera [1930] raksta. Bet vesture
ar to vel nav beigusies. 1935.gada A.Tihonovs Saudera teoremas analogu
pieradijis lokali izliekta topologiska vektoru telpa. Ar 1941.gada rakstu
S.Kakutani iesak Bola-Brauera-Saudera teorémas iespéjamos visparinajumus
daudzvertigiem attelojumiem. Savukart V.L.Kle (Klee) 1955.gada pamato-
jis, ka katram nepartrauktam attelojumam lokali izliektas topologiskas vek-
toru telpas izliekta apakskopa nekustigais punkts eksiste tikai tad, ja $1 kopa
ir arT kompakta. 1967.gada H.E.Sarfs (Scarf) izstradajis algoritmu (bazetu
uz Spernera lemmu) tuvinatai nekustiga punkta atrasanai, kuru var lietot
nekustiga punkta meklesana ar datora palidzibu.

Ir zinami vairaki Brauera un Saudera teoremu pieradijumu veidi. Ar
tiem varam iepazities, pieméram, E.Burgera [1959], C.B.Tompkina [1964],
H.Nikaido [1968, 1970], E.Kleina [1973], D.Smarta [1974], J.Franklina [1980],
K.J.Arrova, F.H.Hana [1980], L.Lusternika, V.Soboleva [1982], K.C.Bordera
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[1985], U.Raituma [1993] darbos. Samera izsmelosu informaciju par Bola-
Brauera-Saudera teorémas attistibas gaitu varam atrast J.Dugundzi, A.Granasa
[1982] un V.LIstratesku [1981] gramatas. Tacu slavenaka nekustigo punktu
teorema joprojam nedod mieru matematiku pratiem. Ta, pieméram, vel
1981.gada K.Grogera (Groger) raksta paradijies jauns Brauera teorémas pieradijums,
ka a1 1991.gada N.Sioji (Shioji) raksta tiek visparinata Knastera-Kuratovska-
Mazurkevica teorema. Un drosi vien tie nav pedejie rezultati.

Lai veiktu Bola-Brauera teoremas pieradijumu, nepiecieSams sagatavosanas
darbs. Seit izklastita pieradijuma shéma aizgiita no Lusternika un Soboleva
gramatas [1982].

2.1 VIENKARSAKAIS GADIJUMS

Vienkarsakaja gadijuma slavena nekustigo punktu teorema ir viegli pieradama,
izmantojot tikai dazas nepartrauktu funkciju 1pasibas.

APGALVOJUMS 2.1.1. Ja f : [a;b] — [a;b] ir nepartraukta funkcija,
tad
dz* € [a;b] : f(z") =2
Pieradijums. Pienemsim, ka intervala galapunkti ¢ un b nav funkci-
jas f nekustigie punkti (ja kaut viens no tiem ir nekustigais punkts, tad
pieradijums pabeigts). Tad

f(a) > aun f(b) <b.

Apskatisim funkciju g(z) = f(z) — 2z, x € [a;b]. Taka funy = z ir
nepartrauktas funkcijas, tad ¢ ar? ir nepartraukta funkcija ka nepartrauktu
funkciju starpiba. Atliek ieverot, ka

g(a) = f(a) —a>0un g(b) = f(b) —b < 0.
Nepartraukta funkcija pienem jebkuru starpvertibu starp divam savam vertibam,
tapec
dz* €la;b[: g(z*) =0.
Tas nozime, ka f(z*) —2* =0 jeb f(z*) =z*. m



PAMATJEDZIENI 25

2.2 PAMATJEDZIENI

Ta ka visi slegti izliekti kermeni n-dimensiju Eiklida telpa R™ ir homeomorfi
viens ar otru (t.i., kopa X ir homeomorfa kopai Y, ja eksisté nepartraukts
bijektivs attelojums f : X — Y un ta inversais attélojums =1 : Y — X arl

ir nepartraukts, f sada gadijuma sauc par homeomorfismu), tad ir pietiekosi
pieradtt Bola-Brauera-Saudera teoremu nepartrauktam attélojumam n-dimensiju
simpleksa gadijuma. Seit izklastitais pieradijums pieder Knasteram-Kuratovskim-
Mazurkevicam (Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz) (1926.gads).

Vispirms saksim ar simpleksa jedziena noskaidrosanu.

DEFINICIJA 2.2.1. Punktu kopu z; € R™, i = 1, ..., s, sauc par afini
neatkarigu, ja jebkuriem \;, ¢ = 1,2, ..., s, kuriem Zs: A =0 un i Aix; = 0,
izpildas vienadibas \; = 0,7 =1,2,..., s. - =

SECINAJUMS 2.2.1. Maksimali iespejamais punktu skaits telpa R",
kuri var veidot afini neatkarigu kopu, ir n + 1.

DEFINICIJA 2.2.2. Par n-dimensiju simpleksu sauc kopu

Sn:{Z:ifEl)\A)\z 20,7::0,1,...,77,, i)\zz 1},
1=0

=0

kur z;,7 = 0,1, ..., n, veido afini neatkarigu kopu un katru no sis kopas punk-
tiem sauc par simpleksa virsotni.
R A
R

Zo € X2
e

Zo

Ta, piemeram, 1-dimensiju simpleksu telpa R veido nogrieznis, kas savieno
divas simpleksa virsotnes, bet 2-dimensiju simpleksu kopa R? veido trisstiiris,
kur§ savieno tris punktus. Citiem vardiem sakot, n-dimensiju simpleksu
veido n + 1 punkta afini neatkarigas kopas izliekta caula.

Apskatisim n-dimensiju simpleksu sy un apzimésim ar zg, x1,..., T, ta
virsotnes. Jebkuru k-dimensiju skaldni (0 < k£ < n) no simpleksa apzimesim
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ar (Tiy, Tiy s Tiy, - iy, ), kur ;,, m = 0,1,2,.... k, veido §is skaldnes virsotnu
kopu. Pienemsim, ka simplekss sq ir sadalits simplikali simpleksos s.
DEFINICIJA 2.2.3. Simplikalais sadalijums ir galiga skaita simpleksu
kopa ar 1pasibu: diviem simpleksiem Saja kopa vai nu nav neviena kopiga
punkta, vai to kopigo punktu kopa ir abu simpleksu kopiga skaldne.
Piemeéram, ieprieks apskatito 2-dimensiju simpleksu (trissturi) var sadalit
simplikali ka a) gadijuma, bet ne b). Ieverojiet, ka a) gadijuma visiem
¢etriem simpleksiem ir kopigs punkts — viens punkts ir O-dimensionala skaldne.

a) b)

Katrai simpleksu s virsotnei x tiek piekartots skaitlis p(z) sekojosa veida.

Apskatisim mazakas dimensijas skaldni pamatsimpleksa sg, kura satur
punktu z. Pienemsim, ka ta ir skaldne (z;,, i, ..., z;, ). Skaitli ¢(x) nemam
vienadu ar kadu no indeksiem g, 71, ..., ix. Pieméram, ja x sakrit ar sq virsotni
x;, tad ¢(z) = i; ja x atrodas uz viendimensiju skaldnes (z;, z;) un nesakitt
ar z; vai x;, tad p(x) var gemt vienadu gan ar ¢, gan ar j. Ja x atrodas
So ieksiené (nepieder nevienai k-dimensiju skaldnei, £ = 0,1,...,n — 1), tad
o(x) var but vienads ar jebkuru no n + 1 skaitliem 0,1,2,..,n. Funkciju ¢(x)
sauc par virsotnu normalo funkciju. Simpleksu s sauc par reprezentativu, ja
ta virsotnem ir piekartoti n + 1 atskirigi skaitli 0,1,...,n.
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Zimejuma paradits 2-dimensiju simpleksa simplikalais sadalijums. Iepunk-
totais trisstiiris ir reprezentativais simplekss. Piekartoto skaitlu 1 un 2 vieta
varetu bt art jebkurs no 0, 1 vai 2, bet 0 vieta var but ar1 1. Varat
parliecinaties pasi, ka visos gadijumos eksistes reprezantativais simplekss.

2.3 BOLA-BRAUERA TEOREMA

SPERNERA LEMMA. Lai kads arT nebiitu simpleksa so simplikalais
sadalijums un lai kada arl nebutu virsotnu normala funkcja ¢(x), vienmer
eksiste reprezentativie simpleksi, pie tam nepara skaita.

Pieradijums. Pieradijums tiek veikts ar matematiskas indukcijas palidzibu
pec simpleksa virsotnu skaita n.

n = 0 — apgalvojums trivials, jo simpleksu veido viens punkts.

Uzskatisim apgalvojumu par patiesu (n—1)-dimensijas gadijjuma un pieradisim
ta patiesumu n dimensiju gadijuma.

Pienemsim, ka ir dots n-dimensiju simpleksa sq simplikalais sadalijums un
virsotnu normala funkcija. Meéginasim saskaitit n-dimensiju reprezentativos
simpleksus, pie reizes saskaitot art (n — 1)-dimensiju reprezantativos simplek-
sus, kas atrodas n-dimensiju simpleksa. Iespejami 3 gadijumi.

1. Simplekss s € sp ir reprezentativs, t.i., satur virsotnes ar indeksiem
0,1,2,...,n; vienlaicigi $is n-dimensiju simplekss satur vienu (n — 1)-dimensiju
simpleksu ar virsotnem 0,1,2,....n — 1.
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2. Simplekss sy € sg nav reprezentativs, bet satur n virsotnes ar numuriem
0,1,..., n — 1, pie tam vienu no Siem skaitliem satur divreiz — tad tas satur
divus (n — 1)-dimensiju simpleksus.

3. Simplekss s3 € sg nav reprezentativs un virsotnem nav piekartots kads no
numuriem 0,1,..., n — 1 — tad te nav neviena (n — 1)-dimensiju simpleksa
(ar virsotem 0,1,..., n — 1).

Tatad n-dimensiju reprezentativie simpleksi ir iespejami 1.gadijuma un
to skaita paritate sakrit ar visos trijos gadijumos uzskaitito (n — 1)-dimensiju
simpleksu (ar virsotnem no 0 lidz n — 1) paritati. Ka mes Sos (n — 1)-
dimensiju reprezentativos simpleksus esam saskaitijusi? Principa divos vei-
dos: 1)ja (n — 1)-dimensiju reprezentativais simplekss ietilpst simpleksa s
ieksiene, tad tas ir ieskaitits divreiz; 2)ja tas atrodas uz sp skaldnes, tad
tas atrodas uz (n — 1)-dimensijas reprezentativas skaldnes (un tada ir tikai
viena), pec induktiva pienemuma: sadalot (n — 1)-dimensiju simpleksu simp-
likali (n—1)-dimensiju simpleksos, reprezentativo (n—1)-dimensiju simpleksu
skaits ir nepara. ST neparitate sakrTt ar ieprieks (1-3) gadijumos uzskaitito
n-dimensiju reprezentativo simpleksu skaita neparitati. Ta ka n-dimensiju
reprezentativo simpleksu skaits ir nepara, tad sadu simpleksu skaits nevar
bit 0, t.i., reprezentativie simpleksi eksiste vienmer. m

LEMMA 2.3.1. (Borsuka lemma) Piegemsim, ka n-dimensiju simplekss
so ir parklats ar n + 1 slegtam kopam Fy, F, ..., F,, tada veida, ka jebkura
ta k-dimensiju (0 < k < n) skaldne (x;,, z;,, ..., 2;,) ir parklata ar kopam
Fy, F;,, ..., F;, . Pie sadiem nosacijumiem simpleksa s, eksiste tads punkts,
kurs pieder visam kopam Fj, 1 =0,1,...,n.

Pieradijums. Veiksim sy simplikalo sadalisanu un simpleksu virsotnes
x definésim funkciju p(z) sekojosa veida.

Apskatisim skaldni (z;,, iy, ..., 2;, ), 0 < k < n, ar mazako dimensiju,
kas ietver punktu x. Sis punkts atrodas kada no kopam F, F\, ..., F,, kas
parklaj skaldni (x;,, 4, ..., 2, ). Funkcija p(x) ir vienada ar to indeksu no $im
kopam, kura satur punktu z (vai ar jebkuru no tiem indeksiem, kuru kopu
F,,, F,, ..., F;, skeluma punkts atrodas). ¢(z) ir virsotpu normala funkcija.
Péc Spernera lemmas starp sadalfjuma simpleksiem eksisté reprezentativais
simplekss s;. Ta virsotnes z funkcija ¢(x) pienem visas n+1 vertibas 0,1,...,n,
t.1., 51 virsotnes pieder n + 1 atskirigam kopam F;.

Sadalisim s aizvien mazakos un mazakos simpleksos. Pienemsim, ka m-
ta sadalijuma simpleksu diametri neparsniedz ¢,, pie nosacijjuma 6,, — 0,
kad m — oo. Apskatisim reprezentativo simpleksu virkni sq, So, ..., Spm, ...
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pie 1-ma, 2-ra,..., m-ta,... sadalijuma. No kopas sy, kompaktibas seko, ka
simpleksu {s,,} virsotyu kopai eksisté robezpunkts z*.

Izvelesimie patvaligu 0 > 0, apskatisim tos simpleksus s,,, kuriem d,, <
%. Lode ar radiusu g un centru z* Skelas vismaz ar vienu virsotni no s,,
simpleksiem, tapec lode ar radiusu d un centru x* atrodas visas n—+1 virsotnes
no §1simpleksa. Ta ka s,, virsotnes pieder n+1 dazadam kopam Fy, Fi, ..., F},,
tad punkta x* jebkura 6 apkartne eksistés punkti no visam kopam Fj, ¢ =
0,1,...,n. No Sejienes seko, ka z* ir robezpunkts visam kopam Fj; ta ka F;
ir slegtas kopas, tad z* € NI F;. m

BOLA-BRAUERA TEOREMA. Jebkuram nepartrauktam attélojumam
f, kas attelo n-dimensiju simpleksu s sevi, eksisté nekustigais punkts, t.i.,
dx* €s: f(x*) ="

Pieradijums. Simpleksa s izveidosim ta saucamo baricentrisko koordinatu
n

sistemu pg, f1, ..y fon, ta, lai > pu; = 1. Visiem s punktiem p > 0. Piepemsim,
i=0
ka punkts (o, pi1, .., tn) € s pie funkcijas f pariet par punktu y(vo, v1, ..., v,) €

s,y = f(z). Atkal Y v; =1, 1, > 0,1 = 1,2,...,n. Piepemsim, ka punkts
i=0

x(fo, fi1, -, fn) atrodas uz skaldnes (z;,, i, , ..., 2, ), 0 < k < n. Koordinates
Hi = 07 Ja.] 7£ Z'()?il) 7Zk
Taka 1 = p+ pi, + ... + i, = > Vi = Viy + Vi, + ... + 14, tad vienlaicigi
i=0

nevar izpildities nevienadibas pi;, < vi,, pi, < Viq, ..., i, < Vij, tapec vismaz
vienam koordinatu parim bus speka p;. > v;.. Ja ar F; apzimesim to punktu
kopu, kuriem pu; koordinata nepieaug pie funkcijas f, tad jebkurs punkts x
no skaldnes (z;,, zi,, ..., x;, ) tiek parklats ar kadu no kopam Fj, Fj,, ..., Fj, .
Kopas F; apmierina visas ieprieksejas lemmas prasibas (F; slegtiba seko no
f nepartrauktibas). Tapec eksiste tads punkts z*(us, ui, ..., 1) € s, kurs
pieder visam Sim kopam. Neviena no p; koordinata pie f nepieaug. Un, ja

fla®) =y* (v, vy, ..., ), tad
v i=0,1..n.  (4)

No (4) un baricentrisko koordinatu ipasibam seko, ka

=Y wEY -1 )
=0 =0

No (4) un (5) seko, ka puf = v/, i =0,1,...,n, t.i, f(z*) =2". =



BOLA-BRAUERA TEOREMA 30

SEKAS 2.3.1. Pienemsim, ka S C R" ir izliekta, slegta un ierobezota
kopa un f : S — S ir nepartraukts attelojums, tad sim attelojumam kopa S
eksiste nekustigais punkts.

Pieradijums. Kopa S ir homeomorfa ar telpas R™ simpleksu s, t.i.,
eksiste tada nepartraukta bijekcija v : S — s, ka ar1 tas inversais attelojums
v~! : s — S ir nepartraukts attelojums. Tad f = vfy! : s — sir
nepartraukts attelojums un no pedejas teoremas seko, ka attelojumam f
eksisté nekustigais punkts x*. Tegtisim, ka y~!(z*) ir f nekustigais punkts. m

SEKAS 2.3.2 (Saudera teorema). Pienemsim, ka K ir izliekta un
kompakta kopa n-dimensiju normeta vektoru telpa X. Ja f : K — K ir
nepartraukts attelojums, tad 3z* € K : f(z*) = 2*.

Pieradijums. Pienemsim, ka ey, es, ..., e, ir telpas X baze. Elementam
x = &rep + &aes + ... + e, piekartosim punktu z = (&, &, ..., &) € R, kur
R™ ir n-dimensiju Eiklida telpa. ST atbilstiba ¢ ir izometrija (telpas X un Y
sauc par izometriskam, ja eksisté tada bijekcija (izometrija) f: X — Y ka
jebkuriem z,y € X : dx(z,y) = dy(f(z), f(y)). ) un izomorfisms (telpas X
un Y sauc par izomorfam, ja eksisté tada bijekcija (izomorfisms) f: X — Y,
kas saglaba algebriskas operacijas, t.i., Vr,y € X, ja f(x) = 2'un f(y) = ¢/,
tad f(z +y) =2’ +y un f(Ax) = A2/, A € R), kas izliektu, kompaktu kopu
K C X attelo par ir izliektu, kompaktu kopu S € R®. Tad f = ofo ' ir
nepartraukts kopas S attelojums. Pec Sekam 1 eksiste tads punkts " € S,
kas ir f nekustigais punkts. Tad ¢ fp~'(Z*) = T* vai fo '(T¥) = ¢~ 1(T*),
t.i., o }(T*) ir f nekustigais punkts. m



NODALA 3

ARROVA-HANA MODELA
ANALOGS AR
W-NEPARTRAUKTU
PIEPRASIJUMA
PARPALIKUMA FUNKCIJU

3.1 W-NEPARTRAUKTIBA UN PAMAT-
REZULTATS

Pienemsim, ka X ir metriska telpa ar metriku d, D(f) C X ir attélojuma f
definicijas kopa un f: D(f) — X.

DEFINICIJA 3.1.1. Attelojumu f sauc par w-nepartrauktu (w > 0)
punkta xo € D(f), ja katram pozitivam skaitlim e eksiste tads pozitivs
skaitlis d, ka visiem punktiem z € D(f): d(zo,z) < ¢ izpildas nosacijums

d(f(zo), f(x)) < e+ w.

DEFINICIJA 3.1.2. Ja attelojums f ir w-nepartraukts jebkura definicijas
apgabala D(f) punkta, tad sadu attelojumu sauc par w-nepartrauktu kopa
D(f) jeb w-nepartrauktu.

Ja pienemam, ka w = 0, iegtisim nepartraukta attelojuma definiciju.

Sada izskata w-nepartrauktas funkcijas jedziens dots I.Bulas darba 1996.gada,
kurs publicets Nonlinear Analysis, Theory, Methods, and Applications, V.26.
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Piemers 3.1.2. Dirihle funkcija f: R — {0, 1}, kas definéta sadi

17 E )
Vr e R f@):{o ieIQ

ir 1I-nepartraukta. m

Piemera 3.1.2 Dirihle funkciju mes varam uzskatit art par 10-nepartrauktu
vai pat 10'°-nepartrauktu — Definicija 3.1.2 ir apmierinta. Mes negribetu
uzlikt stingrakus nosacijumus uz w izveli. Tacu, domajot par iespejamo realo
situaciju, gribam w izveleties pec iespejas mazu.

Pamatrezultats, kas nepiecieSsams Arrova-Hana modela analogam ar w-
nepartrauktu pieprasijuma parpalikuma funkciju, ir nekustigo punktu teorema.
Tikai saja gadijuma biis runa par kvazi-nekustigajiem punktiem, t.i., tadiem
punktiem, kuriem attalums starp pasu punktu un ta attelu ir novertejams ar
kadu konkrétu konstanti, kas saistita ar w lielumu. Seit noderes O.Zaiceva
iegutais rezultats 1998.gada (publicets Proc. of the Latvian Academy of Sci-
ences, Section B), kuru musu gadijuma varam parformulet sadi:

TEOREMA 3.1.1. Ja K ir netuksa, kompakta un izliekta normetas
telpas X apakskopa, kuru w-nepartraukts attelojums f attelo sevi, tad kopa
K eksiste tads punkts z*, ka ||f(2*) — 2*|| < w.

3.2 W-NEPARTRAUKTU FUNKCIJU
IPASIBAS

lepazistoties talak ar tirgus lidzsvara teoriju, nonaksim pie secinajuma, ka
tiesa veida lietot Teoremu 3.1.1 par w-nepartraukta attélojuma w-nekustigo
punktu pagaidam nemakam. Nonaksim pie secinajuma, ka nepiecieSams zinat
precizi w-nepartrauktu attelojumu ipasibas. Talab vispirms precizesim w-
nepartraukta attélojuma definiciju normeétas telpas (jo ekonomiska teorija pa-
mata ir attistita telpa R", kuru varam uzskatit par normetu telpu; visparigaki
rezultati pagaidam mums nav nepiecieSami).

DEFINICIJA 3.2.1. Attelojumu f : X — Y, kur X, Y - normétas
vektoru telpas, sauc par w-nepartrauktu (w > 0) punkta o € X, ja katram
pozitivam skaitlim e eksiste tads pozitivs skaitlis 9, ka visiem punktiem x €
X: ||z — mol|x < 0 izpildas nosacijums: ||f(x) — f(zo)|ly < e+ w.
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Ja attelojums f ir w-nepartraukts jebkura telpas X punkta, tad sadu
attelojumu sauc par w-nepartrauktu telpa X jeb w-nepartrauktu

VeeX Ve>0 3F9>0 VyeX (llz—xollx < = ||f(x)—f(x0)]] < etw).

Piemers 3.2.1. Visparinata Dirihle funkcija f : R™ — {0,1}, kas
defineta sekojosi:

1, Vz; € {x1,29,....,2,} x; € Q,

Vx = (01,02, 00) €R"f(2) :{ 0, 3u; € {2y} @i €1

ir 1-nepartraukts. m

Talak apskatisim w-nepartrauktu attelojumu 1pasibas, kuras biis nepiecieSamas
velak kvazi-lidzsvara pieradijuma.

TEOREMA 3.2.1. Piegemsim, ka attelojums f : X — Y ir w'-
nepartraukts, attelojums ¢ : X — Y ir w”-nepartraukts, kur X, Y ir
normeétas vektoru telpas. Tad f + ¢ ir w’ + w”-nepartraukts attelojums.

Pieradijums. Brivi izvelesimies punktu g € X un e > 0. Ta ka f ir
w’-nepartraukts attelojums, tad

€ !/
300 >0 Ve eX (o —zollx <o = |If(2) = flzo)lly < 5 +w),

un, ta ka ¢ ir w”-nepartraukts attelojums, tad

€ "
36 >0 VreX (=l <8 = llg(e) - glao)lly < 5 +w)

Definesim 6 = min{d;, d2} , tad

VeeX (llz—wollx <d = [[(f(z)+9(x) = (f(zo) + g(x0))lly =
= [(f(z) = (f(x0)) + (9(x) — g(zo))lly <
< [1f () = (f(zo)lly + llg(z) — g(zo)lly <
<sH+w+S+uw' =ce+(w+w')) =
SEKAS 3.2.1. Ja f: X — Y ir w-nepartraukts attelojums un f : X —
Y ir nepartraukts attelojums, tad f + ¢ ir w-nepartraukts attelojums.

Lai runatu par w-nepartrauktu attelojumu reizinajumu, vispirms vienosimies,
ko mes saprotam ar jedzienu "reizinajums” normeta vektoru telpa.
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DEFINICIJA 3.2.2. (S.Lengs [1976], 118.1pp) Pienemsim, ka X, Y,
Z ir normetas vektoru telpas. Par vektoru a € X, v € Y reizinajumu sauc
attelojumu, kas parim (a,v) € X x Y piekarto elementu av = z € Z un kas
apmierina sekojosus nosacijumus:
1. Jaa,be X unv eV, tad (a+ b)v = av + bu.
Jaae X unu,veY,tad a(u+v) = au+ av.
2. JaceR,ae X, veY, tad (ca)v = c(av) = a(cv).
3. Vae X YoeY |lavllz <|lallx ||v]ly-

Ka vienkarsako pieméru varam minet vektoru skalaro reizinajumu telpa
R" (t.i, X =Y =R"un Z =R).

Pienemsim, ka dots reizinajums X x Y — Z. Apskatisim attelojumus
f:K—Xung: K —Y, kur K ir normetas vektoru telpas V' apakskopa.
Tad ar attelojumu reizinajumu sapratisim

Vee K (f- g)(z)= fz)g(z).

TEOREMA 3.2.2. Pienemsim, ka attelojums f : V — X ir w'-
nepartraukts, attelojums g : V' — Y ir w”-nepartraukts, V', X, Y ir normetas
vektoru telpas. Pie Siem nosactjumiem f-g ir w'w”+w' ||g(zo) ||y +w" || f (z0)|]x-
nepartraukts attelojums katra telpas V punkta xg .

Pieradijums. Brivi izvelesimies punktu x¢p € V un € > 0. Definesim

1

o 5(— W — "~ [lgao)lly — 1F(xo)lx+

v/ (W +w” + [|g(zo)lly + ||/ (x0)||x)? +45> > 0.

Ta ka f ir w'-nepartraukts attelojums, tad

301 >0 VeeV (|lz—xolly <8 = [|f(x) — flxo)|ly <&+ '),
Ta ka g ir w”-nepartraukts attelojums, tad

30, >0 VeeV (||lz—xolly <d = |lg(x) — glxo)|ly <&”+w").
Izvelesimies § = min{dy, 0o} , tad

VeeV ([l —wollv <6 = [[(f(x)g(x)) = f(z0)g(x0)l|z =
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= [I(f(x)g(x)) = f(x0)g(x) + f(x0)g(x) — f(z0)g(x0)l|z <
< [lg(@)(f(x) = f(xo))llz + [|f (x0)(9(x) — g(x0))l|z <
< [[(9(x) = g(o) + g(w0))(f(x) = f(z0))l|z + |1/ (zo)l|xlg(x) = g(wo)|ly <

< llg(@) = g(zo)lly[|f(z) = f(zo)llx + [lg(@o)llv[|f(z) = f(zo)l|x+
+ 1/ (@o)llx[lg(@) — g(wo)lly <
< (e +w") (e +w') + [|g(@o) ||y (&' + w') + [| f (o) |[x (" + w") =
=ée + v + v + W'+
+ lg(@o)llye" + [lg(zo)[yw’ + |[f (zo)|[xe" + || f (zo)|| xw".

Atliek pamatot, ka

g’ + e’ + 'w” + ||g(xo)llye + [|f(zo)]|xe’ = €.

—~

0)||X = t. Paradisim, ka (¢ )?+¢'t = ¢.

Apzimesim w'+w” +||g(zo) ||y +|| f (z
( 12 +4e — t) vertibu, iegusim

Aizvietojot sakotngji izveleto ' =
TP+ -2V +4e +82) + 5 (VB +4e —t) t =
=1 — 2tV +de +e— P4+ 3tVEP+de=c. m

D=

SEKAS 3.2.2. Ja f: V — X ir w-nepartraukts attelojums un g : V" —
Y ir nepartraukts attelojums, tad f-g ir ||g(zo)||y w-nepartraukts attelojums
katra telpas V punkta xg .

SEKAS 3.2.3. Ja f : V — X ir w-nepartraukts attelojums un c ir
konstante, tad ¢ - f ir |c| w-nepartraukts attelojums.

SEKAS 3.2.4. Ja f: X — Y ir w'-nepartraukts attelojums un g : X —
Y ir w”-nepartraukts attelojums, X un Y normetas vektoru telpas, tad f—g
ir w' 4+ w”-nepartraukts attelojums.

Pieradijums. Pec Sekam 3.2.3 attélojums —g = (—1)g ir w”-nepartraukts
attelojums dotaja punkta, tapec, ieverojot Teoremu 3.2.1, f+(—1)g= f—g¢
ir w’ + w”-nepartraukts attelojums. m

Dalijjuma gadijuma apmierinasimies tikai ar vienu vienkarsotu situaciju.
TEOREMA 3.2.3. Ja f: X — [1; +oo[ ir w-nepartraukts attelojums

normeta vektoru telpa X, tad % ir %—nepértraukts attelojums katra telpas
X punkta xg.
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Pieradijums. Brivi izvelesimies punktu xy € X un ¢ > 0, definésim
e =¢e f(xg). Ta ka f ir w-nepartraukts attelojums, tad

>0 VeeX (||lx—mllx <0 = |f(x)— flxo)| <& +w).

Tada gadijuma:

‘ 11| | flzo) = f(=)] -
f(z)  f(xo) f () f(xo)

g +w 5’+w_5f(x0)+w_€ w
ST ) S F) - ) ) "

Zinamu lomu ekonomiskajos modelos spele nepartraukta attelojuma vertibu
kopas ierobezotiba, ja vien definicijas kopa ir kompakta. Sada situacija
var garantet arl vertibu kopas kompaktibu, tacu w-nepartraukta attelojuma
gadijuma vairak par vertibu kopas ierobezotibu iegiit nevar.

TEOREMA 3.2.4. Pienemsim, ka X, Y ir normetas telpas, kopa A ir

kompakta telpas X apakskopa un f : A — Y ir w-nepartraukts attelojums.
Tad kopa f(A) ir ierobezota.

Kompaktas kopas attela kompaktibu pie w-nepartraukta attelojuma nevar
garantet, to pamato kaut vai Sis piemers:
Piemers 3.2.2. f:[0;1] — [0;1]

%’ ':C = 07
f(x) =< =z, z€]0;1],
%, r=1.

fir %—nepﬁrtraukts attelojums, kuram vertibu kopa f([0; 1]) =]0; 1] nav kom-
pakta. m

3.3 MODELIS AR PARTRAUKTU PIEPRA-
SIJUMA PARPALIKUMA FUNKCIJU

Ekonomika parasti apskata nepartrauktas lielumu funkcijas, jo ta ir matematiski
ertak (visa pamatteorija ir izstradata prieks nepartrauktam funkcijam). Bet
vai patiesam ir iespejamas partrauktas pieprasijuma, piedavajuma un lidz ar
to pieprasijuma parpalikuma funkcijas?
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Aplukosim prieksrocibu sakartojumu telpa R, kuru reprezenté deriguma
funkcija u(z,y) = max{z, y}, un sakuma resursu daudzums ir w = (2, 2).
Vienado derigumu liknes vertibam 1, 2, 3, 4 un 5 ir attelotas 3.3.1.zimejuma.
Piepemsim, ka p = (o, 1 —a) ir cenu vektors (o €]0; 1[). Atradisim deriguma
funkcijas u maksimalo vertibu pie budzeta vienadibas

ar+ (1 —a)y =2a+2(1 —a) =2.

ST budzeta linija iet caur punktu (2,2) un krusto koordinatu asis punktos
(0, %) un (2,0).

’ -« a’

y A

2
1—a A

=~

3.3.1.z1m.

No 3.3.1.zimejuma redzams, ka maksimalais deriguma vektors u pie dotas
budzeta kopas (zimejuma ta ir iepunktéta kopa) ir punkts (0, %), ja o > %,
un (2,0), jaa < 1. Jaa =1, tad & = 2, tapec Saja gadjuma ir divi
maksimizejosie vektori. Pieprasijuma funkcija Saja gadijuma ir

(0, 1%), o> 1,
x(p):x(a,l—a): {(0’4)7(470)}7 04:%7
(2,0), o<

Punkta (%, %) pieprasijuma multifunkcija ir partraukta.
C.D.Aliprantis gramata ” Problems in Equilibrium Theory” (1996, Springer-

Verlag) ir paradijis, ka deriguma funkcija u : X — R (kur vispariga gadijuma
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X ir topologiska telpa), kura reprezente nepartrauktu prieksrocibu sakartojumu,
nav nepieciesami nepartraukta funkcija. Ja mes analizi sakam ar patvaligu
partrauktu deriguma funkciju, tad mums vispar nav izstradatu matematisko
lidzeklu, lai atrastu atbilstoso pieprasijuma funkciju (klasiskaja situacija tiek
meklets pateretaja deriguma funkcijas maksimums pie dotas budzeta vienadibas
(nevienadibas), tiek izmantota Lagranza reizinataju metode, lai atrastu piepra-
sjjuma funkciju).

Arrova-Hana ieprieks aprakstitie modeli apskata ekonomiku bez dota
prieksrocibu sakartojuma. Kad pieprsijuma parpalikuma funkcija varetu
but partraukta? Apskatisim preci ¢ un fiksetu cenu sistemu p. Ja §1 prece,
piemeram, ir lidmasina vai elektrostacija, tad tas pieprasijums z;(p) dabigi
ir vesels skaitlis. Acimredzot, ja prece ir gabalprece (ka galds, kurpes, ziedi,
masina, u.c.), tad pieprasijums un arl piedavajums tiks izteikti ar veseliem
skaitliem. Tapec sadu precu pieprasijuma un piedavajuma funkcijas ka
funkcijas no cenas ir partrauktas funkcijas, tada lidz ar to ir arT pieprasijuma
parpalikuma funkcija.

Ko var pateikt par lidzsvara eksistenci ekonomika ar partrauktu pieprasijuma
parpalikuma funkciju? Pieméram, ja ta ir w-nepartraukta funkcija? Saja
nodala piedavasim modeli, kas varetu atbildet uz uzstadito jautajumu.

Pamata modela apraksts satur ieprieks apskatita K.J.Arrova un F.H.Hana
modela pienemumus. Modelu kopigas nostadnes ir sekojosas: ir pateretaji
un razotaji, ir n dazadi labumi (preces un pakalpojumi). Ja mes raksturojam
ar xjp, paterctaja h lemumu attieciba pret i-to labumu, tad z;, < 0 nozime,
ka 4 ir labums, ko piedava pateretajs h, un x,, > nozime, ka 7 ir labums,
ko pieprasa pateretajs h (ietverot arl 0 pieprasijumu). Tad z; = > xp,

n

nozime i-ta labuma kopumu, ko piedava (ja z; < 0) vai pieprasa (ja x; > 0)

visi pateretaji kopuma. Ja ms raksturojam ar yy razotaja f lemumu at-

tieciba pret i-to labumu, tad ar y;, < 0 sapratisim, ka i-to labumu razotajs

f pieprasa, un ar yy, > 0 sapratisim, ka i-to labumu razotajs f piedava

(ietverot art 0 piedavajumu). Tad y; = > ys, nozime i-ta labuma kop-
f

umu, ko piedava (ja y; < 0) vai pieprasa (ja y; < 0) visi razotaji kopuma.
Ar T; sapratisim to i-ta labuma daudzumu, kas apskatamaja laika bridi
ir dots ka sakotneéjais labuma daudzums jeb resursi. Atzimesim, ka tas
vienmer ir nenegativs lielums. Tirgus lidzsvars ir saistits ar atskirigo razotaju
un pateretaju lemumu savienojamibu. Kopejais piedavajums ir summa no
labumu produkcijas un labumiem, kas sarazoti Iidz sim. Tada gadijuma i-ta
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labuma pieprasijuma parpalikums ir o; = 2; —y; — 75, 1 =1, ..., n.

PIENEMUMS 3.3.1. Pienemsim, ka p = (pi,p2,...,pn) ir doto n
labumu cenu vektors, un pienemsim, ka pieprasijuma parpalikumu o; ir
iespejams izteikt ka funkciju no p viena vieniga veida. So funkciju apzimesim

z1(p)
. _ z
ar z;, 1 = 1,...,n, tad z; = (p) = x3(p) — yi(p) — Xi(p), z(p) = 2(p) :

zn(P)
z — kopeja pieprasijuma parpalikuma funkcija.

PIENEMUMS 3.3.2. z(p) = z(kp), Vp > 0 un k > 0.

No Pienemuma 3.3.2 seko, ka cenu vektors ir normejams un tapéc turpmak
uzskatisim, ka tas pieder n-dimensiju simpleksam

So={p|> pi=1,p>0}={p|(Vi=1,2..n: p>0)& > pi=1}
=1 i=1

Pamatojoties uz Teoremu 3.2.4, kopas z(S,,) ierobezotiba saglabasies ar1 pie
pienémuma, ja z ir w-nepartraukts attelojums. z(S,,) ierobezotiba ekonomiski
nozime to, ka pieprasijuma parpalikuma funkcijas vertibas nevar tiekties uz
bezgalibu (ne pieprasijums, ne piedavajums nevar but bezgaligi liels).
Talakie pienemumi ir atskirigi no K.J.Arrova un F.H.Hana standartmodela.

PIENEMUMS 3.3.3. Kop¢ja pieprasijuma parpalikuma funkcija z ir
w-nepartraukta visa definicijas apgabala S,,.

Pienemums par kopé€jas pieprasijuma parpalikuma funkcijas w-nepartrauktibu
paver iespeju modeli lietot art nestabilu (piemeram, parejas tipa) ekonomisko
situaciju aprakstos.

Ja z(p) ir w-nepartraukta funkcija, tad laikam gan garantet tirgus lidzsvaru,
t.i., tada cenu vektora eksistenci, kuram z(p*) < 0, nebis iespgjams.

DEFINICIJA 3.3.2. Cenu vektoru p* € S, sauc par tirgus k-lidzsvaru,

ja eksiste tada konstante £ > 0, ka >  z(p*) <k.
it 2;(p*)>0

Tirgus k-lidzsvars Definicijas 3.3.2 izpratné nozime, ka pieprasijuma parpalikuma
funkcijas pozitivo koordinatu summa ir ierobezota. Varam art sacit, ka kon-
stante k raksturo novirzi no tirgus lidzsvara Definicijas 1.1.1 izpratne jeb tas
ir kopigais neapmierinata pieprasijuma daudzums, kurs pie dota p* € 9, ir
maksimalais iespejamais.
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Ir dabigi pienemt, ka jebkuram cenu vektoram p € S, eksiste vismaz
viens tads labums ¢ ar cenu p; > 0, pec kura pieprasijums ir apmierinats, t.i.,
zi(p) < 0.

Ja kaut kada ekonomika € ar pieprasijuma parpalikuma vektoru z(p), p €
S, izpildas Valrasa likums, t.i., pz(p) = 0 jebkuram p € S, tad jebkuram
p € S, izpildas nevienadiba

Tp = Z pi > 0.

i:2;(p)<0

Ertibas labad talak meés rakstisim ”"z;(p) < 07 tajas vietas, kur vajadzetu
7i: zi(p) <07 un citos lidzigos gadijumos.
Patiesam, ja kadam p = (p1,...,pn) € S, izpilditos > p; =0, tad no

zi(p)<0
Z pi+ pi= Zpi =1
z(p)<0 zi(p)>0 =1
sekotu tada indeksa ig eksistence, ka p;,; > 0 un z;(p) = 0, jo pretgja

gadijuma nebtutu apmierinats Valrasa likums.
Misu nakosais pienemums pieprasa vienmerigu apaksejas robezas eksis-
tenci summam Y p; visiem p € S,.
zi(p)<0

PIENEMUMS 3.3.4.

Iy 'y:piélsf vp = inf Z p; > 0.

PESH

Apskatisim dazus vienkarsus piemerus, kas demonstre, ka Pienemums
3.3.4 un Valrasa likums ir neatkarigi pienemumi. 3.3.2.zimejuma katra at-
seviskaja gadijjuma funkcijas z; un z, ir apskatitas intervala [p’, p”], kas at-
bilst simpleksam Sy. Ja mes reprezentejam vektoru p = (p1,p2) € Sz ka
p=(1-=tp +tp” kur t € [0,1], tad p; = (1 — t)p} + tp], no kurienes
seko, ka pj = t un p, = 1 — t. Patvaligi izveletam ¢ € (0,1) Valrasa
likums pz(p) = p121((p1,p2)) + p222((p1,p2)) = 0 reducejas par vienadibu
2(p) = —t521(p) vai z(p) = —%z@(p). Gadijumi ¢t € {0,1} jaapskata
atseviski.
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3.3.2.z1m. a) Izpildas Valrasa likums, neizpildas Piepéemums 3.3.4.

A

3.3.2.zim. b) Izpildas abi pienémumi.

21(p)

(to, 1—to) :

= <07 1) / p” = (17 O)

22(p)

3.3.2.zim. c) Izpildas Pienemums 3.3.4, neizpildas Valrasa likums.
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"n_ (1, 0)

2(p)

3.3.2.zim. d) Neizpildas abi pienemumi.

3.3.2.zimejuma a) un b) gadijumos izpildas Valrasa likums, bet ¢) un d)
gadijumos var atrast tadu cenu vektoru p € Sy (pieméram, d) gadijjuma
vektors p’), ka pz(p) # 0. 3.3.2.zimejuma a) un d) gadijuma neizpildas
Pienemums 3.3.4. Abos gadijumos jebkuram p € Sy varam izskaitlot > p; =
zi(p)<0

pe = 1 — ¢ un tapec i%lf)(l —t) = 0. Savukart 3.3.2.zimejuma b) un c)
t€(0,1

gadijumos Pienemums 3.3.4 izpildas ar sadu ~y vertibu:
v =min{ty, 1 —to}.

Tagad varam pieradit lidzsvara teoremu, tikai Saja modell biis runa par
kvazi-lidzsvaru. Ta ka telpa R" visas normas ir ekvivalentas, tad mes varam
vienoties par vienas konkretas izmantosanu. Tatad vienojamies, ka jebkuram
x = (21, T9,...,7,) € R" norma ir

n
lef] =) i,
i=1

TEOREMA 3.3.1. Pienemsim, ka ekonomika ar galigu labumu skaitu
n izpildas Pienpemumi 3.3.1, 3.3.2 un 3.3.4 ar v > 0. Pienemsim, ka

—(n+1)++/(n+1)2+8ny
2n '

Wy = ’LU+(77,, P)/) =

Ja Pienemums 3.3.3 izpildas ar konstanti w € [0, w,[, tad ekonomika eksiste
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k-lidzsvars jebkurai konstantei

nw? + (n + 1w
2y —nw? — (n+ 1w

k>

Piezime. Situacija ar w = 0 un k = 0 interpretéjama ka lidzsvars (nevis
kvazi-lidzsvars).
Pieradijums. Patvaligam cenu vektoram p € S,, definésim

ZH(p) = max{0, z(p)}, i =1,...,n,

T(p) = (= (P2 p))

v(p)=(p+z'(p) -e=1 Z
“(p)

z

Ptz (p)
t(p) = DL 2P
v(p)
kur ar e = (1,...,1) tiek apzimets R"™ vektors, kura visas koordinatas ir 1.
leverosim, ka |le|| = n.
Tagad definesim attelojumu T : S,, — .S, ar vienadibu

,1=1,...,n,

p+z'(p)
(p+zt(p)e

T(p) =
Ta ka 0 < t;(p) <1 jebkuram ¢ un

. i(wz p) 1+ X =)
Zt =1 _ 2;(p)>0 —1,

v(p) v(p)

tad T(p) : S, — Sa.

Noskaidrosim, kadas Tpasibas piemit attelojumam T! Identiskais attelojums
1d kopa .S, ir nepartraukts, pec Pienemuma 3.3.3 attelojums z : 5, — R™ ir
w-nepartraukts un tads ir arT z*. Péc Sekam 3.2.1 attelojums id + 2z ir w-
nepartraukts, kas  nozime, ka pec Sekam 3.2.3 attelojums
v(p) = (p + z"(p)) e ir w|le||-nepartraukts, t.i., nw-nepartraukts. Ta ka

1
v:S, — [1,400], tad funkcija — ir o
v

v(p)

-nepartraukta (péc Teoremas 3.2.3).
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Visbeidzot, ieverojot Teoremu 3.2.2, attélojums T(p) = (p + z" (p)) ir

1
v(p)
wo-nepartraukts punkta p € S, kur

nw®  w  nwlp+zt(p)]  nw'4w

v(p) v(p) v(p) ~ v(p)
tadejadi T ir nw? + (n + 1)w-nepartraukts attelojums kopa S,.
Ta ka S, ir izliekta un kompata apakskopa normeta vektoru telpa R™

un T(p) : S, — S, tad, ieverojot Teoremu 3.1.1, eksiste tads cenu vektors
p* € S,, ka izpildas nevienadiba

wy = wy(p) = +nw < nw*+(n+1)w,

IT(p*) — Pl < nw’ + (n + Nw.

[zmantojot R™ normas definiciju, iegtisim

p*+z'(pY) n | p; + 2 (pY)
T p* . p* — ‘ ol = 7 7 _p;k _
IT) H v(p*) 1:21 v(p*)
AP e X a(pY)
= 7770 < nw?+ (n+ 1)w.
i=1 v(p*)

Takal+ > z(p*) >0, tad

n

S lE ) —pr Y w(p)] < (nw’ + (n+ Dw) v(p”).

i=1 2i(p*)>0

Kreiso nevienadibas pusi var sadalit divas summas

PR EAN( W D DA ( o

2z (p*)<0 zi(p*)>0

+ X

Zi(p*)>0

zi(p*) — b} VZ zi(p*)

= 2 p 2 oaP)+ X

z;(p*)<0  z(p*)>0 2 (p*)>0

z(P*) —p; > (P

zi(p*)>0

Izmantojot modula trisstiira nevienadibu, iegiisim novertéjumu

Yooz —p D ) || < Y] =) —p Y A,

zi(p*)>0 zi(p*)>0 zi(p*)>0 2 (p*)>0
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talak varam parveidot iegtuitas nevienadibas kreiso pusi

> (zi(p*)—p? > zi(p*)> -
zi(p*)>0 zi(p*)>0

= 2 al) (1_ _(Z p3>: Z) z(p*) >

zi(p*)>0 p*)>0 >0 2zi(p*)<0

[everojot ieprieks iegiitas nevienadibas un vienadibas, ieglisim
2 > wP) X p<

Zi(p*)>0 Zi(p*)SO

< > oaP) X Pt X

zi(p*)>0 zi(p*)<0 zi(p*)>0

z(P*) —p; > (P <
Zi(p*)>0

< (nw? + (n+ Dw) v(p*).
Tagad varam izmantot Piepemumu 3.3.4
27 Z zi(p*) <2 Z zi(p¥) Z pi < (nw* + (n+ Lw) v(p*).
zi(p*)>0 zi(p*)>0 2i(p*)<0

Takav(p*) =1+ > z(p*), tad pedéja nevienadiba ir parrakstama sadi
zi(p*)>0

Z a(p") < nw? + (n+ Lw 0i. Z (o) <k,

2i(p7)>0 2y = nw? — (n+ w 2i(p")>0

2
fur b > nw? + (n + 1w |
2y —nw? — (n+ Dw
Ta ka skaitlim 2y — nw? — (n + 1)w ir jabut pozitivam, tad w ir japieder
n+1 2y

intervalam [0, w, ), kur w, ir vienadojuma w? + ——w — — = 0 pozitiva
n n

sakne. m

PIEZIMES.
1. Pienemsim, ka n un v > 0 ir fikseti. Tad wy = w,(n,) ir definéts ka
Teorema. Konkretam w € [0, w, ) varam atrast lielumu

nw? + (n+ 1w
k — :
o, w) 2y —nw? — (n+ 1w
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Sis skaitlis ko(n,w) ir nenegativs ka tas minets Teorema. Var ieverot, ka
Teoremas nevienadibu parveidojumi izmanto novertéjumu v(p) > 1. Prin-
cipa tas ir iegiits no izveletas telpas R™ normas. lespejams, ka var iegitit citu
precizaku novertejumu kg, izveloties citu normu.

2. 3.3.3.zimejuma gadijuma n = 2 ir paradita situacija, kas apmierina
Teoremas nosacijjumus un kura neapmierina klasiska Arrova-Hana modela
nosacijumus.

A /1(]9) :
<w o '
P=01 (3:3) N Sw p'=(L0)
: p
\
2(p)
3.3.3.z1m.

Skaidrs, ka neeksiste p € Ss, kurs apmierinatu nevienadibu

z(p) = (21(p), 22(p)) < 0.

Pienemumi 3.3.1, 3.3.2 un 3.3.3 acimredzami ir izpilditi. Parbaudisim, ka
izpildas Piepemums 3.3.4. Pienemsim, ka vektors p = (pj,p2) € Sy tiek
reprezentets ka

p=(1—1t)p +tp”, te0,1].

Ja t € [0,3], tad izpildas z(p) > 0, z2(p) < 0 un tapc v, = ps; ja
t €]3,1], tad z1(p) = 0, z2(p) > 0 un tapec v, = p1. Abos gadijumos mées

iegisim v, > %, kas parada, ka Pienemums 3.3.4 izpildas ar v = % Miusu
pedeja Teorema garante k-lidzsvara eksistenci konstantei & > ﬁ‘;fu—ﬁgjw, ja

0<w< —% + @. leverojiet, ka Valrasa likums neizpildas.

3. Jaw =0, tad ko(n,v) = 0, un ar k = 0 tiek ieguts klasiskais lidzsvars.
[everojiet, ka klasiska Iidzsvara iegliSanai nav nepiecieSams Saja modelt, lai
izpilditos Valrasa likums.

4. Vel varam ieverot, ka klasiskaja Arrova-Hana modeli nav iespejama nekada
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kvantitativa analize. Bet Teoremas 3.3.1 nevienadibas
w<wi(n,y) un k> ko(n,w)

dod iespeju analizet ekonomikas uzvedibu pie atskirigam parametru n,w,y
skaitliskam vertibam. No

—(n+1)++/(n+ 1)+ 8ny _
2n

—(n+1)+ (n+1)+ 8ny 2
< 2n \/;

0< w+(na7) =

seko, ka lim wy(n,v) = +0. Ta ka ky(n,0) = 0, tad pozitivo skaitli k& var
izveleties pec patikas mazu. Tas parada, jo lielaks ir labumu skaits n, jo
lielakas iespejas iegut klasisko lidzsvaru.

5. Vai ir iespejams, ka ko(n,wy(n,7)) = +oo? Ja fiksetiem n un ~ vertiba
w ir pietiekami tuvu wy(n,v), tad k ir loti liels (robezsituacija tiecas uz
bezgalibu). Saja gadijuma k-lidzsvara eksistencei nav sapratiga ekonomiska
skaidrojuma.



NODALA 4

MAZAKO KVADRATU
METODE

Ieprieksejas nodalas més runajam par pieprasijuma, piedavajuma un pieprasijuma
parpalikuma funkcijam. Ka reali noteikt §is funkcijas noteikta situacija? Tas
nebiit nav vienkarss jautajums, un atbilde uz to nav rodama viena mirklt
vai pat diena. Ir nepiecieSsams savakt pietiekosa daudzuma datus par pre-
ces vai preCu pieprasijumu un piedavajumu pie dotam cenam ilgaka laika
perioda. Un tikai tad, izejot no savaktajiem datiem, izmantojot atbilstosu
matematisko aparatu, varesim atrast funkciju, kas lielaka vai mazaka mera
precizi aprakstis mius interesejoso sakaribu.

lesakuma apskatisim situaciju ar diviem (saistitiem) noverojumiem z un
y (piemeéram, noteikta tirgu pieprasijums y pec aboliem atkariba no to cenas
x). Pienemsim, ka ir fikséti n noverojumi un koordinatu plakneé tie izvietojas
ta, ka tas paradits 4.1.z1mejuma.

Y
YUn o .
0 T122 T
Y1 e o’ €T
Yo e o

4.1. zim.
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Vienkarsakaja gadijuma mes varetu sagaidit, ka viena veida noverojumi
(piemeéram, pieprasijums) ir lineari atkarigi no otriem (piemeéram, cenam):
y = axr + b. Mums tatad butu japrot noteikt konstantes a un b. Precizak,
biutu jaatrod tada taisne visu taiSnu kopa, kas vistuvak atrodas dotajiem
punktiem. Faktiska situacija buis aprakstama ar Sadam vienadibam:

yi=ar;+b+e,1=12,...n,

kur g; raksturo iespejamo kludu vai novirzi starp realajiem datiem un iespejamo
sakaribu taisni (skatit 4.2.zimejumu).

Y

UYn ¢ ' ,,,,,,,
0 mias Zn,

Yyre %

Yz ¢ o

4.1. zim.
Tatad musu riciba ir n vienadojumi:

Y1 = ary + b+ ey,
Yo = ars + b+ £o,

Yn = T, + b+ e,
Ja apzimejam
Y1 €1 I o
Y = Y2 , €= =2 , l{::(z)unX: L 2 ,

Yn En 1 Tn
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tad Sie n vienadojumi ir parrakstami matricu forma: y = Xk + . Ta ka
novirzu € vertibas nav ieprieks zinamas, tad no s1 matricu vienadojuma nevar
aprekinat k vertibas ar izteiksmi k = X ~!(y—e¢). Tapec visparigaja gadijuma
nevar precizi noteikt a un b. Tacu, pamatojoties uz dotajiem datiem, §is
vertibas var aptuveni novertet.

Eksiste vairakas metodes koeficientu a un b noteiksanai. Viena no biezak
izmantotajam ir mazako kvadratu metode, kuru jau pagajusaja gadsimta
izveidojis ieverojamais vacu matematikis K.J.Gauss. Ekonometrika ka pa-
matmetodes vel tiek lietotas momentu metode un maksimalas varbiitibas
(mazimum-likelihoold) metode. Ja mes meklejam labako taisni, tad visas tris
metodes atrod vienus un tos pasus tuvinatos novertejumus koeficientiem a
un b.

Mes apskatisim mazako kvadratu metodi. Apzimesim koeficientu a un b
tuvinatas vertibas ar @’ un b’ neatkarigi no ta, ka tas iegutas un kadas ir to
vertibas. Tada gadijuma dotai vertibai z; atbilstosa y; novertejums y; tiks
noteikts ka y., = a’z; + 0. Starpiba starp novertejumu y; un noverojuma
vertibu y; ir vienada ar y; — yi = €}, t.i., vienada ar novirzes jeb kludas
novertejumu. Mazako kvadratu metode, balstoties uz so sakaribu, iegiist
tadus novertéjumus a’ un ¢/, ka novirzu novertéjumu kvadratu summas ir
minimalas. Proti, mums jaatrod divargumentu funkcijas

n n

F@ b)) => (=) =Y (i — dz;i = V)’

i=1 =1

minimums, t.i.,
1) jaatrod f(a',b') parcialie atvasinajumi,
2) pielidzinot tos 0, atrod stacionaros punktus,
3) japarliecinas, ka iegutais punkts patiesam ir minimums.
Atrodot parcialos atvasinajumus un tos pielidzinot 0, iegtisim divu vienadojumu
sistemu:

fé = Z 2(%’ —adx; — bl)(—fﬁi) =0,
i=1

fi= é?(yi —dlm— )(=1) = 0.

No §is vienadojumu sistémas jaatrod a’ un b’ vertibas. Vispirms izdarisim
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dazus algebriskus parveidojumus:
n n 9 n
/ / —
> yiri — Y alwy — 3 ba; =0,
i=1 i=1 i=1

Yyi—y dw,— > 0 =0
=1 =1 =1

n n n
a St Y x =Y v,
i=1 i=1 i=1

n n

ad xi+nb=> y.

i=1 i=1
n n n n

Summas Y x? = S1, > x; = So, Y. yiw; = Szun Y y; = Sy ir atrodamas pec
i=1 i=1 i=1 i=1

dotajiem datiem, tadejadi jaatrisina pavisam vienkarsa vienadojumu sistema:

Sla’ + Sgb/ + Sg,
Soa’ + nb = Sy,

no kurienes iegusim, ka
r TLS3 — 5254 o 3154 - 5253
O« =———F7, b=——"-.
n51 — 522 n51 — 522

Atliek noskaidrot, vai Sis @’ un O’ vertibas patiesam ir funkcijas f(a’,t)
minimums,t.i., punkta (@', ¥') ir jaizpildas nosactjumiem: D = fu, foo—(fap)* >
0, faa > 0.

Parliecinasimies par to:

Jaa = i%ﬁ? > 0, fbeiQZQTL, fab ZQixi un
i—1 i—1 i—1

n n 2
D=4n) x}—4 (Za:) >0,
=1 =1

jo kvadratiskais trinoms

n n n

Z(zl —u)® = fo —QuZyL‘mL?”Lu2

i=1 =1 i=1
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ir stingri pozitivs lielums, un tas nozime, ka ta diskriminants

n 2 n
(22@) — 4n2xf
i=1 i=1

ir stingri negativs, bet tas savukart nozime, ka D > 0.
Ja punktu izvietojums plakne ir sarezgitaks, tad faktiska sakariba starp

x un y var nebut lineara. Tacu tadas nelinearas funkcijas, kuras attieciba
pret parametriem ir linearas, var tuvinati noteikt ar mazako kvadrau metodi.
Ta, piemeram, sakaribas y = az! + bz parametri p un ¢ nav nosakami ar so
metodi, bet, ja p un ¢ ir zinami, tad y ir lineara funkcija ar mainigajiem ¥,
x4 un var novertet a un b vertibas. Tapat vienadojums y = ax+bx?+cz® nav
linears attieciba pret mainigo x, bet tas ir linears attieciba pret mainigajiem
x, % un 2°, tadejadi arT saja gadijuma koeficienti a, b, ¢ ir novertéjami.
Dazos citos gadijumos var nelinearu funkciju parveidot par linearu attieciba
pret transformetiem mainigajiem. Piemeram,

y=et" = Iny =a+ bz,

y=ae’”™ = Iny =Ina + bz,

y=A%" = Iny =aln A+ blnz, utt.

Koeficientu novertejumu noteiksanas procedura linearu sakaribu gadijumos,
kad koeficientu skaits k lielaks par 2, ir ieprieks aprakstitas metodes visparinajums.

Vispirms apskatisim tadu situaciju, kad nav briva koeficienta b. Sadu
modeli apraksta vienadojumu sistema:

Yi = Q1T51 + QoTijo + ... FapTi +5, 12=1,2,..n

(n — noverojumu skaits). Lidzigi ka ieprieks Sos vienadojums var pierakstit
matricu vienadojuma veida: y = Xa + ¢, kur

Y1 €1 a T11 T2 ... Tik
2 E2 a2 To1 T2 ... T2k

Y= Y , €= , a= un X =
Yn En Ay Tplt Tp2 ... Tnk

Mums nepieciesams ar mazako kvadratu metodes plidzibu atrast vektora
/
a;
!

I a . - o
a tuvinajumu. Ja o' = 2 ir tuvinajums, tad atbilstosa vektora y

!
ay,
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tuvinata vertiba ir ' = Xa’ un kludu vektora e tuvinajums ir ¢’ =y — ¢/ =
y — Xd'. Kludu kvadratu summa ir:

(2 =" = (y—Xa)T (y — Xd') =
i=1

=" = (@) XT)(y = Xa') =yTy = 2(a)" Xy + ()" XT X o’

n

(pie nosacijuma, ka y© X a’ = (a’)T X7 y).
Vektoru o iegtisim (&')” ¢ minimizacijas cela, t.i., atrodot
yTy . Q(QI)T XTy + (a/)T XTXa/
minimumu. Pielidzinot §is izteiksmes parcialos atvasinajumus pec o’ nullei,
legusim:
o((e)"e")
oa’
Tadejadi esam atradusi, ka X7y = X7 X o’. Pienemot, ka eksiste (X7 X)),
atrodam atrisinajumu o’ = (X7 X))t X7y,
Reizinajums X7 X veido kvadratisku un simetrisku matricu:

= 2XTy+2X" Xd' =0.

n n n
> Th DTl .. Y TaTig
i?ll iil ifbl
XT X = 7; Ti1T42 ’L:z:l 13122 e Z:Z:l TioZik

n n
i=1 i=1 ]

Vektoru X7y reizinajums veido summas no mainigo z un y noverojumu
reizinajumiem:

n

> TirYi
i=1

X7 y = Z; Ti2Yi

X
Z TikYi
i=1

Atzimesim, ka vektora a’ = (X7 X)~! XT y aprekinasanai nepiecieSama ma-
tricas (X7 X)~! eksistence, kuru nodrosina tas apstaklis, ka matricai X ek-
siste pilns kolonnas rangs, citiem vardiem sakot, kolonnu k& vektori ir lineari
neatkarigi.
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Tagad apskatisim tadu situaciju, kad ir brivais koeficients. Sadu modeli
apraksta vienadojumu sistema:

Yi =bo+ a1 + asxio + ..+ apri + 5, 1=1,2,..n

(n — noverojumu skaits). Ja apzimejam z;0 = 1 visiem i = 1,2,...,n, tad
modeli varam parrakstit forma

Vi = boTio + a1y + oo + ...+ apvy + &5, 1=1,2,..n,

jeb matricu forma
y=X"a"+¢,

kur y un € ir ar ieprieksejo nozimi, bet X* ir tada matrica, kuras pirma
kolonna sastav no vieniniekiem un pareja matricas dala ir identiska ar matricu
X, savukart a* ir vektors, kura pirmais elements ir by, bet parejie identiski
ar vektora a elementiem. Neskatoties uz izmainam sakotneja situacija, esam
ieguvusi tadu pasu modeli ka situacija bez briva koeficienta. Tuvinajumu
vektors, kas iegtits ar mazako kvadratu metodes palidzibu, bis forma

(l*/ _ (X*T X*)—l X*’ y.



NODALA 5

LINEARIE MATRICU
MODELI

5.1 STARPNOZARU BILANCES MODELIS
(LEONTJEVA MODELIS)

Pienemsim, ka saimniecibas visa razosana sadalita tiras n nozares. Tas
nozime, ka katra no n nozarem razo tikai viena veida produkciju un dazadas
nozares razo atskiriga veida produkcijas. Tada veida darba iedalijums noved
pie ta, ka starp nozarem pastav ciesi saimnieciskie sakari, t.i., dala no katras
nozares produkcijas tiek izmantota cita nozare ka razoSanas resursi. Piemeéram,
maizes cepSanas nozare izmanto miltu un cukura razosanas nozaru produk-
cijas. Var buit arl ta, ka nozare izmanto ka resursus pati savu produkciju,
piemeram, elektroenergijas razoSanas nozare izmanto elektroenergiju telpu
apgaismosanai un dazadu iericu darbinasanai.

Nozares produkcijas dalu, kura tiek izmantota ka resursi pasas nozares
un citu nozaru razosana, sauksim par izmaksam. Atlikuso produkcijas dalu
sauksim par §is nozares gala produkciju, to izmanto nerazojosaja sfera.

Tatad pilno (bruto- jeb kop-produkciju) nozares produkciju meés varam
iedalit izmaksas un gala produkcija.

Misu uzdevums ir aprakstit ar bilances vienadibu palidzibu sakaribas
starp visu n nozaru pilnajam produkcijam, izmaksam un gala produkcijam
noteikta laika perioda.

Matematiska modela izstradasanai nepiecieSams izveidot noteiktu apzi-
meéjumu sistemu. Visas n nozares sanumuresim no 1 Iidz n. i-tas nozares,
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i € {1,...,n}, pilnas produkcijas izlaidi, kas dota noteiktas mervienibas,
apzimesim ar x;. Ar X = (zy,...,x,) sapratisim saimniecibas kopéjo pilno
produkcijas izlaidi. i-tas nozares produkcijas vienibu skaitu, kas nepieciesams
J-tas nozares vienas vienibas produkcijas razosanai, apzimesim ar a;;. Sos
skaitlus sauc par tieso izmaksu koeficientiem. Koeficients a;; parada, kads
1-tas nozares produkcijas daudzums tiek ieguldits tas pasas nozares vienas
vienibas produkcijas razosana. TieSo izmaksu koeficientus a;j, 2,7 = 1,...,n,
erti var izkartot matricas veida

a1 a2 ... QAin
A _ 21 A9 ... Q9p
Ap1 QAp2 ... QApp

So matricu sauksim par tieso izmaksu koeficientu matricu (sauc ar1 par tehno-
logijas koeficientu matricu).

Matrica A satur daudz informacijas par savstarpéjiem nozaru sakariem.
Ta, pieméram, matricas A j-ta kolonna A; = (ay; agj ... a,;)" pilniba rak-
sturo j-tas nozares izmaksas, kadas tiek iegulditas, lai sarazotu vienu vienibu
jebkuras citas no n produkcijam. Ieverosim, ka razoSanas tehnologijas iz-
mainas jebkura no nozarem tulit izmainis matricas A atbilstosas kolonnas
tieso izmaksu koeficientus. Tapec mes izdarisim pienemumu, ka razZosanas
tehnologijas apskatamaja laika perioda netiek izmainitas.

Viens no modela pienémumiem ir ta saucamais linearitates postulats.
Tas nozime, ka jebkura razosanas veida izmaksas ir proporcionalas razosanas
izlaidei. Saskana ar So postulatu j-tas nozares produkcijas x; vienibu raZosanai
nepieciesams pateret a;;x; i-tas nozares (1,7 = 1,2, ...,n) produkcijas vienibu.

Linearitates postulats prakse izpildas ne vienmer.

m Piemeram, apskatisim elektroenergijas izmaksas u, kas nepiecieSamas kaut
kadas produkcijas izlaidei x. Neatkarigi no ta, vai produkcija tiek razota,
noteikts elektroenergijas daudzums ag tiek pateréets darba vietas apgaismosanai.
Tapec resursa izmaksas u ka funkciju no izlaides x vajadzetu pierakstit

I r=0
ar +ag, >0

un nevis u = ax, ka to pieprasa linearitates postulats. m
Neatkarigi no ieprieks sacita mes pieturesimies pie linearitates postulata,
kuram ir divas priekSrocibas. Pirmkart, linearitates postulats tomer pietiekosi
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labi apraksta realo situaciju: pie lielas produkcijas izlaides var uzskatit, ka,
a reizu palielinoties izlaidei, a reizes pieaugs izmaksas. Otrkart, pateicoties
linearitatei, Sads modelis ir piemerots materials matematiskiem petijumiem.

Atgriezisimies pie modela apraksta. Ar X = (x,z9,...,z,) apzimeésim
kopejo pilno izlaidi. Nemot vera linearitates postulatu, i-tas nozares kopejas
izmaksas ir pierakstamas ka summa a;1x; + aprs + ... + a;x,. Tadejadi
i-tas nozares gala produkcija y; izsakama ka starpiba starp pilno izlaidi un
kopejam izmaksam:

T; — (ai1x1+ai2x2+...+amxn) = Y, 1= 1,2,...,71. (5].].)

Sis vienadibas (7.1.1) sauc par bilances vienadibam. Un tatad, izrakstot
atklata veida, esam ieguvusi:

T — (allxl + aj9re + ... + alnxn) =,
Ty — (CL21931 + agers + ... + aQn:pn) = Yo, (5 ) 2)
Tn — (a/nlxl “+ Qpoto + ... + annxn) = Yn.

Sistemu (5.1.2) sauc par starpnozaru bilances jeb Leontjeva matematisko
modeli: §1 vienadojumu sistema parada kopsakaribas starp nozaru pilnajam
izlaidem 1, 29, ..., T,, tieso izmaksu koeficientiem a;;, 4,7 = 1,2,...,n, un
gala produkcijam vy, 9z, ..., Yn, Un to var izmantot ieprieks mineto lielumu
aprekinasana.

Tieso izmaksu koeficientu matrica A = (a;;) parasti tiek pienemta ka
dota, un to varam uzskatit par nemainigu. Ja zinama kopegja pilna pro-
dukcijas izlaide X = (x1, 2o, ..., z,), tad ar sistémas (5.1.2) palidzibu varam
izskaitlot kopejo gala produkciju Y = (y1,yo, ..., yn). Ja sakuma dota kopeja
gala produkcija Y = (y1,y2, ..., Yn), tad ar sistémas (5.1.2) starpniecibu varam
noskaidrot, vai eksisteé tada kopeja pilna izlaide X, kura dotu vajadzigo
kopejo gala produktu daudzumu; ja tada eksiste, tad sistema (5.1.2) lauj to
ar1 izskaitlot. Pie tam varesim izskaitlot arl starpnozaru piegades apjomus
Qi 4, Z,] = ]_, 2, .

Sistemai (5.1.2) dabigi piemit visas tas 1pasibas, kadas ir jebkurai linearu
vienadojumu sistemai. Tomer Sai sistemai ir kada ipasiba, kura piesaista
matematiku uzmanibu. Proti, no ekonomiskiem apsverumiem seko, ka gan
tieSo izmaksu koeficienti a;j, 4,7 = 1,2,...,n, gan kopejas gala produkci-
jas Y = (y1, 9, ..., yn) komponentes, gan kopejas pilnas produkcijas izlaides
X = (x1, 29, ...,x,) komponentes ir nenegativi skaitli. Rodas matematiskas
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dabas jautajums: kadi nosacijumi jaapmierina gala produkcijam y; > 0, yo >
0,...,yn > 0 un tieSo izmaksu koeficientiem a;; > 0, 7,7 = 1,2, ..., n, sistema
(5.1.2), lai sistemai eksistetu nenegativs pilnas produkcijas izlaizu z; >
0,20 > 0,...,x, > 0 atrisinajums? No ekonomiska viedokla §is sistemas
(5.1.2) atrisinamiba ar nenegativiem x;, i = 1,2,...,n, nozimé Leontjeva
modela darba spejigumu. Ja sistemai (5.1.2) eksiste nenegativs atrisinajums,
tad saka, ka ta ir produktiva.
Sistema (5.1.2) ir specials gadijums (ja p = 1) sistemai

pxi—Zaijxj =Y, 1= 1,2,...,”, (513)
j=1

kur p ir parametrs. Apskatisim sekojosu vienadojumu sistému, kas ciesi
saistita ar sistemu (5.1.3):

Zdz‘ﬁj =y, 1=12,..,n, (5.1.4))

j=1
kur koeficienti d;; apmierina pamatnosacijumu
Ay <0 (i # ) (5.1.5)

Jaa;; >0 (4,5 = 1,2,...,n), tad sistemu (5.1.3) var parveidot par sistemu
(5.1.4), pienemot, ka d;; = pd;; — a;j, kur ¢;; (Kronekera simbols) vienads
ar 0, ja i # j, un vienads ar 1, ja ¢ = j. Ka arT otradi: no sistemas (5.1.4)
var iegut sistemu forma (5.1.3). Patiesam, ja izvelamies tadu pietiekosi lielu
pozitivu skaitli p, ka p > d;; (1 =1,2,...,n), un gemam a;; = pd;; — d;j, tad
iegusim, ka d;; = pd;; — a,j, pie kam a;; > 0 visiem 7 un j, 4,5 = 1,2,...,n.
Tada veida sistemu (5.1.4) varam parveidot par sistemu (5.1.3). Lidz ar to,
lai atrisinatu ieprieks uzstadito jautajumu, nepiecieSams atrast nenegativa
atrisinajuma eksistences nosacijumus sistemai (5.1.4).
Apskatisim ¢etrus sistemai (5.1.4) piemeérojamus nosacijumus:

(I) & > 0, i = 1,2,...,n, ir sistemas (5.1.4) atrisinajums pie zinamiem
pozitiviem y; > 0,1 =1,2,...,n;

(IT) sistemai (5.1.4) eksisté nenegativs atrisinajums z; > 0, i = 1,2,...,n,
jebkuram nenegativam vertibam y; > 0,7 =1,2,...,n;

(IIT) sistemas (5.1.4) koeficientu kvadratiskas matricas D = (d;;) n galveno
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minoru virknes visi elementi ir pozitivi, t.i.,

d11 dlk
. >0, k=1,2,...,n;
dkl dkzk

(IV) visi matricas D galvenie minori ir pozitivi.

(Piezime. Ar matricas D galvenajiem minoriem Seit jasaprot visi tie de-
terminanti, kurus iegtist no matricas D izsvitrojot patvaliga skaita rindinas
un kolonnas, pie tam, ja izsvitro ¢-to rindinu, tad jaizsvitro ar1 i-ta kolonna,
un otradi, ja izsvitro j-to kolonnu, tad jaizsvitro arl j-ta rindina.)

Nosacijumi (IIT) un (IV) pazistami ka Hokinsa-Saimona nosacijumi. Skaidrs,
ka no (II) seko (I) un no (IV) seko (III). Nosactjumi (I) un (III) liekas daudz
vajaki neka (II) un (IV). Bet ta tas nebut nav. Nakamaja teorema pieradisim,
ka tie ir ekvivalenti.

TEOREMA 5.1.1. Nosacijumi (I), (II), (III) un (IV) ir savstarpéji
ekvivalenti.

Pieradijums. Vispirms pieradisim, ka () = (I1]) = (/1) = (I). Pec
tam paradisim, ka (IV) ir ekvivalents ar parejiem trim nosacijumiem.

(I) = (III) Pieradijjumu veiksim ar matematisko indukciju pec n —
vienadojumu skaita vai, kas ir tas pats, nezinamo skaita.

Gadijuma, ja n = 1, sistema (5.1.4) satur vienu vienadojumu dy;x; = y;.
Ja §im vienadojumam eksiste atrisinajums x; > 0 pie dota y; > 0, tad di;
jabtt pozitivam.

Pienemsim, ka (I) = (I11) izpildas gadijuma, ja nezinamo skaits ir n— 1.
Pieradisim, ka sakariba ir speka arl n nezinamo gadijuma. Péc nosacijuma (I)
vienadojumu sistemai (5.1.4) eksisté nenegativs atrisinajums z; > 0, xo >
0, ..., x, > 0 pie zinamam y; > 0, y» > 0, ..., y, > 0 vertibam. Pirmo
sistemas (5.1.4) vienadojumu varam pierakstit ka

duZL‘l =Y — Zdljl‘j, (516)

Jj=2

ta laba puse ir pozitiva, jo y1 > 0, di; <0, x; > 0, 7 = 2,...,n. Tada veida
di121 > 0, tapec no nosacijuma x; > 0 seko, ka dy; > 0.
Pielietosim sistemai (5.1.4) Gausa izslegsanas metodi. Proti, ja atskaitisim

diy
pirmo vienadojumu, kur§ pareizinats ar —, no i-ta vienadojuma sistema
11
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(5.14),7=1,2,...,n, tad iegusim vienadojumu sistemu sekojosa forma:

(dyx1+ digxs + ...+ dipx, = Yy,
dsy + ...+ d5, 2, = 15,

5.1.7
\ n2 t o T dpTn = yn,
kur god
diy = dij — g 1‘77
d'1y11 (5.1.8)
y;k =Y - ’ 9 = 27 . ,’I’L
di

un df; <0, yf >0,4,j=2,..,n,4% j,jodi; <0 (i#j), y; >0un dy; > 0.
Vienadojumu sistema

Y dijzi=yl, i=2..n, (5.1.9)
j=2

apmierina pamatnosacijumu (5.1.5) un tai eksisté nenegativs atrisinajums
T, ..., T, pie zinamam fiksetam vertibam y; > 0, ¢« = 2,...,n. Pec induktiva
pienemuma sistemai (5.1.9) izpildas nosacijums (III), t.i.,
d;Z o .. d;k
>0, k=2,...,n.
k2 o iy

Bet no sistemas (5.1.4) parveidosanas kartibas sistema (5.1.7) redzams, ka

d11 dlg...dlk
Zn 212 211@ 0 ... d dyy ... diy
21022 -+~ ok | _ | s . dy | = dy >0, k=2,....,n.
diadiz odo | |0 T e
k2 - Ok

t.i., sistema (5.1.4) apmierina nosacijumu (III).
(I11) = (I1) Atkal darbosimies pec indukcijas.
Vienadojumam dy;z1 = y; (gadijjums, kad n = 1) eksisté nenegativs

atrisinajums r,; = f;—l jebkuram y; > 0, ja dqy; > 0.
11
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Pienemsim, ka izpildas implikacija (/1) = (I1) gadijumam n—1. Pieradisim,
ka st sakariba ir speka arl n vienadojumu sistemai. Ja vienadojumu sistéma
(5.1.4) apmierina nosactjumu (III), tad d;; > 0, un sistemu (5.1.4) var
parveidot par sistemu (5.1.7) ka iepriekseja pieradijuma dala. Tikai atzimésim,
ka Soreiz, atskiriba no iepriekseja dala pieradita, lielumi y; > 0, ¢ =1,...,n,
ir patvaligi.

Apskatisim sistemu (5.1.9), kas apmierina pamatnosactjumu (5.1.5). Sistema
(5.1.9) apmierina nosacijumu (III), jo nosactjumu (III) apmierina sakotnéja
sistema (5.1.4):

dsy ... d3), 1 diy ... dyg

:d— >O,k::2,...,n.
diy ... dfy, Ll I PR

Sakaribas (5.1.8) lauj secinat, ka yf > 0, i = 2,...,n, jebkuriem y; > 0,
i =1,...,n, un péc induktiva pienémuma sistemai (5.1.9) sadam komplektam
y; > 0, @ = 2,...,n, eksiste nenegativs atrisinajums zo, > 0, z3 > 0,...,

1 n
z, > 0. No (5.1.6) iegusim, ka x; = T (yl — Zdlj%‘)- Tadejadi esam
11 .
Jj=2

konstrugjusi sistemai (5.1.7) nenegativu atrisinajumu x; > 0, x93 > 0,..., z,, >
0, kurs, pateicoties sistemu (5.1.4) un (5.1.7) ekvivalencei, ir ar1 sistémas
(5.1.4) atrisinajums, tatad sistéma (5.1.4) apmierina nosacijumu (II).

(IT) = (I) St pareja ir acimredzama.

(IV) < (I,11,111) Tagad, kad esam paradijusi nosacijumu (I), (II) un
(III) ekvivalenci, nebus gruti pieradit (IV) ekvivalenci ar pirmajiem trim
nosactjumiem. No (IV) acimredzami seko (III). Lai pieraditu implikaciju otra
virziena, pienemsim, ka izpildas nosacijums (II). Vienlaicigi parnumuréjot
vienadojumus un nezinamos, var panakt, ka patvaliga galvena apakSmatrica
sistemas (5.1.4) koeficientu matricai klust par vienu no n galvenajam apaks-
matricam. Pie kam Sada parnumuresana neietekme §is galvenas apaksmatricas
determinantu (determinanta vertiba sakrit ar sakotnéjas matricas determi-
nanta vertibu), ka art joprojam izpildas nosacijums (II). Izmantojot imp-
likaciju (/1) = (I/II) parveidotajai sistémai, mes varam parliecinaties par
implikaciju (I7) = (IV). m

E.M.Bravermana 1976.gada gramata bilances vienadojumu sistéma petita
matricu forma. Apskatisim velreiz bilances vienadojumu sistemu (5.1.2),
kuru matricu forma varam pierakstit ka (I — A)X =Y, kur I — vienibas
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matrica, A — tieSo izmaksu koeficientu matrica, X = (xy,...,z,) — pilnas
izlaides vektors, Y = (y1,...,yn) — gala produkcijas vektors. Ja eksiste in-
versa matrica (I — A)™!, tad, zinot Y un A, varam aprekinat X = (I —
A)7'Y. Lai atrisinajumam butu ekonomiska jega, tad X koordinatam jabut
nenegativam. Janem vera, ka ne katrai matricai A, kura sastav no nenegativiem
elementiem, eksistes nenegativs atrisinajums. Vispariga gadijuma iespejamas
tadas bilances vienadojumu sistémas, kuram pie noteikta vektora Y > 0
eksiste nenegativs atrisinajums, bet pie cita tada atrisinajuma nav. No
ekonomiska viedokla 1pasu interesi izraisa tadas sistémas, kuram eksisteé nenegativs
atrisinajums jebkuram Y > 0 (jo prakse tiesi gala produkcijas izlaide ir ta,
kura tiek planota). Tadejadi bilances vienadojumu sistémas pétisana liek
atrisinat problemu, kadi nosacijumi jaapmierina matricai A (> 0), lai ka-
tram Y > 0 eksistétu nenegativs atrisinajums X (t.i., II nosacijums).

Turpmak ar stingro nevienadibu a = (ay, ..., a,) > 0 sapratisim, ka a; > 0
visiem ¢ =1,2,...,n

DEFINICIJA 5.1.1. Nenegativu matricu A > 0 sauc par produktivu,
jadX*>0: (I —A)X* > 0. (Ekonomiski: matrica A > 0 ir produktiva, ja
eksiste tads plans X* > 0, ka katra nozare tiek sarazots kaut neliels daudzums
produkcijas.)

TEOREMA 5.1.2. Matrica A > 0 ir produktiva tad un tikai tad,
ja eksisté viens vienigs nenegativs atrisinajums vienadojumu sistemai (I —
A)X =Y katram Y > 0.

Pieradijums. Pienemsim, ka eksiste vienadojumu sistemai (I — A)X =
Y nenegativs atrisinajums jebkuram Y > 0. Apskatisim patvaligu vektoru
Y > 0 un tam atbilstoso atrisinajumu X*; pec dota X* > 0un (I — A)X* =
Y* > 0. Matricas A produktivitates definicija bez §is stingras nevienadibas ir
vel arT nosactjums X* > 0. Lai to ieraudzitu, apskatisim velreiz nevienadibu
(I —A)X* =Y"* >0, no kuras seko, ka X* > AX* Taka A >0un X* >0,
tad AX* > 0. Esam ieguvusi, ka: X* > AX™* > 0, ko arT vajadzeja pamatot.

Teoremas pieradijumam uz otru pusi nepiecieSamas tris lemmas.

LEMMA 5.1.1. Ja A ir produktiva matrica, tad matricas A p-tas
pakapes matricas AP visi elementi tiecas uz 0, ja vien p — oo.

Pieradijums. leverosim, ka diviem dotiem vektoriem B = (by,...,b,) un
C = (c1,...,c,), kurus saista sakariba B > C| ir speka nevienadiba AB >
AC, ja A > 0: ja mes apskatam Vektoru AB un AC i-tas koordlnatas kas

atbilstosi vienadas ar Z a;be un Z a;rcy, tad z a;pbr > Z i Cr; -
—1
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No matricas A produktivitates seko, ka X* > AX* > 0. Savukart
no Sis nevienadibas seko tada A, 1 > X > 0, eksistence, ka A X* > AX*.
Pareizinasim abas nevienadibas puses ar matricu A:

ANAX* > A2X* >0
(nemam vera pieradijuma sakuma izdarito piezimi). Pareizinot nevienadibas
AX* > AX™* abas puses ar A, iegusim:
NX* > NAXT
No pedejam divam jauniegutajam nevienadibam kopuma seko, ka
NX* > APX*F > 0.

Turpinot §o procediiru (t.i., apskatam nevienadibu A\2X* > A2X* > 0,
reizinam to ar A un A, dabusim AX* > A3X* > 0, utt.), galarezultata
iegisim nevienadibu

APX* > APX™ > 0.

n

Jap — oo, tad W2 — 0 jeb lim APX* = 0 vai lim ) ajjzj = 0, i =
p—oo p—00 ;0]
1,2,..,n, kur af;, 4,5 = 1,2,...,n, ir matricas A? koeficienti. Ta ka x5 > 0,

tad robezvienadiba iespejama tikai tani gadijuma, ja phjgo afj =0,17 =
1,2,...n. =

LEMMA 5.1.2. Ja A ir produktiva matrica un eksiste tads vektors X,
ka X > AX, tad X > 0.

Pieradijums. Pareizinam nevienadibas X > AX abas puses p — 1
reizi ar matricu A; ieverojot Lemmas 5.1.1 sakuma izdarito piezimi, iegtisim
nevienadiu virkni:

X >AX > A2X > ... > APX jeb X > APX.

Ja p — oo, no Lemmas 5.1.1 seko, ka APX — 0, tapec X > 0. m

LEMMA 5.1.3. Ja A ir produktiva matrica, tad I — A ir nedegeneréta
matrica.

Pieradijums. Pienemsim pretejo: matrica I — A ir degenereta, t.i., tas
determinants ir vienads ar 0. Tas nozime, ka matricas I — A kolonnas ir

lineari atkarigas, no Sejienes seko tada nenulles vektora X # 0 eksistence, ka
(I —A)X =0vai X = AX. No Lemmas 5.1.2 seko, ka A > 0.
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Apskatisim vektoru —X. Sis vektors arl apmierina nevienadibu (I —
A)(—=X) = 0 un pec Lemmas 5.1.2: —X > 0, kas iespejams tikai tad, ja
X = 0. leguta pretruna. m

Teoremas 5.1.2. pieradijuma turpinajums (=).

Pieradit teoremas nosacijuma pietieckamibu nozime pieradit: ja matrica
A ir produktiva, tad bilances vienadojumu sistemai eksiste viens vienigs
nenegativs atrisinajums jebkuram nenegativam gala produkcijas vektoram
Y.

Apskatisim bilances vienadojumu sistemu (I — A)X =Y. Takal - A
ir nedegenereta matrica (skatit Lemmu 5.1.3), tad bilances vienadojumu
sistémai eksiste viens vienigs atrisinajums jebkuram vektoram Y. Gala pro-
dukcijas vektors Y vienmer ir nenegativs, tapec (I — A)X =Y > 0 jeb
(I —A)X >0. No Lemmas 5.1.2 seko, ka X > 0. m

Teorema 5.1.2 parada, ka, nosakot planu, nepiecieSams ieprieks zinat,
vai tehnologisko koeficientu matrica A ir produktiva. Sim merkim noderes
nakosa teorema.

TEOREMA 5.1.3. Matrica A > 0 ir produktiva tad un tikai tad, ja
eksiste S = (I — A)~1 > 0.

Pieradijums. = Apzimesim matricas S elementus ar s;;. Apskatisim
vienadojumu sistemu (/ —A)X = e;, kur e; ir n-dimensiju vektors, kura visas
koordinatas vienadas ar 0, iznemot j-to, kas vienada ar 1. No Teorémas 5.1.2
seko, ka vienadojumu sistemai (I — A) X = e; eksiste nenegativs atrisinajums
X = Sej vai x; = s;5 > 0,4 = 1,2,...,n. Pedeja nevienadiba parada, ka
visi matricas S = (I — A)~! j-tas kolonnas elementi ir nenegativi. Ta ka
jed{l,...n} tad s;; > 0,4, =1,2,...,n, vai S > 0.

< Mums japierada, ja matrica S = (I — A)~! eksiste un ta ir nenegativa,
tad matrica A ir produktiva, t.i., eksiste tads vektors X > 0, ka (I—A)X > 0
jeb X > AX.

Ieverosim, ka inversas matricas S determinants det.S apmierina vienadibu:
detS = m, tapec detS # 0. No Sejienes seko, ka neviena matricas S
rinda nevar sastavet tikai no nullem. Nemot vera, ka matrica S > 0, iegtisim,

n
ka tas elementi s;; apmierina nevienadibu ) s;; > 0,7 =1,2,...,n.
j=1
Apskatisim vektoru X = (I — A)~'e, kur e ir n-dimensiju vektors, kura

visas koordinatas vienadas ar 1. Vektora X i-ta koordinata x; ir vienada
n n

ar x; = »_ S, ¢ = 1,2,...,n. leverojot > s;; > 0, secinam, ka x; > 0,
=1 j=1
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1=1,2,...,n, vai X > 0.
Pareizinot vienadibas X = (I — A)~'e abas puses ar matricu I — A no
kreisas puses, iegusim, ka (/—A)X = e > 0. Tatad matrica A ir produktiva. m

Tadejadi, ja mes esam noskaidrojusi, ka sistema (5.1.2) ir produktiva, tad
ieprieksejas divas teorémas mums lauj pilnas izlaides vektoru aprekinat pec
formulas X = (I — A)"'Y.

Apskatisim tagad sistemam (5.1.2), (5.1.3) un (5.1.4) atbilstosas dualas

sistemas:
n

pi— Y agpi=v;, j=12..n, (5.1.2d)
i=1
pp; — Zaszi =v;, j=1,2,...,n, (5.1.3d)
=1
D dypi=vj, j=1,2,..,n. (5.1.4d)
=1

Ekonomiski dualas sistemas raksturo produktu cenas vai daudznozaru
sistemas pelgu. p; sistéma (5.1.2d) varam interpretet ka j-ta produkta cenu,
bet v; varam interpretet ka pelpu, kas ieklauta j-tas nozares vienas vienibas

n
produkcija. Acimredzami, ka > a;;p; varam interpretet ka izdevumu summu
par j-tas nozares vienas Vierﬁzbélls produkcijas sarazoSanu, tadejadi sistémas
(5.1.2d) kreisaja puse ir tirie ienemumi par j-tas nozares produkcijas vienu
vienibu. Sie tirie ienakumi tiek pielidzinati vienas vienibas produkcijas pare-
dzetajai pelnai.

Sistemas (5.1.2) atrisinamibu nenegativos skaitlos z;, i = 1,...,n, sauc
par[eontjeva modela produktivitati (razigumu), dualas sistemas (5.1.2d)
atrisinamibu nenegativos skaitlos (cenas) p;, j = 1, ..., n, sauc par §1 modela
rentabilitati (ienesigumu).

Dualas sistemas, ja neieverojam to izcelSanos, ir tiesi ar tadu pasu struktiaru
ka sakotnejas sistemas.

Pienemsim, ka izpildas pamatnosacijums (5.1.5) sistemai (5.1.4d); atkal
izvirzisim prasibu, lai pie nenegativam labas puses vertibam v; eksistetu
nenegativs atrisinajums (cenas p;). No Teoremas 5.1.1 seko sadu nosacijumu
ekvivalence:

(Id) p; > 0, j = 1,2,...,n, ir sistemas (5.1.4d) atrisinajums pie zinamiem
pozitiviem v; >0, 7 =1,2,...,n;
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(IT) sistemai (5.1.4d) eksiste nenegativs atrisinajums p; > 0, j = 1,2,...,n,
jebkuram nenegativam vertibam v; > 0, j =1,2,...,n;

(IIT) sistemas (5.1.4d) koeficientu kvadratiskas matricas DT = (d;;)* n gal-
veno minoru virknes visi elementi ir pozitivi, t.i.,

di1 ... dg1
. >0, k=1,2,..,n;
dlk dkk;

(IV) visi matricas DT galvenie minori ir pozitivi.

Atzimesim, ka nosactjumi (I)-(IV) ir ciesi saistiti ar nosactjumiem (Id)-
(IVA), jo acimredzami, ka nosactjumi (III) un (ITId), (IV) un (IVd) ir ekvi-
valenti (tajos tiek aplukoti transponeti determinanti). Tadejadi ir speka

TEOREMA 5.1.4. Nosactjumi (I), (II), (III), (IV), (Id), (IId), (ITId)
un (IVd) ir savstarpeji ekvivalenti.

Sis fakts, ka katrs no nosacijumiem ir ekvivalents ar jebkuru citu no tiem,
ir patiesam svarigs. No Sejienes seko, ka izdevumu sistemas (5.1.2) pro-
duktivitate (razigums) ir ekvivalenta ar cenu sistemas (5.1.2d) rentabilitati
(ienesigumu). No sistemas (5.1.2) produktivitates zinamam pozitivam gala
produkcijam y; > 0 izriet ne tikai sistemas (7.1.2) produktivitate jebkuriem
y; > 0, bet arT rentabilitate sistémai (5.1.2d) jebkuram nenegativam pelnam
v; > 0. Analogiski, iesp€ja bez zaudejumiem noteikt cenas sistema (5.1.2d)
pie zinamam pelnam v; > 0 garanté ne tikai tadu pasu iespeju jebkuram
nenegativam komplektam v; > 0, bet nozime art sistemas (5.1.2) produk-

Vienkarsakais produktivitates un rentabilitates kriterijs pazistams ka Brauera-
Solova nosacijums, kurs formuléjams ar matricas A = (a;;) koeficientu summu
pa rindinam un kolonnam palidzibu. Apzimeésim ar

n n
r, = E CLij, Sj = E CLij
j=1 i=1

un sauksim r; par i-tas rindas summu un s; par j-tas kolonnas summu matrica

A.

TEOREMAS 5.1.4 SEKAS (Brauera-Solova nosacijums). Katrs no
zemak minetajiem nosacijumiem ir pietiekoss, lai nosacijums (I) butu pro-
duktivs un vienlaicigi nosacijums (Id) rentabls:
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(@) p>ryi=1,....m;
(b) p>sj,j=1,...,n.

Pieradijums. No (a) seko, ka 1 = 23 = ... = x, = 1 ir nenegativs
atrisinajums sistemai (5.1.3), ja y; izveleti ka y; = p—1r; > 0,1 = 1,...,n.
Tada gadijuma nosacijums (I) ir izpildits, un vajadzigais apgalvojums seko
no Teorémas 5.1.4. Lidzigi spriedumi parada nosacijuma (b) pietiekamibu. m

No ekonomiska redzes viedokla var rasties interese izskaitlot ienakumus
divos dazados veidos: no izmaksu sistémas (5.1.2) un no cenu sistemas
n
(5.1.2d). Ta ka y; ir i-tas nozares gala produkcijas daudzums, tad > y;p;
i=1
n
ir kopejais ienakums pa visam nozareém kopa. No otras puses arl ) v;z; ir
j=1
kopejais ienakums, jo v; ir pelpa uz vienu j-tas produkcijas vienibu un z; ir
j-tas nozares produkcijas daudzums. Abu summu sakritiba seko formali no
sistemam (5.1.2) un (5.1.2d):

n n n
doupi= Y (6 —ag)pi; = ) v,
i=1 ij=1 j=1

Pabeidzot iepazisanos ar daudznozaru ekonomisko modeli, atzimeésim,
ka So modeli 30-tajos gados izveidojis un izmantojis Amerikas ekonomikas
struktiiras izpetei V.Leontjevs (krievu izcelsmes amerikanu ekonomists). So
modeli biezi deve ar1 par input-output modeli.

52 RAZOSANAS PLANOSANAS MODELIS
(KANTOROVICA MODELIS)

Pienemsim, ka kaut kads uznemums razo n veida dazadas produkcijas un iz-
manto k dazada veida razosanas resursus. Ertibas labad sanumuresim visas
n produkcijas: 1,2, ...,n; ka arT sanumuresim visus k resursus: 1,2,..., k. Ar
a;; apzimesim ¢-ta resursa vienibu skaitu, kas nepiecieSams j-tas produkci-
jas vienas vienibas razoSanai. Sos tieso izmaksu koeficientus, starp kuriem
daudzi var but nulles, varam izvietot £ X n matrica:

ail a1 ... A1p
A _ 21 29 ... Aoy

g1 A2 ... Qgn
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i-ta resursa paterins noteikta laika perioda (noteikta planosanas perioda)
ir ierobezots ar b; vienibam, ¢ = 1,2,..., k. Noteiktais ierobezoto resursu
skaits lauj uznémumam planosanas perioda laika dazados variantos realizet n
produkciju izlaizu daudzumus. Katru no n produkciju izlaidem, kurai resursu
paterins neparsniedz resursu limitus, sauksim par iespejamo realizéjamo pro-
dukcijas izlaidi. Uzpémuma vadibai ir japienem lemums, kuru no visam
iespejamajam produkcijas izlaidem izveleties noteiktaja laika perioda. Lidz
ar to uznemuma vad=ibai patiesiba ir jaatrisina jautajums, ka vislabak iz-
mantot viniem esoSos resursus. Tacu pateikt — izmantot vislabak - ir par
maz, vajadzigs precizi formulet kriteriju, pec kura varétu noteikt, kapec
viens resursu izmantosanas variants ir labaks par kadu citu. Kriterija izvele
vispar ir sarezgita problema, bet ta ir ekonomiska un sociala rakstura, ne
matematiska. Matematiska izklasta optimizacijas teorija nav butiski, kada
veida kriterijs izvelets. Tomer skaidrakai ekonomiskai interpretacijai izvelesimies
vienu noteiktu kriteriju, proti, pasu vienkarsako un dabigako, kas nosaka
uznemuma darbibas efektivitati, t.i., izlaistas produkcijas pelpu (starpibu
starp kopejo produkcijas vertibu un resursu izmaksam, kas izteiktas piemerotas
naudas vienibas).

Tatad viena realizejama produkcijas izlaide tiek uzskatita labaka par kadu
citu, ja pirma dod lielaku pelnu neka otra. Gala rezultata uznemuma vadibai
ir japienem lemums, kuru no iespejamo realizé jamo produkciju izlaidem
patieSsam realizet, lai sarazotas produkcijas daudzums dotu vislielako pelnu
salidzinajuma ar visam citam iespejamajam realizejamo produkciju izlaidem.
Sadu produkcijas izlaidi sauksim par optimalo izlaidi (pec pelnas kriterija).
Ja tadas eksiste vairakas, tad buitu ieteicams noskaidrot tas visas.

Pariesim pie matematiska modela konstrukcijas.

Mums ir dota tieso izmaksu koeficientu m x n matrica A = (a;;), doti
k dazado resursu ierobezojumi by, bs,..., by. Pienemsim, ka zinama ir art
pelna c¢;, ko uznemums iegust no vienas vienibas j-tas produkcijas izlaides,
Jj=1,2,..,n. Ar x; apzimesim j-tas produkcijas izlaidi, j = 1,2,...,n. Tad
kopejo uznemuma izlaidi varam pierakstit ka vektoru X = (x1, xa, ..., 7).

Modela pamata tiek izmantoti divi linearitates postulati. Pirmais
no tiem, tapat ka Leontjeva modeli, ir paslepts pienemuma, ka katra veida
resursu izmaksas ir proporcionalas produkcijas izlaidei. Saskana ar So pos-
tulatu, j-tas produkcijas w; vienibu razoSanai nepieciesams pateret a;;x;
vienibas i-ta resursa, ¢ = 1,....,k, 7 = 1,...,n. Saskana ar otru linearitates
postulatu, pelna ir tiesi proporcionala produkcijas izlaidei, t.i., j-tas produk-
cijas izlaide x; dod uzpémumam pelnu c;x; naudas vienibu apjoma.
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Saskana ar resursu izmaksu linearitates postulatu produkcijas izlaides
X = (21,9, ..., x,) gadijjuma i-ta resursa kopéjais paterins ir vienads ar

a;1x1 + apry + ... + ajpx, = ;.

Izlaide X = (21,x9,...,x,) ir iesp€jama, ja visu k veidu resursu paterini
t1, ..., tx neparsniedz atbilstoSos limitus by, ..., bx. Péc ekonomiska satura X
komponentes ir pozitivas, tapat a;;, b;, ¢j, 7 =1,...,n, 1 =1,..., k ir pozitivi
(vai vismaz nenegativi) lielumi.

Lidz ar to iespejamas realizejamas produkcijas izlaide ir tads vektors X =
(21, 9, ..., T), kura komponentes apmierina k 4+ n vienadojumu sistemu:

a11T1 + a9 + ... + a1, < by,

2121 + 2T + ... + A2,%y, < by,

(5.2.1)
Ap1T1 + QpoXo + ... + ApnTy, S bk,
120, 29 >0,...,2, > 0.

Visu iespéjamo realizéjamo produkciju izlaizu kopu apzimesim ar X.
Saskana ar otro linearitates postulatu izlaides X pelpu var izskaitlot sadi:

1T1 + oo + ... + Cpry = CXT. (5.2.2)

Iespejamo realizejamo produkcijas izlaidi X* € X sauksim par optimalo
izlaidi pec pelnas maksimuma kriterija, ja jebkurai citai izlaidei X € X ir
speka nevienadiba: CX*T > CXT.

Visu optimalo izlaizu kopu apzimesim ar X*. Skaidrs, ka X* C X C R".

Optimizacijas uzdevumu tagad varam formulet pavisam 1si: jaatrod kopa
X*.

Lidz ar to varam sacit, ka ekonomiska rakstura uzdevums ir pierakstits
matematiska valoda. Matematiskaja modelt ir pazudusi simbolu konkréeta
ekonomiska jega. Matematiskais modelis ir dots, ja dota ir nevienadibu
sistema (5.2.1) un dots kriterijs (5.2.2), ta saukta merka funkcija, kuru ne-
pieciesams maksimizet. Ar sadu uzdevumu atrisinasanu nodarbojas matematikas
nozare, kuru sauc par linearo programmesanu.

Piemers 5.2.1. Pienemsim, ka kaut kads uznemums razo 2 veidu pro-
dukcijas, kuru apjomi mérojami tonnas, pie tam tiek izmantotas triju veidu
izejvielas (=resursi) ierobezota daudzuma, kas art merojamas tonnas. Tieso
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izmaksu koeficientu matrica ir sada A = un izejvielu ierobezojums
B = (10; 7; 9). Zinams, ka pirma veida produkcijas viena tonna dod 4 nau-
das vienibas lielu pelnpu un otra veida produkcijas viena tonna dod 3 naudas
vienibas lielu pelnu, t.i., C' = (4; 3).

Ja ar X = (z1,x9) apzimejam iespéjamo realizeéjamo produkcijas izlaidi,
tad koordinatam x; un x, ir jaapmierina nevienadibu sistema:

311 + w9 < 10,
T+ 2o < 7,

21’1 +3$2 < 9,
T Z 0, To 2 0.

(5.2.3)

Izlaides X = (z1,79) pelpa it CXT = 42, + 3x,.

Ir jaatrod tada izlaide X = (z1, x2), kuras koordinatas apmierina nevienadibu

sistemu (5.2.3) un kura dotu pelnas funkcijas C XT maksimalo vertibu. Uzde-
vuma atrisinajums paradits 5.2.1.zime&juma.

2 L2

5.2.1.z1m.
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Plaknes punktu kopa X = (21, x3), kuras koordinatas apmierina sistemu
(5.2.3), ir izliekts daudzsturis. Péc taisgu 4z + 3z = 0, 421 + 320 = 1,...,
dxy + 3zo = 10,..., 41 + 329 = 24,... geometriska novietojuma plakne var
nonakt pie sledziena, ka optimalais produkcijas izlaides daudzums ir X* =
(3;1) un Iidz ar to optimala pelna CX*T = 4-3+3-1 = 15 naudas vienibas. m

Sada vienkarsa piemeéra nebija griiti noteikt optimalo izlaidi un optimalo
pelnu, tacu, ja nu uznémums razo kaut vai tikai 5 produkcijas un izmanto
tikai 10 dazadus resursus, iegiita nevienadibu sistema ar Piemera 5.2.1 ap-
skatitajiem lidzekliem vairs nebiis atrisinama. Bet Sobrid art ta nav matematiska
problema, sadas nevienadibu sistemas ar simpleksa algoritma palidzibu veiksmigi
risina datoru programmas.

Gribetos pieverst lasitaju uzmanibu tam apstaklim, ka reize ar tieSo
razoSanas optimas linearas planosanas modeli var aplikot atbilstoso dualo
uzdevumu, kuram ir loti glita ekonomiska interpretacija. Sistemai (5.2.1)
atbilstosa duala sistema ir sada

aiyr + agy2 + ... + apYr = C1,
a12Y1 + Q22y2 + ... + ARy > Ca,

A1nY1 + a2pY2 + ... + QpplYr = Cp,
y1 20, y2>0,...,9, >0,

atbilstosa duala merka funkcija ir byy; + boys + ... + bryk, kurai janosaka
minimumes.

Piemera 5.2.1 turpinajums. Piemera 5.2.1 apskatitas sistemas duala
ir
3y1 + Y2 + 2y3 > 4,
Y1+ Y2+ 3ys > 3,
y1 > 0,42 >0, y3 > 0,

duala merka funkcija ir 10y; + 7y2 +9ys3, un jaatrod ir tas minimums. Atbildi
uz $o jautajumu dod vektors Y* = (£;0;2). m

Duala uzdevuma optimalais atrisinajums Y* ir interpretéjams ka resursu
cenas, precizak, enu cenas jeb resursu novertejums “no uznemuma viedokla”.
Paskaidrosim to uz ieprieks apskatita piemera pamata. Ko nozime vektora
Y* tresa komponente 2? Realizejot izlaidi X* = (3;1) tresa resursa limits
tiek izsmelts pilniba (6+3=9). Var rasties jautajums, ka izmainisies op-
timala pelna, ja tresa resursa limits paaugstinatos par vienu vienibu, t.i.,



KANTOROVICA MODELIS 72

planosanas perioda sakuma ir nevis 9 vienibas tresa resursa, bet gan 10.
Nav nebut jamekle dators, atbildi dod ieprieksejas sistemas (pie 9 vienibam)
dualas sistémas atrisinajums. Tresa komponente % vektora Y* parada, par
cik pieaugs vai samazinasies optimala pelna, ja tresa resursa limits pieaugs
vai samazinasies par vienu vienibu. Var sacit, ka uznpemuma tresa resursa
vienas vienibas "enu” cena ir % naudas vienibas: uzneémumam ir izdevigi
pirkt treso resursu par zemaku cenu neka % naudas vienibas un pardot par
lielaku cenu. Otra komponente 0 vektora Y* parada, ka uznemumam otra
resursa limita palielinasana pelnu nenes.

Atzimesim dazus matematiska rakstura rezultatus (pieradijumus skatit
H.Nikaido gramata [1972], Ipp. 178-189), kas parada cieso saistibu starp

tieSo un dualo uzdevumu.

TEOREMA 5.2.1. Piegemsim, kaX = { X |AXT < BT, X > 0},
Y= {Y|[YA>C,Y >0} un X #0, Y #0. Tad

a) YBT > CXT jebkuram X € X un Y € Y;

b) eksiste £ € X un D € Y, ka DBT = CE™.

TEOREMA 5.2.2.
(a) Ja X # 0, tad optimalas planosanas modelim eksisté galigs maksimums
tad un tikai tad, ja Y # 0.
(a) Ja Y # 0, tad dualajam optimalas planosanas modelim eksiste galigs
minimums tad un tikai tad, ja X # 0.

Linearas programmesanas jautajumus, kas saistiti ar Kantorovica mod-
eli, var noskaidrot daudzas linearajai programmesanai veltitajas gramatas,
piemeram, A.Jaunzems [1981], [1993], D.Klavins [1998], [2003], H.Taha [1985],
V.G.Karmanovs [1986], H.Papadimitrijs, K.Staiglics [1985], E.M.Bravermans
[1976].
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NOSACITIE EKSTREMU
UZDEVUMI EKONOMIKA

6.1 UZDEVUMA NOSTADNE

Veicot iedzivotaju grupas izpeti pec dazada veida precu pieprasijuma, biezi
izmanto sekojosu modeli. Tiek pienemts, ka katru grupas individu rak-
sturo visu grupas individu kopiga ”deriguma funkcija” f(x), kur vektora
x = (21, ..., r) komponentes ir k dazado precu skaits, kuras patere individi
noteikta laika vieniba (pieméram, meénesa laika). Atskiriba starp grupas in-
dividiem ka pircejiem izpauzas individu ienakumos noteiktaja laika vieniba.
Precu cenas apraksta vektors ¢ = (cq,...,¢x). Pircejs, kura ienakumi ir N
naudas vienibas, perk tadus precu daudzumus, kuri maksimize deriguma
funkciju pie dotajiem ienakumiem N. Citiem vardiem sakot, precu daudzu-
mus, kurus grib iegadaties pircejs, var noteikt, atrisinot ta saucamo nosacita
ekstrema uzdevumu

jaatrod funkcijas f(x) maksimums,
nemot vera nosacijumu cyxy + CoTo + ... + cxxr = N.

Abstrahejoties no ieprieksejas situacijas, pienemsim, ka jaatrod funkcijas
f(x) = f(o1,22,..., 71)

ekstrems ar nosacijumu, ka mainigie zy, xs,..., x; nav neatkarigi, bet tos
saista sakaribas

91(x) = N1, ga(x) = Na, .., gn(X) = Ny,
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kur vienadojumu skaits n ir mazaks par nezinamo skaitu k. Tadu ekstremu
sauc par nosacito ekstrému, funkciju f(x) sauc par meérka funkciju, bet
vienadojumus ¢;(x) = Ny, g2(x) = Na, ..., guo(xX) = N, sauc par saites
vienadojumiem.

6.2 LAGRANZA NENOTEIKTO REIZINA-
TAJU METODE DIVARGUMENTU
FUNKCIJAS GADIJUMA

Ieprieks aprakstito uzdevumu var risinat ar ta saucamo Lagranza nenoteikto
reizinataju metodi. Apskatisim vispirms vienkarsako gadijumu, ja k = 2,
un pienemsim, ka saites vienadojums ir forma g(xi,z5) = N. Formuléto
uzdevumu geometriski var interpretéet sadi: uz Iinijas, kuras vienadojums ir
g(x1,22) = N, tiek meklets tads punkts a = (aj,as) kura funkcijas f(x)
vertiba biuitu ekstremala (t.i., lielaka vai attiecigi mazaka) salidzinajuma ar
funkcijas citam vertibam punkta a apkartnes tados punktos, kuri atrodas
uz lmijas, kuru apraksta saites vienadojums. Pienemsim, ka $a uzdevuma
atrisinajums ir forma a = (ay,ay). Punkta a apkartne izteiksim no saites
vienadojuma mainigo zo ka kaut kadu funkciju no mainiga x,

ze = ¢(x1), pie kam ay = ¢(al).

[evietosim so funkciju merka funkcija un saites vienadojuma

flar, ¢(21)); g(w1, ¢(21)) = N.

Funkcijai g(x1, ¢(z1)) punkta a; apkartne ir jabut konstantei, tapec tas at-
vasinajums Saja punkta ir vienads ar nulli

dg(@l,az) _ 39(@1,612) + 89(%&2) 8¢(a1)
d[L‘l 8.1'1 8.1'2 dﬂ?l

Mainigais z; ir neatkarigais mainigais, jo ta izmainam netiek uzlikti nekadi
ierobezojumi atskiriba no mainiga z,, kuram jaapmierina nosacijjums xr, =
¢(x1). Tapec skaitlim aq, kur§ pec piepemuma ir funkcijas f(zq, ¢(x;1)) ek-

df(atl’—jl(“l)) = 0. So pedgjo vienadibu

— 0. (6.2.1)

strema punkts, ir jaapmierina nosacijums
var parrakstit forma

df (a1, az) n df (a1, az) 0¢(a1)

= 0. 6.2.2
8131 8;1:2 d&?l ( )
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Butu labi, ja Saja pedeja vienadiba varetu atbrivoties no nezinama reizinataja
%‘?). Lai to atrastu, pareizinasim vienadibu (6.2.1) ar pagaidam nezinamu

skaitli A un saskaitisim ar (6.2.2); rezultata iegusim

df (a1, az) i )\ag(ah%) n df (a1, az) n )\ag<a17a2) dp(ay) —0.
31’1 (9.1'1 8352 891:2 diL'l
Redzam, ka pie noteiktas A izveles var panakt, ka
Of(ay,as) dg(ay,as)
A = 0. 6.2.3
8.:152 + (91'2 ( )
Tada gadijuma ir speka vienadiba
af<a17 CLQ) + )\89<a17 CLQ) =0. (624)

8x1 8.7?1

Nosacijumus (6.2.3), (6.2.4) un g(x1,22) = N var parformulét ta: punkts
a = (a1, as) bus sakotnéja uzdevuma atrisinajums, ja eksiste tads skaitlis A,
ka skaitli a1, as un A ir atrisinajums sistemai

Of (1, x2) n )\89(9017@)

=0 6.2.5
8x1 83@1 ’ ( )
Of(x1,22) | 0g(w1,32)
A =0 6.2.6
6.772 + 81’2 ’ ( )
pie kam skaitli aq, as ir saknes vienadojumam
g(x1,29) = N. (6.2.7)

Vienadojumu sistéma (6.2.5-6.2.7) satur tr1s vienadojumus ar trim nezinamajiem
1, T, A, tapec ta ir atrisinama. Tadejadi nosacita ekstrema atrasanas
uzdevums tiek parveidots par algebriskas vienadojumu sistémas atrisinasanu.
Tikai jaatceras, ka sistemas (6.2.5-6.2.7) atrisinajums ir sakotnéja uzdevuma
nepieciesamie nosacijumi, bet ne pietiekamie.

Vienadojumu sistemu (6.2.5-6.2.7) érti interpretét sekojosa veida. Saites
vienadojumu varam pierakstit ekvivalenta forma: g(x)—N = 0, tad pareizinam
to ar koeficientu A un saskaitam ar merka funkciju f(x). legusim funkciju

F(x,0) = f(x) + A(g(x) = ).
Tad sistema (6.2.5-6.2.7) ir uztverama ka funkcijas F'(x,\) parcialie at-
vasinajumi péc xq, 2, A, kas pielidzinati 0, jeb funkcijas F'(x, \) stacionaro
punktu atrasanas nosacijumi. Funkciju F(x, \) sauc par Lagranza funkciju,
bet skaitli A — par Lagranza nenoteikto reizinataju.
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6.3 LAGRANZA NENOTEIKTO REIZINATAJU
METODE DAUDZARGUMENTU FUNKCI-
JAS GADIJUMA

Tagad apskatisim nosacita ekstrema uzdevumu vispariga gadijuma, proti,
mums ir jaatrod merka funkcijas

f(X) :f<x1ax27"‘7xk) (631)
ekstremi, ja saites vienadojumu
91(x) = Ny, g2(x) = No, ..., gn(x) = N, (6.3.2)

skaits n ir mazaks par nezinamo skaitu k.
Apskatisim atbilstoso Lagranza funkciju

F(x,\) = f(x) + > _ A\i(gi(x) = N;), (6.3.3)
j=1
kura satur k 4+ n mainigos: nezinamos mainigos xi, Zs, ..., Ty skaita k un

nezinamos koeficientus Ay, Aa,..., A, skaita n.

TEOREMA 6.3.1 (nosacita ekstréma nepieciesamie nosacijumi). Apzimesim
ar a sistemas (6.3.1-6.3.2) atrisinajumu. Pienemsim, ka punkta a apkartne

funkciju g1 (x), ..., g»(x) parcialie atvasinajumi ir nepartraukts un jakobianis
991 9¢1 991
o0z Ors 7 Ozn
092 0Og2 992
oz Oz Oy (6 3 4)
99n  Ogn Ogn
Or1 Oxo 7 Oxn

punkta a nav vienads ar nulli. Tad eksisté tads n-dimensiju vektors \' =
(A}, ., A1), ka (k+n) vektors (a, ') ir Lagranza funkcijas stacionars punkts.

PIEZIME 1. Teoremas 6.3.1 apgalvojums nozime, ka (k +n)-dimensiju
vektors (a, \') ir atrisinajums vienlaicigi £ vienadojumu sistemai

8F(‘9(x,)\) _ a + Z )\J B%J(X) =0,
1 X1 x
(6.3.5a)
OF(x,\) Jg;(x)
oz, Bmk + Z /\J ajxk =0
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un n vienadojumu algebriskai sistemai:

OF (x,\

3(Tx1) = g1(x) — N1 =0,
(6.3.5b)
OF (x,\

—I;(;n ) — gn(x) — N, = 0.
Ta ka vienadojumu skaits k + n sakrit ar nezinamo skaitu, tad ir iespejams
atrast vektoru (a, \'). Tikai jaatceras, ka Teorema 6.3.1 dod nepiecieSamos
nosacijumus eksistences atrasanai.

PIEZIME 2. Sistema (6.3.5b) nosaka ierobezojumus par meklgjamo z-u
kopu. Ja mes funkcijas f(x) gradientu apzimejam ar grad f(x), tad sistemu
(6.3.5a) vektoru forma var parrakstit sekojosa veida

grad f(x) = — z”: Aj grad gj(x).

j=1

Atceresimies, ka funkcijas gradients ir normale §is funkcijas vienada Iimena
hiperplaknem. Pedejo vienadibu tad var geometriski interpretet sekojosi:
vienadojumu sistemas (6.3.5a-6.3.5b) nozime, ka punkts a ir pielaujamais
atrisinajums, un merka funkcijas gradients saja punkta ir lineara kombinacija
no normalem, kas novilktas pret hiperplaknem g¢;(x) = N;, j =1,2,...,n.

Vispariga gadijuma ne visi Lagranza funkcijas stacionarie punkti ir meklejamas
merka funkcijas nosacitie ekstremi. Un, ja pat tie visi btitu ekstremi, tad kuri
ir nosacitie maksimuma punkti un kuri ir nosacitie minimuma punkti? At-
bildi dod sekojosa teorema.

TEOREMA 6.3.2 (nosacita ekstrema pietiekamie nosacijumi). Piepemsim,
ka punkts a apmierina saites vienadojumus (6.3.2) un ir Lagranza funkci-
jas (6.3.3) stacionarais punkts. Pienemsim, ka Lagranza funkcija ir divreiz
diferencéjama. Ar punkta a apkartni sapratisim tikai tos punkta a tradi-
cionalaja izpratne apkartnes punktus, kuri apmierina saites vienadojumus.
Ja Lagranza funkcijas otras kartas diferencialis punkta a apkartne ir stin-
gri pozitivs (negativs), tad punkts a ir nosacitais minimums (maksimus); ja
Lagranza funkcijas otras kartas diferencialis punkta a apkartné maina zimi,
tad ekstrema nav, bet ja ta vertiba ir 0 dazam punkta a apkartnes vertibam,
savukart citam ir ar vienu un to pasu zimi, tad janoskaidro Lagranza funkci-
jas augstaku kartu diferencialu uzvediba punkta a apkartne.
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Tatad Lagranza funkcijas otras kartas diferenciala zime stacionara punkta
apkartne nosaka, vai §is punkts ir ekstrems. Lagranza funkcijas otras kartas
diferencialis

ir kvadratiska forma no mainigajiem dx;, i =1,2,..., k. Atgadinasim, ka

DEFINICIJA 6.3.1. Par kvadratisko formu sauc tadu polinomu,
kurs satur tikai otras pakapes loceklus.

Piemeram, telpa R* kvadratiska forma vispariga gadijuma pierakstama
sadi

buyi + biayiya + o + byt + oo+ b yiye + - buyi = Z bij iy
t,j=1

kur b;; (pie tam b;; = bj;), i,j = 1,2, ..., k, ir reali koeficienti.

- k
DEFINICIJA 6.3.2. Mainigo y, ...,y kvadratisko formu > b;;v:y;
ij=1
(bij = bji) sauc par pozitivi (negativi) definitu kvadratisko formu,
ja kvadratiska forma pienem tikai pozitivas (negativas) vertibas jebkuram
mainigo vertibam, kuras vienlaicigi visas nav 0.

Piemeram, forma y? +2y32 — 2y, ir mainigo y;, yo pozitivi definita forma,
oyt +2y5 — 2yiye = yi — 201y T ys +y3 = (1 — ¥)° + s,

- k
DEFINICIJA 6.3.3. Mainigo yi, ..., y, kvadratisko formu ) b;;v:y;
ij=1
(bij = bji) sauc par nedefinitu kvadratisko formu, ja kvadratiska forma
pienem vertibas ar pretejam zimém, mainoties mainigo vertibam.

Piemeram, forma y; —2y;y» ir mainigo vy, y» nedefinita forma, jo vertibam
Y1 = yo = 1 ta ir negativa, bet y; = 1, yo = —1 ta ir pozitiva.

DEFINICIJA 6.3.4. Mainigo v, ...,y kvadratisko formu Z biiviy;
i,j=1
(bij = bji) sauc par pusdefinitu kvadratisko formu, ja kvadratiska forma,

mainoties mainigo vertibam, pienem gan vertibu 0, gan ari1 vertibas ar vienu
un to pasu zimi.
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Piemeram, kvadratiska forma vy} + 2y192 + v5 = (y1 + y2)? nepienem
negativas vertibas, bet visam mainigo vertibam y; = —y, kvadratiska forma
ir vienada ar 0.

Nemot vera Definicijas 6.3.2-6.3.4, Teoremas 6.3.2 apgalvojumu var parformulet
sada veida:

ja Lagranza funkcijas otras kartas diferencialis punkta a apkartne ir
mainigo dzy, ..., dxy pozitivi (negativi) definita kvadratiska forma, tad punkts
a ir nosacitais minimuma (maksimuma) punkts; ja ta ir nedefinita kvadratiska
forma, tad ekstrema nav, bet ja ta ir pusdefinita — tad jautajums paliek
atklats.

Praktiskajos pielietojumos rodas jautajums: kados gadijumos kvadratiska
forma ir pozitivi vai negativi definita? Te var palidzet sads kriterijs:

_ k
SILVESTRA KRITERIJS. Kvadratiska forma > b;;yy; (bij = bj;)

ij=1
ir pozitivi definita tad un tikai tad, ja
bll b12 e blk
AL =by >0, Ny = ‘ b bz | 0,..., 0\ = b bay b |
bo1 Do
bkl bk2 cee bkk
Ta ir negativi definita tad un tikai tad, ja
b b bir b2 b1z
N =b < 0, Ny = ‘ bll b12 > 0, Nz = | by by by | < 0, ...
o b31 b3a b33
b]_l b]_2 cee blk
Ak — (_1)k b21 b22 b2k > 0.
bri bro ... g

Tacu pirms sak pielietot Silvestra kriteriju, vispirms vajadzetu nemt vera,
ka Lagranza funkcijas otras kartas diferenciala zimi vajadzigs noteikt tikai
taja punkta a apkartnes dala, kuras punkti apmierina saites vienadojumus.
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6.4 EKONOMISKA INTERPRETACIJA

Ja uzdevumu (6.3.1-6.3.2) mes apskatam ka ekonomiski matematisku mode-
li, tad funkciju f(x) var apskatit ka ekonomiskas sistemas meérka funkciju,
bet skaitlus Ny, ..., N, ka izmantojamo resursu ierobezojumus vai ka pro-
dukcijas plana ierobezojumus. Tada gadijuma Lagranza reizinatajiem —
vektoram N — var atrast ekonomisku interpretaciju, proti, vektoru A’ var
uztvert ka vertiguma raditaju ekonomiskas sistemas katram ierobezojumam,
t.i., tam ir tada pati ekonomiska jega ka dualajiem mainigajiem linearas
programmeésanas uzdevumos. Parliecinasimies par to!

Pienemsim, ka merka funkcijai f(x) tiek meklets maksimuma punkts.
Apzimesim ar L(N), N = (Ny,...,N,,) maksimizejamas funkcijas vertibu
punkta a:

L(N) = f(a) (6.4.1)

(punkts a ir atkarigs no N). Terobezojumu N izmainai par lielumu AN
seko pielaujamo x-u kopas izmainas, tatad bus jauns atrisinajums a + Aa
uzdevumam (6.3.1-6.3.2) un jauna vertiba maksimizejamajai funkcijai. Par
agj(\fﬁ)’ jo tas parada,
ka izmainnas merka funkcijas optimala vertiba, izmainoties J-tajam ier-
obezojumam. Sis lielums, ieverojot (6.4.1), ir pierakstams forma:

j-ta resursa deriguma raditaju dabigi uzskatit lielumu

OL(N) = 9f(a) da;

(tieck pienemts, ka visi parcialie atvasinajumi eksisté). ST izteiksme satur

reizinatajus gﬁ;’j , kurus tiesi izskaitlot ir sarezgiti, tapec pameginasim no tiem
atbrivoties.
Izskaitlosim parcialos atvasinajumus aagi—]\([j_‘) no vienadojuma (6.3.2), nemot,
vera, ka vektora a koordinatas ir parametra /N; funkcijas un % = { (1)’ i 7 ;’ .
J ; = .
legtisim, ka
Jg,(a ™ Dg,(a) Oz, 0, t#7
g9:(a) -y g:(a) _ 0 t#], (6.4.3)

Pareizinasim t¢-to vienadibu izteiksme (6.4.3) ar skaitli A} — Lagranza t-to
reizinataju — un saskaitisim visus reizinajumus; parnesot visus saskaitamos



EKONOMISKA INTERPRETACIJA 81

uz kreiso pusi, iegtisim

Z Y (Z agtg;z a) gN ) — N =0. (6.4.4)

1=

Pieskaitisim vienadibai (6.4.4) sakaribu (6.4.2):

a'rl / 89t ) a‘rl I
Z 8:01 AN, ZA (Z oz aNj)_Af_

=1

,0g:(a) \ Ox;
Z( al‘l Z)\t 8352 >8Nj

t=1

Lagranza reizinataji apmierina nosacijumus

dfa) dg,;a
y 9958) _ m=172..
axm Z j axm » < 7n7
tapec iegusim
OLN)
= -\ 4.
5. ! (6.4.5)

Tadejadi Lagranza reizinatajs parada ekonomiskas sistemas atbilstosa resursa
vertigumu, t.i., parada, par cik pirmaja tuvinajuma pieaug (samazinas) merka
funkcijas vertiba, ja j-tais resurss pieaug (samazinas) par vienu vienibu.

Atgriezisimies atpakal pie sakuma formulétas problemas par precu pieprasijuma
izpeti, kura ir jaatrod

merka funkcijas f(x) maksimums (6.4.6)
ar saites vienadojumu Y ¢;z; = N. (6.4.7)
i=1

Sim uzdevumam atbilstosa Lagranza funkcija ir pierakstama forma

F(x,\) = f(x)+ A (chxl — N) .
i=1
Lagranza funkcijas stacionarajos punktos izpildas vienadibas
Fo(a =28 4 ;=0 i=1,2,.,m
F,(a,\)=> caz;— N =0,
i=1
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. Of(a)
t.1., 5o,

=—=MX¢;, 1 =1,2,...,m, jeb
grad f(a) = —Ac. (6.4.8)

Ceometriski sakariba (6.4.8) kopa ar ierobezojumiem (6.4.7) nozime, ka punkta
a hiperplakne (6.4.7) ir pieskare tadai hiperplaknei, kura iet caur punktu a
un kura ir funkcijas f(x) vienada limena virsma.

Ja mes petam individu grupu ar dazadiem ienakumiem un tada laika pe-
rioda, kura izmainas dazas cenas, tad var ieguit daudzus atskirigus precu kom-
plektus — vektorus a, kuri ir uzdevuma (6.4.6-6.4.7) atrisinajums dazadiem
A un vektoriem c. Pie tam, katram vektoram a atbilstosais vektors ¢ radis
funkcijas f(x) gradienta virzienu punkta a. Peéc siem datiem var ar zinamu
precizitati noteikt funkciju f(x). Ja funkcija f(x) ir zinama, tad ir iespéjams
prognozet apskatamas iedzivotaju grupas kopigo pieprasijumu pec kadas noteik-
tas preces, mainoties prec¢u cenam vai mainoties apskatamas grupas ienakumiem.
Tomer jaatzime, ka pirceju reakcija ne vienmer var but acimredzami sapro-
tama. Par pieprasijuma normalo reakciju sauc tadu situaciju, ja pieprasijums
péc preces pieaug, pazeminoties preces cenai, un otradi, kad pieprasijums pec
preces samazinas, palielinoties preces cenai. Tacu iespejama arl pieprasijuma
anomala reakcija — ka piemeru sadai situacijai var minet ”Islandes paradoksu”,
kad, palielinot kartupelu cenu, pieprasijums pec kartupeliem pieauga, bet
pieprasijjums pec galas samazinajas, kaut arl galas cena netika izmainita.
Ekonomiski So paradoksu var skaidrot sekojoSi: ja pieprasijums pec kartupeliem
kristos, tad iedzivotaji paliktu needusi, jo par uz kartupelu rekina ieekonometajiem
lidzekliem nevar nopirkt tadu daudzumu dargakas galas, lai butu paedis.
Tapec iedzivotaji samazinaja galas lietoSanu un par ieekonometajiem lidzekliem
pirka vairak kartupelus.



NODALA 7

MAKROEKONOMISKIE
MODELI LATVIJA

7.1 STARPNOZARU BILANCES
MATEMATISKAIS MODELIS

Saja nodala ietvertais macibu materials izvéléts no L.Frolovas gramatas Matem-
atiska modelesana ekonomika un menedZmenta (2.macibu pamatliteratura).
Gramata sniedz plasu ieskatu loti daudzos matematiskas modelesanas as-
pektos un parada daudzus matematiskos modelus, kas lietojami ekonomikas
pétisana. Sajanodala tiks nepilnigi atspogulots L.Frolovas gramatas 6.nodalas
”Makroekonomiskie modeli Latvija” saturs. Ja velaties apgit plasak So ma-
terialu, ieteicams iepazities ar visu gramatu.

Starpnozaru bilances sastadiSanas pamata ir 5.nodala aplukotais V.Leontjeva
modelis. Tikai meés 5.nodala apliikojam So modeli vairak teoretiski, L.Frolovas
gramata aplukoti praktiskie rekinasanas aspekti saistiba ar Latvijas ekonomiku.

Starpnozaru bilance tiek veidoti tris kvadranti (skatit 7.1.1.zimejums).

Iekszemes
Starppaterins kopprodukts Sarazots
Kopa Kopa Kopa
Pievienota

vertiba
Kopa

Sarazots
Kopa 7.1.1. zim.
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Pirmaja kvadranta tiek attelota starppaterina veidoSana, t.i., razoSanas
paterina veidosana pasas tautsaimniecibas nozares. ST kvadranta rindas tiek
paraditas nozares, kuras razo produkciju vai sniedz pakalpojumus, bet kolonnas
— nozares, kuras patere sarazoto produkciju vai sniegtos pakalpojumus.
Turklat nozaru-razotaju un nozaru-pateretaju skaits ir vienads, tapat ka
vienadi ir to nosaukumi pirma kvadranta rindas un kolonnas (t.i., razotaji
un pateretaji ir vieni un tie pasi, tie var mainities savstarpeji ar $im lomam).
Tadejadi katra §1 kvadranta rinda parada, kuram tautsaimniecibas nozaréem
atbilstosa nozare realize savu produkciju, bet pedeja kolonna var redzet tas
kopejo starppaterinu. Savukart katra §1 kvadranta kolonna parada, kadu
nozaru produkciju patere atbilstosa nozare, un pedeja rinda var redzet tas
kopejo starppaterinu. Tatad var secinat, ka pirma kvadranta rindas parada
sarazotas produkcijas sadalijjumu pa nozarem-pateretajam, bet kolonnas —
sarazotas produkcijas veidosanu uz nozaru-razotaju rekina.

Otraja kvadranta tick attelota iekszemes kopprodukta (saisinati IKP)
veidoSana, t.i., ta sastavdalas — galigais paterins (privatais un valsts pateérins),
kopeja pamatkapitala veidosana, krajumu izmainas, eksports un imports.
IKP sastavdalu nosaukumi tiek paraditi §1 kvadranta kolonnas, bet rindu
nosaukumi sakrit ar pirma kvadranta rindu nosaukumiem. Tas liecina par
to, ka otra kvadranta rindas parada sarazotas produkcijas sadalijumu pec
gala paterina sastavdalam, bet kolonnas — katras gala paterina sastavdalas
veidoSsanu uz nozaru-razotaju rekina. Pedeja aile var redzet IKP pa nozarem-
razotajam un pedeja rinda — katras IKP sastavdalas kopejo daudzumu.

Tresaja kvadranta tiek attelota pievienotas vertibas veidoSana, t.i., tas
sastavdalas — darba samaksa, socialas nodrosinasanas pieskaittumi, tira
pelna, pamatkapitala paterins, u.c. 7.1.1.ziméjuma ir redzams, ka kolonnu
nosaukumi sakrit ar pirma kvadranta kolonnu nosaukumiem, bet rindas tiek
ierakstiti pievienotas vertibas sastavdalu nosaukumi. Tas liecina par to,
ka tresa kvadranta kolonnas parada pievienotas vertibas veidoSanu nozares-
pateretrajas un rindas — katras pievienotas vertibas sastavdalas sadalijumu
pa nozarem-pateretajam. Pedeja kolonna var redzet katras pievienotas vertibas
sastavdalas kopejo daudzumu, pedeja rinda — pievienotas vertibas kopejo
daudzumu pa nozarem-pateretajam.
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7.2 EKONOMETRISKAIS MAKROMODELIS

Sis ekonometriskais makromodelis ticis izstradats kopa ar danu kolégiem.
Ekonomikas ministrija So modeli izmanto tautsaimniecibas ekonomiska stavokla
analizei un prognozesanai.

Ekonometriska makromodela struktiira ietver septinus blokus:
Produkcijas razosana,

Cenas,

Produkcijas sadale,

Ienakumu sadale,

[enakumu pardale,

Pieprasijums un piedavajums,

. Argjie ekonomiskie sakari.

Bloku savstarpeja saistiba paradita 7.2.1.zimejuma.

NGtk W

1. Produkcijas
razosana

! l

3. Produkcijas

2. Cenas

dal _
i L 7. Ardjie
I ekonomiskie
4. Tenakumu sakari
sadale ] 6. Pieprasijums <—‘
l un N

|| piedavajums

5. Ienakumu
pardale

7.2.1. zim.

Katrs no septiniem blokiem ir rekurento sakaribu sistéma atbilstosi ta
funkcijai ekonometriskaja makromodeli. Tada rekurento sakaribu sistema
ietver sevi trenda modelus, vienfaktora un daudzfaktora regresijas vienado-
jumus, bilancu vienadibas. Rekurento sakaribu sistémas sastavu pa blokiem
nosaka atbilstosa modelejama procesa ekonomiskais saturs, ka arito ietekmejosie
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faktori.

1.bloks — Produkcijas raZoSana — paredzets, lai modeletu razosanas un
pakalpojumu apjoma raditajus atbilstosi pienemtajai makromodela agrekacijas
pakapei. modelt tiek icklautas galvenas sakaribas, kuras nosaka ekonomikas
funkcionesanas gala rezultatu. Par noteicosajiem faktoriem tiek izmantoti
nodarbinato skaits, razosanas pamatfondu lielums un tehnikas progress.

2.bloka — Cenas — tiek modeleta cenu indeksu dinamika dazada veida
produkcijai: paterina priekSmetiem, partikas un nepartikas precem, elek-
troenergijai, kurinamajam, izejmaterialiem, tiek nemti vera mazumtirdzniecibas
un vairumtirdzniecibas cenu indeksi, cenu izmainas eksporta un importa pro-
dukcijai, ka art videja nozaru cenu indeksu dinamika. Tiek noteikts inflacijas
Iimenis. Par galvenajiem faktoriem tiek uzskatiti — produkcijas pasizmaksa,
maksatspejigais pieprasijums un piedavajums, atsevisku produkcijas veidu
deficits, pelnas un atsevisku nodoklu veidu likmes, u.c.

3.bloka Produkcijas sadale tiek atspogulots produkcijas izlieto-
jums paterinam, uzkrasanai un eksportam, ka ari gala paterina apjoms un
struktura (kopa ar produkcijas importu). 3.bloka paterinu razosanas sfera
raksturo produkcijas paterina apjoms pa nozarem un atsevisku produkciju
grupu griezuma, kas tiek modelets, balstoties uz starpnozaru bilancu tieso iz-
maksu koeficientiem, korigejot tos attiecigajam laika periodam atbilstosi ma-
terialietilpibas izmainam un cenu dinamikai. Privatais paterins tiek modeléts
atkariba no iedzivotaju naudas ienakumiem, atskaitot no tiem nodoklus un
obligatos maksajumus. Valsts paterins izteikts atkariba no valsts iestazu
finansesanas apjoma. Kopeja pamatkapitala veidoSsanai jeb uzkrasanas va-
jadzibam izlietoto produkciju (kapitalajam remontam, atjaunosanai, pamat-
fondu pieaugumam, rezervem) nosaka celtniecibas jaudas, nodarbinato skaits
celtnieciba, investiciju apjomi.

4.bloks — Ienakumu sadale — tika paredzets, lai noteiktu kopéjos uznemumu,
organizaciju un iedzivotaju ienakumus no produkcijas un pakalpojumu re-
alizacijas, ka arl So ienakumu izlietoSanu par razoSanas materialajam iz-
maksam, maksajot darba algas, socialo nodokli, premijas un citas naudas iz-
maksas, netieSo (pievienotas vertibas un akcizes) nodokli, kredita un kredita
procentus, amortizacijas atskaitijumus.

5.bloks — Ienakumu pardale — tika paredzets, lai nodrosinatu finansu-
kredita noformesanas procesu un izmantosanas virzienus. 5.bloka ir atspoguloti
valsts, vietejo un socialas apdrosinasanas budzeti, to ienemumi un izdevumi,
uznémumu un orgznizaciju (to skaita banku, kredita un citu iestazu) tirais
ienakums, ta sadale dazadu fondu veidosanai, tieSo nodoklu samaksai, pro-
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centu un dividenzu izmaksam, investicijam. Galvenie $a bloka noteicosie fak-
tori ir tieSo nodoklu likmes, uznemumu, organizaciju, nozaru tirais ienakums.
6.bloka — Pieprasijums un piedavajums — tiek veikta makroekonomiskas
sabalansetibas novertesana, salidzinot kopeja pieprasijuma un kopeja pieda-
vajuma lielumu paterina un uzkrasanas sfera. Tiek verteta ari strukturala
sabalansetiba pa nozarem un atseviskiem gala produkcijas elementiem.
7.bloks — Arejie ekonomiskie sakari — ir domats eksporta un importa
darbibas modelésanai un to ietekmes novertesanai. 7.bloka paredzéets izteikt
precu starpvalstu pliismu atkariba no iekSzemes razosanas apjomiem, iekszemes
un arejam produkcijascenam un citiem faktoriem. Tiek apskatitas sari gal-
venas naudas, finansu un kredita resursu plismas ar arvalstim, to saldo,
noteikti galvenie arejas tirdzniecibas un maksatspejas bilances raditaji.

Péc LMD laika posmam Iidz 2010.gadam ir izstradati divi prognozu vari-
anti — pesimistiskais, lenakas izaugsmes variants (1.variants) un optimistiskais,
dinamiskais variants (2.variants). 1.variants modelé situaciju, kad saglabasies
ieprieksejo gadu attistibas tendences un proporcijas, bet 2.variants — labveligaku
attistibas scenariju: lielakas investicijas un Iidz ar to straujaku razosanas un
eksporta pieaugumu.

Abi varianti paredz tautsaimniecibas pakapenisku izaugsmi. 2.varianta
tiek prognozeti augstaki investiciju un IKP pieaugumu tempi neka 1.vari-
anta. Butiskakas pieauguma tempu atskiribas prognozetas apskatama peri-
oda pirmaja puse, bet beigu posma tas izlidzinasies.

L.Frolovas gramata doti ar1 konkreti skaitliski piemeri, kas parada, piemeram,
Latvijas IKP prognozi Iidz 2010.gadam. Gramata dots makromodelu kom-
plekss Latvijas ekonomikas attistibas alternativo variantu izstradasanai un
prognozesanai. Seit atrodamas idejas lauj veikt praktiskus apréekinus un veikt
analizi dazadam prognozem.



NODALA 8

LINEARI DIFERENCU
VIENADOJUMI UN TO
LIETOJUMS EKONOMIKA

8.1 PAMATJEDZIENI

Paragrafu saksim ar piemeru, kura tiks apskatits modelis, kura likumsakaribas
apraksta diferen¢u vienadojums.

Piemers 8.1.1 (S.CGoldbergs [1968]). Saja pieméra izpetisim tautas ienakumus
un to izmainas laika. Tautas ienakumus apskatamaja perioda nosaka tris lie-
lumi:

(1) pateretaju izdevumi (ta saucamo paterina labumu pirksana),

(2) privatas investicijas (kapitala ieguldisana razoSana, piemeram, jaunu
darba maginu pirksana produkcijas paaugstinasanai),

(3) valdibas izdevumi.

[zmantosim sekojosu apzimeéjumu sistemu:

Y, - tautas ienakumi,
C; - pateretaju izdevumi,
I, - privatas investicijas,
G, - valdibas izdevumi.
Indekss t apzimé miis interesgjoso laika periodu, kura tiek noteikta mainiga

vertiba. Mes pienemsim, ka vienadi lieliem laika periodiem (teiksim, gadiem)
ir zinami dati, tadejadi ¢ vertiba mainas: 1, 2, 3,..., apzime&jot pirmo, otro,
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treso, utt. laika periodu. Izveidotaja apzimejumu sistema doto situaciju

apraksta vienadojums:

Par katru labas vienadibas puses lielumu izdarisim dazus pienemumus
(P.A.Samulsona piegémumi):

(I) izdevumi par patérina labumiem (patvaliga laika perioda) ir propor-
cionali iepriekseja laika perioda tautas ienakumiem;

(IT) patvaliga laika perioda privatas investicijas ir proporcionalas patéerina
pieaugumam starp eso$o un ieprieksejo laika periodu (ta saucamais paatrinasanas
princips);

(III) valdibas izdevumi visos laika periodos ir vienadi.

Misu uzdevums ir izanalizet tautas ienakumu uzvedibu, ja Sie tris ieprieks
minetie pienemumi ir izpilditi. Mes gribésim vispirms Sos pienemumus pier-
akstit matematiski, iegtistot vienu vienigu vienadojumu — diferenc¢u vienadojumu,
kas raksturos tautas ienakumus ar funkciju, kas atkariga no laika.

Ar a > 0 apzimeésim piepemuma (I) proporcionalitates koeficientu, to
sauc par patérina izmainas koeficientu. Lidz ar to (I) varam pierakstit

vienadojuma forma
Cr = aY. (8.1.2)

Ar 8 > 0 apzimeésim pienemuma (II) proporcionalitates koeficientu, to
sauc par paatrinasanas koeficientu. Lidz ar to (IT) varam pierakstit vienadojuma
forma

I, = B(C — Ciy). (8.1.3)

(Ja paterins samazinas, tad C; — C;_; < 0 un art I; < 0. To var inter-
pretet ka atteikSanos no investiciju merkiem sagatavotas pirkSanas; tada
situacija, piemeram, ir gadijuma, ja nolietotas darba masinas netiek aizstatas
ar jaunam. )

Ta ka (III) pienémuma ir sacits, ka valdibas izdevumi visos laika perio-
dos ir vienadi, tad meés varam ienakumu vienibas ta izveleties, lai valdibas
izdevumi btitu 1 vienibu lieli. Tad

G, =1. (8.1.4)
Savietojot vienadojumus (8.1.1-8.1.4), iegusim diferenc¢u vienadojumu

Y, =aY i +3(Cy — Cimy) + 1 = aYy + B(aYi—y + aYi_y) + 1 jeb

Y, =a(l+p)Yie1 —afBY, o+ 1.
(8.1.5)
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Sis diferencu vienadojums satur divus parametrus: o — paterina izmainas
koeficientu un § — paatrinasanas koeficientu.

t 1Y Y,
a=0,50=1]a=0,8, =2
1 12,00 2,00
2 | 3,00 3,00
3 | 3,00 5,00
4 | 2,50 8,20
5 2,00 12,68
6 | 1,75 18,31
7 | 1,75 24,66
8 | 1,87 30,89
9 | 1,99 35,68
10 | 2,05 37,21
11| 2,05 33,22
12 | 2,03 21,19
tabula 8.1.1

Pienemsim, ka Y; = 2 un Y5 = 3, un apskatisim divus specialgadijumus.
Jaa=0,5un g =1, vienadojums (8.1.5) piepem veidu

}/t - }/t—l —0,5}/15_24— 1.

Nemot ¢t = 3 un izmantojot sakumvertibas, iegisim: Y3 = 3, utt. Jaa = 0,8
un 5 = 2, tad Y3 = 5, utt. Rezultati (Iidz ¢t = 12) apkopoti tabula 8.1.1. Abos
gadijumos tautas ienakumiem ir osciléjosa uzvediba, pie kam otraja gadijuma
oscilacija ir lielaka. Tomer virkne no 12 elementiem nav pietiekosi parliecinoss
arguments. Vai nevaretu ta gadities, ka viena vai pat abos gadijumos pec kaut
kada noteikta laika perioda ienakumu funkcija neoscile, bet monotoni dilst vai
aug? Ka mainisies ienakumi, ja a = 0,4 un § = 1?7 Ka ienakumi ir atkarigi
no sakumvertibam Y; un Y57 Lai atbildetu uz siem jautajumiem, vajadzetu
precizak papetit diferenc¢u vienadojumu (8.1.5). Saja noliika iepazisimies ar
diferencu vienadojumu teoriju. m

Apskatisim funkciju Y = Y (z), kas defineta kopa D C R.

DEFINICIJA 8.1.1. Par funkijas Y pirmas kartas diferenci sauc
funkciju ALY, kas definéta sekojosi ApY (x) =Y (x+h) —Y(x), Vo € D, kur
x+ h € D. A sauc par diferencu operatoru, h par diferences intervalu.
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DEFINICIJA 8.1.2. Par funkijas Y n-tas kartas diferenci sauc
funkciju A}Y, kas defineta sadi

AYY (z) =AY (z+h)—A'Y(z), Ve €D, karz+he D, n=2.3, ...

DEFINICIJA 8.1.3. Par parastu diferené¢u vienadojumu sauc
sakaribu starp neatkarigu mainigo z, funkciju Y (x) un vienu vai vairakam
funkcijas Y diferencem.

Diferencu vienadojumu varam pierakstit divejadi: dateta forma un diferencu
forma. Tacu principa viegli var pariet no viena veida uz otru, tadel atkariba
no problemas nostadnes tiek lietoti abi pieraksta veidi.

Datetaja forma kopa ar noverojumiem (datiem) tiek noradits noverojuma
laiks (datu iegtSanas datums). Piemeéram, ja mainigais Y nozimeé tautas
ienakumus, tad ar Yigg9 vai Y (1999) tiek saprasti tautas ienakumi 1999. gada.
Vispariga gadijuma ar Y; vai Y'(¢) tiek apziméta mainiga Y noveérota vertiba
laika perioda t. Ja par kadu mainigo ir izdariti noverojumi n laika periodos,
tad varam nemt ¢ = 0 sakuma perioda un laut ¢t mainities no 1 lidzn—1 (h =
1). Apskatot parastos diferencu vienadojumus, laiks tiek sadalits vienada
garuma periodos, tapec nakamie divi diferencu vienadojumi ir uzskatami par
identiskiem:

Y, =Y, , + k visiem ¢, (8.1.6)

Yiin =Y + k visiem ¢. (8.1.7)

Seit tiek nemts vera, ka starp t —n un ¢, ka ari starp ¢t un t+n ir tiesi n laika
periodi. Abu vienadojumu identitati varam paskaidrot ar skaitlisku piemeru.
Pienemsim, ka n = 3 un k = 6. Tad t = 3 vienadojums (8.1.6) pierakstams

forma
Y; =Y, +6. (8.1.8)

Saglabajot n un k vertibas un ejot tris periodus atpakal ta, ka vienadojuma
(8.1.7) t = 0, iegusim Y3 = Y + 6, kas ir identisks vienadojums ar (8.1.8).
Kaut art turpmak diferen¢u formu mes neizmantosim, tomeér isuma ma-
zliet ar to iepazisimies. Diferenc¢u forma noverojumi ir uzraditi ne tikai ka
dati, bet ir arl noraditas pirmas un augstakas kartas diferences. Apzimesim
pirmas kartas diferenci ar AY;, ta ir vienada ar Y;.; — Y; (t.i., diferences
intervals h = 1). Sada veida var sastadit pirmas kartas diferencu sistemu no
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datetiem noverojumiem:
Vi1 — Y =AY,
Yivo = Vi = AY
Y;Hrn - Y;+n71 = AY;tJrnfl-
Otras un tresas kartas diferences iegtistamas sekojosa veida:

otras kartas diferences tresas kartas diferences

A}/;f-‘rl - A}/;f - A2}/;fa A2}/;f+1 - A2Y; - A3}/;7

AYt+2—AY = A%, A% — A%, = A%,

A}/t—&—n - Ath—l—n—l = A2Y;5+n—1- AQ}/t—‘rTL - A2)/15—i-n—1 = A3)/15—i-n—1-
[everosim, ka

AQ}/}I - AYI-H-]. - A}/t — }/;5_;’_2 — 2Y2+1 —|_ }/t (Qkérta) un
A?)}/; - A2}/t+1 - A2}/; - }/;54,3 - 3}/;4,2 + 3}/;4,1 — }/; (3k5rta)

n-tas kartas diferenci laika ¢ varam pierakstit ka
AnY; — An_lY;H—l - An_ln.

Izejot no §1s definicijas, mes varam iegut vienu citu svarigu sakaribu. Vienadibu
AY, =Y, 1 — Y, varam pierakstit ar1 ka Y, 1 = Y; + AY,, analogiski Y;,, =
Yii1 + AY, 1. Izsakot talak so pedéjo vienadibu, iegisim

Yo =Y+ AY, + AY, 1 =Y, + AY, + Yo — Vi =
=Y, +AY; + Y1 + AY — (Vi + AY) =

=Y, +AY; + (Vg — Y1) + (AYi — AY}) =

=Y, + AY, + AY, + A?%Y, =Y, + 2AY, + A?Y,.

Lidziga veida varam izteikt Y3

Yirs = Yir4e = Vi +2AY, 1 + AY ) =

= (Vi + AY}) + (2Vi42 — 2Yii1) + (A%Yi1 — A%V, + A%Y)) =

= (Y + AY}) + ((2Y; + 4AY; 4 2A%Y;) — (2Y; + 2AY))) + (A%Y, + A%Y}) =
=Y, + 3AY; + 3A?%Y; + A%Y,.

Visbeidzot iegtisim visparigu sakaribu

Yiin = CFAY, + CTAY, + CEA?Y, + ... + CTA™Y;, (8.1.9)
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|
kur A’Y, =Y, un Cp = ﬁ — binomialie koeficienti.
n—k) -kl

No (8.1.9) varam secinat, ka diferen¢u vienadojums forma
o(t,Y;, AY,;, A%Y,, ..., A"Y,) =0
ir identisks ar vienadojumu forma
W(t, Yy, Yiet, ooy Yiun) = 0. (8.1.10)

leverojot (8.1.6) un (8.1.7), varam sacit, ka (8.1.10) ir lidzvertigs pierakstam
X(t7 Y;ﬁa Y;ffla ) thfn) = 0.

DEFINICIJA 8.1.4. Diferencu vienadojumu sauc par linearu (par
kopu S € N U{0}), ja vienadojumu var pierakstit forma

fn(t)Y;f-i-n + fn—l(t)T;H—n—l +o Tt fl(t)Y;H—l + fO(t>}/t - g(t)7 (8111>

kur f,, fn-1,..., f1, fo, g ir neatkariga mainiga t € S funkcijas, kuras nevar
izteikt ar Y;.

JaVt € S: g(t) =0, tad vienadojumu (8.1.11) sauc par linearu ho-
mogenu diferencu vienadojumu.

Ja g(t) # 0 kaut vienai ¢ € S vertibai, tad vienadojumu (8.1.11) sauc par
linearu nehomogeéenu diferencu vienadojumu.

Ja fu, fa_1,.- f1, fo ir konstantas funkcijas, tad vienadojumu (8.1.11)
sauc par linearu diferencu vienadojumu ar konstantiem koeficien-
tiem.

Linearam diferenc¢u vienadojumam (8.1.11) ir n-ta karta, ja funkcijas f,
un fy ir atskirigas no 0 visiem ¢ € S.

Diferencu vienadojumi ar konstantiem koeficientiem ir aplikoti daudzas
macibu gramatas. Tiesi ar Sada samera vienkarsa veida diferencu vienadojumiem
sastopamies daudzos ekonomiskajos modelos.

8.2 DIFERENCU VIENADOJUMA ATRISINASANA

Diferencu vienadojumu, tadu ka (8.1.11), var atrisinat, ja ir doti n sakuma
nosacijumi. Ka sakuma nosacijumi iespaido atrisinajumu?
Saksim ar pirmas kartas diferenc¢u vienadojumu, pieméram,

Y, =4, +2. (8.2.1)
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Ja mes zinam Y; vertibu laika punkta ¢t = 0, t.i., zinam Y, tad varam
aprekinat Y; jebkura laika momenta ¢. Pienemsim, ka

Yo =2, (8.2.2)

izmantojot (8.2.1), varam izskaitlot V3 : Y} = 4-242 = 10. Un ta
turpinot varam izskaitlot Y2, Y3, utt. Nosacijumu (8.2.2) sauc par sakuma
nosacijumu, kurs kopa ar vienadojumu (8.2.1) veido diferenc¢u vienadojumu
sistemu:

Y, =4Y, 1 +2, Yy =2. (8.2.3)

Ja mums ir otras kartas diferen¢u vienadojums
Y, =2Y, 1 —-Y,—2+3, (8.2.4)

tad ir nepieciesami divi sakumnosacijumi, lai aprekinatu Y; vertibas pie t =
2,3, .... Ja, piemeram,
Yo=4unY; =3 (8.2.5)

ir dotie sakumnosacijumi, tad varam izskaitlot:
Yo=2-3-443=5,Ys=2-5—-3+3 =10, utt.

Tatad, ja mums ir n-tas kartas diferencu vienadojums un ir doti n sakuma
nosacijumi, tad mes varam soli pa solim izskaitlot visas nepieciesamas Y;
vertibas jebkuram ¢.

Teiksim, mes gribetu izskaitlot sistema (8.2.4), (8.2.5) Y; vertibu pie t =
245. Ja izmantojam metodi ”soli pa solim”, tad mums nepieciesams izskaitlot
vairak neka 240 vertibas. Tas, protams, nav erti. Tapec ir izstradata cita
rekinasanas metode. Mes atradisim tadu funkciju u(t), kura ievietojot at-
bilstogo ¢ vertibu, uzreiz varésim izskaitlot Y; vertibu, t.i., ¥; = u(t). So
funkciju u(t) mes sauksim par diferen¢u vienadojuma ar sakumnosacijumiem
atrisinajumu, ja ta apmierina sakumnosacijumus un apmierina pasu diferen¢u
vienadojumu.

DEFINICIJA 8.2.1. Funkciju u(t) sauc par diferencu vienadojuma
F(t,Y:, Y1, -y Yirn) = O atrisinajumu (kopa S), jaVt € S F(t,u(t), u(t+
1),..,u(t+n)) =0.

Jaatzime, ka diferencu vienadojums izsaka atrisinajuma funkcijas uzvedibu
tikai argumentiem ¢t € S.
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Piemers 8.2.1. Otras kartas lineara diferencu vienadojuma ar kon-
stantiem koeficientiem

Yipo —3Yi +2Y, =0, t =0,1,2, ..., (9.2.6)

atrisinajums ir funkcija Y; = C; 2! + Cs, kur C; un C, ir patvaligas realas
konstantes. Parliecinasimies par to!

CrL272 4+ Cy = 3(CL 2 + Cy) +2(C1 2" + Cy) =
=401 2"+ Cp — 6C1 28 — 3C5 + 2C1 2 4 2C5 = 0.

Ja mes zinam, ka vienadojuma (8.2.6) atrisinajums ir tads, ka Yo = 1 un ¥; =
6, tad mes ieglisim atrisinajuma funkciju ar divam noteiktam konstantem:

}/0201204-02:014-02:1,
Vi =012+ Cy =20, + Cy =6,

seko, ka C; = 5 un Oy = 1, tatad atrisinajumsir Y; =5-2' +1. m

DEFINICIJA 8.2.2. Par diferencu vienadojuma F(t,Y;, Yii1, ..., Yign) =
0 visparigo atrisinajumu (kopa S) sauc funkciju Y = u(t,Cq, Cy, ..., Cy),
kura apmierina sekojoSus nosacijumus:

1) jebkuram konstansu Cy, Cs, ..., C,, vertibam &1 funkcija ir dota diferencu
vienadojuma atrisinajums;
2) jebkuram atrisinajumam v(t) eksiste tadas konstantes C1, C, ..., C! ka

v(t) = u(t,C1,CY, ..., Ch).

Tatad pirmas kartas diferencu vienadojuma visparigais atrisinajums ir
forma Y = u(t,C), otras kartas — Y = u(t, Cy, Cy), utt.

DEFINICIJA 8.2.3. Ja diferen¢u vienadojuma F(t,Y;, Yiy1, ..., Yiin) =
0 vispariga atrisinajuma Y = u(t,Cq,Cy, ..., C,) konstantem Cy, Cs, ..., C,
tiek pieskirtas konkretas skaitliskas vertibas, tad ieguto funkciju sauc par
dota diferenc¢u vienadojuma partikularo atrisinajumu.

TEOREMA 9.2.1 (EKSISTENCES UN UNITATES). Linearam

diferencu vienadojumam

fo)Yen + /i) Yiin-1 + o+ fiea () Yira + [u(D)Y2 = g(1), (8.2.7)

t € S (S sastav vienam péc otra sekojosiem veseliem skaitliem), eksisté viens
vienigs atrisinajums Y, ja ir zinamas n vienai pec otras sekojoSas atrisinajuma
Y vertibas (t.i., doti n sakumnosactjumi).
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Pieradijums. Pienemsim, ka ¢ (kopa S) mainas veselajos skaitlos, sakot
no mazakas vertibas a (a nenegativs vesels skaitlis). Pienemsim, ka n zinamas
Y vertibas ir Yy, Yaii1,..., Yain_1. Mes pieradisim ar indukciju, ka Y vertiba
jebkuram a < t ir viennozimigi noteikta, un tadejadi pieradisim atrisinajuma
unitati.

Ar dotajam Y vertibam vertiba Y,., ir viennozimigi noteikta, jo, ievi-
etojot vienadojuma (8.2.7) t = a, iegusim:

fola)Yarn = g(a) = fi(a)Yarn1 — .. = fu-1(a)Yars — fula)Ya,

dalot So vienadojumu ar fy(a) (# 0), iegusim sakaribu, kas nosaka Y.,
vertibu.

Induktivais pienemums: pienemsim, ka Y vertibas visam ¢ vertibam lidz
Y,; ir zinamas, pie kam j > n.

Induktiva pareja: paradisim, ka nakama Y vertiba Y, ;41 ir viennozimigi
noteikta. levietosim (8.2.7)t=t1 =a+j+1—mn:

Jo(t1)Yasjir = g(t) = fi1(t1)Yar;— fo(t1) Yarjo1— = fo1(01) Yarjuro— fo (1) Yot g1

Pec induktiva pienemuma vienadojuma labaja pusé esosas Y vertibas ir
zinamas. fo(t1) # 0, jo fo kopa S nekad nav 0, tapec pedeja vienadojuma
abas puses varam izdalit ar fy(t1). leguta sakariba lauj noteikt Y, ;1 vertibu.
Indukcija pabeigta.

Ja 'Y, vieta ir dota vertiba Y,, (m > a), tad mes varam vispirms vienu péc
otras izsacit vertibas Y, 1, Y, _o, ..., Y,_1 un Y, un péec tam veikt pieradijumu
ka sakuma. Ka ta tas patiesam ir iespejams, atkal varam pieradit ar induk-
ciju. Mes paradisim, ka var izteikt Y,,,_1, un atlikuso pieradijuma dalu lasitajs
var izvest pats. Pierakstisim diferen¢u vienadojumu (8.2.7) ¢ vertibai m — 1:

fn(m - 1)mel = g(m - 1) - fO(m - 1)Ym71+n e T fnfl(m - 1)Ym

Ta ka Y, Va1, .., Yiuno1 ir dotas Y vertibas, tad laba vienadojuma puse
ir zinama. Ta ka f, kopa S nekad nav vienads ar 0, tad varam abas
vienadojuma puses dalit ar f,,(m—1) un lidz ar to Y,,,_; vertiba ir noteikta. m

Apskatisim velreiz n-tas kartas linearu diferen¢u vienadojumu (8.1.11)

fn(t)yi-i-n + fn—l(t)j—;f—i-n—l + ...+ fl (t)YTt—i—l + fO(t)Y;f = g(t)

un tam atbilstoSo homogeno vienadojumu

Fal®) Yt & ot () Tipmt + oo+ () Yesr + fo()Ys = 0. (8.2.8)
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Linearu diferencu vienadojumu atrisinajumiem ir dazas kopigas 1pasibas.

TEOREMA 8.2.2. Ja homogenajam vienadojumam (8.2.8) ir atrisinajumi
Y,', Y2, tad & vienadojuma atrisinajums ir ar1 Y; = Y;! + V2.

TEOREMA 8.2.3. Jahomogenajam vienadojumam (8.2.8) ir atrisinajums
Y,!, tad & vienadojuma atrisinajums ir ar1 Y; = AY,' ar jebkuru patvaligu
realu konstanti A.

TEOREMA 8.2.4. Ja Y, ir patvaligs nehomogena diferen¢u vienadojuma
(8.1.11) partikularais atrisinajums un Y;* ir atbilstosa homogena vienadojuma
(8.2.8) visparigais atrisinajums, tad Y; = Y;+Y;* ir nehomog=ena vienadojuma
(8.1.11) visparigais atrisinajums.

Sis teorémas nav griiti pieradit, tapec mes paradisim tikai pedéjas teoremas
pieradijumu, parejo divu - atstasim lasitaja zina.

Pieradijums teoremai 8.2.4.

Piepemsim, ka Y, ir patvaligs nehomogena diferenéu vienadojuma (8.1.11)
partikularais atrisinajums un Y;* ir atbilstosa homogena vienadojuma (8.2.8)
visparigais atrisinajums. Lai funkcija izskata Y; = Y, + Y;* butu neho-
mogena vienadojuma (8.1.11) visparigais atrisinajums, atliek o funkciju ievi-
etot vienadojuma (8.1.11) un parbaudit, vai izpildas identitate:

Fa@) YVign +Y70) 4 fac1(8) YVieno1 + Y1) + .+ fot) Ve + V) =
= [fa®) Yin + far(8) Yigna + o+ fo(H) Vil +

+ @) Y + faaa () Y+ 4 o)) Y] =
=g(t)+0=g(t). m

Augstak minetas teoremas norada veidu, ka praktiski jarikojas, lai atrastu
lineara diferenc¢u vienadojuma visparigo atrisinajumu:
Lsolis — jaatrod kaut kads vienadojuma (8.1.11) partikularais atrisinajums
Yt7
2.solis — jaatrod homogena vienadojuma (8.2.8) visparigais atrisinajums,
t.i., jaatrod n viens pec otra sekojosi neatkarigi partikularie atrisinajumi
Y, Y2 ..., Y,", kuri kopa ar patvaligam konstantem C, Cs, ..., C,, € R veido
funkciju C1Y,'+CyY,2+...4+C,,Y;", kura pec Teoremam 8.2.2 un 8.2.3 ir (8.2.8)
visparigais atrisinajums,
3.s0lis — no Teoremas 8.2.4 seko, ka funkcija Y; = Y, + C1Y,! + CoY2 + ... +
C,Y;" ir (8.1.11) visparigais atrisinajums.
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8.3 PIRMAS KARTAS LINEARI DIFERENCU
VIENADOJUMI AR KONSTANTIEM
KOEFICIENTIEM

Par pirmas kartas linearu diferencu vienadojumu sauc:
[il)Yee + fo()Ye = g(t), t€S, (8.3.1)

pie kam funkcijas fy un f; jebkurai ¢ € S vertibai nav 0. Izdalot vienadojuma
(8.3.1) abas puses ar fi(t), mes iegusim:

fo(t) 9(t)

Y, —LY, =%, tes.
RO T A S
Apzimejot A(t) = }?87 diferencu vienadojumu (8.3.1) varam parrakstit
forma:
Yipi =AY, + B(t), tes. (8.3.2)

8.3.1 PIRMAS KARTAS LINEARI HOMOGENI
DIFERENCU VIENADOJUMI AR
KONSTANTIEM KOEFICIENTIEM

Atbilstosais pirmas kartas linearais homogenais diferen¢u vienadojums ir
Yiv1 = AQ)Y,, tes. (8.3.1.1)

Pienemsim, ka definicijas kopa ir S = 0,1, 2, .... Pienemsim, ka funkcija Y,
ja t = 0, pienem vertibu C'. Tad mes varam funkcijas vertibas Y; izrekinat
sadi:

Y1 =A00)C, Yo = A(1)Yy,..., Y, = A(t —1)Y,_4, ..., jeb

Vi=At—-1)Y, 1 = At - 1At —-2)Y, o =...=

= A(t — DAt — 2).. A(2)A(1)A(0)C = C T2y A(3), t=0,1,2,...

Funkcija
t—1

vt=CJ[AG), t=01.2, ..

=0
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ir lineara homogena diferencu vienadojuma (8.3.1.1) visparigais atrisinajums,
jo, ievietojot So funkciju vienadojuma (8.3.1.1), iegusim identitati.

Praktiskajos pielietojumos nozimigu lomu spele linearu homogenu 1.kartas
diferencu vienadojumu specialgadijums — vienadojumi ar konstantiem koe-
ficientiem:

Y, = BY,_1, BER. (8.3.1.2)

Piemeram, 1.kartas linears homogens diferen¢u vienadojums ar konstantu
koeficientu un sakumnosacijumu ir

Y, =2Y,1, Yo =3. (8.3.1.3)
Varam izskaitlot Y; vertibas:
Y1 =2-3=6,
Yo=2-6=2-2-3=12,
Y5=2-12=2.2-2.3 =24, (8.3.14)
Acimredzami, ka
Y, =2Y, ,=2"-3 (8.3.1.5)

ir vienadojuma (8.3.1.3) atrisinajums, kurs apmierina ne tikai vienadojumu,
bet arT sakumnosactjumu: ja t = 0, tad Yy = 2° -3 = 3, ka arT, ja (8.3.1.5)
apskatam pie t — 1, ieglisim Y;_; = 2-Y,_o = 271 . 3, kuru, savietojot ar
(8.3.1.3) diferencu vienadojumu, iegtisim Y; = 2- 271 .3 = 2t . 3 kas ir iden-
tiska formula ar (8.3.1.5). Vienkarsu vienadojumu gadijuma atrisinajumu
var iegiit, mainiga vertibu nosakot no Y; vertibam, ka to mes izdarjam,
izskaitlojot (8.3.1.4). Tomer derigi butu paradit visparigu formalu risinasanas
panemienu. Apskatot (8.3.1.4) vertibas, redzam, ka vienadojuma Y; = 8Y;_;
visparigais atrisinajums piepem formu Y; = K' Savietojot Y; = K' ar
(8.3.1.1), iegusim

K'=BK"" jeb (8.3.1.6)

K"YK—-pB)=0vai 3 =K.

(8.3.1.6) sauc par paligvienadojumu vai raksturigo vienadojumu. Ja
K = 3, tad Y; = ¢ der par atrisinajumu. ¢ = 0: Y, = 1, jasecina, ka
sakumnosactjums Yy = « (vispariga gadijuma « # 1) nav apmierinats, kaut
ar1 pats diferencu vienadojums ir apmierinats (jo Y;_; = 87!, tadejadi V; =
BY;_1 = ('). Pienemsim, ka

Y, = Ap (8.3.1.7)
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ir visparigais diferencu vienadojuma (8.3.1.2) atrisinajums un noskaidrosim,
kada vertiba japienem A, lai butu apmierinats sakumnosacijums. Ja t =
0, tad iegiisim Yy = ABY = A-1 = A un tam ir jabiit vienadam ar .
Lidz ar to esam atradusi vienadojuma (8.3.1.2) ar sakumnosacijumu Yy = «
atrisinajumu:

Y, = af, (8.3.1.8)

kurs ir diferencu vienadojuma (8.3.1.2) partikularais atrisinajums.

Talak noskaidrosim pirmas kartas homogenu diferencu vienadojumu atrisinajumu
uzvedibu.

Mes tikam diferenc¢u vienadojuma visparigo atrisinajumu pierakstiusi forma
Y, = AK!, kur A un K ir dotas konstantes. Ja t = 0, pirma Y; vertiba ir A.
Jautajums ir sekojoss: kads izskatisies Y; pie dazadam A un K vertibam?
Apskatisim vairakus gadijumus.

(1) Ja K =1 un A ir patvaliga konstante, tad Y; = A visos laika periodos
t.

(2) K > 1 un A ir patvaliga konstante. Saja gadijuma ir jaruna par loti
strauju Y attistibu, pie tam, ja A > 0, tad Y; pieaug pozitiva virziena, ja
A <0, Y, pieaug negativa virziena. ”Eksplozija” ir jo lielaka, jo lielaka ir K
vertiba.

(3) K < —1 un A ir patvaliga konstante. Ja K ir negativs un mazaks par
—1, tad laika tecejuma Y; ir ar oscilejosu un ”eksplozivu” raksturu.

(4) =1 < K < 1 un A ir patvaliga konstante. Seit iespejami divi
apaksgadijumi. (a) Ja K > 0, tad Y; vertibas, pieaugot t vertibai, tiecas
uz 0. (b) Ja K < 0, ar1 tad, pieaugot t vertibai, Y; vertiba tiecas uz 0, bet
ar oscilejosu kustibu.

(5) K = —1 un A ir patvaliga konstante, tad ieguisim Y; vertibu funkciju,
kura oscile ap 0 ar novirzi A.

8.3.2 PIRMAS KARTAS LINEARI NEHOMOGENI
DIFERENCU VIENADOJUMI AR KONSTANTIEM
KOEFICIENTIEM

Apskatisim diferencu vienadojumu ar sakumnosacijumu

K:an—l+ﬁ7 }/0:77 a, ﬁ,’}/ER- (9321)
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Rikosimies Iidzigi, ka iepriekss, nosakot homogena vienadojuma atrisinajumu.
No vienadojuma (8.3.2.1) varam izrekinat:

Yi=ay+ 0,
Yo =alay+ 6)+ 3 =a*y+al+ 0,
Vs =ala®y+af+8)+ 8 =a3y+a?B8+aB + 0,

n—1
Vo=a"y+ (@t +a" 2+ . +a+l)-f=a"y+ 33 a.
=0

Izmantojot geometriskas progresijas summas definiciju, varam pierakstit:

1
1

a'f'L

Yn:an’y+ﬁ

— a#l.
-«
No Sejienes seko, ka

1—aof
K:@t7+ﬁma a1,

ir (8.3.2.1) partikularais atrisinajums. Ja o = 1, tad (8.3.2.1) ir forma
Y;:)/t_l‘i‘ﬁ, Yb:f%

partikularais atrisinajums ir

Y, =+ pt.
TEOREMA 8.3.2.1. Diferen¢u vienadojuma ar sakumnosacijumu (8.3.2.1)
atrisinajums ir
aly + A a £
Y, = I=a” ’ 8.3.2.2
! { v+ Bt a=1. ( )

Pieradijums. Gadijuma, ja o # 1, pieradisim, ka atrisinajums (8.3.2.2)
apmierina vienadojumu un sakumnosacijumu (8.3.2.1). Nemsim ¢ = 0 atrisinajuma
(8.3.2.2) un izskait]osim:

1—ad
11—«

Yo=aly+h——=7=Y; -
sakuma nosacijums ir apmierinats. Tagad ir japarada, ka (8.3.2.2) mes
iegisim ar1 tad, ja
1—at !
YVii=ay+
1 -«
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ievietosim diferenc¢u vienadojuma izteiksme (8.3.2.1):

—1

Y, =a(aly+ 852 ) + B =aly + B2 + 3 =

= oty B (552 +1) = aly + fUiEl=e = oty 4 gloet

un esam nonakusi atkal pie (8.3.2.2).
Gadijuma, ja a = 1, pieradijums tiek veikts analogiska veida. m

SEKAS 8.3.2.1. Diferencu vienadojuma Y; = aY;_1+0, a, 5,€ R (bez
sakumnosacTjuma) visparigais atrisinajums ir

v _ alC+ B a#1, CeR
! C + f, a=1, C eR.
Talak analizesim pirmas kartas nehomogenu diferenc¢u vienadojumu atrisinajumu

uzvedibu laika gaita. Sim nolikam pierakstisim visparigo atrisindjumu sekojosa
veida:

}/t:atcv_f_ﬁl at:at0+ ﬁ . 6 at: ﬁ +<C— ﬁ )O[t.

11—« l—-a 1—« l—«o 11—«

Pedejo pierakstu mes varam pie dotam «, f un C' vertibam vienkarsot,
apzimejot oy = % un é; = C —%. Lidz ar to atrisinajumu varam pierakstit
forma:

Y, = & + 610 (8.3.2.3)

Tagad ir skaidri redzams, ka laika gaita Y; ir atkarigs no konstantes a:

(1) @ > 1, pieaugot t vertibai, pieaug a'; Y; tiecas uz plus bezgalibu, ja
01 > 0, un tiecas uz minus bezgalibu, ja §; < 0;

(2) 0 < a < 1, pieaugot t vertibai, o tiecas uz 0, tapéc Y; vertiba tiecas
uz do;

(3) —1 < a < 0, pieaugot t vertibai, o' oscilejosi tiecas uz 0, tapec Y; art
oscilejosi tiecas uz do;

(4) ja a < —1, tad, pieaugot t vertibai, o' vertiba peéc modula pieaug, ta
ir oscilejosa, tada pati uzvediba ir ari Y;.

Kas notiek, ja a = 1 vai —1, ieteicams lasitajam izdomat pasam.
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8.4 OTRAS KARTAS LINEARI DIFERENCU
VIENADOJUMI AR KONSTANTIEM
KOEFICIENTIEM

Otras kartas linears diferencu vienadojums ir
fo(O)Yer2 + [r(D) Yo + fo(t)Ye = g(t), £ € S C N U{0},

pie kam funkcijas fo(t) un fo(t) kopa S ir atskirigas no 0. Ja fo(t), fi(t),
f2(t) ir konstantes, tad, izdalot vienadojumu ar fo(f) un apzimejot

L) f() 9(t)

TR R T RE)

ieglisim otras kartas linearu diferencu vienadojumu ar konstantiem koefi-
cientiem:
Yev2 + Q1Yes1 + a2y = 14, a2 # 0. (8.4.1)

Atbilstosais homogenais diferencu vienadojums ir:

Yer2 T Q1Ypr1 + QY = 0 as 7£ 0. (842)

8.4.1 OTRAS KARTAS LINEARI HOMOGENI DIFERENCU
VIENADOJUMI AR KONSTANTIEM KOEFI-
CIENTIEM

Kadi nosacijumi jaapmierina homogena vienadojuma (8.4.2) partikularajiem
atrisinajumiem, lai to lineara kombinacija ar patvaligam konstantem butu
(8.4.2) visparigais atrisinajums?

Pameginasim rast atbildi.

Saka, ka divu vienadojumu sistémai ar nezinamajiem z un y un kon-
stantem a, b, ¢, d, e, f:

ar +by =e
¥ 4.1.1
{ cr+dy=f (8 )

par atrisinajumu der (xg,yo), ja abi vienadojumi gadijuma, kad = = xy un
Yy = Yo, ir identitates.

TEOREMA 8.4.1.1 (KRAMERA TEOREMA). Vienadojumu sistemai
(8.4.1.1) eksiste viens vienigs atrisinajums tad un tikai tad, ja ad — be # 0.
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Pieradijums.
= Pienemsim, ka xy un yq ir sistémas (8.4.1.1) vienigais atrisinajums:

axg+ byg = e,
cxo +dyo = f

o un gy varam no Sejienes izsacit sekojosa veida:

de — bf _af—ce
ad—be’ T wd—be

Ty —

Ta ka tas ir sistemas vienigais atrisinajums, tad ad — be # 0.
< Pienemsim, ka ad — bc # 0. Tad no sistemas (8.4.1.1) atrisinajuma z,
un yo vertibas varam izteikt sekojosa veida:
de — b f af — ce

g = =

ad—bc” ° " ad —be’

Ta ka saucejs nav vienads ar 0, tad atrisinajums ir noteikts viennozimigi.
Varam parliecinaties, ka tas patiesam ir atrisinajums:

de —bf af — ce

a'ad—bc—i_b.ad—bc:e’ o
.. e—bf+d af—ce:f J
ad — bc ad — bc ’
ade—abf—l—abf—bce_e(ad—bc)_e
ad — bc ad — be ’ .
cde —bef +adf —cde  f(ad —be)
ad — bc ~ ad—be =/

Atbildi uz paragrafa sakuma uzstadito jautajumu dod teorema:

TEOREMA 8.4.1.2. Piepemsim, ka ¥ un y® ir homogena diferencu
vienadojuma (8.4.2) atrisinajumi. Apzimesim Y := CyyM + Cyy?, kur )
un C} ir patvaligas konstantes. Ja

1 1
£

1 1
v

=y — Py £, (8.4.1.2)

tad Y ir (8.4.2) visparigais atrisinajums.
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Pieradijums. Pec Teoremam 8.2.2 un 8.2.3 Y ir viens no (8.4.2) atrisinajumiem.
Ja y ir patvaligs (8.4.2) atrisinajums, tad jaatrod ir tadas konstantes C; un
Cs, lai Y un y butu identiski. Unitates teoremas de] ir pietiekami identitati
pieradit pie vertibam ¢ =0 un ¢t = 1.

Jat=0,tad Yy = C’ly((]l) + ng(()2), jat=1,tad ¥} = (le§” + ng§2), un
C7 un Cj vertibas nosaka vienadojumu sistema:

Cly(()l) + CzyéQ) = Yo,
Clygl) + C'2y§2) =1Y1.

No Kramera teorémas seko, ka Sai vienadojumu sistemai eksiste viens vienigs
. e L (1) (3)(2) (1)
atrisinajums tikai taja gadijuma, ja y; ‘v, Yo y; #0.m

DEFINICIJA 8.4.1.1. Homogena diferencu vienadojuma (8.4.2) di-
vus atrisinajumus y™" un y® sauc par vienadojuma (8.4.2) fundamentalo
atrisinajumu sistému, ja Sie atrisinajumi apmierina nosactjumu (8.4.1.2).

Izmantojot jauno jedzienu, Teoremu 8.4.1.2 varam parformuléet sekojosi:
vienadojuma (8.4.2) visparigo atrisinajumu veido vienadojuma (8.4.2) fun-
damentalas atrisinajumu sistemas lineara kombinacija ar patvaligam kon-
stantem C un Cs.

TEOREMA 8.4.1.3. Ja y* ir nehomogena vienadojuma (8.4.1) par-
tikularais atrisinajums un 3 un y® ir homogena vienadojuma (8.4.2) fun-
damentala atrisinajumu sistema, tad (8.4.1) visparigais atrisinajums ir

Y= Cl?/(l) + 029(2) + 1y,

kur C; un Cj ir patvaligas konstantes.

Pieradijums. No Teoremas 8.2.4 seko, ka y ir viens no (8.4.1) atrisinajumiem.
Pieradijums tam, ka y ir patieSam visparigais atrisinajums, ir analogisks
Teorema 8.4.1.2 izmantotajam. Atskiriba ir tada, ka konstantem C; un Co
jaapmierina vienadojumu sistema

1 2 *
Clyél) + 0231(()2) =Y — Yo
CryY + Coyt? = yy — yr.

Taka y™ un y® veido fundamentalu atrisinajumu sistemu, tad sai vienadojumu
sistémai eksiste atrisinajums jebkuram yy un y; vertibam. m
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Tagad meginasim noskaidrot, ka atrast visparigo atrisinajumu homogenam
otras kartas diferencu vienadojumam. Peéc Teoremas 8.4.1.2 tas nozime
atrast (8.4.2) fundamentalo atrisinajumu sistemu.

Diferencu vienadojuma atrisinajuma noskaidrosana gadijuma, kad y, =
m!, kur m # 0 ir patvaligi izveleta konstante, ir samera vienkarsa. Ievietojam

un iegtusim vienadojumu
m?* 4 aym + ay = 0. (8.4.1.3)

So kvadratvienadojumu sauc par diferen¢u vienadojuma raksturigo viena-
dojumu. y' = m!' ir diferencu vienadojuma (8.4.2) atrisinajums, ja m ir
skaitlis, kas apmierina raksturigo vienadojumu. Raksturigais vienadojums
ir kvadratvienadojums un tapec tam ir divas saknes, teiksim m; un msy,
pie tam tas nav vienadas ar 0, jo as # 0 peéc lineara diferencu vienadojuma
definicijas. Sis raksturiga vienadojuma saknes dod divus vienadojuma (8.4.2)
atrisinajumus:

1 2
) =mi, y? = mb. (8.4.1.4)

[
]
U<
B

iro tris gadijumi:

) saknes m; un my ir reali skaitli, un tas ir atskirigas;

I) saknes my un ms ir reali skaitli, bet tas ir vienadas;

I) saknes m; un my ir kompleksi skaitli.

(I) Realas un atskirigas raksturiga vienadojuma saknes

Saja gadijuma atrisindjumi (8.4.1.4) veido fundamentalu atrisinajumu
sistemu, jo determinanta

my M =My — My (8415)

_‘1 1

vertiba ir atskiriga no 0 (saknes m; un my ir atskirigas). Lidz ar to Saja
gadijuma homogena diferencu vienadojuma visparigais atrisinajums ir forma

Y; = C’lmﬁ + szé

(IT) Realas un vienadas raksturiga vienadojuma saknes

Saja gadijuma atrisinajumi (8.4.1.4) neveido fundamentalu atrisin=ajumu
sistemu. Paturot vienu atrisingjumu y!), mums ir janosaka jauna funkcija
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y@, kura kopa ar y") veidotu fundamentalu atrisinajumu sistému. Pieméram,
par tadu otro atrisinajumu der y,@ =tm}, jo

t2y + ary iy + aay” = (t+2)mit + ar (t+ Dmit + agtm, =

= tmt(m? + aymy + ag) + mit(2my +a1) = 0.

Summa pirmajas iekavas ir vienada ar 0, jo m; ir raksturiga vienadojuma
sakne. Arl otrajas iekavas esosa summa 2m; + aq ir vienada ar 0, jo péc
Vjeta teoremas kvadratiska vienadojuma m? + a;m; + as = 0 saknu summa
ir vienada ar —a;.

Atrisinajumi veido fundamentalu atrisinajumu sistému, jo
e

gyt

‘1 0
=my,

my My

pie kam m; ir no 0 atskirigs lielums (diferenc¢u vienadojuma raksturiga vienadojuma
saknes nav 0). Lidz ar to (8.4.2) visparigais atrisinajums ir forma

Y; = Clmﬁ + Ogtmi

(IIT) Kompleksas raksturiga vienadojuma saknes

Vispirms ieverosim, ka kvadratiska vienadojuma kompleksas saknes vienmer
veido kompleksi saistito saknu pari. Tadejadi, ja m; un ms ir raksturiga
vienadojuma kompleksas saknes, tad m; # ms un, ieverojot (8.4.1.5), atrisinajumi
yﬁl) =m} un yt@) = m}, veido fundamentalu atrisinajumu sistemu. Lidz ar to
Y; = Cym} 4+ Coml ir homogena vienadojuma (8.4.2) visparigais atrisinajums.
Tomer ar Sadu atrisinajumu var rasties problemas, jo tas ir komplekss skaitlis.
Ja konstantes C'; un C) tiek izveletas ka kompleksi saistits paris, tad var
panakt, ka Y; ir reals skaitlis. Lai to pamatotu, visus kompleksos skaitlus
apskatisim trigonometriskaja forma. Raksturiga vienadojuma saknes ir kom-
pleksi saistitas, tapec to trigonometriska forma ir

my = r(cos +isinf), my = r(cosf — isinb).
Pienemsim, ka C un Cy ir kompleksi saistits skaitlu paris:
C1 = a(cos B +isin B), Cy = a(cos B —isin B).
Pec Muavra kapinasanas formulas iegtisim, ka:

mt = r*(costh +isintd), mh = r*(costd — isintfh).
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Nemot vera komplekso skaitlu reizinasanas likumus, atrisinajumu Y; varam
pierakstit vienkarsaka veida

Y; = C’lm’i + Cgtm)i =
= ar’(cos(t0 + B) + isin(t0 + B)) + ar'(cos(td + B) — isin(td + B)) =
= 2ar' cos(t0 + B).

Parveidojumu rezultata esam ieguvusi realu skaitli.

r un 6 vertibas varam noteikt pec formulam, kas saista komplekso skaitlu
algebrisko formu ar trigonometrisko, proti, a + bi = r(cosf + isin@), kur
a = rcosf, b = rsinf un r = Va2 + b?, cosf = ﬁ, sinf = \/ﬁ,
—r <0 <m.

Konstantes a un B aizvieto C un Cs. Ja apziméjam 2a ar A, tad visparigo
atrisinajumu vienadojumam (8.4.2) varam pierakstit

Y; = Arcos(td + B), A un B patvaligas konstantes.

8.4.2 OTRAS KARTAS LINEARI NEHOMOGENI
DIFERENCU VIENADOJUMI AR
KONSTANTIEM KOEFICIENTIEM

Meginasim noskaidrot jautajumu par partikularo atrisinajumu atrasanu ne-
homogenam otras kartas diferencu vienadojumam. Ir vairakas metodes, ar
kuru palidzibu var atrast partikularos atrisinajumus. Viena no labakajam
metodem ir ta saucama nenoteikto koeficientu metode. Mes So metodi nodemon-
stresim ar vairaku piemeéru palidzibu.

Piemeri 8.4.2.1.
(a) Apskatisim vienadojumu

Yiro — Y1 + 2y, = 3°

un meklésim ta partikularo atrisinajumu forma y; = A3', kur A ir pagaidam
nezinama konstante. Noteiksim A vertibu, izmantojot doto vienadojumu:

Urio — 3yriy + 2y, = A3 — 3A3 4 243" = A3'(9 — 9+ 2) = 243"

1 a9t mx
5 =-3" Ta
2 2

ka apskatama vienadojuma raksturigais vienadojums ir m? — 3m + 2 = 0,

Tapec A = %, un par patrikularo atrisinajumu der izteiksme y; =
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kura saknes ir m; = 1 un my = 2, tad visparigais atrisinajums dotajam
vienadojumam ir

31‘,
yp = Cy + 092" + o> C1,Cy € R.
(b) Méginasim atrast vienadojuma
Yir2 = 3Yr1 + 2y = d’,

kur a kaut kada konstante, partikularo atrisinajumu. Tapat ka (a) gadijuma,
atrisinajumu meklesim forma y; = Aa’. Teglsim
Yro— 3y 2y = Ad"?—3Ad" +24a" = Ad'(a®—3a+2) = Ad'(a—1)(ay).
No Sejienes seko, ka

Ala—1)(a —2) =1,

un mes varam A vertibu izskaitlot, ja vien a nav 1 vai 2, t.i., ja a nav
raksturiga vienadojuma sakne. Ja a nav 1 vai 2, tad

Yt = (a—1)(a—2)
ir dota vienadojuma partikularais atrisinajums. Ja tomer a = 1 vai a = 2,
tad Sada veida partikularo atrisinajumu nevaram noteikt. Tada gadijuma

pameéginat funkciju yi = Ata'. Konkretizgjot situaciju, pienemsim, ka a = 1,
tad vienadojums ir
Yey2 — Y1 + 2y = 1,

un partikulara atrisinajuma veids y; = At. No Sejienes seko, ka
Yiro — 3y +2y; = A(t+2) = 3A(t + 1) + 2At = — A;

ja nemam A = —1, partikularais atrisinajums ir y; = —t. Tatad gadijuma,
ja a = 1, vienadojuma visparigais atrisinajums ir

Yy = Cl +022t —t.

(c) Diferen¢u vienadojumam

Rz
8Ytr2 — OYt41 + Yy = Hsin 5
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partikularo atrisinajumu meklesim forma

tmw tm
Y= Asin— + B —
Yy sin - + b cos 5

kur A un B ir konstanti koeficienti, kuri mums japrecize ar nenoteikto koe-

iegusim:
8Yrio — OYfy + Ui =
= 8<A sin @ + B cos %) _ 6(A sin (t+21)7r + B cos (t+21)7r)+
+ (Asin %T + B cos %r)

[zmantojot redukcijas formulas

s E2)m s tw _ S s (t+2)m i _ tm
sin 5 = sin(F +7) = —sin 7, cos—5 = cos(5 + ) = —cos T,
N (e ) LS 7 S tr (t+Dm m Ty _gip e
sin =" =sin(Z 4+ %) =cos F,  cos % =cos(4 +F) = —sin,

ieglisim vienkarsaku vienadibu
tm tm
8Yi12 — 6yryy Ty = (—TA+6B)sin 5 1 (—6A —TA) cos o

Konstantem A un B jaapmierina vienadojumu sistema

—7A+ 6B =5,
—6A—T7B =0,

no kurienes varam iegut, ka A = —1—77, B = %. Tadejadi

1 t t
(TR 7 (—7sin%r + 6 cos g)

ir apskatama vienadojuma partikularais atrisinajums.
Homogena vienadojuma

8Yir2 — 6Yip1 + 1y =0

raksturiga vienadojuma 8m? — 6m + 1 = 0 saknes ir % un i, tapec sakuma

dota diferenc¢u vienadojuma visparigais atrisinajums ir

1\’ " 1 t t
yt:C’l (5) —|—C2 (Z) —i-ﬁ(—?sing—l—ficosg).l
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No siem piemeriem vajadzetu but skaidram, ka partikularais atrisinajums
nehomogenajam vienadojumam (8.4.1) biezi vien ir lidziga forma ka funkcija
r. Nenoteikto koeficientu metodi ar panakumiem var lietot tados gadijumos,
ja funkcija r ir lineara kombinacija no funkciju a', sin bt, cos bt, t"* summam
un reizinajumiem, kur a un b realas konstantes un n nenegativs vesels skaitlis.
Tabula 8.4.2.1 doti partikularo atrisinajumu veidi pie noteiktam r funkcijam.

’ T ‘ y; veids ‘
al Aad’
sin bt vai cos bt Asinbt + B cos bt
tn Ay + At + Ast?> + ...+ A"
t"at al(Ag + Art + Aot? + ... + Apt")
a'sin bt vai a’ cosbt | a'(Asinbt + B cos bt)

tabula 8.4.2.1

atrisinajums, tad So y* vajag vispirms pareizinat ar ¢. Ja ta joprojam satur
homogena vienadojuma atrisinajumu, tad vajag pareizinat velreiz ar t. Kon-
stantie koeficienti vienmer janosaka ta, lai partikularais atrisinajums ap-
mierinatu visas t vertibas.

8.4.3 OTRAS KARTAS DIFERENCU VIENADOJUMU
ATRISINAJUMU UZVEDIBA

Mes zinam, ka var atras otras kartas diferencu vienadojuma atrisinajumus.
Tacu diferencu vienadojumu pielietojumos ar to ir par maz: nepiecieSams
izpetit, ka uzvedas atrisinajuma funkcija laika gaita.

Ja mums ir zinamas divas sakumvertibas yo un y;, tad mes varam noteikt
precizi patvaligas konstantes diferencu vienadojuma atrisinajuma, un atrisinajumu
varam uztvert ka virkni (y;)ieN-

Apskatisim homogena diferencu vienadojuma atrisinajuma uzvedibu pec
raksturiga vienadojuma saknu dazadibas.

(I) Raksturigais vienadojums ar realam un atskirigam saknem

Pienemsim, ka m; ir sakne, kas péc modula ir lielaka no abam: |m4| >
|mg|.  Tad atrisinajumu virkne (Cym} 4+ Comb)en ir ar tadu pasu kon-
vergences veidu ka virknei (Cym})en, ja C # 0.
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Pieradijums. Atrisinajuma virknes visparigo elementu varam pierakstit

forma
t
C1+ Cy (@) ] ;
ma

kvadratiekavas esosa summa tiecas uz C1, ja t tiecas uz bezgalibu, jo —1 <
72 < 1. Un

t t t
Cimy + Comy = mj

C’lmtl . Cl Cl
t t t ~
C’lml + Cgm2 Cl + 02 (%)

t.i., virknes (Cym} + Coms),cn» (C1m]),cn konverge vienadi. Tatad atrisinajuma
uzvediba Saja gadijuma ir atkariga no virknes (Cym)}), . uzvedibas. St virkne
ir geometriska progresija, ta konverge, ja |m;| < 1, un diverge, ja |m;| > 1. m

Ja C1 = 0, tad atrisinajumu virkne (Com})ien ir geometriskas progresijas
virkne un ta uzvedas ka augstak aprakstits. Nosacijums C; = 0 nozime, ka
atrisinajums pie ¢ = 0 pienem vertibu C5 un pie t = 1 vertibu Cyms,.

(II) Raksturigais vienadojums ar realam un vienadam sakném

Atrisinajuma virkne ir ((Cy + Cat)m),.- Ta ir divergenta, ja |m4| > 1
(un C} un Cy vienlaicigi nav 0); ta joprojam ir divergenta, ja [m;| = 1 (un
Cy #0). Ja |my] < 1, tad virkne (tm}), . konverge uz 0, t.i., atrisinajuma
virkne ir konvergenta.

(IIT) Raksturigais vienadojums ar kompleksam sakném

Atrisinajuma virkne ir (Ar* cos(t0 + B)),cn, un mes pienemsim, ka A # 0.
Funkcija cos(t6 4+ B) ir periodiska (ar periodu %), un tas vertibas ir starp -1
un 1. Virkne (cos(t0 + B)),o ir galigi oscilgjosa. Ja reizinatajs r* ir vienads
ar 1, tad So oscilaciju nosaka tikai kosinuss; ja r' ir lielaks vai mazaks par 1,
oscilacija palielinas vai samazinas. Piemeram,

(cosG),cn = 1,0,-1,0,1,0,-1,0, ...,

1\¢ tr _ 1 1 1
((5) COS E)teN = 170, _570’ E’07 IR

2),on = 1,0,—4,0,16,0, —64,0, ...

Visparigi var pieradit, ka atrisinajuma virkne konverge uz 0, ja 0 < r < 1, un
diverge, ja r > 1. Virkne ir vienmer oscilgjosa, ja ta satur kosinusa funkciju.

No ieprieks apskatitajiem trim gadijumiem izriet sekojosa teorema (kom-
plekso saknu gadijuma |m,| = |msy| =)
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TEOREMA 8.4.3.1. Piepemsim, ka m;, ms, ir otras kartas homogena
diferen¢u vienadojuma saknes. Apzimeésim p = max{|m,|, |mz|}. Nosacijums
p < 1ir nepiecieSams un pietiekams, lai atrisinajuma virkne jebkuram sakum-
vertibam konvergetu uz 0.

Mes esam aprakstijusi homogenu otras kartas diferencu vienadojumu
atrisinajumu uzvedibu laika. Nehomogenu vienadojumu atrisinajumu uzvedibas
petisana ir daudz sarezgitaka, jo veidojas situacijas, kad atbilstosa homogena
vienadojuma atrisinajums konverge, bet nehomogena vienadojuma labas puses
loceklis dod nekonvergentu visparigo atrisinajumu. Pieméram, vienadojuma

8Yt+2 — OYry1 + 4 =0
atrisinajums Y; = (%)t—i—C’g (}l)t ir konvergents, bet nehomogena vienadojuma

Yrr2 — OYr1 + Y = 2!

visparigais atrisinajums y; = Y; + g—; ir divergents.
Sakot apskatit diferenc¢u vienadojumus, mes iepazinamies ar tautas ienakumu
modeli (Piemers 8.1.1.), kuru apraksta otras kartas diferenc¢u vienadojums

Yi=a(l+0)Y,o1 —afY o+ 1, t=2,3,4, ...,

kur ar Y; apzimeti tautas ienakumi laika perioda ¢ un a un 3 ir propor-
cionalitates koeficienti.

Aplukosim tos divus specialgadijumus, kurus sakam apskatit diferencu
kursa ievada (tabula 8.1.1) pie sakumvertibam Yy =2unY; =3: 1) a =0, 5,
f=1un2)a=0,8 5=2.

1) gadijuma diferencu vienadojums ir forma

1
Yiio =Y + §Y} =1
Atbilstosa raksturiga vienadojuma m? — m + % = 0 saknes ir m; = % + %@',
m2 = % — %Z Lai pierakstitu Sos kompleksos skaitlus trigonometriska forma,
izmantojam sakaribas

e

, sinf =

<
Il
N\
N | —
~
[\]
+
7N
N | —
~
[N}
I
Sl
[\
o
o
n
>
[l
[
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Tadejadi ¢ = 7, un saknu trigonometriska forma ir

1
— <COSZ + sin E) .

NGRS 1

Homogena vienadojuma atrisinajums Iidz ar to ir

1\ tm
Y,=A|l— | cos| —+B]).
V2 4
Nehomogena vienadojuma partikulara atrisinajuma atrasana nesagada nekadas
griitibas: par izmeéginajuma atrisinajumu gpemam y; = C = const; lai Sis
atrisinajums deretu, jabut C' = 2. Visparigais atrisinajums nehomogenajam

vienadojumam tad ir

t
EzA(%) cos(tzﬂ—i-B)—i-Z

Izmantojot sakumnosacijumus, varam noteikt A un B vertibas

t=0: AcosB =0,

t=1: A%cos(%—irB):l,

pirmais vienadojums ir speka, ja B = 7; ta ka cos?jfT = _\/Li’ tad no otra
vienadojuma iegusim, ka A = —2. Lidz ar to nehomogena vienadojuma

partikularais atrisinajums, kurs apmierina sakumnosacijumus, ir

Y, 2(1>t (m+7r>+2 2(1)t‘m+2
=-2—=) cos|—+ = =2(—=) sin— +2.
' V2 142 V2 4

Atrisinajuma ietilpstosais sinuss padara Y par oscilejosu funkciju laika. Ta
kar = LQ < 1, tad, t tiecoties uz bezgalibu, atrisinajuma labas puses pirmais
reizinatajs tuvojas 0. Gala rezultata virkne konverge uz konstanti 2.

2) gadijjumu o = 0,8 un § = 2 varam iztirzat lidzigi. Nehomogenais
vienadojums pienem veidu Y;,10—2,4Y;1+1,6Y; = 1, ta raksturigais vienadojums
ir m?—2,4m+1,6 = 0, kura saknes ir kompleksie skaitli m; = 1,240, 47 un
mo = 1,2—0, 4i. Komplekso saknu del visparigais atrisinajums biis osciléjosa
virkne. Modulis r ir r = /(1,2)2+4 (0,4)2 = /1,6 > 1, tapec oscilacija ir
neierobezota un kopuma atrisinajums laika diverge.
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8.5 n-tas KARTAS LINEARI DIFERENCU
VIENADOJUMI AR KONSTANTIEM
KOEFICIENTIEM

n-tas kartas diferencu vienadojumu ar konstantiem koeficientiem

Yion T G1Yt4n—1 1+ .. + QG 1Yep1 + QY = T

teorija ir specialgadijuma n = 2 paplasinajums.
Homogenajam vienadojumam

Yiyn T Q1 Yitn—1 + oo + Qn_1Yir1 + anye = 0
atbilstosais raksturigais vienadojums ir
m* 4+ am™t+ ... +a,_ym+a, =0,

tas ir n-tas pakapes polinoms un tam ir tiesi n saknes, kuras apzimesim ar
mi, Ma, ..., my,. S1s saknes var bt gan reali, gan kompleksi skaitli, pie kam
saknes var but daudzkartigas. Atrisinajuma fundamentalo atrisinajumu

sistému veido tadi n atrisinajumi yV, y@, ..., ¥ kuriem n-tas kartas de-
terminanta @ @ )
Yo Yo yon
1 2 n
A
1 2 n
yiz—)l 197(1—)1 yﬁb—)l

vertiba nav vienada ar 0. Sadu fundamentalo atrisindjumu sistému iegiisim,
ja

(1) katrai realai saknei, kura nav vairakkartiga, atbilstoso atrisinajumu pier-
akstisim forma Cym!, kas satur vienu patvaligu konstanti Cf;

(2) ja reala sakne m ir ar kartu p, tad atrisinajums ir

(Cl + OQt + Cgt2 + ...+ Optp_l)mt,

kas satur skaita p patvaligas konstantes;
(3) katram nevairakkartigam komplekso saknu parim ar moduli r un am-
plitudu 6 atrisinajums ir:

Art cos(t0 + B),
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kas satur divas patvaligas konstantes A un B;
(4) ja komplekso saknu pari ir ar kartu p, tad atrisinajums ir:

' [A; cos(td + By) + Agtcos(t0 + By) + ... + AytP~  cos(t + B,)],

kas satur skaita 2p patvaligas konstantes.

So atrisinajumu summa satur n patvaligas konstantes, un ta ir homogena
vienadojuma visparigais atrisinajums.

Ar nenoteikto koeficientu metodes palidzibu var atrast nehomogeno viena-
dojumu partikularos atrisinajumus. Nehomogéna vienadojuma visparigais
atrisinajums ir homogena vienadojuma vispariga atrisinajuma un nehomogena
vienadojuma partikulara atrisinajuma summa. Ja ir doti n sakumnosacijumi,
tad patvaligas n konstantes var noteikt precizi un atrast nehomogena viena-
dojuma partikularo atrisinajumu, kas apmierina sakumnosacijumus.

Atrisinajuma konvergence ir atkariga, lidzigi ka otras kartas vienadojumos,
no vairakiem lielumiem, bet ir speka:

TEOREMA 8.5.1. Homogena vienadojuma atrisinajums jebkuram sa-
kumvertibam konverge uz 0 tad un tikai tad, ja raksturiga vienadojuma
maksimalais saknes modulis ir mazaks par 1.

Raksturiga vienadojuma saknu atrasana daudzos gadijumos ir sarezgita
un biezi vien prasa analitiskus petijumus.

Citu veidu diferencu vienadojumus, kas nav lineari, 1 kursa ietvaros mes
neapskatisim.

8.6 EKONOMISKA RAKSTURA PIEMERI
8.6.1 PIEDAVAJUMA-PIEPRASIJUMA CIKLI

Tautsaimniecibas statistikas dati loti biezi tiek savakti noteikta laika perioda,
tie veido virkni. Tas nav nekas parsteidzoss, ka pec Siem datiem veidotie
matematiskie modeli ir rekursivi. Bez tam bizi modelu veidosana tiek izman-
tota linearitates ideja, jo ar lineariem modeliem ir vienkarsak stradat (tie ir
tehniski rekinamaki). Mes apskatisim tipisku piemeéru. Lai gutu konkretaku
prieksstatu, pienemsim, ka mes apskatam cukgalas razosanu.

Saja modeli ir sekojosi mainigie lielumi:

t — laiks (cuku audzesanas periods, apmeram 14 menesi),

p: — galas cena laika perioda t,
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N; — pieprasijuma daudzums laika perioda ¢,

Ay — piedavajuma daudzums laika perioda ¢.

Modeli ir divas darbojosas personas: razotajs un pircejs. Piedavajums
un pieprasijums tiek stingri nosaciti ar cenas palidzibu, pieprasijums un cena
laika perioda t reage viens uz otru bez kavesanas, Sie lielumi ir savstarpeja
lineara atkariha: N; = « + apy, a # 0. Arl piedavajums ir lineari atkarigs
no cenas. Bet ta ka nepieciesams laiks cuku audzesanai, tad razotajs nevar
piedavajumu noteikt pec patreizeja laika perioda cenas, vins orientejas pec
iepriekseja laika perioda: A; = (6 4+ bp;_1, b # 0. Pieprasijuma daudzumu
ietekme ta pasa laika perioda ¢ piedavajuma daudzums. Ja gadijuma piedavajums
Ay loti stipri parsniedz acumirkligo pieprasjjumu Ny, tad razotajam javeic
cenu izmainas ta, lai pieprasijumu palielinatu. Ja ir otradak, proti, ja piedavajums
ir loti mazs, bet pieprasijums krietni lielaks, tad razotajs var paaugstinat
preces cenu. Tirgus cena p; tadejadi svarstas ta, lai starp pieprasijumu un
piedavajumu izveidotos lidzsvars: A; = N, jeb B+ bp,_1 = a + apy, t.i.,

b — o
Pt = —pt-1+ b . (8.6.1.1)
a a

Savietojot p; = =2 ar (8.6.1.1), iegsim:

Ny—a bNy1—a [—a«a
= - +
a a A

) b b
jeb Ny = =Ny + (B — —«).
a a

Lidzigi, savietojot p, = At%ﬁ_ﬁ ar (8.6.1.1), iegusim

b b
At—‘,—l = —At + (5 - —Oé).
a a

leverojot lidzsvara nosacijumu, nav nekads brinums, ka piedavajumu un
pieprasijumu apraksta viens un tas pats rekursijas vienadojums. g, 06— %a un
BTTQ ir konstanti koeficienti, pie tam g # 1, jo ekonomiski saturigi ir pienemt,
ka a < 0 (cenai pieaugot, pieprasijums samazinas) un b > 0 (cenai pieaugot,
piedavajums palielinas). legutajiem pirmas kartas diferenc¢u vienadojumiem

eksiste atrisinajumi, kas atkarigi no sakumvertibam pg, Ag, No:

b\ 1-(Y) 5-
pt—(a) Do + 1_(62) B a?

a

w= (D) e - by

1-20
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b\’ 1- (Y b

A =|-) Ag+ —% (8 — —a).

t (CL) 0 1 _% (ﬁ a )
No atrisinajumiem redzams, ka cenu, pieprasijuma un piedavajuma svarstibas
laika nosaka attieciba % Vispariga situacija, ja ‘g} > 1 (nav stabilitates),

attelota zimejuma 8.6.1.1.

A, N
A

t

’@‘

P2 po P
8.6.1.1. 7.

8.6.2 HIKSA IENAKUMU MODELIS

Likumsakaribas starp tautas ienakumiem Y, paterinu C' un investicijam [
izsaka pienemumi:

() laika perioda t ienakumi ir vienadi ar ST perioda patéripu un in-
vesticijam, t.i., Y; = C; + I;;

(B) paterins ir divu ieprieksejo laika periodu ienakumu lineara funkcija,
ti., Cy = b1Y;_1 + bY,_o + B, kur by, by, B ir konstantes;

(7) investicijas katra no laika periodiem tiek palielinatas par noteiktu
lielumu h, t.i., I141 = I; + h jeb I, = Iy + th.

Savietojot kopa Sos tris pienémumus, rezultata iegisim otras kartas linearu
diferencu vienadojumu:

Y, =b0Y,o1 +0Ys o+ B+ Iy + th,
kas standartforma parrakstams ka otras kartas nehomogens diferenc¢u vienadojums:

Yk+2 - b1Yk+1 - b2Yk: = kh + A, kur A= B + 10 + 2h.
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Apskatisim specialgadijumu ar konstantem by = 1 un by = —%; tad
jaizpeta vienadojums

Yiie =Yg + Yo =kh + A

ST diferencu vienadojuma raksturiga vienadojuma m? — m + i = 0 saknes ir
realas, bet sakritosas: my; = my = %, tapec atbilstosa homogena vienadojuma
visparigais atrisinas ir forma C'(5)" 4+ C5(3)*k, Cy, Gy € R. Specialgadijuma
partikularo atrisinajumu meklesim forma y; = Ay + Ask. legusim, ka A; =
4h un Ay = 4A — 16h. Lidz ar to specialgadijuma diferenc¢u vienadojuma
visparigais atrisinajums ir

1 1
Y, = (11(5)’c + 02(5)’% + 4(A — 4h) + 4hk.

Raksturiga vienadojuma saknes gan ir mazakas par 1, bet, ta ka vienadojuma
labaja puse ir izteiksme kh + A, kas nav konstante un kas dod partikularo
atrisinajumu ar laika mainigu k, tad galarezultata esam ieguvusi divergejosu
atrisinajuma virkni. Varam secinat, ka Saja specialgadijuma (b; = 1, by =
—i) tautas ienakumi laika gaita neierobezoti palielinas. Gadijuma, ja in-
vesticijas visos laika periodos biitu konstantas, tad atrisinajums biitu stabils.
Tas nozimetu, ka ienakumu Iimenis tiektos uz noteiktu konstanti.

8.6.3 METCLERA PRECU UZKRASANAS MODELIS

leprieksejos paragrafos aplukotie modeli balstijas uz pirmas un otras kartas
lineariem diferencu vienadojumiem ar konstantiem koeficientiem. Tagad
apskatisim situaciju, kuras uzvediba izsakama ar tresas kartas diferencu
vienadojumu.

Modela apraksts ir sekojoss.

Uznemuma tiek sarazoti paterina labumi ar divkarsu izlietoSanas merki:
pirmkart, pardosanai, otrkart, noteikta precu daudzuma uzkrasanai.

Modelr lietosim sekojosus apziméjumus:

U, — laika perioda t pardosanai sarazoto precu daudzums,

S; — laika perioda t glabasanai sarazoto precu daudzums,

Y; — laika perioda t kopigais ienakums,

C; — laika perioda t pardotais prec¢u daudzums.

Tiek pienemts, ka uznemums katra laika perioda veic konstantu investiciju
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Tadejadi laika perioda t sarazota kopigais ienakums izsakams ar vienadibu:
Y;g — Ut + St + I().

Uznemums katra perioda sakuma plano pardot noteiktu daudzumu pro-
dukcijas, kura tiks sarazota Saja perioda. Tiek pienemts, ka uznemums
pardosanas planu veido ne tikai pec iepriekseja laika perioda pardota, bet
ar1 pec ieprieksejo divu laika periodu paterina izmainas, t.i.,

U= Ci +p(0t—1 - Ct—2)

(ja p > 0, tad tiek sagaidits, ka paterina izmainas bus tadas pasas ka ie-
prieks). Tiek piegemts, ka pardosana viena patvaliga perioda neparsniedz §1
pasa laika perioda b-to dalu no kopigajiem ienakumiem, 0 < b < 1, t.i.,

Ot - b}/{g
leverojot ieprieksejos pienemumus, savietojot tos, iegtisim:
U = b(1+p)Y;_y — bpYi .

Uzkrajamas produkcijas daudzums tiek planots katra perioda sakuma.
Tiek pienemts, ka uznemums izvelas noteiktu uzvedibu starp uzkrajamo
precu daudzumu un pardosanai paredzamo. Ja pienemam, ka uznemuma
uzvedibu var izteikt ar konstanti k, 0 < k < 1, tad lielums Q} = kU, izsaka
velamo uzkrajumu daudzumu perioda t. Pienemsim, ka ;_; ir uzkrato precu
daudzums t — 1 perioda beigas, tad tads tas ir ar1 t-ta perioda sakuma, tapec
ir speka

S = Q;: — Q1 vai Sy = kU — Q1.
;1 ir tiesi vienads ar velamo uzkrajumu stavokli ¢ — 1 perioda minus ne-
gaiditas izmainas uzkrajumu stavokli ¢ — 1 perioda laika, kuras izsakamas
ar starpibu starp realizeto pardosanu C;_; un planoto pardosanu U;_; Saja
perioda, t.i.,

Qt—l = Qg—l - (Ct—l - Ut—1)-

leverojot ieprieksejos pienemumus, ieglisim
Qi1 = kU1 — (bYso1 —Upq) = =Y +0(k+1)(1+p) Yo —bp(k+1)Y;_s.
Tad

St = kUp—Qi—1 = b(k(14p)+1)Yi_1 —b(kp+(k+1)(1+p))Yiea+bp(k+1)Y;_s.
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Galarezultata mes esam ieguvusi tresas kartas diferencu vienadojumu, kurs
apraksta modell apskatita uznemuma kopigos ienakumus

Vi = Ui+Si+1o = b((14+p) (1+k)+1)Y; 1 =b(1+k) (142p)Y;_o+bp(1+k)Y; 3+ 1.

Atrast §1 vienadojuma visparigo atrisinajumu nav vienkarss uzdevums, japrot
atrast tresas kartas vienadojuma saknes. Pat stabilitates nosacijumu atrasana
prasa zinamas pules (skatit, pieméram, H.Rommelfangera 1986.gada gramatu,
102-103. lpp).

Apskatitais precu uzkrasanas modelis ir mus novedis pie diezgan neparskatama
tresas kartas diferenc¢u vienadojuma ar konstantiem koeficientiem. Tas liek
izdartt secinajumu, ka tikai dazos gadijumos diferen¢u vienadojumi, kuru
karta augstaka par divi, biis erts lidzeklis situacijas izpete. Parsvara gadijumu
Sie diferenc¢u vienadojumi prasis lielu matematisko piepili.



