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KURSA PRASIBAS

KURSA ANOTACIJA
Aizvien vairak matematiskaja literatura paradas gramatas, raksti un inter-
neta resursi, kas stasta par haotiskiem attelojumiem. Saja kursa tiek planots
noskaidrot, ko nozime jedziens haotisks attelojums, un apskatit dazus hao-
tisku funkciju piemerus.

REZULTATI
Pamatjautajums - jazina, kas ir haotisks attelojums. Jazina haotisku attelojumu
piemeéri un japrot vienkarsakajos gadijumos pieradit, ka attelojums ir hao-
tisks. Jaorientejas jedzienos un problematika.

PRASIBAS KREDITPUNKTU IEGUSANAI
1. Jaizpilda semestra laika uzdotie majas darbi, laika lidz eksamenam jaatrada
visu majas darbu atrisinajumi rokraksta (10%).
2. Semestra laika jauzraksta divi kontroldarbi vai gala parbaudijuma janokarto
rakstisks tests (jautajumi un uzdevumi par semestra laika apguto), kas ar1
nosaka gala vertejumu (90%).
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NODALA NR. 1

Pamatjedzieni

Anotacija. Jedziens par diskretu dinamisku sistemu. Iteracijas. Orbitas
(ierobezotas, neierobezotas). Piemeri (eksponensialie un logistiskie populaciju
modeli, laika apstaklu prognozesana). Fazu portreti.

Lielakotiess Saja kursa mes apskatisim reala mainiga realvertigas funkci-
jas, tapec pamatjedzienus vispirmam kartam izklastisim tiesi sadam funkcijam.

Diskretu dinamisku sistemu var raksturot ar funkciju un tas kompozicijam
pasai ar sevi. Tatad, ja zo € R ir dots, tad varam apskatit f(zg), f*(zg) =

f(f(x0)), fP(xo) = f(f(f(x0))); -y fM(x0) = f(f" (20)), ... Un varam

jautat, kada ir robeza lim f"(z)? Kadas ipasibas piemit virknei xg, f(xo),
F2(0), £2(0),s s 7(0), -7 Kopu
{0, f(z0), f2($0)> f3($0)a oo (o), o

sauc par punkta xg orbitu pie funkcijas f. Viens no musu pamatuzdevu-
miem bus dazadu punktu orbitu izpete. Ar jedzienu ”funkcijas dinamika”
mes sapratisim orbitu analizes secinajumus, mainoties x( funkcijas definicijas
apgabala kopa vai apakskopa. Tatad diskréta dinamiska sistema sastav no
funkcijas un tas iteracijam. Ka redzesim turpmak, dotu punktu iteracijas
var uzvesties dazadi: tiekties uz bezgalibu (t.i., neierobezoti pieaugt péc ab-
solutas vertibas), konverget uz kadu punktu, var oscilet, var pirmas tukstos
iteracijas uzvesties neprognozejami, bet tad stabilizeties, utt.

Talak aplukosim divus piemerus, kas paradis, ka ar samera vienkarsu
modelu palidzibu var veikt prognozesanu.

Piemers 1.1. Pienemsim, ka nepiecieSams izveidot matematisko modeli,

kas apraksta trusu populacijas lielumu. Pienemsim, ka empiriskie noverojumi
liecina, ka neliela trusu populacija pieaug apmeram par 10%. Apzimesim



sakuma apskatamas populacijas lielumu ar zy un pec n gadiem ar z,,. Musu
uzdevums ir noskaidrot So skaitli x,, jebkuram naturalam n.
Skaidrs, ka
T1 = Xg + leo = 1.1%0,
To = X1 + lel = 1.1&31,

Ja apzimejam x;,1 = p(z;), kur p(z) = 1.1z, tad

Ty = p(ﬂUo),
29 = p(x1) = (p o p)(wo) = p*(x0),
T3 = p(@) = (POPQ)(SUO) = p3 1’0)7

Ty = p"(Z0)-

Tadejadi trusu populacijas lielumu péc n gadiem raksturo funkcijas p(x) = 1.1z
n-ta iteracija pasai ar sevi punkta zg, proti, p"(z) = (1.1)"z. Ja meés
sakam ar vairak neka vienu trusi, tad populacija pieaugs n gadu laika un ta
turpinas pieaugt. Piemeram, ja sakuma mums ir 8 trusi, tad pec 10 gadiem
trusu populacija biis apméeram 21 trusis, bet pec 20 gadiem — 54 trusi,
savukart pec 100 gadiem — 110245 trusi. Ja §1 populacija dzivo neliela (ier-
obezota) apgabala, tad acimredzami, ka pedejais skaitlis ir parak liels, lai ta
tur spetu dzivot. Skaidrs, ka apskatitais modelis neder populacijas lieluma
aprakstam vairaku iemeslu del. Populacijas lielums nevar visu laiku pieaugt
kaut vai apdzivojamas platibas ierobezotibas del. Jarekinas ari ar partikas
krajumiem, slimibam, vecumu.

Modelus, kurus apraksta funkcija p(z) = rz un tas iteracijas, sauc par ek-
sponensialajiem modeliem. Ja r > 1, tad vienmer funkcijas iteraciju vertibas
klis aizvien lielakas un lielakas jebkadiem z > 0. Sadi modeli ilgstosai prog-
nozesanai nav reali. m

Piemers 1.2. Daudz realaks modelis populacijas prognozesanai ir tads,
kur$ izmanto logistisko funkciju h(x) = rxz(1l — x). Modelos, kas izmanto
logistisko funkciju, tiek pienemts, ka ir kaut kada absoluta maksimala robeza
populacijas lielumam un katrs konkretais populacijas lielums ir minéetas robezas
kaut kada dala. Tadejadi jebkurs populacijas lielums tiek definets ka skaitlis
no vienibas intervala [0; 1]. Pieméram, 0.4 nozimé, ka populacija ir sasniegusi
40% no maksimali iespejamas populacijas. Ja ar xy apzimejam populacijas
lielumu sakuma perioda, tad nakamaja laika perioda ta ir h(zg) = rzo(1—xo).



Reizinatajs (1 — z) atskir logistiskos modelus no eksponensialajiem. Kad x
tuvojas 1, Sis reizinatajs tuvojas 0. Varetu teikt ta: kad populacija klist
liela, ta pieaug lenak; sasniedzot noteiktu lielumu, ta sak samazinaties.

Apskatisim logistiskas funkcijas uzvedibu, lai prognozetu trusu populaciju
apgabala, kuras maksimalais trusu populacijas lielums ir 1000 trusi. Ap-
skatisim logistisko funkciju h(x) = 1.12(1 — x). Saja modell populacija,
kuras lielums ir 100 trusi, tiek reprezenteta ar skaitli 0.1. Acimredzami, ka
maksimala populacija 1000 trusi tiek reprezentéta ar 1o00 = 1, tapec k(1) = 0
— sasniedzot maksimalo populacijas Iimeni dzivnieki iet boja, jo nav baribas,
tudens, dzivesvietas. leverosim, piemeram, ja populacija ir savairojusies lidz
900 trusiem (0.9), tad nakama gada laika ta strauji samazinasies un paliks
tikai 99 trusi (h(0.9) =1.1-0.9-0.1 = 0.099).

Pienemsim, ka sakuma ir 8 trusi ka iepriekseja piemera. Ka izmainisies
populacijas lielums laika gaita?

x1 = h(0.008) ~ 0.009,

x9 = h%(0.008) =~ 0.01,

23 = h3(0.008) = 0.01,

24 = h*(0.008) ~ 0.011,

x5 = h3(0.008) & 0.012,
210 = h1°(0.008) ~ 0.018,
190 = h?°(0.008) = 0.037,
T100 — thO(OOOS) ~ 0.091.

Vienkarsi eksperimenti ar Microsoft Excel parada, ka populacijas lielums
laika gaita tieksies uz 0.090909, pie tam tas nav atkarigs no sakotnéjas
populacijas lieluma. Vai populacijas lielums konverges, vai uzvedisies savadak,
to nosaka logistiska attelojuma parametrs r. m

Lai grafiski raksturotu sistemas dinamiku, var izmantot ta saucamos fazu
portretus. Fazu portrets sastav no diagrammas, kura uzraditi iespejamie
siatemas sakuma stavokli un ar bultam tiek noradits, ka Sie stavokli mainas
ar funkcijas iteracijam.

Piemers 2.3. Apskatisim funkciju f(z) = 2. Funkcijas definicijas apga-
bals ir visi realie skaitli, kurus varam reprezentet ar taisni plakne. Funkcijai
ir divi nekustigie punkti: 0 un 1. Tos mes atzimesim ar punktiem uz skaitlu
taisnes. Talak ieverosim, ka visiem 0 < z < 1 funkcijas iteracijas f™(x)
tiecas uz 0, bet visiem =z > 1 funkcijas iteracijas laika gaita klust aizvien
lielakas (tiecas uz bezgalibu). So uzvedibu mes attelosim, uzziméjot bultu



no 1 virziena uz 0 un otru bultu no 1 virziena uz plus bezgalibu.

............
,,,,,,,,,,

1.1.z1m.

Kas notiek, ja x < 07 Vispirms varam ieverot, ka —1 ar f pirmo iteraciju
kliist par nekustigo punktu f(—1) = (=1)* = 1, tapec f*(-1) =1, n > 1.
Zimejuma to mes paradisim ar bultu no —1 uz 1. Punkti, kas atrodas starp
—1 un 0, ar f pirmo iteraciju tiek atteéloti intervala |0;1[ un pec tam ar
nakamajam f iteracijam tie tiecas uz 0. Lidzigi punkti, kas ir mazaki par
—1, ar pirmo f iteraciju tiek atteloti intervala |1; 400, bet péc tam tie ar f
iteracijam tie tiecas uz plus bezgalibu. Zimejuma mes to attelosim ar bultu
no negativajiem skaitliem uz atbilstosajiem pozitivajiem skaitliem. Visu So
informaciju esam apkopojusi 1.1.zimejuma, kuru tad art saucam par funkcijas
f(x) = 2? fazu portretu. m



NODALA NR. 2

Realu skaitlu topologijas 1pasibas

Anotacija. Realu skaitlu topologija: valejas kopas, nepartrauktas funkci-
jas, konvergentas virknes, akumulacijas punkti, slegtas kopas, blivas kopas.
Pamatdefinicijas un likumsakaribas.

Ta ka st kursa ietvaros pamata mes darbosimies ar reala mainiga funkcijam,
tad mums noderigi biis daudzi realu skaitlu topologijas jeédzieni. Viens no
dinamikas fundamentalakajiem jautajumiem ir punkta orbitas (punktu virk-
nes) x, f(x), f2(x), f3(z),... ipadibu izpete. Saja nolika ir jazin tadi jedzieni
ka konvergence, akumulacijas punkts, valgja kopa, slegta kopa, bliva kopa un
citi. Saja nodala apskatisim minétos jedzienus. Ja lasitajs ir labi pazistams
ar realu skaitlu topologiju, var So pamatjedzienu nodalu izlaist.

Definicija 2.1. Pienemsim, ka U ir realu skaitlu apakskopa. Kopu U
sauc par valeju kopu, ja jebkuram x € U eksiste tads pozitivs skaitlis € > 0,
ka no nevienadibas |z — y| < ¢ seko y € U.

Par skaitli € varam domat ka par attalumu. Piemeram, ja esam izvelejusies
valeju kopu U uz taisnes un punktu z € U, tad péc §is definicijas ir jaspej
atrast tadu skaitli € > 0, ka visi punkti, kas atrodas pa kreisi un pa labi no
x rinka ar centru z un radiusu ¢ ieksiene, pieder kopai U. Var teikt art ta:
visi punkti, kuri nav talak par e, pieder kopai U.

Definicija 2.2. Pienemsim, ka ¢ > 0. Kopu
Ne(z) ={yeR[|z—yl<e}

sauc par punkta x e-apkartni.

Par punkta x apkartnes punktiem varam domat ka par tadiem punktiem,
kas atrodas punktam x pietieckami tuvu. leverosim, ka |z — y| < € tad un



tikai tad, ja y €]z — g;x + ¢[. Tatad N.(z) =]z — €; 2 + €[, un mes varam «
apkartni vizualizet ar valeju intervalu, kura centrs ir x.

Apgalvojums 2.1. Kopa U ir valeja tad un tikai tad, ja katram z € U
eksiste tada e-apkartne, kas pilniba ietilpst kopa U:

VeeU Fe>0: N(zx)CU.

Apgalvojums 2.2. Reala skaitla jebkura apkartne ir valeja kopa.

Piemers 2.1.

a) Paradisim, ka valgjs intervals |a; b[ patiesam ir valeja kopa.

Pienemsim, ka x €]a; b[. Lai paraditu, ka ]a; b[ ir valgja kopa, nepieciesams
atrast tadu ¢ > 0, ka no |z —y| < € seko y €|a; b[. Izvelesimies € = min{|z —
al, |z — b} (citiem vardiem sakot, € ir attalums starp x un tuvako intervala
galapunktu). Taka a < x <b, tad € > 0. Ja |z — y| < ¢, tad

|z —y| <e < |z —al
Ta ka x > a, tad no ieprieksejas nevienadibas seko, ka
—rta<zr—y<z-—a.
Atrisinot So nevienadibu attieciba pret y, iegtisim
a<y<2xr—a.
Tatad a < y.
Lidzigi varam spriest, lai paraditu, ka y < b. Ja |[xr —y| < e un € =
min{|z — al, |z — b}, tad
lz —y| <e<|x—Dbl.
Ta ka x < b, tad no ieprieksejas nevienadibas seko, ka
r—b<zxr—y<b-—ux.
Atrisinot So nevienadibu attieciba pret y, iegtisim

2r —b<y<b.

Tatad y < b.m
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b) Paradisim, ka ir kopas, kuras nav valgjas. Piemeéram, racionalo skaitlu
kopa nav valeja kopa.

Pienemsim, ka z ir racionals skaitlis. Lai cik lielu vai mazu arl mes
neizveletos skaitli € > 0, vienmer eksistés tads iracionals skaitlis z, kurs
atrodas tuvak: |r — z| < e. levéerojot Apgalvojumu 2.1, racionalo skaitlu
kopa nav valeja kopa.m

Pamatobjekts 1 kursa ietvaros ir funkcija. Talak uzskaitisim vairakus ar
funkcijam un to nepartrauktibu saistitos jedzienus un rezultatus bez piera-
dijumiem.

Definicija 2.3. Trijnieku f = (X,Y,G), kur G C X x Y, sauc par
funkeciju (lieto art vardu ” attelojums’ ), ja visiem kopas G elementiem (x,y),
(x,z) ir speka vienadiba y = z. Kopu X sauc par funkcijas f starta (jeb
izejas) kopu, Y — par f finisa (jeb ieejas) kopu, bet G — par f grafiku.

Ja (z,y) € G, tad lieto pierakstu f(x) =y. Visparigs pieraksts f: X —
Y norada, ka f ir funkcija ar starta kopu X un finisa kopu Y. Parasti sada
pieraksta tiek domats, ka funkcija ir defineta jebkura kopas X punkta.

Elementu z € X sauc par funkcijas f argumentu vai neatkarigo mainigo,
bet y € Y — par atkarigo mainigo. Saja situacija saka ari, ka elementa
attéls ir elements y, bet elementa y pirmtels ir elements x.

Ja X =Y, tad saka, ka funkcija f attelo kopu X sevi.

Par funkcijas f : X — Y definicijas apgabalu (angliski ” domain”) sauc
kopu

Dom(f) ={ze X[IyeY ((z,y) €G)},

par funkcijas f: X — Y vertibu apgabalu (angliski ” range”) sauc kopu
Ran(f) = {y €Y |3z € X ((z,9) € G) }

Ja X C R, tad funkciju f : X — Y sauc par reala mainiga funkciju; ja
Y C R, tad medz teikt, ka f: X — Y ir realvertiga funkcija.

Definicija 2.4. Funkciju f = (XY, G) sauc par visur definetu, ja Vo €
X dyeY ((z,y) € G).

Definicija 2.5. Funkciju f : X — Y sauc par sirjekciju, ja Ran(f) =Y.

Definicija 2.6. Funkciju f : X — Y sauc par injekciju, ja dazadiem
elementiem x1, o € X atbilst atskirigi elementi f(xy), f(z2) € Y, t.i., 21 #
Ty = f(a1) # f(22).
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Definicija 2.7. Ja visur definets attelojums f : X — Y vienlaicigi ir
gan sirjekcija, gan injekcija, tad to sauc par bijekciju.

Piemeram, funkcija f : R — R, f(z) = 2x 4 1 ir visur definéta, ta ir gan
sirjekcija, gan injekcija, tapec bijekcija, bet f: R — R, f(z) = 2? ir visur
defineta, bet nav ne sirjekcija, ne injekcija.

Par nepartrauktam funkcijam parasti uzskatam tadas, kuru grafiki ir
nepartrauktas Iinijas. Bet tomer vispariga gadijuma ta ir ne vienmer. Pieméram,
funkcija f : Z — Z, kas definéta ar vienadibu f(z) = 3z + 5, ir nepartraukta
funkcija, bet tas grafiks sastav no atseviskiem punktiem.

Pienemsim, ka D, C C R.

Definicija 2.8. Pienemsim, ka f: D — C un xy € D. Funkciju f sauc
par nepartrauktu punkta g, ja

Ve>030>0Ve e D: |xg—2x| <d=|f(xg) — fz)] <e.

Funkciju sauc par nepartrauktu kopa D, ja ta ir nepartraukta jebkura kopas
D punkta.

Dazkart nepartrauktibas 1pasibas izmantoSana var noderet sada lemma:

Lemma 2.1. Funkcija f ir nepartraukta punkta p tad un tikai tad, ja
jebkuriem ¢ un d, kuriem izpildas nevienadiba ¢ < f(p) < d, eksiste tads
0 >0, ka

Ve € Domf: x €lp—0;p+d]=c< f(zx) <d.

Teoréma 2.1. (Starpvertibu teorema) Pienpemsim, ka f ir nepartraukta
funkcija intervala [a;b]. Ja p ir skaitlis starp f(a) un f(b), tad

dc € [a;0] : f(c) =p.

Citiem vardiem sakot, nepartraukta funkcija sasniedz jebkuru vertibu starp
divam savam vertibam.

Definicija 2.9. Pienemsim, ka f : D — C un funkcijas vertibu apgabals
Ranf = f(D). Funkciju g : f(D) — D sauc par funkcijas f inverso funkciju,
ja visiem x € D: (go f)(x) = g(f(z)) = z. Funkcijas f inverso funkciju
parasti apzime ar 1.

Apgalvojums 2.3. Funkcijai eksiste inversa funkcija tad un tikai tad,
ja ta ir injekcija.
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Teorema 2.2. Funkcija f : R — R ir nepartraukta tad un tikai tad, ja
jebkurai valejai kopai U C R tas pirmtels f~1(U) ir valeja kopa.

Definicija 2.10. Funkciju, kura ir nepartraukta bijekcija un kuras in-
versa ir nepartraukta funkcija, sauc par homeomorfismu.

Tikpat svarigas ka valejas kopas jedziens matematika nozimigs ir slegtas
kopas jedziens. Lai to definetu, noskaidrosim virknes konvergences un aku-
mulacijas punkta jedzienus.

Definicija 2.11. Pienemsim, ka x1, x9, x3, ... ir realu skaitlu virkne.
Saka, ka virkne (z,),en konverge uz x, ja

Ve>03INeNVE>N: |z —x <e.
Saka, ka virkne (z,),en konverge uz bezgalibu jeb diverge, ja

VM >03dN e NVE > N: 2, > M.

Definicija 2.12. Pienemsim, ka S ir realu skaitlu apakskopa. Realu
skaitli x sauc par kopas S akumulacijas punktu, ja jebkura punkta x apkartne
satur kopas S punktu, kurs nesakrit ar x.

Apgalvojums 2.4. Pienemsim, ka S ir realu skaitlu apakskopa. Sekojosi
apgalvojumi ir ekvivalenti:

a) Punkts x ir kopas S akumulacijas punkts.

b) Katram ¢ > 0 eksiste tads y € S, ka 0 < |z —y| < e.

c) Eksiste kopas S punktu virkne, kuras visi elementi ir atskirigi no x un
kura konverge uz x.

Piemers 2.2. Iracionalais skaitlis x = 0.1234567891011121314151617...
ir racionalu skaitlu kopas akumulacijas punkts. Lai to ieraudzitu, definejam
racionalu skaitlu virkni: x; = 0.1, 2o = 0.12, x3 = 0.123, 24, = 0.1234,...,
rp = 0.1234...n,... . Skaidrs, ka &1 virkne konverge uz z. Péc Apgalvojuma
2.4 ¢) punkts z ir racionalu skaitlu kopas akumulacijas punkts. m

Definicija 2.13. Kopu sauc par slegtu, ja ta satur visus savus aku-
mulacijas punktus.

Piemers 2.3.
a) Slegts intervals I = [a;b] ir slegta kopa. Pieradijumu veiksim no pretéja:
paradisim, ja x nepieder intervalam I, tad x nav kopas I akumulacijas
punkts.
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Pienemsim, ka = ¢ [. Tada gadijjuma x < a vai b < z. Ja x < a, tad
a — x ir pozitivs skaitlis, varam apliikot punkta x apkartni ar radiusu a — x:
U(z) =]z — (a — z);2 + (a — x)[=]2x — a;a]. Ta ka §1 apkartne nesatur
nevienu punktu no intervala [a;b], tad z nav intervala [a;b] akumulacijas
punkts. Lidzigi var pieradit, ja b < z, tad = nav intervala [a; b] akumulacijas
punkts. m

b) Racionalu skaitlu kopa nav slégta, jo Pieméra 2.2 meés paradijam, ka
eksiste tada racionalu skaitlu virkne, kura konverge uz iracionalu skaitli.
Tadejadi racionalo skaitlu kopa nav ne valgja, ne slegta realo skaitlu kopa.
u

Ja A ir realu skaitlu kopa, tad par kopas A papildinajumu A realo skaitlu
kopa sauc kopu no visiem tiem realiem skaitliem, kuri neietilpst kopa A.
Valgjas un slegtas kopas saista sakariba.

Apgalvojums 2.5. Kopa ir valgja tad un tikai tad, ja tas papildinajums
ir slegta kopa.

Apgalvojums 2.6. Piegemsim, ka {A,|n = 1,2,3,...} ir valgju kopu
kopa. Tad UA,, ir valeja kopa. Ja kopa satur valejas kopas galiga skaita, tad
NA, ir valgja.

Pienemsim, ka {B,, |n = 1,2,3, ...} ir slegtu kopu kopa. Tad NB,, ir slegta
kopa. Ja kopa satur slegtas kopas galiga skaita, tad UB,, ir slegta.

Pedejais svarigais jedziens ir bliva kopa.

Definicija 2.14. Pienemsim, ka A ir kopas B apakskopa. Kopu A sauc
par blivu kopa B, ja jebkurs B punkts ir A akumulacijas punkts vai kopas A
punkts (iesp€jams, izpildas arT abi nosacijumi vienlaikus).

Apgalvojums 2.7. Pienemsim, ka A ir kopas B apakskopa. Sekojosi
apgalvojumi ir ekvivalenti:

a) A ir bliva kopa B.

b) Katram = € B un katram ¢ > 0 eksiste tads y € A, ka |z —y| < e.

¢) Katram punktam x € B eksiste tada virkne no kopas A elementiem,
kura konverge uz x

Piemers 2.4. Racionalo skaitlu kopa ir bliva realo skaitlu kopa. Lai to
paraditu, pietiekami pieradit, ka jebkurs iracionals skaitlis ir racionalu skaitlu
kopas akumulacijas punkts.

Iracionalo skaitli apzimesim Sadi: t = x.titotsty..., kur ar zvaigzniti
apzimeta skaitla ¢ vesela dala, bet ttot3t,... ir dalveida dala. Racionalo
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skaitlu virkni definesim sadi:

T = *.tl
To = *.tltg
T3 = *.t1t2t3

Tp — *.tltztg...tn

Skaidrs, ka §1 virkne konverge uz t. Péc Apgalvojuma 2.7. ¢) racionalo skaitlu
kopa ir bliva realo skaitlu kopa. m



NODALA NR. 3

PERIODISKI PUNKTI UN
STABILITATES KOPAS

Anotacija. Dazas nekustigo punktu teoremas realam funkcijam (Brauera
teoremas vienkarsota versija). Periodiski punkti. Eventuali nekustigie punkti
un periodiskie punkti. Stabilitates kopas. Teorema par atskirigu periodisko
punktu stabilitates kopu neskelsanos. Grafiska analize.

Saja nodala més noskaidrosim vienkarsakos diskrétas dinamiskas sistémas
uzvedibas tipu raksturosanas panemienus. Vispirms pienemsim, ka funkci-
jas vertibu kopa ir definicijas apgabala apakskopa. Iznemumi tiks atrunati
atseviski.

Definicija 3.1. Pienemsim, ka f : X — X ir funkcija, kas defineta kopa
X. Ja f(c) = ¢, tad punktu ¢ sauc par funkcijas f nekustigo punktu.

Reala mainiga funkcijai ir nekustigais punkts ¢ tad un tikai tad, ja (c,c)
ir funkcijas grafika punkts. Citiem vardiem sakot, funkcijai f ir nekustigais
punkts ¢ tad un tikai tad, ja tas grafiks krusto taisni y = = punkta (c, c).

Nekustigie punkti ir vieni no svarigakajiem punktiem funkcijas dinamikas
izpete. Pirmaja lekcija mes apliikojam funkciju f(z) = —23, kurai ir nekustigais
punkts 0, kurs pievelk visus punktus no valgja intervala |-1;1[ ar funkcijas
iteracijam. Mes redzesim, ka daudzas dinamiskajas sisemas nekustigie punkti
speles lidzigu lomu. Brauera teoremas vienkarsota versija realvertigam funkcijam
palidzes lokalizet nekustigos punktus.

Teoréma 3.1. Pienemsim, ka [a;b] ir slégts intervals un f : [a;b] —
[a; b] ir nepartraukta funkcija. Tada gadijuma funkcijai f eksisté nekustigais
punkts intervala [a; b].
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Pieradijums. Ja f(a) = a vai f(b) = b, tad pieradijums pabeigts. Tapec
pienemsim, ka a un b nav funkcijas f nekustigie punkti.

Defingjam intervala [a; b] jaunu funkciju g(x) = f(x)—x — ta ir nepartraukta
funkcija ka nepartrauktu funkciju starpiba. Ta ka f(a) # a un f(a) € [a; ],
tad f(a) > a. Lidzigi f(b) < b. Tada gadijjuma

g(a) = f(a) —a>0un g(b) = f(b) —b < 0.

Ta ka ¢ ir nepartraukta funkcija, tad pec nepartrauktu funkciju ipasibam,
precizak, pec starpvertibu teoremas:

dc € [a;0] - g(c) =0.
Bet tas nozime, ka g(c¢) = f(¢) —c=0 = f(c)=c. m

Piemers 3.1. Funkcija f(z) = 1 — 2? ir nepartraukta intervala [0;1]
un ta So intervalu attelo sevi, tapec Sai funkcijai pec Teoremas 3.1 eksiste
nekustigais punkts. Teorema neko nepasaka, ka atrast nekustigo punktu.

Realu funkciju gadijuma fakta konstatesanu par nekustiga punkta eksis-
tenci var panakt arl ar grafiskam metodem: atliek uzzimet dotas funkcijas
grafiku apskatamaja intervala un uzzimet taisni y = x, abu grafiku krust-
punkti norada uz nekustigajiem punktiem (3.1.z1mejums).

Y
y =
ya N AN
Y 7/l ETTTRRRTRNES 4
/ N\
/ HERN
Vs AN
/ N \
/ : \
/ .
/ : \
/ : \
/ * \
i/
/ € \\ iy
3.1. zim.

Ja mums ir zinama funkcijas analitiska izteiksme, tad, pielidzinot x-am,
varam risinat vienadojumu f(x) = x un atrast nekustigos punktus. Diemzel
vispariga gadijuma §1 vienadojuma atrisinasana var buit problematiska.

Piemera sakuma apskatitajai funkcijai nekustigos punktus var atrast viegli:

—1+v1+4 1 5

2

1— 22
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Ta ka —5 — \/75 ¢ [0;1], tad funkcijas f(z) = 1 — z? vienigais nekustigais
punkts ir —3 + ‘/75 ~0,6€[0;1]. m

Teoréma 3.2. Pienemsim, ka [a; b] ir slégts intervals un f : [a;b] — R ir
nepartraukta funkcija. Ja [a;b] C f([a;b]), tad eksiste funkcijai f nekustigais
punkts intervala [a; b].

Pieradijums. Ta ka [a;b] C f([a;b]), tad

de,d € [a;b) 0 f(e) =aun f(d) =0.

Ja a = c vai d = b, pieradijums pabeigts. Ja ne, tad a < ¢ < b un a <
d < b. Defingjam funkciju g(z) = f(x) — =, ta ir nepartraukta funkcija ka
nepartrauktu funkciju starpiba. Atliek ieverot, ka

g(c) = f(e) —c<0un g(d) = f(d) —d > 0.

Pec starpvertibu teoreémas seko, ka eksiste tads e starp ¢ un d, ka g(c) = 0,
tad art f(e) =e. m

Atgadinasim, ka pirmaja lekcija mes apskatijam funkciju f(z) = —a3,

kurai ir nekustigais punkts 0. Ar1l punktu 1 un -1 uzvediba liekus vardus
neprasa, f attelo 1 par -1 un -1 par 1. Sadus punktus 1 un -1 mes sauksim
par periodiskiem punktiem un kopu {—1, 1} par periodisku orbitu.

Definicija 3.2. Punktu x sauc par funkcijas f periodisku punktu ar
periodu k, ja f¥(r) = z. Citiem vrdiem, punkts z ir f periodisks punkts ar
periodu k, ja tas ir f*¥ nekustigais punkts.

Periodiskam punktam z ir pirmperiods ko, ja f*(x) = z un f*(z) # =,
0 <n < ky. Tas ir, periodiskam punktam ir pirmperiods kg, ja tas atgriezas
starta vieta pirmo reizi tiesi pec ky funkcijas f iteracijam.

Kopu no punkta x visam iteracijam sauc par x orbitu.

Ja x ir periodisks punkts, tad to un ta iteracijas sauc par periodisku orbitu
vai periodisku ciklu.

Definiciju ilustrésim ar funkcijas f(z) = —23 palidzibu. Punkti 1 un -
1 veido periodisku orbitu ar pirmperiodu 2. {—1, 1, 0} ir punktu kopa ar
periodu 2, bet kopa {—1, 1} ir punktu kopa ar pirmperiodu 2. 0 ir vienigais
nekustigais punkts. 0 orbita ir {0}. Punkta 2 orbita ir {2, —23, 29 —227 ..}

Funkcijai var but vairaki nekustigie vai periodiskie punkti. Funkcijai
f(x) = x nekustigs ir jebkurs punkts, kamer funkcijai g(z) = —z visi punkti,
iznemot 0, ir periodiski punkti ar pirmperiodu 2. Talak mes redzesim, ka pie
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noteiktam r vertibam funkcijai h(z) = rx(1 — ) eksiste periodiski punkti ar
jebkuru pirmperiodu.

leverosim, ka funkcijai h(x) = 4z(1 — ) nekustigais punkts ir 0. Punkts
1 nav nekustigs, bet h(1) = 0 un ta nakamaja iteracija tas ir nekustigs. Ar1
h(3) = 1 un h*(3) = 0. Var atrast arT citus punktus, kuriir nekustigi pec
noteikta skaita iteracijam.

Definicija 3.3. Punktu z sauc par funkcijas f eventuali nekustigo punktu
(eventually fized point), ja

IN Vn >N  f"(z) = ().

Punktu x sauc par funkcijas f eventuali periodisko punktu ( eventually peri-
odic) ar periodu k, ja

N VYa >N ") = f(2).

Piemeéram, funkcijas g(z) = | — 1| punkti 0 un 1 veido periodisku ciklu.
Ta ka ¢g(2) = 1, tad 2 ir eventuali periodisks. Faktiski jebkurs vesels skaitlis
ir eventuali periodisks.

Funkcijai f(x) = —x* ir nekustigais punkts 0 un periodisks cikls no -1 un
1. Ka raksturot parejos punktus? Piemeram, punkta % orbita ir neierobezota

virkne %; —2%; 2%; .... Jasecina, ka % nav periodisks punkts un nesasniedz 0,

3

bet tikai tai tuvojas tuvak un tuvak. Saja gadijuma mes teiksim, ka % ir
asimptotiski ekvivalents punktam 0.

Definicija 3.4. Pienemsim, ka p ir funkcijas f periodisks punkts ar
periodu k. Punktu x sauc par asimptotiski ekvivalentu punktam p (forward
asymptotic), ja virkne z, f¥(x), f?*(x), f3*(z),... konverge uz p. Citiem
vardiem sakot, lim ™ (z) = p.

Par punkta p stabilitates kopu (stable set) W*(p) sauc kopu, kas sastav
no visiem tiem punktiem, kuri ir asimptotiski ekvivalenti punktam p.

Ja virkne |z|, | f(2)|, |f*(@)], | f3(2)],... aug neierobezoti, tad x ir asimp-
totiski ekvivalents bezgalibai (forward asymptotic to infinity). Bezgalibas sta-
bilitates kopa (stable set of infinity) W*(oo) satur visus tos punktus, kuri ir
asimptotiski ekvivalenti bezgalibai.

Piemers 3.2. Funkcijai f(z) = —2°

0 stabilitates kopa ir W*(0) =] — 1;1];
bezgalibas stabilitates kopa ir W*(0o0) =] — oo; —1[U]1; +o0l;

ir Sadas stabilitates kopas:
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-1 stabilitates kopa ir W9(—1) = {—1};
1 stabilitates kopa ir W5(1) = {1}.
Bez tam nav jegas diskutet par citu punktu stabilitates kopam, jo funkcijai
f nav citu periodisku punktu. m

Piemera mes taktiski pienemam, ja punkts ir viena periodiska punkta sta-
bilitates kopa, tad tas nevar bit cita atskiriga periodiska punkta stabilitates
kopa. Ta nav nejausiba, bet gan likumsakariba.

Teorema 3.3. Atskirigu periodisku punktu stabilitates kopas neskelas,
t.i., ja py un py ir periodiski punkti un p; # po, tad W3(py) N W (py) = 0.

Pieradijums. Pieradijums tiek veikts no preteja. Pienemsim, ka f ir
funkcija ar periodiskiem punktiem p; un p, ar atbilstoSiem periodiem k; un
ko. Ms paradisim, ja W5 (p1) N W5 (py) # 0, tad p; = po.

Pienemsim, ka z € W9(p;) N W5 (py). Tad

Ve >0 HNl,NQ EN: Yn> N, = ’pl —fnk1<33)| <
Vn > Ny = |py — f™2(z)] <

NN NI

Ja M > max{Nj, Ny}, tad jebkuram n > M izpildas abas nevienadibas,
tapec

[p1 — po| = [p1 — [™™F2 (@) + frRrR2(z) — po| <

<|p1— frER (@) + [Pk (z) —po| < S+ 5 =

Ta ka mes esam paradijusi, ka attalums starp p; un py ir mazaks par jebkuru
€ > 0, robezgadijuma tas nozime, ka p; = py. legiita pretruna. m

Tagad, kad esam definejusi periodiskus punktus, eventuali periodiskus
punktus un stabilitates kopas, mes varam klasificet lielako dalu vienkarsu
dinamisku sistemu. Misu pirma piemer funkcijas f(z) = —a® definicijas ap-
gabala punkti sadalami triju tipu punktos: nekustigais punkts 0, periodiskie
punkti 1 un -1, ka ar1 0 un oo stabilitates kopu punkti. Talak redzesim, ka ne
visas sistemas var tik vienkarsi raksturot. Mums vajadzes jaunus lidzeklus
un idejas, lai klasificetu pat tik vienkarsas funkcijas ka h(z) = 4z(1 — x) di-
namiku. Viens no vienkarsakajiem lidzekliem ir atrodams grafiskaja analize.

Ka norada pats vards, grafiska analize izmanto funkcijas grafiku, lai
studetu tas dinamiku.

Piemers 3.3. Mes apskatisim funkcijas f(r) = z® dinamikas izpeti.
Uzzimesim taisni y = x tajas pasas koordinatu asis. Saksim ar punktu a (vai
(a,a)) (skatit 3.2.ziméjumu). No §1 punkta novelkam vertikalu lmiju Iidz f
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grafikam — tas ir punkts (a, f(a)). Velkam horizontalu Iiniju Iidz y = =,
kas krustojas punkta (f(a), f(a)). Turplnot So procesu, atradisim punktu

(f(a), f3(a)), utt., redzam, ka f"(a) —, oo 0

Y

1*

(a, f(a))

f*(a)

(f(a), f*(a))

f*(a)

(f*(a), f*(a))

/ a 1 T

3.2. z1m.

Var redzet, ka jebkura punkta no intervala |0; 1] iteracijas konverge uz
0. Var parliecinaties, ka W9(0) =] — 1; 1] un W¥(o00) =] — oo0; —1[U]1; +o0.
Protams, W5(1) = {1} un W95(—1) = {-1}.



NODALA NR. 4

SARKOVSKA TEOREMA

Anotacija. Teorema par nepartrauktu funkciju, kurai eksiste periodisks
punkts ar periodu tris. Sarkovska sakartojums. Sarkovska teorema.

Apskatisim funkciju p(z) = —%x2 + gx + 1. Viegli redzet, ka p(0) = 1,
p(1)=—=3+324+1=2p(2)=—3-4+3-24+1=0. Tatad {0, 1, 2} ir orbita
ar periodu 3. Ir sapratigi vaicat, cik citu periodisku punktu ir funkcijai p(x)
un kadi tiem ir pirmperiodi. Uz $So jautajumu daleju atbildi dod sekojosa
ieveribas cieniga teorema.

Teorema 4.1. Jareala mainiga nepartrauktai funkcijai eksiste periodisks
punkts ar pirmperiodu tris, tad tai eksiste periodisks punkts jebkuram pirm-
periodam. Tas ir, jebkuram naturalam skaitlim n eksiste funkcijas periodisks
punkts ar pirmperiodu n.

Pieradijums. Pienemsim, ka nepartrauktai funkcijai f orbita {a, b, c}
ir ar periodu 3. Nemazinot visparigumu, pienemsim, ka a < b < c¢. Iespejami
divi gadijumi: f(a) = b vai f(a) = c¢. Més apskatisim situaciju f(a) = b, tad
f(b0 = c un f(c) = a. Situaciju ar f(a) = ¢ pierada analogi.

Apzimesim [y = [a;b] un I, = [b;¢]. No starpvertibu teoreémas seko, ka
fllo) D I, f(Ih) D 11, f(I1) D I,. Taka f(I,) D I, tad funkcijai f eksiste
nekustigais punkts intervala I; (pé Teoremas 3.2), t.i., funkcijai f eksiste
periodisks punkts ar pirmperiodu 1.

Pienemsim, ka n > 1. Mums japarada, ka funkcijai f eksiste periodisks
punkts ar pirmperiodu n. Ta ka punktam a ir pirmperiods 3, tad gadijums
n = 3 ir uzskatams par dotu un mes talak pienemsim, ka n # 3. Lai atrastu
piemerotus periodiskus punktus prieks n, mes izmantosim slegtu ieklautu
intervalu virkni I; = Ay D A; D Ay D ... D A,, ar sekojosam 1pasibam:

1) AQ = ]1,
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2) f(Ag) = Ap1, k=1,2,..,n = 2;
3) fH(Ap) =6, k=1,2,. 2;
4) [ Anmr) = Io;

5) ["(An) = L.

Vispirms paradisim , ka no So kopu eksistences seko, ka kopa A, eksiste
periodisks punkts ar pirmperiodu n. Tad pieradisim, ka sada intervalu virkne
eksiste.

Ta ka A, C I, tad no 5) ipasibas f™(A,) = I; un nekustigo punktu
Teoremas 3.2 seko, ka funkcijai F™ eksisté nekustigais punkts kopa A,. Tas
ir ekvivalents apgalvojums par funkcijas f periodiska punkta p ar periodu
n kopa A,, eksistenci. Izmantosim parejas Cetras 1pasSibas, lai paraditu, ka p
pirmperiods ir n.

Pienemsim, ka p ir periodisks punkts no A,, ar periodu n. Taka A, C I,
tad p € [b;c] = I;. Atzimesim, ka no 3) ipasibas seko, ka punkti

Fp)s f2(p), s f72(p) € L = [b5d],
un no 4) 1pasibas seko, ka
7 p) € Io = [a;b).
Paradisim, ka p # b vai p # ¢ no preteja. Ja p = ¢, tad
fp) = flc)=ad L.

Taka f"!(p) ir vieniga punkta p iteracija starp pirmajam punkta p iteracijam,
kura nepieder intervalam [, tad varetu but, ka n = 2. Bet ta ir pretruna ar
faktu, ka punkta ¢ pirmperiods ir 3, tatad p # c¢. Lai ieraudzitu, ka p # b,
ieverosim, ja p = b, tad n = 3, jo f?(p) = a, kas nepieder I;, un vieniga
iteracija no p pirmajam n iteracijam, kas nepieder Iy, ir f"~!(p). Ta ka mes
pienemam, ka n # 3, tad jasecina, ka p # b. Tatad p €]b; c[C I;.

Ta ka f*(p) € Io[a; b], kas neskelas ar |b; c[, tad f"~1(p) # p, tapec p
nav ar pirmperiodu n — 1. Ja p pirmperiods biitu mazaks par n — 1, tad no
3) 1pasibas un fakta, ka p # b, ka ar1 p # ¢, sekotu, ka punkta p orbita ir
ieklauta intervala |b; c| ieksieng, kas ir pretruna ar 4) ipasibu. Tatad punktam
p ir pirmperiods n. Tapec, ja slegtu kopu virkne ar uzraditajam prasibam
eksiste, tad eksiste punkts p ar pirmperiodu n.

Lai pabeigtu pieradijumu, mes demonstresim, ka slegtu kopu virkne ek-
siste katram naturalam skaitlim n > 1. Lai to izdaritu, izmantosim lemmu.



23

Lemma 4.1. Ja f([a;b]) D [¢;d] un f ir nepartraukta funkcija, tad
eksiste tads intervals [o; 3] C [a; 0], ka f([a; 5]) = [c: d].

Pieradijums. saskana ar teoremu par nepartrauktas funkcijas starpvertibam
Jag € [a;b] : f(ag) =c un Iby € [a;b] = f(by) = d.

Konkretibas labad pienemsim, ka ag < by (ja ag > by, pieradijums analogs).
Atrodam
a = sup{a; € [ag; bo] | fa;) =c},

3 = nf{b; € [a;bo] | f(bi) = d }.

Péc teoremas par nepartrauktas funkcijas starpvertibam:

f(a; B]) D [ d].

Japarada, ka izpildas ieklavums ar1 uz otru pusi. No preteja pienemsim, ka

Fyelmpl: fly) <e

Taka f(08) =d, tad f([v;5]) D [¢;d] — tas nozime, ka 3a’ € [y; 3] : f(d') =
c. Lidz ar to
a' € {a; € lag; bo] | f(a;) = ¢} un
a' > a = sup{a; € [ag;bo] | < f(a;) = c}.

leguta pretruna.

Ja f(v) > d, pieradijums analogs. m

Teoremas 4.1 pieradijuma turpinajums. Tatad pienemsim, ka n €
N un n > 1. Apskatisim slegto ieklauto intervalu virknes iespejamibas ek-
sistenci.

Acimredzami, ka Ay mes varam izveleties ta, lai Ay = I; un 1) 1pasiba ir
izpildita.

Ta ka Ay = [, un f(I;) D I, tas ir, musu apzimejumos f(Ag) D Ao,
tad no Lemmas 4.1 seko tadas kopas A; C Ay eksistence, ka f(A4;) = Ao.
Talak no A; C Ag seko, ka f(A;) = Ag D A;. Savukart no & ieklavuma
pec Lemmas 4.1 seko tadas kopas Ay C A eksistence, ka f(Ay) = A;. Mes
varam Sadi turpinat un definet A, visiem k = 1,2, ...,n — 2. Katra gadijuma
mes atradisim tadu Ay C A1, ka f(Ag) = Ax_1, k= 1,2,...,n — 2, ka tas
ir prasits 2) ipasiba. leverosim, ka f(Ay) D Ay katram k, tapec no Lemmas
4.1 seko, ka so proceduru intervalu Ay definésana var turpinat nepartraukti.
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Lai demonstretu 3) ipasibu, ieverosim, ka no 2) ipasibas seko

F2H(Ar) = f(f(Ar) = f(Ar1) = Apa,
PP(AR) = f(f2(AR)) = f(Ar—2) = Ap_s,

P A = F2(A0) = F(Ar) = f(A2) = Ay,
RA) = (Y A)) = f(A) =Ag =1, k=1,2...,n—2

Lai definetu A,,_; ar 4) 1pasibu, ieverosim

N An) = fF("2(Anm2)) = f(I).

Ta ka f(I;) D Iy, meés zinam, ka f" (A, _2) D I,. Tad pec Lemmas 4.1
eksiste tada kopa A, 1 C A,_s, ka f"1(A,_1) = I,. Visbeidzot

Ay = F(f" A1) = f(Io) wn f(Lo) € Iy = f"(Ap—1) D 1.

Visbeidzot, atkal izmantojot Lemmu 4.1, secinam nepieciesamo 5) 1pasibu

E'An C An—l . fn(An> = Il..

ST teoréma ir tikai specialgadijums daudz visparigakai teorémai, kuru
1964.gada pieradijis A.N.Sarkovskis. Sis interesantais un briniskigais rezultats
ir atkarigs tikai no funkcijas nepartrauktibas. Bet nozimigs ir veselo skaitlu
sakartojums.

Teorema 4.2 (Sarkovskis, 1964). Pienemsim, ka f ir reala mainiga
nepartraukta funkcija un ka funkcijai f eksisté periodisks punkts ar pirm-
periodu n. Ja n > m Sarkovska sakartojuma, tad funkcijai f eksisté arT
periodisks punkts ar pirmperiodu m.

Definicija 4.1 (Sarkovska sakartojums). Sarkovska sakartojums naturaliem
skaitliem ir sads:

357> ..223=2-5%=2.7»...=22.3=22.5=22.7 .

U/ B L S LN () S B L) S

Relacija a > b dod a prieksroku par b. Kad pieraksta sakartojumu,
tad visi nepara skaitli, iznemot 1, tiek sakartoti augosa seciba, tad seko
dubultoti nepara skaitli, tad c¢etrkarSoti nepara skaitli, utt., sakartojumu
nosledz divnieka pakapes dilstosa seciba.
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Jebkuru naturalu skaitli var atrast tiesi vienu reizi Sarkovska sakartojuma.

Sarkovska teoremu Seit nepieradisim, tas iziet arpus kursa satura.

Ja var paradit, ka, piemeram, funkcijai nav periodisku punktu ar pirm-
periodu 4, tad tas nozimé, ka nav arT paréjo, kas lielaki par 4 Sarkovska
sakartojuma.

Piemeram, var uzzimet funkcijas

h(z) =3,2z(1 —x)

grafiku, konstruet §is funkcijas otras un ceturtas iteracijas grafikus un ierau-
dzit, ka h*(x) nav jaunu nekustigo punktu, ir tikai tie pasi, kas h(x) un h%(z),
tatad Sai funkcijai ir tikai periodiski punkti ar pirmperiodu 1 un 2. Ka tas
ir ta, laujam parbaudit pasam lasttajam.



NODALA NR. 5

DIFERENCEJAMIBA UN TAS
SEKAS

Anotacija. Funkcijas atvasinajums. Videjas vertibas teoréma (Lagranza
teorema). Teoremas par funkcijas atvasinajuma periodiskaja punkta ietekmi
uz stabilitates kopu. Pievelkosi un atgrudosi periodiskie (nekustigie) punkti.

Daudzos gadijumos mes bez 1pasas atsauksanas uz So faktu, izmantojam
funkcijas, kuras ir diferenceéjamas. Saja nodala mes noskaidrosim, ka funkci-
jas atvasinajums ietekme tas dinamiku. Vispirms atgadinasim lasitajam, kas
ir diferencejama vienanargumenta reala mainiga funkcija.

Definicija 5.1. Pienemsim, ka [ ir intervals, f : I — R, a € I. Funkciju
f sauc par diferencejamu punkta a, ja eksiste robeza

S~ fla)

z—a T —a
Saka ar1, ka funkcija ir atvasinama punkta a, ja eksiste ieprieks mineta robeza.
Robezu apzimeé ar f’(a) un 8o skaitli sauc par funkcijas f atvasinajumu
punkta a.

Funkcija ir diferencejama kada kopa, ja ta ir diferencejama jebkura Sis
kopas punkta.

Matematiskas analizes pamatkursa tika paradits, ka diferencejama funkcija
punkta a ir arT nepartraukta Saja punkta. Loti svarigs rezultats, ko mes li-
etosim vairakkartigi talak, ir videjas vertibas teorema jeb Lagranza teorema.

Teoréma 5.1 (Videjas vertibas jeb Lagranza teorema). Ja funkcija f :
la;b] — R ir diferencéjama intervala [a; b, tad

Geelah]: fb) - fla) = Fe)(b—a).
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Izmantojot So rezultatu, var pieradit stipraku rezultatu ka nekustigo
punktu Teoremas 3.1 un 3.2.

Teorema 5.2. Pienemsim, ka [ ir slegts intervals, f : I — R ir difer-
encejama funkcija, f(I) C I un visiem x € [ izpildas |f'(z)] < 1. Tad
funkcijai f eksisté viens vienigs nekustigais punkts intervala I. Pie tam
Ve,y € T (v # y) @ |f(z) — fy)| < |z —y|, t.i., funkcija ir stingri
neizstiepjosa.

Pieradijums. Funkcija f ir diferencejama intervala I, tapec ta ir nepartraukta
intervala I. Pec teorémas nosacijumiem f : I — I, tapéc, ieverojot nekustigo
punktu Teoremu 3.1, funkcijai f eksiste nekustigais punkts intervala I.

Vispirms pieradisim, ka f ir stingri neizstiepjosa funkcija, nekustiga punkta
unitate sekos no §is 1pasibas.

Izvelamies patvaligus punktus x,y € I, x # y, * < y. Pec Videjas
vertibas teorémas

f@) — fly)

de€fzyl: fllo)= p—y

Protams, vienadiba izpildisies arT tad, ja apskatisim abas vienadibas puses ar
moduliem. Taka c € [z;y] C I, tad |f'(c)| < 1, tapec |f(x)— f(y)] < |z —y].
Pienemsim, ka p; un ps ir divi atskirigi nekustigie punkti, tad pec tikko
pieradita
[p1 — p2| = [f(p1) — f(p2)| < |p1 — pal.
[egtita pretruna nosledz pieradijumu. m

Vispariga gadijuma teoréma nav speka valéja intervala.

Pienemot, ka funkcija ir diferencejama, mes varam izdarit vairakus speci-
fiskus apgalvojumus par funkcijas dinamiku. Ja funkcija ir diferencejama un
atvasinajums ar1 ir nepartraukta funkcija, mes ieguisim talaku informaciju par
funkcijas dinamiku. Sos visperejos izteikumus ilustrésim ar daziem vienkarsiem
piemeriem.

Piemers 5.1.

a) f(z) = 3o+ 3.

Atrisinot f(x) = %x% = x, atradisim funkcijas vienigo nekustigo punktu
x = 3. Funkcijas atvasinajums visiem z ir f'(z) = % Tatad, ja x # 3, tad
pec videjas vertibas teoremas atradisies tads ¢; starp x un 3:

7(@) ~ F@) = | (el e~ 3] = e 3]
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Apskatam f iteracijas punkta x, varam talak novertet:

Jea |f* (@) = f2B3) = [ ()| | f(x) = F(3)| = 5 (5] = 3]) = [z — 3],
ez [P (x) = PO = [f'(ea)l1f*(x) = £23)] = 5l = 3], ..utt.
galarezultata |f™(z) — f"(3)| = 5= |z — 3| jeb

n 1

77(@) 8] = ule —3] -
seko, ka lim f"(z) = 3. Tapec x € W*(3) jeb W9(3) = R.
b) r(x) = —%m + g.
Atkal 3 ir vienigais nekustigais punkts, bet r'(z) = —i. Lidzigi ka a)
gadijuma, W9(3) = R. Ieverosim atgkiribu atvasinajuma zime. Veicot
grafisko analizi, var redzet, ka a) gadijuma lim f™(z) = 3 no vienas puses (ja
x > 3, tad no labas, ja x < 3, tad no kreisas), bet b) gadijuma z-a iteracijas
oscilée no 3 vienas puses uz otru.
c) g(z) =2x — 3.
Atkal 3 ir vienigais nekustigais punkts, bet ¢’(z) = 2 > 1. No Videjas
vertibas teoremas seko ’adu ¢y, co, , ..., ¢, eksistence, ka

l9(x) = g(3)] = lg'(co)| |z = 3] = 2[z = 3],
9%(z) = g*(3)] = |g'(c2)| lg(x) — 9(3)| = 2(2]x — 3|) = 2*[z — 3],

9"(x) — g"(3)] = 2|z — 3.

Secinam, ka lim f"(x) = oo, t.i., # € W9(00) jeb W9 (c0) =]—00; 3[U]3; +0o0].

n—oo

c) k(x) = —-2x+9.

Saja gadijuma nekustigais punkts ir tas pats 3, bet atvasinajums ir —3 —
negativs un pec modula lielaks par 1. Tapat ka c) gadijuma W9(co) =
| — 00;3[U]3; +o0[. Atskiras iteraciju uzvediba, tas oscile no 3 vienas puses
uz otru un kliist pec absoliitas vertibas aizvien lielakas. m

Teorema 5.3. Pienemsim, ka f ir diferencejama funkcija, p ir f nekustigais
punkts, [’ ir nepartraukta funkcija.
Ja|f'(p)| < 1, tad eksiste tads valejs intervals U, kurs satur nekustigo punktu
p, ka visiem x € U : nlggo fr(z) =p, ti., U C W3(p).
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Ja|f'(p)| > 1, tad eksiste tads valejs intervals U, kurs satur nekustigo punktu
p un kura visi punkti (iznemot p) pamet intervalu ar f iteracijam.

Vispirms izdarisim dazas piezimes.

Mes gribam izmantot faktu, ka f’ ir nepartraukta funkcija. Dota teoréma
ir patiesa ar1 gadijuma, kad f’ nav nepartraukta funkcija. Ir gruti atrast tadas
diferencejamas funkcijas, kuram atvasinajums nav nepartraukta funkcija, bet
tomer tadas eksiste. Tas funkcijas, kuras ir diferencejamas un kuru at-
vasinajumi ir nepartrauktas funkcijas, apzime ar C*.

Otrkart, ja | f'(p)| > 1, tad vispariga gadijuma nav speka, ka punkts ar f
iteracijam iziet arpus intervala, kurs satur p. Logistiskas funkcijas piemers
paradis situaciju, kad punkta iteracijas atgriezas atpakal atkal un atkal.

Treskart, ir patiesi, ja atvasinajums ir negativs valeja intervala, tad x un
f(x) atrodas dazadas p puses. Ja atvasinajums ir lielaks par 0, tad = un f(z)
ir viena p puse.

Tagad mes pieradisim parfrazetu ieprieksejo teoremu.

Teorema 5.3°. Pienemsim, ka f € C*, p ir f nekustigais punkts.

Ja |f'(p)] < 1, tad eksisté tada punkta p apkartne, kura ietilpst punkta p
stabilitates kopa.

Ja|f'(p)| > 1, tad eksiste tada punkta p apkartne, kuras visi punkti, iznemot
p, atstaj So apkartni ar funkcijas f iteracijam.

Pieradijums. Pirma gadijuma pieradijuma strategija ir atrast tadu
0<A<lund >0, ka

Ve elp—dp+0[: |f'(x)] <A
Tad, lietojot Videjas vertibas teoremu, var paradit, ka |p —d; p+d[C W9(p).
Skaitli \ izveesimies Sadi:
1
A= LG,

tad |f'(p)| < A < 1.

Lai atrastu d, izmantosim f’ nepartrauktibu. Ta ka absolutas vertibas
funkcija un f” ir nepartrauktas funkcijas, tad to kompozicija | f'(z)| ir nepartraukta
funkcija. Tad pec Lemmas 2.10

30 > 0Vz €lp—d;p+0[: |f'(z)] <A

Atliek paradit, ka f"(z) konverge uz p visiem = €|p — d;p + 4.
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Pienemsim, ka = €|p — d;p + 0[, © # p. Pec Videjas vertibas teoremas
eksiste tads c starp x un p, ka

[f(z) = pl = |f(z) = f(p)] = [ ()| |z = pl.

Takac€lp—3d;p+0[, tad | f(x) —p| < A|Jz —p|. Ta ka punkta f(z) attalums
no p ir mazaks par x attalumu no p, tad f(x) €]p — d;p + [, un mes varam
apskatit nakoso iteraciju |f?(x) — p| < A?|x — p|. Turpinot talak, iegtsim, ka

|f"(z) —p| < A'|z —pl.

Taka A <1, tad lim A" = 0, tapec

lim |f"(z) —p|=0un lim f"(z) = p.

Gadijumam |f'(p)| > 1 ir lidzigs pieradijums. m

Nekustigajie punkti, kuru atvasinajums pec absolutas vertibas nav vienads
ar 1, ir pietiekosi svarigi un tiem ir savs nosaukums — tos sauc par hiper-
boliskajiem nekustigajiem punktiem (hyperbolic fixed points). Nekustigos punk-
tus, kuru atvasinajums pec absoliitas vertibas ir stingri mazaks par 1, sauc
par sateku vai pievelkosiem nekustigajiem punktiem (attracting fixed points).
Nekustigos punktus, kuru atvasinajums pec absolutas vertibas ir stingri lielaks
par 1, sauc par avotu vai atgrudosiem nekustigajiem punktiem (repelling fized
points). Ja nekustigaja punkta atvasinajums ir 1 vai —1, tad So nekustigo
punktu sauc par nehiperbolisku vai neitralu nekustigo punktu (nonhyperbolic
or neutral fized point).

Iepriekseja teorema attiecas uz hiperbolisku nekustigo punktu apkartnes
punktu uzvedibu. Nakosaja piemera mes redzesim, ka uzvediba nepavisam
nav paregojama neitrala nekustiga punkta tuvuma. Mes apskatisim tris
funkcijas, kuram visam 0 ir neitralais nekustigais punkts, bet kuram punkta
0 apkartne ir atskiriga paréjo punktu dinamika.

Piemers 5.2.

a) g(xr) = v — 3. 0 ir g nekustigais punkts, ¢’(0) = 1. Grafiska analize
parada, ka | — 1;1[C W*(0) (skatit 5.1.zimejumu).

b) r(z) = x + 2. 0 ir p nekustigais punkts un p’(0) = 1. Bet Saja gadijuma
W5(0) =0 un W9(oo) = R\ {0} (skatit 5.2.zime&jumu).

) k(z) = e* — 1. Arl Seit 0 ir k nekustigais punkts un k”(0) = € = 1, bet
W5(0) =] — 00;0] un W9 (00) =]0; oo[ (skatit 5.3.zimejumu).m
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Atceresimies, ka p ir periodisks punkts ar periodu £ funkcijai f, ja p ir
f* nekustigais punkts. ST fakta gaisma sekojosa definicija par hiperboliskiem
periodiskiem punktiem ir acimredzams turpinajums hiperbolisku nekustigo
punktu definicijai.

Definicija 5.2. Pienemsim, ka f ir diferencejama funkcija un p ir funkci-
jas f periodisks punkts ar pirmperiodu k.
Ja |(f*)(p)| # 1, tad p sauc par hiperbolisku periodisku punktu.
Ja|(f*)(p)] = 1, tad p sauc par nehiperbolisku vai neitralu periodisku punktu.

Péc analogijas ar Teoremu 5.3’ var pieradit tadu pasu rezultatu par peri-
odiskiem punktiem, precizak:

Teorema 5.4. Pienemsim, ka f € C!, p ir f periodisks punkts ar
pirmsperiodu k.

a |(f*)(p)] < 1, tad eksisté tada punkta p apkartne, kura ietilpst punkta p
stabilitates kopa.
Ja |(f*)(p)] > 1, tad eksiste tada punkta p apkartne, kuras visi punkti,
iznemot p, atstaj So apkartni ar funkcijas f* iteracijam.

Tatad ST teorema saka, ja p ir f periodisks punkts ar pirmperiodu k
un fFatvasinajums punkta p pec absoliitas vertibas ir < 1, tad punkti, kas
atrodas pietiekami tuvu punktam p, tiecas uz p ar f* iteracijam. No otras
puses, ja p ir f periodisks punkts ar pirmperiodu k un f*atvasinajums punkta
p pec absolutas vertibas ir > 1, tad punkti, kas atrodas pietiekami tuvu
punktam p, iet prom no p ar f* iteracijam. Tas liek nosaukt Sos periodiskos
punktus IipaSos vardos.

Definicija 5.3. Pienemsim, ka f ir diferencejama funkcija un p ir funkci-
jas f periodisks punkts ar pirmperiodu k.
Ja |(f*)(p)| < 1, tad p sauc par f pievelkosu periodisku punktu.
Ja |(f*)(p)| > 1, tad p sauc par f atgridosu periodisku punktu.

Art Piemers 5.2 liek precizet terminologiju par nehiperboliskiem nekustigajiem
punktiem. Proti, ja nehiperboliskais nekustigais punkts pievelk tuvas ap-
krtnes punktus, tad sadu punktu sauksim par vaji pievelkosu nekustigo punktu
(pieméram, funkcijai g no Piemeéra 5.2 punkts 0 ir vaji pievelkoss nekustigais
punkts). Ja nehiperboliskais nekustigais punkts atgruz tuvas apkrtnes punk-
tus, tad sadu punktu sauksim par vagi atgrudosu nekustigo punktu (piemeram,
funkcijai  no Piemera 5.2 punkts 0 ir vaji atgrudoss nekustigais punkts).



NODALA NR. 6

FUNKCIJU PARAMETRISKAS
SAIMES UN BIFURKACIJAS

Anotacija. Parametrisku funkciju saimes. Linearas, eksponensialas, kvadratiskas
parametriskas funkciju saimes. Bifurkacijas, to veidi. Bifurkciju diagramma.

Ar jedzienu ”funkciju saime” mes sapratisim tadu funkciju kopu, kuram
visam ir kopigs viens visparigs tips. Piemeram, apskatisim linearu funkciju
saimi forma f,,(x) = ma, kur m var mainities realaja skaitlu kopa. Mainigo
m sauc par parametru. Funkciju saimi, kura tiek reprezenteta ar f,,(z) = muz,
sauc par parametrisku saimi. Parametru parasti pieraksta ka indeksu pie
funkcijas varda.

Mes interesesimies par funkciju dinamiku, mainoties to parametriem.
[lustracijai apskatisim piemeru.

Piemers 6.1. Apskatisim linearo funkciju saimi f,,(x) = mz.

Visam m vertibam, iznemot 1, vienigais nekustigais punkts ir 0.

Jam < —1, tad 0 ir hiperbolisks avots (atgrudoss nekustigais punkts) un
visi citi punkti pieder bezgalibas stabilitates kopai.

Jam = —1, tad visi punkti, iznemot 0, ir periodiski punkti ar pirmperiodu
2.

Ja —1 < m < 1, tad 0 ir sateka (pievelkoss nekustigais punkts) un
W5(0) = R.

Ja m =1, tad visi punkti ir nekustigie punkti.
Jam > 1, tad 0 ir avots (atgrudoss nekustigais punkts) un visi citi punkti
pieder bezgalibas stabilitates kopai. m

leverosim, ka saimes f,,(x) = ma dinamika ir nemainiga lielos parametra
vertibas intervalos. Dazam parametra vertibam (proti, -1 un 1) dinamikas
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izmainas ir peksnas, pec tam atkal paliek konstantas lielaka intervala. Sis
peksnas dinamikas izmainas mes nosauksim par bifurkacijam. Atzimesim,
ka 0 ir arl nekustigais punkts, ja m = 1 vai —1, pie tam |f’(0)] = 1. Ne-
hiperbolisku nekustigo punktu klatbiitne pie parametriskajam vertibam, pie
kuram notiek bifurkacija, ir tipiska situacija.

Definicija 6.1. Piepemsim, ka f.(z) ir funkciju parametriska saime.
Punktu ¢y sauc par funkciju saimes bifurkacijas punktu, ja

de>0 Va,b: c¢g—e<a<cyuncy<b<cy+e

funkciju f,(x) dinamika ir atskiriga no funkciju f,(x) dinamikas. Citiem
vardiem sakot, funkciju dinamika izmainas, kad parametra vertiba iziet caur
punktu cg.

Jedziens ”funkciju dinamika” definicija netiek paskaidrots. Ar to mes
sapratisim, ka funkciju saimei paradas vai paziid nekustigie vai periodiskie
punkti, tie no avota klust par sateku vai otradak, utt. Ne vienmer var tik
vienkarsi konstatet bifurkaciju punktus ka Piemera 6.1. Pirms apskatisim
sarezgitakus gadijumus, saksim ar daziem vienkarsakiem piemeriem.

Piemers 6.2.

v,
5 1
5 |
LT E2(y)

wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww -
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Apskatisim saimi E.(z) = e**¢ ar grafiskas analizes palidzibu. ¢ izmaina

funkcijas y = e* grafiku bida pa labi un pa kreisi, tadejadi iespejami tris
gadijumi. F.(z) ar y = x krustojas divos punktos, viena punkta (tad tas ir
pieskarsanas punkts) un nav krustpunktu.

Ja ¢ < —1, tad E.(z) un y = « krustojas divos punktos a un b (a abscisa
mazaka par b abscisu) — tie ir nekustigie punkti. 0 < E'(a) < 1un E'(b) > 1.
No 6.1.zimejuma redzams, ka a ir hiperbolisks satekas nekustigais punkts
(punkta a kreisas puses punktu grafisko analizi lasitajam javeic pasam!) un
b ir hiperbolisks avota nekustigais punkts. W9(a) =] — oo;b[, W9 (o0) =
Jb; +-00[, W5(b) = {b}.

Ja ¢ = —1, tad ir viens krustpunkts z = 1. Tas nav hiperbolisks, jo £’ ;(1) =

1. 6.2.zimejuma grafiska analize parada, ka W9(1) =] — oo; 1] un W9(o00) =
115 400
Yy
3 4+
E3(z)
5 |
/| E*(2)
)
a=b
1 1
utt.
........ E3(y)
E2<y) ] ] ] >
—1 E(y) 1 2 3 z
14
/J

6.2. z1m.
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Jac> —1, tad E(x) un y = = grafiki nekrustojas, nav nekustiga punkta.
Ta ka E(z) ir nepartraukta funkcija, tad pec Sarkovska teorémas seko, ka
E(z) nav periodisku punktu §im parametra ¢ vertibam.

Y,
3 €
2 4
E3(x)
1 4
E*(x)
1 ”””””” E (LC) 1 1 1
-1 1 2 3 x
14+
/7;
6.3. z1m.

6.3.zimejuma grafiska analize rada, ka W9(c0) = R. m

Pirmkart, ieverosim, ka, parametram c pieaugot un tuvojoties vertibai
-1, nekustigie punkti @ un b pakapeniski tuvojas viens otram. Kad ¢ = 1,
nekustigie punkti saiet kopa viena fikseta punkta, pec tam tie pazud pavisam.
Sadu bifurkacijas tipu sauc par sedla-mezgla bifurkaciju (saddle-node bifur-
cation). Otrkart, bifurkacijas momenta nekustigais punkts nav hiperbolisks.
Tas ir cits bifurkacijam kopigs raksturojums.
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Piemers 6.3. Apskatisim funkciju saimi Ag(z) = karctgx parametra

vertibam, kas tuvas 1 (6.4.ziméjums).
Y Yy )
1 11 1

6.3. z1m.

Ja 0 < k < 1, tad funkcijai ir viens pievelkos nekustigais punkts 0 un visi
realie skaitli ir O stabilitates kopa.

Ja k = 1, tad 0 ir nekustigais punkts, bet A}(0) = 1. Grafiska analize
rada, ka 0 ir vaji pievelkosa un visi realie skaitli ir 0 stabilitates kopa.

Ja k > 1, tad 0 ir atgrudoss nekustigais punkts (A} (0) = k > 1), bet ir
divi citi nekustigie punkti, kuri abi ir pievelkosi. Ja tos apzimé ar a un b,
a <0 <b, tad W5(a) =] — o0; 0], W9(b) =]0; +oc[, W9(0) = {0}. m

Bifurkaciju tipu, kads noverojams parametriskas saimes Ag(z) = karctg x
gadijuma pie k = 1, sauc par garas daksas bifurkaciju (pitchfork bifurcation).
Sada bifurkacija veidojas tad, ja pievelkoss periodisks (tatad arT nekustigais)
punkts ”parversas” par atgriidosu periodisku punktu un abas puses no ta
paradas divi jauni pievelkosi periodiski punkti ar to pasu periodu ka sakuma
punktam, vai, ja atgrudoss periodisks punkts ”parversas” par pievelkosu pe-
riodisku punktu un abas puses no ta paradas divi jauni atgrudosi periodiski
punkti ar to pasu periodu ka sakuma punktam.

Definicija 6.2. Bifurkaciju diagramma ir funkcijas periodisko punktu
grafiks, kas uzzimets ka funkcija no parametra.

Parasti periodiskos punktus atliek uz vertikalas ass, bet parametra vertibas
atliek uz horizontalas ass. Mes apzimesim nekustigos punktus ar biezakam
Iinijam, bet periodiskos punktus, kuri nav nekustigie punkti, ar vel biezakam
Immijam. Vertikalas bultas tiek ziméjumam pievienotas, lai noraditu, kuri
punkti ir pievelkosi vai atgrudosi. Bifurkaciju diagrammas funkciju saimem
E.(z) = "¢ un Ag(x) = karctg x ir paraditas 6.5.zimejuma.
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]

6.5, 7im x) =karctgz

Aplukosim vel vienu 1pasu piemeru.

Piemeérs 6.4. Saja piemera apskatisim logistisko attélojumu saimi h,.(z) =
rez(l—x), kur r — parametrs. Pie parametra vertibas r = 1 veidojas vel viena
cita veida bifurkacija — transkritiska bifurkacija (transcritical bifurcation).

A A A

0.3 T 0.3 T 0.3 T
Pr

,,,,,
e

0.3 pr=0 03 / 0.3

Pr Sy "
6.6. zim.

Ja 0 < r < 1, tad funkcijai h ir divi nekustigie punkti (6.6.zimejuma pirma
skice). Nekustigos punktus varam atrast no vienadojuma rz(1 — z) = z, tie
irz =0unz ="t =1-1 Funkcijas atvasinajums ir h.(z) = r — 2rz,
tapec h.(0) =7 < 1un hL(“=*) =2 —r > 1. Tadejadi 0 ir pievelkosa, bet
otrs nekustigais punkts ir atgrudos.

Ja r = 1, abi nekustigie punkti saplust par vienu nekustigo punktu
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0. Ar grafiskas analizes palidzibu var parliecinaties, ka sis nehiperboliskais
nekustigais punkts pievelk skaitlus, kas lielaki par 0, un atgruz skaitlus, kas
mazaki par 0.

Ja 1 < r < 3, redzams, ka 0 klust par atgrudosu nekustigo punktu, bet
ir cits lielaks par 0 pievelkoss nekustigais punkts.

Turpinot talak apskatit logistisko attelojumu saimi, ieraudzisim, ka jauna
bifurkacija veidojas pie r = 3.

Ieprieks noskaidrojam, ka funkcijai h, ir atgrudoss nekustigais punkts 0
un pievelkoss nekustigais punkts p, > 0, ja 1 < r < 3. Funkcijas h? grafiks
rada, ka funkcijai h, nav citu periodisku punktu, kamer 1 < r < 3. Jar = 3,
tad p, = % = % un ir vaji pievelkoss. Tas nav hiperbolisks, jo hg(%) = —1.
Ja r > 3, tad nekustigais punkts ir atgrudoss. Grafiska analize pie r = 3.1
liecina, ka punkti no intervala |0; 1] tiek pievilkti orbitai ar periodu 2. Ka
tas ta vareja notikt?

Lai to saprastu, jaapskata funkcijas h? grafiks nekustiga punkta p, = =2
apkartne parametra vertibam, kas tuvas 3. Iesakam lasitajam pasam uzzimet
funkcijas h? grafiku skices pie parametra verttbam r = 2.9, r = 3 un r = 3.1.

Atzimesim, ka, parametra vertibam ejot caur 3, vertiba (h%(p,))’ mainas:
ta no mazakas par 1 klust par lielaku ka 1. Tatad nekustigais punkts
mainas no pievelkoSa par atgriidosu. Funkcijas h, nepartrauktiba nosaka,
ka japaradas pievelkosai orbitai ar periodu 2. Sadu bifurkaciju tipu sauc
par periodu-dubultojosu bifurkaciju (period-doubling bifurcation). Logistiska
attelojumu saimes bifurkaciju diagramma parametra vertibam 0 < r < 3.3
dota 6.7.zimejuma nakamaja lapaspuse. m
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Z111.

6.7.
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NODALA NR. 7

LOGISTISKAS FUNKCIJAS
UZVEDIBA

Anotacija. Parskats par logistiskas funkcijas uzvedibu, parametram mazakam
par 4. Logistiskas funkcijas uzvediba, parametram lielakam par 4.

Atgriezisimies pie logistiskas funkciju parametriskas saimes
he(z) =rz(l—z), r>0

dinamikas petfjumiem. ST funkciju saime ir pienemams modelis populacijas
pieauguma raksturosanai.

h, ir parabola ar zariem uz leju, kura z asi krusto punktos 0 un 1, parabo-
las virsotne ir punkta (%, 7). Risinot vienadojumu rz(1 — z) = =, atrodam,
ka h, nekustigie punkti ir 0 un p, = 1. Ar71 un % ir eventuali nekustigie
punkti, jo h,(1) = 0 un h, (%) = p,.

Talak atzimesim butiskakos funkcijas h, uzvedibas momentus, mainoties
parametram 7.

Ja0 < r < 1, tad p. < 0 un, ta ka hl(z) = r — 2rz, tad
hl.(p,) =r— Qr% =2 —r > 1, ti, p, ir atgrudoss nekustigais punkts,
bet h/(0) = r < 1, t.i., 0 ir pievelkoss nekustigais punkts. Sie secinajumi un
grafiska analize parada, ka

W) oo, W) = {pri sk W5(00) =] = ooiplU] s +ovl,

Ja r = 1, veidojas transkritiska bifurkacija; p; = 0 un nav hiperbolisks
nekustigais punkts. Varam parliecinaties, ka

W3(0) =1[0;1], W9 (c0) =] — o0; 0[U]1; +o00.
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Vispariga gadijuma, ja r > 1, tad
W9(00) D] — 00; 0[U]1; +o0].

Ja 1l <r < 3, tad 0 ir atgrudoss nekustigais punkts un p, ir pievelkoss
nekustigais punkts,

W9(0) = {0;1} un W9(p,) =]0;1[.

Pie r = 3 veidojas periodu dubultojosa bifurkacija, p, ir tikai vaji pievelkoss,
bet nekustigais punkts 0 ir joprojam atgridoss. Stabilitates kopas ir

W5(0) = {0;1} un W*(p,) =]0; 1,

Ja 3 < r < 3,4, tad abi nekustigie punkti 0 un p, ir atgrudosi. Atzimeésim,
ka W5(0) = {0, 1}, bet W¥(p,.) satur bezgaligu skaitu punktu. Tacu tagad
ir jauni pievilksanas punkti (periodiskie punkti), daudzi no |0; 1| punktiem
ir talak asimptotiski vienam no §is orbitas punktiem.

Ja r ~ 3,45, tad veidojas cita periodu dubultojosa bifurkacija un ar
periodu divi pievelkosa orbita saskelas ar periodu 4 pievelkosa orbita un ar
periodu 2 atgrudosa orbita.

Intervala 3,44 < r < 4 izmainas notiek loti strauji. Seit ir atrodama art
orbita ar periodu 3 (r > 3,6), tapec pec Sarkovska teoremas ir zinams, ka
pie sadas parametra vertibas funkcijai eksiste visu kartu periodiskie punkti.

Ta ka parametra vertibam 3,4 < r < 4 funkciju dinamika ir sarezgita ,
mes vispirms apskatisim situaciju, kad r > 4.

Tatad pienemsim talak, ka r > 4. Tad (skatit7.1.zimejumu)

r

1 r o1

Pec starpvertibu teoremas (Lagranza teorémas) seko, ka

1 1
dzg € [0; 5] un Jx; € [5, 1]: he(z) = hp(zq) = 1.
Tad art h?(xg) = h%(z;) = 0, abi sie punkti xo un x; ir eventuali nekustigi 0
punktam. Varam precizi izrekinat So punktu vertibas, atrisinot vienadojumu
h.(z) = 1, proti, atrisinot vienadojumu

re —rzt=1jebra® —rez+1=0.



43

Kvadratvienadojuma saknes ir

| VP& | VP&

R T R

Var secinat, ka ir bezgaligi daudz punktu, kuri ir eventuali nekustigi punkti
(punktam 0) un bezgaligi daudz eventuali nekustigo punktu punktam p,.

Yy

T

1 -

ﬁ 1

0 I 1 T
7.1. z1m.

Katram n € N definesim kopu
Ap =A{z[h"(x) € [0;1]}.

Misu merkis ir aprakstit kopu

N
n=1

t.i., kopu no tiem punktiem, kuri paliek intervala [0; 1] pie jebkuras funkcijas
h,. iteracijas. Lai to izdaritu, precizesim informaciju par kopam A,,. Nakosais
apgalvojums bus pirmais solis, lai raksturotu kopa A ietilpstoSos punktus.

Apgalvojums 7.1. Ja h(z0 = rz(1—x), r > 4, tad sekojosi apgalvojumi
ir patiesi:
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a) Intervals

2 2r ’2+ 2r

]1 V2 =dr 1 M{

ir to realo skaitlu x kopa, kuriem h(x) ¢ [0; 1].

Apzimesim
1 Vr2—-4 1 r2—4
2 2r 2 2r

b) Jebkuram n € N kopa A, sastav no 2" disjunktiem slégtiem intervaliem.
c) Ja I ir viens no 2" slegtajiem kopas A,, intervaliem, tad h™ : [ — [0;1] ir
injekcija un sirjekcija.

Pieradijums. Vispirms atzimesim, ja h(xz) € [0;1], tad pirmtels z €
[0; 1], tapec jebkuram n: A,, C [0;1].

a) pieradijuma gadijuma skatit ieprieksejo 7.1.ziméjumu. No ta redzams,
ka to punktu x € [0;1] kopa, kuri h(xz) ¢ [0;1] , satur tiesi tos punktus,
kuriem h(z) > 1. Bet tie ir punkti, kuri atrodas starp vienadojuma h(z) = 1
saknem, iepricks jau atradam, ka tas ir intervals |1 — T;;M; T+ T;;“ [.

b) un ¢) pieradijumus veiksim ar matematiskas indukcijas palidzibu.

n = 1. No a) pieradijjuma redzams, ka A; satur 2! disjunktus slegtus
intervalus. Tapat redzams (skat. 7.1.zimejumu), ka

N
2r

1
h(0) = h(1) =0 un h(§:|: )= 1.
Tatad A; divu intervalu galapunkti tiek atteloti par O un 1. Péc nepartrauktibas
un starpvertibu teorémas seko, ja [ ir viens no A; intervaliem, tad h :
I — [0;1] ir sirjekcija. Lai parbauditu, ka A ir injekcija A; intervalos, mes
atzimesim, ka h ir stingri monotona funkcija Sajos intervalos, jo

W (z) = (re —ra®) =r —2re =r(1 — 22),

atvasinajums ir pozitivs, ja a:%, un atvasinajums ir negativs, ja x > %

n = k. Pienemsim, ka A; satur 2* disjunktus slégtus intervalus. Un,
ja [a;b] ir viens no A atbilstosajiem intervaliem, tad h* : [a;b] — [0;1] ir
injekcija un sirjekcija, ka art (h*)'(z) < 0 visiem x € [a;b] vai (R¥)'(x) > 0
visiem z € [a; b].

n =k + 1. Apskatisim Ag, ;. Acimredzami, ka Ag, 1 C Ay.
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Pienemsim, ka [a; b] ir viens no 2* kopas A}, intervaliem. Zinams, ka
(R*Y(x) < 0 visiem = € [a;b] vai (R*)(x) > 0 visiem z € [a;b].

Pirmaja gadijuma h* ir stingri augosa funkcija intervala [a;b], otraja ta ir
stingri dilstoga §aja intervala. Mes apskatisim gadijumu, kad (h*)(z) > 0
visiem = € [a;b] (ja atvasinajums negativs, pieradijums analogisks). Ta ka
h* ir stingri augosa funkcija, ta ir nepartraukta funkcija un h*([a; b]) = [0; 1],
tad péc starpvertibu teoremas Ilx,, x3 tadi, ka

1) a < xg < x3 <Db,

2) h*([a; o)) = [0 — Y1572,

2r
3) hF(|my; wa]) =] — VA 1 i dry
4) P¥([wy; b)) = [4 + Y=, 1),

Pirmais nosacijums nozime, ka intervali [a; xo| un [z3; b] ir disjunkti. Pargjie
tr1s nosacijumi nozime, ka
R fasa)) = [0 1,
h¥H(z) > 1, Vo €]ag; 3],
R ([23;b]) = [0;1].
Tatad intervala [a;b] punkti, kas ir arT Ay punkti, satur divus disjunktus
slegtus intervalus [a; x3] un [z3;b].
Ja x € [a; 7], tad h*(z) € [0; 2 — Y2=4r] un W/(h(x)) > 0. Pec induktiva

12 2r
pienemuma (h*)'(x) > 0, més varam secinat

(R*1Y () = B/ (R*(2)) - (B*) (z) > 0, Vo € [a; 24).
Lidzigi argumenti demonstre, ka
(R*1Y(x) < 0, Vo € [23;1].

ta ka [a; b ir patvaligs A intervals, tad iegusim, ka kopa Ay ir divreiz
vairak intervalu neka Ay, t.i., Ay satur 2 - 28 = 281 disjunktus slegtus
intervalus. Talak més paradijam, ja I ir viens no A, intervaliem, tad A*+! :
I — [0;1] ir sirjekcija (pec (2) un (4)), A**! ir injekcija, jo atvasinajums ir
stingri lielaks vai stingri mazaks par 0 visiem x € /. m



NODALA NR. 8

KANTORA KOPAS UN
LOGISTISKA FUNKCIJA

Anotacija. Kantora kopa. Videjas alfa dalas Kantora kopas konstrukcija
(secinajums, ka ta ir Kantora kopa). Tas izveidosanas pie logistiskas funkcijas
iteracijam.

Misu merkis ir aprakstit kopu
A=n07 Ag.

Ieprieksejas nodalas apgalvojuma pieradijuma mes redzejam, ka Aj,; tiek
izveidota, iznemot no Ay vidus valéju intervalu. Ar topologiju iepazinusies
studenti sacttu, ka S$1 konstrukcija ir Iidzigi organizeta ka Kantora kopas.

Definicija 8.1. Netuksu kopu sauc par Kantora kopu, ja izpildas sekojosi
nosacijumi:
a) ta ir slegta un ierobezota (realo skaitlu kopas ar sadu nosacijumu sauc par
kompaktam);
b) kopa nesatur intervalus (kopas ar sadu raksturu sauc par galigi nesakarigam
kopam (totally disconnected));
c) jebkurs kopas punkts ir tas akumulacijas punkts (ja kopa ir slegta, tad
sadu kopu sauc par perfektu kopu).

Piemers 8.1. Kantora videjas a-dalas kopas konstrukcija.
Kantora kopas parasti konstrue iterativa procesa. Saksim ar intervalu
[0; 1], no kura vidus izpemsim valeju kopu ]%, %[ Nakosaja soll mes iznemsim

videjo tresdalu no atlikusajiem 2 intervaliem, t.i., izslegsim intervalus ]§; 2|
un ]g; %[. So procesu turpinasim, izsledzot videjo tresdalu no atlikusajiem in-

tervaliem katra soli (8.1.zimejuma paraditi Kantora videjas tresdalas kopas
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konstrukcijas pirmie cetri soli). Atlikuso kopu sauc par Kantora vidéejas
tresdalas kopu.

8.1. zim.

Ja 0 < a < 1, tad mes varam konstruet lidzigas kopas, kuras sauc par
Kantora videjas a-dalas kopam, kuras iegust no intervala vidus (centra)
izsledzot ara intervalu garuma a-dala no visa intervala. Piemeram, Kan-
tora videjas %—dalas kopas gadijuma no intervaliem katra soli izsledz vidéjo
% dalu no katra intervala.

Precizak, I'y = [0; 1].

I'y definesim ka divus slegtus intervalus ar vienadiem garumiem, no I’y
centra izsledzot ara valeju intervalu a-dalas garuma.

I's definesim ka 4 slegtus intervalus ar vienadiem garumiem, kas ieguti,
izsledzot valejus intervalus a-dalas garuma no I'y intervala vidus.

So procediiru turpinasim induktivi. T',, ir kopa no slégtiem intervaliem
ar vienadiem garumiem, kas izveidota no I',,_; intervaliem izsledzot no to
vidus a-dalas garuma valejus intervalus. Kantora videjas a-dalas kopa ir
kopa I' = My2 I,

Skaidrs, ka I" nav tuksa kopa, jo iznemto valejo intervalu galapunkti pieder
kopai I'. m

Lemma 8.1. Ja I',, ir defineta ka piemera 8.1, tad eksiste 2" slegti
intervali, kuri ietilpst kopa I',, un katra intervala garums ir

1—a\”
5 )
Tatad kopejais I, intervalu garums ir (1 — «)", kas tiecas uz 0, ja n — oc.

Pieradijums. Mes saksim ar intervalu garuma 1 un turpinasim ar
matematisko indukciju.
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Pirmaja soll mes izvelesimies caurumu ar garumu « un atstasim 2 = 2!
slegtus intervalus ar kopejo garumu 1 — . Katra atseviska intervala garums
ir PTQ

Pienemsim, ka kopa I'; ir 2¥ slegti intervali, kuru katra garums ir (I_Ta)k
ar kopgjo garumu (1 — a)*.

Mes pieradisim, ka kopa D'y, ir tiesi 25! slegts intervals, kura katra
garums ir (1770‘)16+1 un kopejais garums ir (1 — a)*!. Atzimesim, ka katra
laika momenta mes izsledzam videjo a-dalu no slegta intervala, mes sadalam
katru intervalu 2 slegtos intervalos. Ta no I['y veidojas I'x.;, dubultojot
intervalu skaitu, tapec ', intervalu skaits ir 2 - 2¥ = 2¥*+1. Péc pienemuma

-«

katrs 'y intervala garums ir (T)k Ta ka mes izsledzam videjo a-dalu no

katra 'y intervala, veidojot I'x,1, tad no I'y katra intervala kopa 'y, paliek

() () -

Sis garums tiek sadalits 2 intervalos, tapéc katra intervala garums ir

1(1—a)k+t (1 —a>’““
5 = .

2k 2

Visbeidzot, ;41 intervalu skaits ir 2¥*1 tad kopejais garums intervaliem ir

k+1
2k:+1 . <1_Ta> _ (1 o a)k-i—l'

Taka0<a<l1,tad (1 —a)"—0,jan— co. m
Tagad mes varam paradit, kapec $is kopas nosauktas par Kantora kopam.

Apgalvojums 8.1. Kantora videjas a-dalas kopa ir Kantora kopa.
Pieradijums. Pienemsim, ka I[' ir Kantora vidéjas a-dalas kopa. Ta ka
Vn:0el,, tad " # (.
Misu uzdevums ir pieradit, ka Kantora videjas a-dalas kopai I' piemtt
Kantora kopas definicija minetas tris 1pasibas:
a) ta ir slegta un ierobezota,;
b) kopa nesatur intervalus;
¢) jebkurs kopas punkts ir tas akumulacijas punkts.
a) Ta ka ' ir slegtu intervalu skelums, tad I' ir slegta kopa. Ta ka
[' C [0;1], tad T ir arT ierobezota kopa.
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b) Ja I' saturétu valgju intervalu |z; y[ ar garumu |y — | # 0, tad katra
I' konstrukcijas soli Sis intervals ir jasatur viena no paliekosajiem slegtajiem
intervaliem. Pec ieprieksejas Lemmas 8.1 seko, ka pec n soliem jebkura sada

. — . — n — —
intervala garums ir (1—0‘) , un mes varam atrast tadu ng, ka

2
1 TLO<| |
— x|

9 Y

Tas ir, jebkura I',, slegta intervala garums ir mazaks par |z;y[ garumu.
Tatad |z, y[ nevar tikt saturéts kopa I',,,, Iidz ar to ar1 |x; y[ neietilpst kopa
[ — &1 kopa nesatur intervalus.

c¢) Piepemsim, ka € I' un N.(x) =|z — &;x + ¢[ ir punkta z patvaliga
valeja e-apkartne. Mums ir japierada, ka eksiste tads punkts kopa I', kurs
nesakrit ar x un kurs art pieder N.(x).

leverosim, ja a ir galapunkts vienam no kopas I';,, n € {1,2,...}, in-
tervaliem, tad a € I'. Katra Kantora videjas a-dalas kopas konstrukcijas solt
x pieder vienam no paliekoSajiem slegtajiem intervaliem. Tas ir, jebkuram
n eksiste tads intervals kopa I',, kas satur z. Izvelesimies n tik lielu, lai
(1_70“)” < €. x pieder vienam no slegtajiem I', intervaliem, pienemsim, ka
tas ir intervals [,,. Péc Lemmas 8.1 I, garums ir (I—Ta)” Ta ka (1_7‘1)” <eg,
tad I, galapunkti pieder punkta x e-apkartnei N.(x). Abi galapunkti nevar

sakrist ar z, tatad ir vismaz vel viens punkts bez x, kurs pieder N.(z). m

Apgalvojuma netiek izmantots fakts, ka Kantora videjas a-dalas kopas
konstrukcija no intervaliem tiek izslegta tiesi vidusdala. Fakts, ka kopigais
garums visiem intervaliem tiecas uz 0, seko no noverojuma, ka, ja mes
izsledzam o dalu no kopiga garuma katra posma, tad garums samazinas par
1—« un kopigais garums , kas paliek intervalos péc n soliem, ir (1—«)". Fak-
tiski, ja katra soli mes iznemam valgju intervalu, kura garums ir o X garums no
katra slegta intervala un mes iznpemam So intervalu tada veida, ka valgja in-
tervala galapunktinesakrit ar slegto intervalu galapunktiem, tad meés iegtisim
Kantora kopu. Var pieradit faktu, ja reala taisnes apakskopa ir slegta, ier-
obezota, nesatur valejus intervalus un ir perfekta, tad ta ir homeomorfa ar
Kantora videjas tresdalas kopu.

Mes turpinasim talak petijjumus par logistisko funkciju parametriskas
saimes dinamiku. mes pieradisim, ja r > 2 + /5, tad to punktu kopa, kuri
ar h, iteracijam paliek intervala [0; 1], ir kantora kopa. Talak paradisim, ka
tiesi Saja kopa funkcija ir haotiska. Sis fakts ir patiess visiem r > 4, bet to
ir grutak pieradit (pieradijumu var atrast, pieméram Robinsona gramata).
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Ieprieks vienojamies par apzimejumu sistemu:
Ap=A{z|h"(x) € [0;1]}, A=[)An
n=1

Lai argumentetu, ka A ir Kantora kopa, pieradisim vispirms lemmu.

Lemma 8.2. Jar > 2++/5 un h(z) = rz(1 — ), tad eksiste tads A > 1,
ka
Ve e Ay B (2)] > A

Kopas A,, jebkura intervala garums ir mazaks pa (%)n, n=1,2,...
Pieradijums. Apzimesim A; = Ay; U Ao, kur

1 24 1 Vr2—4
Ay = O;——u ;o Mo = —+u31 .
2 2r 2 2r

Tad Vo € Aqy -
W) =r(1—20) > r (1-2 (1= EE) ) = (114 Y58 =
— VP> 2+ VER 42+ V) =

Lidzigi Vx € Ay :

h’(m):r(l—Qx)§r<1—2<%+m>>:r<1—1—@):

2r 2r

= VP dr < 24+ VE)? - 42+ VE) = -1,
Tatad Vo € Ay |W/(x)| > 1. Pie tam varam precizet, ka
Vr>24V5 N 1< A<Vr2—dr VYozel: W (z)>A>1

Prastto nosacijumu par kopas intervalu garumu pieradisim ar matematisko
indukciju peéc iteraciju skaita n.
leverosim, kan = 1 izpildas vienadibas h(0) = h(1) =0unh (% + —”;“”) =
1 Vridr) _ 1
2 2r :
Apskatisim vispirms intervalu Aj;. Varam izmantot Lagranza teoremu:

d

VrZ—4r
1 Vr2—dr , h(%_ o >_h(0> 1
dee |0, —— |1 R(e) = _ = - ,
2 2r interv. garums in. garums
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t.i., interv.garums= m Ta ka |W'(c)| > A, tad intervala Aj; garums < ;.

Tadu pasu argumentu del ka ieprieks, var paradit, ka intervala A5 garums
< 7.

Induktivais pienemums n = k: kopas Ay jebkura intervala garums ir

< (1) un |(hhY ()] > AR,
Induktiva pareja n = k + 1. Izvelamies kopas Ag.; vienu patvaligu in-
tervalu I = [a;b]. Tad viena no verttbam k¥ (a) un h**1(b) ir 0, otra 1. Pac

Lagranza teorémas

> =

W) — 1 (a) 1
Jey €lasbl: (R (0)] = b—a “o—al
ieglisim, ka
; B 1
b= T

Izmantojot funkciju kompozicijas atvasinasanas likumu, varam secinat, ka

(R4 () = (RRY) () = W(RH(e)) - (AH)'() > A A = A,

1 k+1
|b — CL| < (X) . n

Teorema 8.1. Ja r > 2+ /5, tad kopa A = U2 A, ir Kantora kopa.

Pieradijums. Ta ka 0 ir funkcijas h nekustigais punkts, tad 0 € A, t.i, A
nav tuksa kopa. Lai pieraditu, ka A ir Kantora kopa, ir nepiecieSsams paradit,
ka izpildas visi tris Kantora kopas definicijas nosacijumi.

a) A ir slegta kopa, jo ta ir slegtu kopu skelums, ta ir art ierobezota kopa,
jo A C [0;1].

b) Ja A saturetu valeju intervalu |a; b[ ar garumu |b — a/, tad sis intervals
tiktu ietverts kada no kopas A,, n = 1,2, ..., intervaliem. Péc Lemmas 8.2
seko, ka eksiste tads A > 1 , ka A\, intervalu garumi ir mazaki par (%)n Ta
ka mes varam atrast tadu ng, ka

1\"™

tad no §is nevienadibas seko, ka |z;y[ nevar ietilpt neviena kopas A, in-
tervala. Tatad A nesatur valejus intervalus.

tapec
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c¢) Visbeidzot pienemsim, ka x ir kopas A punkts un ka brivi fiksetam
d > 0 punkta z d-apkartne ir Ns(z) =]z — ;x4 d[. Ja a ir viens no kopas A,
intervala galapunktiem, tad a € A, jo "™ (a) = 0. Jebkuram n vienam no
A,, intervaliem ir jasatur . Péc Lemmas 8.2 seko tada A\ > 1 eksistence, ka
kopas A,, n = 1,2, ..., jebkura intervala garums ir mazaks par (%)n, tapec
varam izveleties tadu ng, ka (+)" < 0. Ta ka z pieder kadam kopas A,
intervalam, tad $is intervals ir tik mazs, ka pilniba ietilpst kopa Ns(x). Tad
ar1 abi intervala galapunkti ietilpst apkartne Ns(x) un vismaz viens no tiem
nesakrit ar pasu punktu x. Iidz ar to esam pieradijusi, ka jebkurs kopas A

punkts ir tas akumulacijas punkts. m

Kaut arT mes zinam kopas A vardu — Kantora kopa — mes tomer loti
maz zinam par h dinamiku Saja kopa. Dinamikas izpeti saksim ar piezimi,
ka punkti, kas sakuma atrodas tuvu , bet tomer arpus A, ir bezgalibas sta-
bilitates kopa un iet prom no kpas A ar funkcijas h iteracijam. Kopam ar
sadu 1pasibu ir savs nosaukums — hiperboliski atgriidosas kopas.

Definicija 8.2. Kopu () no funkcijas f definicijas apgabala sauc par
hiperboliski atgrudosu kopu (hyperbolic repelling set), ja (2 ir slégta, ierobezota
kopa, f(€2) = Q un eksiste tads N > 0, ka visiem z € Q un visiem n > N:
(Y (@) > 1,

Kopu Q2 no funkcijas f definicijas apgabala sauc par hiperboliski pievelkosu
kopu (hyperbolic attracting set), ja €2 ir slegta, ierobezota kopa, f(Q2) = Q un
eksiste tads N > 0, ka visiem x € Q un visiem n > N: [(f")(z)| < 1.

Lasitajs var meginat patstavigi pieradit, ka A ir hiperboliski atgrudosa
kopa funkcijai h(z) = rz(1 — 2), ja r > 2 + /5. Cits piemers hiperboliski
atgrudosai kopai ir atgrudosu periodisku punktu orbita.Lidzigi, pievelkosu
periodisku punktu orbita ir piemers hiperboliskai pievelkosai kopai. Visparigi
runajot, punkti, kas atrodas tuvu, bet nav hiperboliski atgriidosa kopa,
parvietojas prom no kopas ar funkcijas iteracijam. Punkti, kas atrodas tuvu,
bet nav hiperboliski pievelkosa kopa, ir § 1s hiperboliskas kopas stabilitates
kopa.

Ta mes varam visparinat stabilitates kopas jédzienu, sakot, ka x ir
stabilitates kopa, ja attalums no f"(x) Iidz € tiecas uz 0, pieaugot n. Ta
ka hiperboliski atgrudosa kopa ir slégta un ierobezota (tatad kompakta),
mes varam apskatit attalumu no punkta Iidz kopai ka mazako attalumu no
punkta Iidz tuvakajam kopas punktam. Tas ir, attalums no x Iida € ir
mazaka iespejama starpiba |y —z|, y mainoties pa kopu 2. Ja mes apziméjam
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attalumu no f"(x) lidz kopai Q ar d[f"(x), ], tad Q stabilitates kopu mes
varam definet Sadi:

WE(Q) = {af lim d[f"(x),0) = 0}

Punktu, kas atrodas tuvu hiperboliskajam kopam, uzvedibu var raksturot ar
sadu teoremu:

Teorema 8.2. Pienemsim, ka €2 ir hiperboliski atgriidosa kopa funkcijai
f. Tad eksiste tada valeja kopa U D €, ka visiem tadiem x, kas z € U, bet
x ¢ ), eksiste tada iteracija n, ka f"(z) ¢ U.

Ja Q ir hiperboliski pievelkosa kopa funkcijai f, tad eksiste tada valeja
kopa U D €2, ka jebkurs kopas U punkts pieder kopas (2 stabilitates kopai.

Teoremas pieradijums ir lidzigs Teoremas 5.3” pieradijumam. Lasitajs var
pameginat to atkartot.



NODALA NR. 9

HAOTISKA FUNKCIJA

Anotacija. Topologiskas transitivitates un jutiguma pret sakuma nosacijumiem
definicijas. Haotiskas funkcijas definicija. Teorema par nepartrauktas funkci-
jas haotismu. Logistiska funkcija (r > 24-+/5) ka haotiskas funkcijas piemers.

Saja nodala mes centisimies noskaidrot, kada ir logistiska attelojuma
uzvediba (lasi: dinamika) kopa A. Sim jautajumam ir jega, jo h : A — A,
tatad mes varam apskatit A punktu orbitas pie attelojuma h. Skaidrs, ka A
ir divaina kopa. Mes zinam, ka ta satur A,, jebkura intervala galapunktus, jo
sie punkti ir eventuali nekustigie punkti (punktam 0). Mes zinam, ka ta satur
ar1 citus punktus — katrs A,, intervals satur h periodisku punktu ar periodu
n (jo katra sada intervala funkcija h™ ir sirjekcija un injekcija, tas grafiks
krustojas ar taisni y = x, Sis krustpunkts ir A" nekustigais punkts jeb A
periodisks punkts ar periodu n). Periodiskie punkti nav eventuali nekustigie
punkti, tapec tie nav kopas A,, intervalu galapunkti jebkuram m. Tatad, ko
mes varam pateikt par h dinamiku kopa A?

Teorema 9.1. Jar > 2++/5, tad h = rz(1 — 2) periodisko punktu kopa
ir bliva kopa A.
Pieradijums. Mums ir japierada, ka

Ve A Ve>0 dye A — hperiodisks punkts : |z —y| < e.

Izvelamies brivi € A, € > 0. Izmantosim Lemmu 8.2, kas apgalvo, ka

eksiste tads skaitlis A > 1, ka jebkura intervala no kopas A,, garums ir stingri
mazaks par (%)n Atrodam tadu ng, ka (%)nﬂ < ¢. Tad kopa A,, eksiste

tads intervals, kur§ satur punktu x. Pie tam Sis kopas A,,, intervals pec
konstrukcijas satur divus kopas A, intervalus, kura katra ir pa vienam h
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periodiskam punktam ar periodu ng + 1 un vismaz viens no tiem nesakrit ar
x, tas arl ir mekletais punkts y. Tad |z — y| < (%)no <em

Talak mes paradisim, ka A ir labi samikseta ar attelojuma h iteracijam.

Definicija 9.1. Funkciju f : D — D sauc par topologiski transitivu
(topologically transitive) kopa D C R, ja jebkuram divam valejam kopam
u, V', kuras Skelas ar D, eksiste tads punkts z € U N D un tada iteracija
n € N, ka f"(z) € V. Vai ekvivalenta forma: f : D — D ir topogiski
transitiva funkcija kopa D C R, ja

Ve,ye D Ve>0 Jze€D dneN: |z—z|<e&]|f(z)—y|<e.
Ikdieniskiem vardiem runajot, funkcijas topologiska transitivitate nozime,

ka jebkura punkta x apkartne ir atrodams tads punkts z, kurs ar noteiktu
funkcijas iteraciju aizcelo uz patvaliga punkta y apkartni (9.1.zimeéjums).

T 3, 3n F(z) y

<e€ <e€

9.1. zim.

Teorema 9.2. Jar > 2++/5, tad h = rz(1 — ) ir topologiski transitiva
kopa A.
Pieradijums.

T Pz

T
le
I

Il < (3)" <e

9.2. z1m.
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Izvelesimies x,y € A brivi un fiksesim € > 0. Paradisim, ka
dzeA: |z—z|<eundneN: " (z)=y.

No Lemmas 8.2 zinams, ka eksiste tada konstante A\ > 1, ka kopas A,, jebkura
intervals garums ir mazaks par (%)n [zvelesimies ng ta, lai (%)no <e. Ta
ka z € A, tad no Apgalvojuma 7.1 ¢) ir zinams, ka eksiste tads intervals I,
kopa A,,, ka z € I,, un h™ : I,, — [0;1] ir injekcija un sirjekcija. ng ir
izvelets ta, ka intervala I,,, garums ir mazaks par (%)no < g, tatad attalums
no z, kas ir I,, punkts, lIidz jebkuram I,, punktam ir mazaks par ¢. Ta
ka h™ : I,, — [0;1] ir injekcija un sirjekcija un y € [0;1], tad 3z € I, :
h™(z) = y (skatit 9.2.zimejumu). Skaidrs, ka z € A, jo tas ir punkta y € A

pirmtels. m

Atzimesim vel vienu rezultatu, kas raksturo topologiski transitivas funkci-
jas invariances kopas lielumu.

Teorema 9.3. Ja f: D — D, kur D C R, ir topologiski transitiva kopa
D, tad D ir bezgaliga kopa vai D sastav no viena periodiska punkta orbitas.

Pieradijums. Pienemsim, ka D satur tikai galigu skaitu punktu un
f D — D ir topologiski transitiva funkcija. Izvelesimies punktu kopa D un
apzimesim to ar xy. Mes paradisim, ka x( ir periodisks un ka katrs D punkts
ir xy orbitas punkts.

Pienemsim, ka ¢ > 0 ir tads, ka attalums starp jebkuriem diviem D
punktiem ir lielaks vai vienads ar ¢, t.i., jaz, y € Dun z # y, tad |z—y| > «.
Sads e eksiste, jo D ir galiga kopa. Piepemsim, ka y € D. Ta ka f ir
topologiski transitiva funkcija, tad

dzeD dJmeN: |zg—z|<e&]|fM(z)—y|<e.

Bet € ir mazakais attalums starp diviem atskirigiem kopas D punktiem, tapec
no |zg — z| < € seko , ka z = o, un no |f™(z) — y| < € seko, ka f™(z) = y.
leverojot abas vienadibas, esam ieguvusi, ka f™(zg) = f™(z) = y. Tatad
jebkurs D punkts ir xy orbitas punkts. Izvelesimies yg € D , kurs ir atskirigs
no xg. Lidzigi ka ieprieks var paradit, ka eksiste tada f iteracija n, ka
f™(yo) = xo. Ta ka mes jau zinam, ka eksiste tada f iteracija m, ka f™(zq) =
Yo, tad skaidrs, ka
M (@o) = (o) = 2o

un tatad zq ir periodisks punkts ar periodu n + m.
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Preteja gadijuma, ja D nesatur viena periodiska punkta orbitu un f ir
topologiski transitiva kopa D, tad D ir bezgaliga kopa. m

Definicija 9.2. Funkciju f : D — D sauc par jutigi atkarigu no sakuma
nosacijumiem (sensitive dependence on initial conditions) kopa D C R, ja

0 >0VzeDVe>03Fye DIneN: |[z—y|<e&|f"(z)— ["(y)| > 0.

[lustracija Definicijai 9.2 dota 9.3.zimejuma.
dn

{ ¥ v
z Jy frlx) ")

<e >0

9.3. zim.

Praktiski izsakoties, no jutiguma pret sakumnosacijumiem seko, ja mes
lietojam modelt funkcijas iteracijas ilgu laiku (piemeéram, tados modelos ka
populacijas pieaugums, laika apstaklu prognozesana vai ekonomiskie raditaji)
un ja funkcija ir jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem, tad jebkura kluda
sakuma nosacijumu merijumos rezultata var dot lielu atskiribu starp matematiski
planoto uzvedibu un patieso sistemas uzvedibu. Ta ka visi fizikalie meraparati
ieklauj kluidu, Sis nosacijums stingri ierobezo modela derigumu.

Teorema 9.4. Ja r > 2+ /5, tad h = rz(1 — z) ir jutigi atkariga no
sakuma nosacijumiem kopa A, t.i.,

1
VreAVe>0dye Adne N: |x—y|<5&|h”(m)—h"(y)|>§.

Pieradijums. leverojiet, teoremas formuléjuma ir pateikts, ka Definicija
9.2 mineta konstante ir § = %! Tapec talak brivi izvelesimies z € A un e > 0.
Lidzigi ka ieprieksejas Teoremas 9.2 pieradijuma izmantosim Lemmu 8.2,
un, izlaizot dazas atkartojosas detalas, varam sacit: eksiste tads n un tads
intervals I,, kopa A,,, ka x € I,, un attalums no = lidz jebkuram intervala I,
punktam ir mazaks par ¢; pie tam funkcija h™ : I, — [0;1] ir injekcija un
sirjekcija. Tad

da,bel,: h"a)=0unh"(b)=1
Punkti @ un b ir eventuali nekustigie punkti punktam 0, tapec tie pieder
kopai A\. Ta ka h"(z) € A un £ ¢ A, tad

h"(x) € [0; %[ vai h"(z) E]%; 1].
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Ja h"(z) € [0; 5[, tad (skatit 9.4.zImejumu)

1
bed, fz—bl<s W)= B)| = ") = 1] > .

N[ =

A (z) gl ......... s

Ja h"(z) €]3;1], tad
1
acel, Ja—zx|<e | (xz)—h"(a)|=|n"(z)| > 5

Mes esam pieradijusi loti butiskas Ipasibas, kas piemit funkcijai h (r >
2+ \/3) kopa A. Funkcijas ar s$adam 1paSibam sauc speciala varda — par
haotiskam. Precizak, formulesim R.Devaney 1989.gada doto definiciju:

Definicija 9.3. Funkciju f : D — D, kur D C R, sauc par haotisku
(chaotic) kopa D, ja

a) f periodisko punktu kopa ir bliva kopa D;

b) f ir topologiski transitiva kopa D;

c¢) f ir jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem kopa D.

Dazkart par haotisku sauc ar1 tadu funkciju f : D — D, kura ir tikai
jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem. Ar1 nepartrauktu funkciju gadijjuma
ir noverojamas zinamas likumsakaribas starp minetajam trim 1pasibam. Bet
pirms to precizéjam, pierakstisim no Teoremam 9.1, 9.2, 9.4 iegtito secinajumu:
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Teorema 9.5. Ja r > 2+ /5, tad h = rx(1 — 2) ir haotiska funkcija
kopa A.

Funkcija h = raz(1 — x) ir haotiska arT citam r vertibam,kas lielakas par
4. Bet to pieradit ir daudz grutak (vienu no iespejamajiem pieradijumiem
var atrast C.Robinson gramata). Gadijjumu ar r = 4 mes apskatisim mazliet
velak, izmantojot citu pieradijuma tehniku.

Nepartrauktai funkcijai, lai pieraditu, ka ta ir haotiska, nav obligati
japarbauda visu triju 1pasibu izpildisanas. Izradas, nepartraukta invarianta
funkcija, ja ta ir topologiski transitiva un tas periodiskie punkti ir blivi in-
variances kopa, tad ta ir ar1 jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem, tatad
ir haotiska.

Teorema 9.6. Pienemsim, ka D ir bezgaliga realo skaitlu apakskopa un
f D — D ir nepartraukta funkcija. Ja f ir topologiski transitiva kopa D
un f periodiskie punkti ir blivi kopa D, tad f ir haotiska kopa D.
Pieradijums. Tatad atliek pieradit, ka pie dotajiem teoremas nosacijumiem
funkcija f ir ar7 jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem. Vispirms pieradisim:

3§ >0 Vxe€D 3Jqg€ D — f periodisks punkts  Vi: |z — f'(q)| > 46.

Atzimesim, ka bezgaligas kopas bliva apakskopa ir bezgaliga kopa. Ta
ka f periodiskie punkti ir blivi kopa D, tad funkcijai f ir bezgaligi daudz
periodisko punktu un tapec mes varam izveleties divus tadus periodiskus
punktus ¢; un ¢o, ka f"(q1) # f™(q2) jebkuriem n un m. Tas ir, ¢; un ¢
ir periodiski punkti no dazadam orbitam. pienemsim, ka 0 ir lielakais no
skaitliem, kur§ apmierina nevienadibu

1
Vn,m: o 6 < | (q) = [T (a2)l-
Skaidrs, ka 0 > 0, jo ¢; un ¢ ir atskirigi periodiskie punkti. Un ta ka ir
tikai galigs skaits punktu forma f"(q;) un f™(q2), tad ir tikai galigs skaits

attalumu |f™(q1) — f™(¢2)|, tapéc starp tiem var atrast mazako. Ja x € D,
tad, izmantojot trisstira nevienadibu, iegtisim

Vi, 8% 51 @) — (@) < 507 (@) — ol + o= (@)

jeb 80 < |f™"(q1) — | + |z — f™(q2)]-
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Varam secinat, vai nu |f"(¢1) — x| > 40 visiem n, vai a1 |z — f"(q2)| >
49 visiem m. Rezultata secinam, ka eksiste tads periodisks punkts ¢, ka
|z — f(q)| > 46 visiem i.

Fiksesim ¢, kurs iegtits pec ieprieks aprakstita kriterija. Tas ir, izvelesimies
0 > 0 ta, ka jebkuram D punktam eksiste periodisks punkts, kura orbitas
jebkurs punkts atrodas talak par 40. Pienemsim, ka x ir patvaligs kopas D
punkts un ¢ ir tads, ka 0 < € < ¢. Fiksesim tadu periodisku punktu ¢, ka

|z — f'(q)| > 46 visiem 4. Izmantojot So ¢, pieradisim, ka
JweD: |Jw—zl<eundn: |[f*(z)— f"(w)| >o.

Tas arT nozimes, ka funkcija f ir jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem.
leverojiet, ka esam izdarijusi ierobezojumu uz ¢ izveli: € < 9§, jo ir daudz
grutak atrast w tiesi tad, kad ¢ klust mazs.

[zdarisim dazas piezimes.

1. Ta ka f periodiskie punkti ir blivi kopa D, tad mes varam izveleties
vienu tadu, kura attalums no lidz = ir mazaks par €. Fiksesim vienu Sadu
periodisku punktu p. Apzimesim ar k& punkta p periodu.

2. Eksiste tads p > 0, ka p < 0. No funkcijas f nepartrauktibas seko: ja
z€D: |z—q| <up, tad |f'(2) — fi(q)| < & visiem tadiem i, ka 0 <17 < k.

3. Eksiste tads y € D un tads naturals skaitlis m, ka |[r — y| < € un
|f™(y) — q| < p, kur p izvelets ka 2.piezime. Tas ir tiesas sekas no f
topologiskas transitivitates. leverosim, ka kopa ar 2.piezimi punkta y un
skaitla m izvele seko no fakta, ka | f™ " (y) — fi(q)| = |f{(f™(y)) — fi(q)] <&
visiem ¢ starp 0 un k.

4. Ja m ir izvelets ta ka 3.piezime, tad eksiste tads n, kam <n <m-+k
un k dalas ar n. Citiem vardiem sakot, n = ak, kur a ir mazakais veselais

skaitlis, kurs lielaks vai vienads ar 7.
Ja m un y izveleti ka 3.piezime un n ka 4.piezime, 0 izvelets ka ieprieks

aprakstits, tad no trisstura nevienadibas seko, ka

<z =" <lz= "W+ 10 = W+ 1) - "]
Izmantojot faktu, ka p ir periodisks punkts ar periodu k£ un k dalas ar n, mes
legtisim
46 <z —p|+ /") = "W+ /""" W) = /(9] (9.1)

No 1.piezimeszinams, ka |x — p| < §. Ari z ir izveélets péc 4.piezimes ta, ka
n—m ir starp 0 un k. No 3.piezimes zinams, ka | f*~(f™(y))— f"""(q)| < 6.
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Tad nevienadiba (9.1) pierakstama ka
4 <6+ |f*(p) — MY+
jeb 20 < [f™(p) — f"(y)l.
Izmantojot trisstiira nevienadibu, iegtisim
26 < |f"(p) = [*WI < () = [* (@) + [f"(2) = " ()]

No Sejienes seko, ka

[/ (p) = [ (@) > 6 vai [f"(x) = ["(y)] > 0.

Ta ka p un y ir izveleti, ieverojot 1. un 3.piezimi: |p—z| < e un |y — x| < ¢,
tad mes esam atradusi tadu punktu w € D (vai nu p vai y), ka |w — x| < ¢,
un eksiste tads n, ka | f"(z) — f"(w)| > J. =



NODALA NR. 10

TELTS ATTELOJUMS

Anotacija. Telts attelojums intervala [0; 1] - vel viens haotiskas funkcijas
piemers. Haotiska attelojuma ipasibu parbaude (nekustigo punktu blivums,
jutiga atkariba no sakuma nosacijumiem, topologiska transitivitate).

Saja nodala apskatisim vienu konkrétu haotisku attelojumu - telts attélojumu
(tent map).

Definicija 10.1. Par telts attélojumu sauc tadu attelojumu
T :]0;1] — [0;1], kurs definets ar sakaribu:

wino
>

o

NI— e
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&

10.1. zim.
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10.1.ztimejuma labi redzams, ka telts attelojums attelo vienibas intervalu
sevl, ka tam ir divi nekustigie punkti: x; = 0 un otru var atrast no vienadibas
2 — 2x = x, tatad otrs nekustigais punkts ir xo = %

Lai uzzimetu telts attelojuma otras iteracijas grafiku, varam spriest sadi
(skatit 10.2.ziméjumu): kamer pirmas iteracijas vertibas ir intervala [0; 3],
tikmer darbojas funkcija 2x.

Yy

11

2

g L

1

2 1 :

- 1 1 2 3

0 1 2 31 L

10.2. zim.

Tadi ir divi definicijas apgabali, kuros funkcijas vertibas nav lielakas par
1. Taka2r =1 = z = 1 tad intervala [0;1] telts attelojuma otras
iteracijas analitiska izteiksme ir 2 -2z = 4z. Taka2 -2z =1 = o =3,
tad intervala [3;1] telts attelojuma otras iteracijas analitiska izteiksme ir
2-(2—2x) = 4 — 4a. Ieverojot telts attelojuma definiciju, intervala ]3; 5]
telts attelojuma otras iteracijas analitiska izteiksme ir 2 — 2 - 20 = 2 — 4z,
bet intervala ]3;2[ telts attelojuma otras iteracijas analitiska izteiksme ir
2—-2-(2—2x) = —2+ 4z, tatad (funkcija ir nepartraukta, tapéc vispar nav

butiski, ka tiek ieskaititi intervalu galapunkti, svarigi tikai, lai tie piederetu
tiesi vienam intervalam)

4z, z € [0; 4],
T2(x) 2—4z, x€]ii],
—2+ 4z, 336]%;%],
4—4z,  w €3]
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Telts attelojuma otras iteracijas T? grafiks ir paradits 10.3.zimejuma.

Y

1“ ........................................................... :
X0 S SO W
3] z

0 3 3 1o

10.3. zim.

No 10.3.ziméjuma redzams, ka otrajai iteracijai ir paradijusies divi jauni
nekustigie punkti - tie ir telts attelojuma periodiskie punkti ar pirmsperiodu
2. Lai atrastu to koordinatas, atrisinam vienadojumus:

2—4dr=x = x3=
4—4dr=x = x4=

I

(SIFNEGHIN)

Lidziga veida varam spriest un atrast telts attelojuma tresas iteracijas
analitisko izteiksmi:

( 8z, T € [0;%],
2—8z, w€lsql,
—2+8z, z €38,

T9(2) = 4—8x, wx€ldi]

—4+ 8z, x€]3;2],
6—8z, x€|2;3]
—6+ 8z, x€]3; 1],

| 8—8z, z€]fil].

Telts attelojuma tresas iteracijas T° grafiks ir paradits 10.4.ziméjuma.
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Yy

T §vemeeemmeme e e

2 b

3 [ 3 !

0 : 32 1

10.4. zim.

Redzam, ka tresajai iteracijai kopuma ir 8 nekustigie punkti, no kuriem
divi ir 1stie telts attelojuma nekustigie punkti, bet parejie sesi ir telts attelojuma
periodiskie punkti ar pirmsperiodu 3. Tie patieSam nesakrit ar otras iteracijas
nekustigajiem punktiem, to var ieraudzit 10.5.z1mejuma, kur uzzimetas vienas
koordinatas gan otras, gan tresas iteracijas grafiki.

Y
1., ....................................................... :

2 LY

31

0 53 Lo

10.5. zim.

Sadi més varétu turpinat un atrast ceturtas, piektds,..., n-tas kartas
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iteracijas funkciju analitiskas funkcijas, un uzzimet atbilstosos grafikus. Dazkart
literatura telts attelojumu sauc ar1 par zaga zobu funkciju. Skatoties iteraciju
grafikos klust skaidrs, kapec radies Sads nosaukums. Acimredzot, katra
nakamaja iteracija "telsu” skaits dubultojas un nogriezna garums, uz kura

pateikt, ka visiem veseliem skaitliem %k starp 0 un 2" — 1 telts attelojuma

n-ta iteracija
k k+1
" | —; i1
{271’ on ]H[O’ |

ir sirjekcija un linears attelojums. Ieverojot ieprieks minetas n-tas iteracijas
Tpasibas, var pieradit haotiska attelojuma definicija prasitos nosacijumus.

Apgalvojums 10.1. Telts attelojuma periodisko punktu kopa ir bliva
intervala [0; 1].
Pieradijums. Mums ir japierada, ka

Vre[0;1] Ve>0 3Jye€[0;1] — T periodisks punkts : |z —y| < e.

Brivi fiksejam z € [0;1] un € > 0. Atrodam tadu n € N, lai 5 < ¢, tad
eksiste tads k € NU {0}, ka = € [2%, %} — gaja intervala telts attelojuma
n-ta iteracija T™ ir sirjekcija un linears attelojums. Tas nozime, ka T™ grafiks
saja intervala krustojas ar taisni y = z. Sis krustpunkts ir 7" nekustigais
punkts un Iidz ar to tas ir pasa telts attelojuma periodisks punkts ar periodu
n. Lidz ar to arT esam atradusi tadu T" periodisko punktu y, ka

1
r—yl < —=<¢e.n
2n

Apgalvojums 10.2. Telts attelojums intervala [0; 1] ir topologiski tran-
sitivs.
Pieradijums. Mums ir japierada, ka

Ve,y€[0;1] Ve>0 Fz€0;1]IneN: |z—z|<e&|T"(2) —y| <e.

Mes pieradisim pat vairak: T"(z) = y.

Fiksgjam brivi z,y € [0;1] un € > 0. Atradisim tadu n € N, lai 5- < ¢.
Tad eksiste tads & € N U {0}, ka = € [2%,%} = I,. Attelojums T" :
I, — [0;1] ir sirjekcija un linears attélojums, tapec eksiste tads z € Iy, ka

T"(z) = y. 10.6.z1méjuma redzama atbilstosa situacija ar augosu funkciju.
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Minetais y ir definicija prasitais.

T Pz :
Py & 1 >
N
1
|Ik| <e€ k+1
_ ]
10.6. zim.

Apgalvojums 10.3. Telts attelojums intervala [0; 1] ir jutigi atkarigs no
sakuma nosacijumiem.
Pieradijums. Mums ir japierada, ka

30 >0Ve €[0;1]3Ie>0Tye[0;1] ImeN: |z—y| <e&|T"(x)-T"(y)| > o.

Mes konkretaja gadijuma pieradisim, ka § loma der jebkur$ skaitlis no in-
tervala 0; 1[.

)

|Ik| <e %

10.7. zim.
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Brivi fiksejam x € [0;1] un € > 0. Atrodam tadu n € N, lai 5= < e.

Tad eksiste tads £k € N U {0}, ka = € [2%,%} = I}, un jebkuram y no
S intervala [, izpildas nevienadiba |z — y| < 55 < e. Attelojums 7™ :
I, — [0;1] ir sirjekcija un linears attélojums. Pie tam viena no vertibam
T (%), Tm(&2) ir 0, otra 1.

JaT"(x) € [0; %], tad y loma izvelamies to intervala galapunktu, kura 7™
attels ir 1.

Ja T"(z) €]3;1], tad y loma izvelamies to intervala galapunktu, kura 7"
attels ir 0. ST situacija ilustreta 10.7.zimejuma (Seit y = ).

Abos gadijumos

T7(2) — T"(y)| > % 5 m

No Apgalvojumiem 10.1, 10.2 un 10.3 seko, ka
Teorema 10.1. Telts attelojums ir haotisks attélojums intervala [0; 1].

Nemot vera Teoremu 9.6, lai konstatetu, ka 7' ir haotisks attelojums,
varéjam ar1 nepieradi telts attelojuma jtitigo atkaribu no sakuma nosacijumiem,
jo telts attelojums ir nepartraukts attélojums un intervals [0; 1] ir bezgaliga
kopa.

Telts attelojumu var visparinat un apskatit parametrisku attelojumu saimes,
piemeram, ja telts attelojuma definicija visas tris konstantes 2 aizstajam ar

parametru a > 0:
az, z € [0; 3],
T(I(x) = 1
a—ax, vc|5;1],

tad var noverot lidzigu dinamiku ka parametriskas logistiskas attelojumu
saimes gadijuma. Var izmainit arl telts virsotnes atrasanas vietu un apskatit
atbilstoso parametrisko funkciju saimi, virsotnei parvietojoties no zemakas
vietas uz augstaku.



NODALA NR. 11

TOPOLOGISKA SAISTIBA

Anotacija. Topologiskas saistibas starp funkcijam definicija. Teorema par
topologiskas saistibas ipasibam. Logistiska attelojuma h(z) = 4z(1 — z),
x € [0; 1], topologiska saistiba ar telts attelojumu.

Mes turpinasim musu logistiskas funkcijas pétijumus, paradot, ka h(x) =
4z(1 — x) ir haotiska funkcija visa intervala [0;1]. Pec definicijas to ir gruti
izdarit. Tapec mes paradisim, ka h dinamika intervala [0;1] ir tada pati
ka telts attelojuma dinamika intervala [0;1]. Matematiski izsakoties, mes
teiksim, ka h intervala [0; 1] ir topologiski saistita ar telts attelojumu intervala
0; 1].

Definicija 11.1. Pienemsim, ka f : D — D un g : £ — FE ir funkcijas.
Funkciju f sauc par topologiski saistitu ar g (topologically conjugate), ja
eksisté tads homeomorfisms 7 : D — E, ka 7o f = go 7. Saja gadijuma 7
sauc par topologisko saiti (topological conjugacy).

(Atgadinasim, ka homeomorfisms 7 : D — F nozimé tadu nepartrauktu
attelojumu, kurs ir sirjekcija un injekcija un tam eksiste nepartraukts inver-
sais attelojums.)

Mes reprezentesim So attiecibu ar komutativitates diagrammu.

D / D
T T
E E



70

Ja mes sakam, ka diagramma ir komutativa, ar to sapratisim: ja startejam
ar kopas D elementu un talak sekojam bultam diagramma, tad beigas at-
griezisimies pie ta pasa elementa neatkarigi no marsruta izveles. Piemeram,
pienemsim, ka x € D ir izvelets no diagrammas augseja kreisa stura. Sekojot
bultam no augseja kreisa stura kopa ar f nonaksim kopa D pie elementa
f(x) € D, tad lejup 7(f(z)) € E. Ejot vispirms uz leju, sekojot bultai,
vispirms nonaktu pie 7(z) € E un péc tam ar G pie g(7(x)) € E. Ta ka
diagramma ir komutativa, mes esam dabujusi to pasu elementu, zinam, ka
7(f(z)) = g(7(x)). Aprakstito situaciju var reprezentet ar citu detalizetaku
diagrammu.

reD ! f(x)e D
T(z) €EE 7 T(f(x)) =g(r(x)) € E

p—1 ) v )= g @)
e R (@)~ glr(2))

Lidzigi, ja e ir E elements, tad

T(f(77H(e)) = g(e)
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vai ar komutativitates diagrammu tas izskatitos sadi:

p 1 p 1) 1)
71 T val 71 T
E J E ¢y g(e)

Atgriezoties pie homeomorfisma definicijas, mes teicam, ka 7 : D — F
ir homeomorfisms tad un tikai tad, ja 7 ir nepartraukts, injektivs, sirjektivs
attelojums un tam eksiste nepartraukts inversais attelojums. Atzimesim, ja
D un FE ir homeomorfas kopas (t.i., eksiste homeomorfisms no kopas D kopa
E), tad D un FE topologijas ir vienadas. Precizesim $o izteikumu ar sadu
apgalvojumu:

Apgalvojums 11.1. Pienemsim, ka D, F ir realu skaitlu apakskopas un
¢ : D — E ir homeomorfisms, tad
a) kopa U C D ir valeja tad un tikai tad, ja kopa ¢(U) ir valeja kopa F;
b) virkne (x,),en n0o D elementiem konverge uz x € D tad un tikai tad, ja
virkne (¢(xy,))nen konverge uz ¢(x) € F;
c) kopa F' C D ir slegta tad un tikai tad, ja kopa ¢(F) ir slegta kopa E;
d) kopa A ir bliva kopa D tad un tikai tad, ja kopa ¢(A) ir bliva kopa E.

ST apgalvojuma pieradijums tiek dots topologijas kursos (pierada, izman-
tojot definicijas (skat nodalu nr.2.)).

Ja funkcijas kopas D un F ir topologiski saistitas, tad homeomorfisma
eksistence no kopas D kopa E garante, ka telpu topologijas ir identiskas.
Savukart nosactjums 7o f = go7 garante, ka funkciju dinamika ir tada pati.
Precizak to demonstre nakama teorema:

Teorema 11.1. Pienemsim, ka D, F ir realu skaitlu apakskopas un
f:D— D, g: E— FE ir funkcijas, un ¢ : D — FE ir topologiska saite starp
f un g. Tad:

a) 7711 E — D ir topologiska saite;

b) 7o f* = g" o 7 visiem naturaliem skaitliem n;

c) p ir f periodisks punkts tad un tikai tad, ja 7(p) ir ¢ periodisks punkts;
pie tam p un 7(p) pirmsperiodi ir vienadi;

d) Japir f periodisks punkts ar stabilitates kopu W9 (p), tad 7(p) stabilitates
kopa ir 7(W*(p));
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e) f periodisko punktu kopa ir bliva kopa D tad un tikai tad, ja g periodisko
punktu kopa ir bliva kopa F;

f) f ir topologiski transitiva kopa D tad un tikai tad, ja ¢ ir topologiski
transitiva kopa FE;

g) f ir haotiska kopa D tad un tikai tad, ja g ir haotiska kopa E.

Pirms mes sakam teorémas pieradisanu, ieverosim, ka daudzi teoremas
secinajumi ir ieraugami komutativitates diagrammas un seko no topologiskas
saistibas. Pieméram, teoremas apgalvojuma c) pieradijjums. Pienemsim, ka
p ir f periodisks punkts ar pirmsperiodu k. Mums ir japierada, ka 7(p) ir
funkcijas g periodisks punkts ar pirmsperiodu k. Lai saprastu pieradijumu,
apskatisim diagrammu:

peD /! ffp)=peD
7(p) € E p g*(r(p)) =7(f*(p)) € E

No b) dalas més zinam, ka §1 diagramma komute, tatad

g"(r(p)) = 7(f*(p)) = 7(p),

lidz ar to esam paradijusi, ka 7(p) ir periodisks punkts ar periodu k. Atliek
paradit, ka 7(p) pirmsperiods ir k. Ja 0 < n < k, tad ¢"(7(p)) = 7(f"(p)) #
7(p), jo T ir injekcija un f"(p) # p, ja 0 < n < k. Tatad 7(p) ir g periodisks
punkts ar pirmsperiodu k.

Teoremas 11.1 pieradijums.

a) Ir japierada, ka 771 o g = f o 77! - seko no definicijam.

b) Lai pieraditu, ka 7o f* = ¢" o 7, mums jaapliko kumutativitates dia-
gramma, kas sastav no n kvadratiem.

R S SN S |
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Ta ka katrs kvadrats komute, tad komute visa diagramma. Tad iegusim to
pasu rezultatu, ejot pa diagrammas otru pusi attiecigaja virziena, un va-
jadzigais apgalvojums sekos.

Pieradijumu precizak var izdarit ar matematiskas indukcijas palidzibu .
Apgalvojums 7o f" = ¢" o T ir patiess, ja n = 1, jo 7T ir topologiska saite.
Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess gadijumam n, un pieradisim, ka tas ir
patiess n + 1 gadijjumam:

roft = (rof")of =(g"or)of =g o(ro ) = g 0 (gor) = g™t or

c) Fakts, ka attelojums 7 attelo f periodiskus punktus par g periodiskiem
punktiem tika paraditsdiskusija pirms §1 pieradijuma. Taka 7! ir topologiska
saite, tie pasi argumenti demonstre, ja q ir g periodisks punkts ar pirmspe-
riodu k, tad 771(q) ir f periodisks punkts ar pirmsperiodu k.

d) Pienemsim, ka p ir f periodisks punkts ar pirmsperiodu &, un pienemsim,
ka x € W¥(p). Tad péc stabilitates kopas W¥(p) definicijas

Vo>0 INEN VYn>N: |ff(z)—p <é.
Mums japarada, ka
Ve>0 IMeN Vn>M: |¢"(r(x)) —7(p)| <e.
Fiksejam brivi € > 0. Ta ka 7 ir nepartraukts attelojums, tad
>0 Vy: |y—pl<d=|ry)—71(p)| <e.

Izvelamies M ta, jan > M, tad |f*(x) — p| < §. No nepartrauktibas seko,
ka
T(f(X) = 7(p)] = 9" (7 (2)) = 7(p)| <,

jan > M; lidz ar to d) ir pieradits.

e) Periodisko punktu blivums ar topologisko saistibu seko no iepriekseja
Apgalvojuma 11.1 d).

f) Pienemsim, ka f : D — D ir topologiski transitivs. Japarada, ka
g : . — E ir topologiski transitivs, proti

Ve,ye B Ve>0 FzeFE:|z—z[<eundneN: |¢"(z) —y| <e.

Apskatisim divus kopas D elementus #’ = 771(z) un ¢/ = 77! (y). Taka 7 ir
nepartraukts, tad

30, : |w— 2| < b = |T(w) —7(2))| = |7(w) — x| < e. (11.1)
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Lidzigi

30, lw—y| <, = |T7(w) = 7)) =|7(w) —y| <e. (11.2)
Izvelamies § < min{d,, d§,}. Ta ka f ir topologiski transitiva funkcija, tad

eD: | —2|<dunIneN: |f":) -] <.
Pienemsim, ka z = 7(2’). Taka |2’ — 2’| < § < 6., tad no (11.1) seko, ka
|z —z| = |7(") — 7(2))| < e.

Lidzigi no (11.2) seko, ka

9" (2) =yl = I7(f*(z) = 7(¥)| <&,

jo |fM(#) —v'| < <9d,. Seko, ka g ir topologiski transitiva kopa E.

Ta ka 77! ir toologiska saite no g uz f, tad lidzigi spriedumu ka iepriekv
s pierada apgalvojumu uz otru pusi.

g) Ja f un g ir nepartrauktas funkcijas, tad sis apgalvojums seko no e) un
f), un Teoremas 9.6. Visparigais gadijums prasa citus matematikas lidzeklus,
kurus Seit mes nedemonstresim. m

Atzimesim, ka vispariga gadijuma jutiga atkariba no sakuma nosacijumiem
nav saglabajama ar topologisko saiti. Tacu, ja f un g definicijas apgabali
ir slegti un ierobezoti (kompaktas kopas), tad jutiga atkariba no sakuma
nosacijumiem saglabajas ar topologisko saiti.

Lai demonstretu, ka jutiga atkariba no sakuma nosacijumiem ne vienmer
saglabajas ar topologisko saiti, apskatisim funkcijas:

FA0 1101 f(z) = 22,
g :]1;+o00[—]1; 400 g(x) = 2%
Vispirms secinasim, ka f nav jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem,
proti, pieradisim negaciju:
Vo >03x €]0;1[Fe >0Vye DVne N |z—y| > e vai |f"(x)—f"(y)] <.
leverosim, ka f(z) = 22, f2(z) = (22)% = 2%, ..., f'(z) = 2*".
Brivi fikse 6 > 0, = } un izvelas 0 < ¢ < min{4; 1}, fikse brivi y € D.
Tad |z —y| > e val |z —y| <e. Ja |x —y| < e, tad tas nozime, ka

|1 | < <1:> <1
- — < — =.
T 1 7Y%
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leverojot So novertejumu un r = 7 <

N

i , varam secinat, ka

22 =y = Jo gl [~ 4y T < e T e ) <

<e-(%)2n_1-2”<5-1<6.

Funkcija g ir jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem, proti,

30 > 0 Vz €]1; +o0[ Ve > 0 Jy €]1;+00[ In € N :
[z =yl <e&[f*(x) = f"(y)| > 0.

0 loma var nemt jebkuru pozitivu skaitli, pienemsim, ka esam tadu 6 > 0
fiksejusi. Izvelamies z €]1;4o00[ un € > 0 brivi. Izvelamies y =  + § un
n > log, g + 1. Tad pec konstrukcijas |z — y| < € un

9" (@) = g" ()| = [2*" —y*" | = |z —yl |27+ ..+ "7 =
= %\xQn_l + .y > s-l1-2"=¢. on—l s . glogy 2+1-1 — o g = 4.
Attelojums 7 :]0;1[—]1; 400, kas definets ar izteiksmi 7(z) = I, ir
nepartraukta funkcija intervala |0; 1], ta ir injekcija un sirjekcija, ka art ta
ir dilstosa funkcija, tapec tai eksiste inversa funkcija 77(z) = x, kas arT ir
nepartraukta funkcija. Tatad 7 ir homeomorfisms. Viegli parliecinaties, ka
izpildas komutativitates 1pasiba:

rof =7(f(@) = (%) = &5 = gor = glr(x) = g(1) = ()’ = =

Atliek secinat, ka topologiskas saites eksistence negarante jutigas atkaribas
no sakumnosacijumiem parneSanu no vienas funkcijas uz otru.

Bet Teoremas 11.1 pedejais apgalvojums saka, ja zinam, ka attelojums ir
haotisks, tad topologiskas saites eksistence ar otru attelojumu lauj secinat,
ka sis otrs attelojums ir haotisks. Mes to izmantosim, lai pieraditu svarigu
apgalvojumu par logistisko attelojumu.

Teorema 11.2. Funkcija hy(z) = 42(1 — z) ir haotiska intervala [0; 1].
Pieradijums. Pieradijums seko no fakta, ka logistiskais attelojums hy(z) =
4z(1 — ) intervala [0; 1] ir topologiski saistits ar telts attélojumu

{2% x € [0; 5],

T(x) =
(@) 2 -2z, x€l3;1].



76
Par topologisko saiti 7 : [0; 1] — [0; 1] kalpo attelojums

T
7(z) = sin® ~x.
2
Skaidrs, ka ta ir nepartraukta funkcija, kas attelo intervalu [0; 1] sevi. Ta ka
sin? 5 =1unsin0 = 0, tad ta ir sirjekcija. St funkcija ir stingri augosa, jo

! . T ™ ™ m™ .
T(x) =2sin —x cos —x - — = —sinwx > 0, x € |0; 1],
(z) ) 575 =3 [0;1]
tapec ta ir arT injekcija un tai eksiste inversa funkcija y = % arcsin y/z, kura ir
nepartraukta funkcija. Atliek parliecinaties par komutativitates 7oT = hoT
izpildi:

(ho7)(z) =h(r(x)) = h(sin® 2z) = 4sin®

Ty = sin? 7z,

Zr- (1 —sin®Zz) =

= 4sin® Tz - cos?

s
2 2

)—Sln mz, x € [0; 3],

<roT><x>=T<T<x>>={ i“@ ) o

n’(r — mz) = sin® 7z, x €]%;1].

Ta ka telts attelojums ir haotisks, tad pec Teoremas 11.1 g) ar1 logistiskais
attelojums 4x(1 — x) ir haotisks intervala [0; 1]. m



NODALA NR. 12

PERIODU DUBULTOJOSAS
KASKADES

Anotacija. Logistiska attelojuma izpeéte pie parametra vertibam starp 3 un
4. Fatu teorema. Periodu dubultojosas kaskades. Feigenbauma konstante.

Lai analizetu logistisko funkciju h,.(z) = rxz(1 — ) uzvedibu, parametram
r mainoties no 3 lidz 4, var izmantot Pieere Fatou teoremu.

Fattu teorema. Ja kvadratiskam polinomam f(x) = ax? + bx + ¢ eksiste
pievelkosa periodiska orbita, tad polinoma kritiskais punkts —% atrodas kada
no orbitas punktu stabilitates kopam.

xq ir diferencejamas funkcijas f kritiskais punkts, ja f'(z¢) = 0. leverosim,
ka teorema neapgalvo, ka katra pievelkosa periodiska punkta stabilitates kopa
eksiste kritiskais punkts. Ta ka ir tikai viens kritiskais punkts, tad tada
situacija nav iespejama. Teorema apgalvo, ka kritiskais punkts pieder vienai
no pievelkoso periodisko punktu stabilitates kopam. Trivials secinajums
no Fattu teoremas — kvadratiskajam polinomam eksiste ne vairak ka viena
pievelkosa periodiska orbita.

Logistiskas funkcijas h,(z) = rz(1 — ) kritiskais punkts ir 1. Tatad, ja
logistiskajai funkcijai h, pie fiksetas r vertibas eksiste pievelkosa periodiska
orbita, tad varam apgalvot, ka kritiskais punkts atrodas orbitas stabilitates
kopa. So Ipasibu izmantosim, lai uzzimetu logistiskas funkcijas h, bifurkaciju
diagrammu. Patrametru r atliek uz horizontalas ass, bet logistiskas funkcijas
iteraciju vertibas h(z), n mainoties, piemeram, no 100 lidz 400, attelo uz
vertikalas ass. Piemeram, ja r = 3.5, tad ka attelu iegtisim cCetrus punk-
tus (3.5;0.50088), (3.5;0.875), (3.5;0.38282), (3.5;0.82694); tatad pievelkoso
orbitu veido ¢etri punkti. Bet, ja r = 3.8, tad h!%(5) = 0.71817, h)°!(3) =
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0.76913, hiOQ(%) = 0.67475, utt., zimejuma tiek atlikti punkti (3.8;0.71817),
(3.8;0.76913), utt. tiek atrasti un zimejuma atteloti visi punkti (3.8; A1%(1)),
(3.8; L°Y(1)), (3.8; AL2(2)),..., (3.8; hi%(3)). Seit nekadu likumsakaribu neiz-
dosies ieraudzit. Parametra vertiba r tiek mainita ar pietieko$i mazu soli.
Rezultata iegiisim sadu 12.1.ziméjumu:

1.0
08 - o
S 8

X N

0.4 —

02 —

0.0 ! I ! I | | I | I I

2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4
r

12.1.ztmejums

Ta ka pievelkosa periodiska orbita pievelk kritisko punktu, tad sada bi-
furkaciju diagramma ilustre pievelkosas orbitas atrasanos.

12.1.zimejuma redzama ari logistiskas funkcijas uzvediba pie paramet-
ra vertibam 2 < r < 3. Seit var noverot, ka péc 100 iteracijam notiek
kritiska punkta iteraciju konvergence uz pievelkoso nekustigo punktu p, =
r;rl. Kad parametra vertiba ir r = 3, tad paradas periodu dubultojosa bi-
furkacija, proti, parametra vertibam, kas parsniedz 3, kritiska punkta orbita
tiek pievilkta pie periodiskas orbitas, kuras periods ir 2. Savukart pie parame-
tra vertibas, kas nedaudz mazaka par 3.5, paradas vel viena periodu dubul-
tojosa bifurkacija. Saja punkta periodiska orbita ar periodu divi sadalas
pievelkosa periodiska orbita ar periodu cetri; talak ta sadalas pievelkosa pe-
riodiska orbita ar periodu astoni, utt., sadalisanas process turpinas bezgaligi,
to sauc par periodu dubultojsu kaskadi. Viens no interesantakajiem kaskades
veidosanas aspektiem ir Tpasiba, ka attalumu attiecibas starp secigam para-
metru vertibam, pie kuram veidojas bifurkacija, konverge uz noteiktu vertibu,
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kuru sauc par Feigenbauma konstanti:

lim Hn " Hn-t J,
N—=00 [py1 — Hn

Seit ar u,, n = 1,2,..., apzimeti bifurkaciju punkti. 1978.gada Mitchell
Feigenbaum noskaidroja, ka §1 konstante ir tada pati dazadam atskirigam
funkciju saimem, kuras iet caur periodu dubultojosu bifurkaciju virkni. Feigen-
bauma konstantes vertiba ir § = 4.669201609....

Precizejot logistiska attelojuma bifurkaciju punktus, varam tuvinati noteikt
Feigenbauma konstantes vertibu.

013 - -

1 |3.44944... 0.449499... -

2 | 3.544094... | 0.094592... 4.752027...
3 | 3.564407... | 0.020313... 4.656673...
4 | 3.568759... | 0.0043532... | 4.6675009...
5 | 3.569692... | 0.00093219... | 4.668576...
6 | 3.569891... | 0.00019964... | 4.669354...

Ka redzams no §is tabulas, tad lim u, = 3.57.... 12.1.zZimejuma redzams,

n—oo

ka pie §is parametra vertibas bifurkaciju diagramma veidojas ”logs”. Tadi
"logi” ir redzami vairaki. Kapec tadi veidojas, literatura pamatojums nav
atrodams.



NODALA NR. 13

SIMBOLISKA DINAMIKA

Anotacija. Divu simbolu telpas jedziens. Metrisku telpu labas 1pasibas.
Lemma par simbolu telpas punktu tuvumu. Nobides attélojums, ta 1pasibas:
nepartrauktiba, periodisko punktu blivums, blivas orbitas eksistence. Nobides
attelojums ka haotisks attelojums - sekas no teoremas par nepartrauktas
funkcijas haotismu metriska telpa. Sakaribas starp simbolu telpu un vienibas
intervala Kantora kopu. Topologiska saistiba starp nobides attelojumu un
logistisko funkciju.

Ar jedzienu ”simboliska dinamika” matematika visparigi saprot dinamisku
sistemu modelesanu ar telpam, kuras veido abstraktu simbolu bezgaligas
virknes. Katrs simbols reprezente sistemas stavokli. Nobides operators
reprezenté dinamiku. Simbolisko dinamiku pirmais izveidoja Emil Artin
1924.gada, studejot biliardu.

Saja nodala meés noskaidrosim, kas ir simbolu telpa. Paradisim, ka ta
ir metriska telpa. Nakamaja nodala ar simboliskas dinamikas palidzibu
atradisim, ka logistiskajam attelojumam, r > 2 + /5, kopa A eksiste tads
punkts, kura orbita ir bliva kopa A. Bet saksim visu pec kartas.

Definicija 13.1. Kopu no visam bezgaligajam virknem, kas sastav no 0
un 1, sauc par 0 un 1 virknu telpu jeb 0 un 1 simbolu telpu un apzime ar .
Tatad
Yo ={508152... Vi e NU{0} : s, =0 vai 1}.

Yo elementus — virknes — sauksim ar1 par >y punktiem.
Attaluma jedziens, kas parasti tiek izmantots starp realas taisnes punk-
tiem, tiek lietots ar1 simbolu telpa.
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Definicija 13.2. Pienemsim, ka s = s¢$189... un t = tgtits.... Mes
apzimesim attalumu starp s un t ar d(s,t) un definesim ar vienadibu

o0

Ta ka |s; — t;] ir 0 vai 1, tad

=1
0 < d(s,t) 22—: =2
=0

Tatad simbolu telpa attalums starp diviem elementiem ir skaitlis starp 0 un
2. Skaidrs, ka

N =

d(s,t) =0 & s=t.
St attaluma funkcija ir tikai viens no metrikas piemériem. Vispariga gadijuma
metrika tiek defineta:

Definicija 13.3. Pienemsim, ka X ir kopa un d : X x X — R ir
funkcija no kopas X sakartoto paru kopas realo skaitlu kopa. Ja jebkuriem
x,y, z € X izpildas sekojosie tris nosacijumi, tad d sauc par metriku kopa
X:
1)d(z,y) > 0und(z,y) =0 < z =y,

2) d(z,y) = d(y,x) — simetrijas Ipasiba,
3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) — trisstura nevienadiba.
Pari (X, d) sauc par metrisku telpu.

Realos skaitlos metrika starp diviem punktiem — starpibas modulis. Skaidrs,
ka |z—y| > 0 jebkuriem x, y € R, un |z—y| = |y—x|. Jebkuriem z, y, z € R
izpildas trisstura nevienadiba |z — y| < |z — z| + |z — y/, jo:

taka —|a|] <a <|a| un —[b] < b < |b], tad —|a| — || < a+b < |a| + [0
jeb —(la| +1b]) < a+b < |a| + b, tas ir, |a + b < |a| + |b].

Tad [z —y| = [(z —2) + (z —y)| < |z — z[ + [z —y].

Apgalvojums 13.1. (3, d) ir metriska telpa.

Pieradijums. Par pirmo divu metrikas 1pasibu izpildi parliecinajamies
ieprieks. TreSa 1pasiba izpildas tapec, ka realajos skaitlos modula metrika
apmierina trisstira nevienadibu, tatad jebkuriem s, t, z € X:

( ) Z |si Vi z |s;— Zz+zz Ly <

<y lmatlact] _ $hlsal S5 bl (s, 2) 4 d(z, ). .

1=0 =0 =0




82

Realo skaitlu kopa visas topologiskas 1pasibas un nepartrauktiba ir bazetas
uz attaluma jedzienu. Ja mes kopa esam definéjusi metriku, tad mes varam
aprakstit kopas topologiju. Nakosaja definicija uzskaitisim tos jedzienus, kas
mums ir jau zinami realo skaitlu kopas gadijuma. Studentiem, kas pazistami
ar metriskam un topologiskam telpam tas bius atkartojums.

Definicija 13.4. Pienemsim, ka (X, d) ir metriska telpa.

a) Kopu U C X sauc par valéeju, ja
VeeU Je>0: dx,y)<e=yel.
b) Fiksejam ¢ > 0 un x € X. Kopu
N. ={y € X|d(z,y) <e}

sauc par punkta x e-apkartni.

c) Pienemsim, ka x1, s, 3, ... ir kopas X elementu virkne. Virkne konverge
uzx € X, ja

Ve>0 INeN VE>N: d(z,zg) <e.

d) Pienemsim, ka S C X. Punktu z € X sauc par kopas S akumulacijas
punktu (jeb robezpunktu), ja jebkura punkta z e-apkartne satur kopas S
punktu, kurs nesakrit ar x.

e) X apakskopa ir slegta, ja ta satur visus savus akumulacijas punktus.

f) Pienemsim, ka B C X, A C B. Kopa A ir bliva kopa B, ja jebkura punkta
x € B jebkura e-apkartne satur punktu no A, kurs nesakrit ar x.

g) Pienemsim, ka (Y, ds) ir metriska telpa. Funkciju f : X — Y sauc par
nepartrauktu punkta ro € X, ja

Ve>0 30>0 VeeX: dz,x) <d = dof(x), f(xg)) <e.
Funkciju sauc par nepartrauktu kopa X, ja ta ir nepartraukta jebkura kopas

punkta.

Visi topologiskie fakti, kurus mes apskatijam kursa sakuma realo skaitlu
gadijuma, ir patiesi art dauz visparigakaja metrisko telpu gadijuma.

Apgalvojums 13.2.
a) Kopa U ir valgja tad un tikai tad, ja Ve € U 3IN(x): N.(x) CU.
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b) Punkta apkartne metriska telpa ir valgja kopa, t.i., ja X ir metriska telpa,
x € X, e>0, tad N.(z) ir valeja kopa.
c) Pienemsim, ka (X, d) ir metriska telpa, z € X un S C X. Sekojosi
apgalvojumi ir ekvivalenti:

i) x ir S akumulacijas punkts;

i) Ve>0 JyesS: 0<d(zy) <e;

iii) ja U ir valgja kopa un = € U, tad U N S satur vismaz vienu tadu
punktu, kas nesakrit ar x;

iv) eksiste kopas S tadu punktu, kas atskirigi no z, virkne, kura konverge
uz x.
d) Valgjas kopas papildinajums ir slegta kopa un otradi — slegtas kopas
papildinajums ir valgja kopa.
e) Pienemsim, ka (X,d) ir metriska telpa, B C X un A C B. Sekojosi
apgalvojumi ir ekvivalenti:

i) A ir bliva kopa B;

i)vbe B VYe>0 da€A: d(ab)<e

iii) Vb e B J(ap)pen C A:  lim a, = b;

iv) katra X valgja kopa, kurai ir netukss skelums ar kopu B, atrodas
vismaz viens kopas A elements.
f) Pienemsim, ka X, Y ir metriskas telpas, f : X — Y ir nepartraukta
funkcija, U C Y ir valgja kopa, tad ar1 f~1(U) C X ir valgja kopa.

Izradas, divu virkpu tuvumu telpa (X9, d) nosaka tas fakts, cik daudz
sakrit virknu simboli, svarigi ir tiesi, cik simboli sakrit virknu sakuma.

Lemma 13.1. Pienemsim, ka s, ¢t € ¥. Ja pirmie n + 1 simboli virknes
s un t ir vienadi, tad d(s,t) < 2% No otras puses, ja d(s,t) < tad virknes
s un t pirmie n simboli ir vienadi.

Pieradijums. Pienemsim, ka esam brivi fiksejusi telpa Yo divas tadas
virknes s = sp$15o... un t = totyts..., ka s; = t; visiem ¢ =0, 1, ...,n. Tad

d(S,t) — ZO |S¢;t il Z |szft \ + Z ‘Sz*t|

= n—|—1

_21’1,7

00
_ 1 [Sitn+1—titns] — — 1
_O+2n+1z S 21_7.71 §2n+1221_2n+1'2_2_n'
=0

No otras puses, ja j < n un s; # t;, tad

‘Sz_ﬂ
St Z 22_j>2_n
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Tas nozime, ja d(s,t) < 2,” tad s; = t; jebkuram j < n, t.i., pirmie n simboli

virknes s un ¢ sakrit. m
Simbolu telpas ilustracijai apskatisim dazus piemerus.

Piemeérs 13.1. Attalums starp divam virkném s un ¢ no simbolu telpas
Yo, kuras sakrit tikai pirmais (t.i., O-tais) simbols, ir 1:

“1

Bet, ieverojiet, ja pirmais (t.i., 0-tais) simbols virknes ir atskirigs, bet visi
paréejie simboli virknes sakrit, arT tad attalums starp virknem ir 1:

N

N | =

1
d(S,ﬂ_@—FO:l

Ja virknes s un t sakrit pirmie divi simboli, tad

P

Mst—0+0+§:

N =

Bet, ja virknes atskirigi ir tikai pirmie divi simboli, tad

1 1 3
d(S,t)—ﬁ—i-?—i-O—é

..

Piemers 13.2. S ir to Y, virknu kopa, kuras sakas ar 011. Tad kopa S
ir slegta.

Pieradijums. Ir japierada, ka visi S akumulacijas punkti pieder kopai
S.

Izvelamies s € Y5 - kopas S akumulacijas punktu. Tad jebkura punkta s
apkartne N(s) satur S punktu, kur§ nesakrit ar s. Izvelesimies ¢ = 2% No
ieprieks teikta pec akumulacijas punkta definicijas seko, ka

Js* € Na(s)NSun s #s.
2

No apkartnes definicijas seko, ka d(s*,s) < 2%, no Lemmas 13.1 savukart
seko, ka tad virknes s un s* jasakrit pirmajiem trim simboliem. Ta ka s* ir

no kopas S, tad s* =011..., tad art s = 011..., t.i., s € S. =



85

Piemers 13.3. Kopa no visam tam >y virknem, kas beidzas ar bezgaligi
daudziem 1, ir bliva simbolu telpa ;. Tas ir, kopa

A= {s05159... €EXo|IN e NVi > N : 5, =1}

ir bliva kopa >,.
Pieradijums. Fiksejam brivi ¢ € ¥y un € > 0. Ir japierada, ka

ds € ANNL(t), ti,ds € A: d(s,t) <e.

Izvelamies n tik lielu, lai 2% < e. Mekletais s ir tads Y, punkts, kura
pirmie n + 1 simboli sakrit ar ¢ pirmajiem n + 1 simboliem, bet visi par€jie ir
1. Tad s € A pec konstrukeijas un no Lemmas 13.1 seko, ka d(s, t) < % <e.m

Zinot pamatjedzienus par Yo, varam intereseties par noteikta attelojuma
uzvedibu Saja simbolu telpa. Sis1pasais attelojums ir loti vienkarsas dabas —

tas jebkurai virknei no X5 "noed” pirmo simbolu, precizak:

Definicija 13.5. Attelojumu o : ¥y — ¥, kas definets sadi:
Vs = S0S1S2... € 22 0'(808152...) = S§159S83...

sauc par nobides attelojumu (shift map).
Talak noskaidrosim, kadas 1pasibas piemit Sim attelojumam.
Apgalvojums 13.3. Nobides attelojumam o : ¥y — >y piemit Sadas
1pasibas:
a) nobides attelojums ir nepartraukts;
b) nobides attelojuma periodisko punktu kopa ir bliva kopa s;
c¢) nobides attélojumam ir 2" periodiski punkti ar periodu n;

d) nobides attelojuma eventualo periodisko punktu kopa, kuri nav periodiski
punkti, ir bliva kopa ;
e) eksiste tads punkts kopa 3y, kura orbita ir bliva kopa X, t.i., eksiste tads

s* € Yq, ka kopa
{s*, o(s*), 0*(s%), o°(s%),...}

ir bliva kopa X;

f) punktu, kuri nav ne periodiski, ne eventuali periodiski, kopa ir bliva kopa
3.
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Pieradijums.
a) Fiksejam brivi s € ¥ un € > 0. Japarada, ka

6>0 VieXy: d(s,t) <d = d(o(s),o(t)) <e.

Izvelamies n tik lielu, lai 5= < ¢ un izvelamies § = 5. Ja d(s,t) < 6,
tad no Lemmas 13.1 més zinam, ka s un ¢ pirmie n 4 2 simboli sakrit. Tad

o(s) un o(t) sakrit n + 1 pirmie simboli un tade]

b) Pienemsim, ka s = sy$152... ir o periodisks punkts ar periodu k. Tad
a"(o"(s)) = o™ (s).
Ta ka o™(s) "aizmirst” punkta s pirmos n simbolus, redzams, ka

0" (07 (505152-..)) = SnitkSnikslSnikiz = SnSnp1Snio... = 0" (50515...)

un jebkuram n: S,ix = s,. No Sejienes seko, ka s ir periodisks punkts ar
periodu k£ tad un tikai tad, ja s ir virkne, kura atkartojas k simboli sgs7...55_1
bezgaligi daudzas reizes.

Lai paraditu, ka o periodisko punktu kopa ir bliva kopa 5, nepieciesams
paradit, kajebkuram t € Y5 jebkuram & > 0 eksiste tads o periodisks
punkts, kurs pieder punkta ¢ e-apkartnei N.(¢). No ieprieksejas diskusi-
jas mes redzejam, ka tas nozime atrast virkni kopa N.(t), kura ir veidota,
atkartojot pirmos k simbolus virkne bezgaligi daudzas reizes.

Ja t = totite... un € > 0 izveleti brivi, tad n izvelamies ta, ka 2% <e. s
izvelamies sadu:

S = totltg...tntgtth...tntotltg...tn... .
Ta ka virknes s un t sakrit pirmie n 4+ 1 simboli, tad pec Lemmas 13.1
seko, kaq d(s,t) < 2% < e. Tad s € N.(t) un s ir periodisks punkts pec
konstrukecijas.

c) Ta ka s ir periodisks punkts ar periodu n tad un tikai tad, ja s ir
virkne, kura atkartojas n simboli sgs;...s,_1 bezgaligi daudzas reizes, tad,
lai noskaidrotu, cik daudz var but atskirigu periodisko punktu ar periodu n,
nepiecieSsams uzzinat, cik daudz atskirigas virknes sgs;...s,,_1 var izveidot ar
diviem simboliem 0 un 1. Pieméram, perioda 1 gadijuma ir jaatkaro viena
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simbola virkne bezgaligi daudzas reizes. Ta ka ir tikai divi simboli, tad ir
tikai divi nekustigie punkti nobides attelojumam, proti, virknes 000... un
111.... Perioda 2 gadijuma ir jaatkaro divu simbolu virkne bezgaligi daudzas
reizes. Ta ka ir tikai divi simboli, tad var izveidot 22 dazadas virknes no 2
simboliem garuma 2, proti, 00, 01, 10, 11, tatad nobides attelojumam ir cetri
periodiski punkti ar periodu 2. Vispariga gadijuma var izveidot 2" dazadas
virknes no 2 simboliem garuma n, tapec nobides attelojumam ir 2" periodiski
punkti ar periodu n.

d) Patiesiba var pieradit pat vel spécigaku apgalvojumu: jebkura peri-
odiska punkta eventuali periodiskie punkti veido blivu kopu kopa 5. Piera-
dijums, piemeram, par eventuali periodisko punktu nekustigajam punktam
111... kopas blivumu ir apskatitais Piemers 13.3. Veicot atbilstosas korekci-
jas, var pieradit: ja SpSi...Sn_15081---Sn—_15051---Sn—1... ir nobides attelojuma
periodisks punkts ar periodu n, tad kopa

{totltg... € Yo | AN e NVk > N : tp., = S0y thontl = S1y v Lhnin—1 = Sn—l}

ir bliva kopa X,.

e) Virkne, kura sakas ar
0100011011000001010100011101110111

un tad talak ieklauj visus iespejamos 0 un 1 blokus ar 4 simboliem (tadu ir
2% =16), tad 5 simboliem (tadu ir 2° = 32), tad talak 6 simboliem, utt., sauc
par Morses virkni (Morse sequence). Tatad

s*=0100011011000001010100011101110111000000010010-...

Japarada, ka §1s virknes s* orbita pie nobides attelojuma ir bliva kopa .
Fiksejam brivi ¢t € ¥y un € > 0. Japarada, ka

Js € {s*, o(s%), o%(s%), ...} d(s,t) <e.

[zvelamies n tik lielu, lai 2% < €. No s* konstrukcijas seko, ka eksistes tada
o iteracija m, ka o™ (s*) pirmie n + 1 simboli sakritis ar virknes ¢ € >,
pirmajiem n 4+ 1 simboliem (t.i., ta ka s* satur atbilstoso n + 1 simbolu
bloku no 0 un 1, tad bus tada iteracija m, kas "noedis” s* sakuma esosos

nevajadzigos simbolus), tad pec Lemmas 13.1:

1
d(o™(s"),t) < on <€
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f) Ta ka neperiodisko punktu kopa ieklauj ka apakskopu Morses virknes
orbitu, tad f) tiesi seko no ¢). m

Apgalvojums 13.3 dod lidzeklus, ar kuriem var raksturot nobides attéelojuma
o uzvedibu simbolu telpa ¥,. Talak paradisim, ka no b) un e) scko, ka o
ir topologiski transitivs attelojums. Topologiskas transitivitates definicija
metriska telpa ir analogiska realo skaitlu gadijumam.

Definicija 13.6. Pienemsim, ka D ir metriskas telpas (X, d) apakskopa.
Attelojumu f : D — D sauc par topologiski transitivu kopa D, ja

Ve,ye D Ve>0 Jze€D dIneN: dx,z) <e&d(f"(2),y) <e.

Apgalvojums 13.4. Pienemsim, ka (X, d) ir metriska telpa, D C X un
f: D — D. Ja f periodiskie punkti ir blivi kopa D un eksiste tads punkts,
kura orbita ir bliva kopa D, tad f ir topologiski transitiva kopa D.

Pieradijums. Tatad mums ir dots, ka f : D — D, f periodiskie punkti
ir blivi kopa D un eksiste punkts ar blivu orbitu, t.i., eksisté tads punkts
xo € D, ka jebkura valeja kopa, kurai ir netukss skelums ar D, satur punktu
izskata f*(x).

Pieradijumu saksim ar diviem noverojumiem. Vispirms, ja D ir galiga
kopa, tad D sastav no viena punkta periodiskas orbitas. Ja D ir galiga kopa,
tad f ir topologiski transitivs kopa D. Otrkart, ja D ir bezgaliga kopa, tad
neeksisteé tads punkts ar blivu orbitu, kurs butu periodisks. Tas ir, ja zq ir
periodisks punkts vai eventuali periodisks punkts, tad xy orbita nav bliva
kopa D. Tas seko no fakta, ka galiga apakskopa bezgaligai kopai nevar bit
bliva kopa.

Tagad pieradisim, ka f ir topologiski transitivs attelojums kopa D. Pienemsim,
ka U un V ir valgjas kopas, kuram ir netukss skelums ar D. Mums japarada,
ka

JreUNDundneN: ff(z)e V.

[everojot ieprieksejos noverojumus, mums ir jaapskata tikai gadijums, ja D ir
bezgaliga kopa. Péc apgalvojuma nosacijumiem eksiste tads punkts xy kopa
D, kura orbita ir bliva kopa D. Izvelas k tadu, lai f¥(x) € U. Lai pabeigtu
pieradijumu, pietieckami paradit, ka

dIneN m>k: f"(x) eV
Sada gadijuma varetu nemt z = f*(2¢) un n = m — k. Tad z € U un punkts

(x) = 70 ) = 7R (R (o)) = f™(xo) € V.
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Lai pieraditu tada m eksistenci, ir pietiekosi paradit, ka ir bezgaligi daudz
punkta zo iteraciju kopa V. Sada gadijuma, ta ka ir tikai galigi daudz
naturalo skaitlu, kas mazaki vai vienadi ar k, tad ir bezgaligi daudz iteraciju
forma f™(xo), kur m > k. Mes izmantosim pieradijjumu no preteja, lai
paraditu, ka eksiste bezgaligi daudz punkta x iteraciju kopa V.

Pienemsim, ka V' satur tikai galigu skaitu z( iteraciju un p ir periodisks
punkts no V. Tads p eksiste, jo f periodisko punktu kopa ir bliva kopa D.
No otra noverojuma seko, ka p neietilpst punkta zy orbitai. Tatad, ja f7(x)
ir viena no punkta z( iteracijam, kura pieder kopai V', tad

d(fj(xO)ap) > 0.

Taka ir tikai galigs skaits xq iteraciju, kas pieder V', tad var atrast to iteraciju,
kura atrodas vistuvak, 8o attalumu apzimesim ar . Tad N.(p) ir valgja kopa
un tai ir netukss skelums ar D. Ta ka V un N.(p) ir valejas kopas, tad
V' N N:(p) ir valeja kopa un satur p, tad to skelums ar D art nav tuksa kopa.
Ta ka xq orbita ir bliva kopa D, tad

Ji:  f'(z0) €V N N(p).
No Sejienes seko, ka f*(zg) € V un no ¢ definicijas seko, ka

d(fl(x(]),p) > €.
Bet no ta seko, ka fi(xg) ¢ N.(p), tad arl

(o) & VOV N:(p).

leguita pretruna. Ta ka mes pienpemam, ka V' satur tikai galigu skaitu z
iteraciju, tad atliek secinat — pienémums izdarits aplam, t.i., V' satur bez-
galigi daudz punkta z iteraciju. m

9.nodala realu skaitlu kopu gadijuma mes pieradijam teoremu, kas ap-
galvoja, ka bezgaligas kopas gadijuma, ja nepartraukts attelojums, kas ir
invariants Saja kopa, ir topologiski transitivs un ta periodisko punktu kopa
ir bliva, tad §is attelojums ir haotisks. Pirms formulejam atbilstoso metriskas
telpas analogu, precizesim nepieciesamas definicijas metriskas telpas.

Definicija 13.7. Piepemsim, ka D ir metriskas telpas (X, d) apakskopa.
Attelojumu f : D — D sauc par jutigi atkarigu no sakuma mosacijumiem
kopa D, ja

3>0VereD Ve>0 JyeD IneN: dx,y) <e&d(f"(z), f"(y)) > 0.
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Definicija 13.8. Piepemsim, ka D ir metriskas telpas (X, d) apakskopa.
Attelojumu f : D — D sauc par haotisku kopa D, ja

a) f periodiskie punkti ir blivi kopa D;

b) f ir topologiski transitiva kopa D;

c) f ir jutigi atkariga no sakuma nosacijumiem kopa D.

Ka redzams, tad daudzi metrisku telpu jedzieni ir pilnigi analogiski realo
skaitlu jedzieniem. Ieprieksejas definicijas pilniba sakrit ar realo skaitlu
gadijumu, modulis | - | aizvietots ar d(-,-). Bet tas ir pilnigi dabigi, jo viens
no metrikas pamatpiemeriem ir modula metrika realo skaitlu kopa.

Teoréma 13.1. Pienemsim, ka D ir bezgaliga metriskas telpas (X, d)
apakskopa un f : D — D ir nepartraukta funkcija. Ja f ir topologiski
transitiva kopa D un f periodiskie punkti ir blivi kopa D, tad f ir haotiska
kopa D.

Teoremas pieradijums ir pilnigi analogisks realo skaitlu gadijuma Teoremai
9.6.

No ieprieks minetas teoremas seko, ka nobides attelojums ir haotisks sim-
bolu telpa X5, un var secinat, ka tas ir jutigi atkarigs no sakuma nosacijumiem.
Faktiski var pieradit, ka jebkura punkta apkartne eksiste tads punkts un
tada 81 punkta iteracija, ka ta atrodas attaluma 2 no pirma punkta tas pasas
iteracijas. Tas vispar ir 1pass iznémuma piemers attieciba uz jutigumu pret
sakuma nosactjumiem (maksimalais attalums starp diviem simbolu telpas
punktiem ir 2!).

Apgalvojums 13.5. Pienemsim, ka s € 35 un ¢ > 0. Tad
dedy, INeN [d(s,t) <eunVn>N: d(o"(s),0"(t)) =2].

Pieradijums. Tatad brivi fiksejam s = sg95182... € X un € > 0.
Meginasim paradit, ka 3t € ¥y IN € N : d(s,t) < &, bet Vn > N :
d(o"(s),0"(t)) = 2.

N izvelamies tik lielu, lai 2LN < e. Nemam t = tyt1ts... tadu, kuram
pirmie N + 1 simboli sakrit ar s pirmajiem N 4+ 1 simboliem, bet visi parejie
t simboli ir atskirigi no s atbilstosajiem simboliem. Tas ir,

Si:ti,iSN, unsi#ti,i>N.

No Lemmas 13.1 seko, ka
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Jan > N, tad virknes ¢"(s) un o™(t) atskiras visos simbolos, tapec

n n - |8i n— U n’ = 1
d(o"(s),0 (t))ZZ%:ZEZQ-
i=0 i=0

Tatad esam atradusi tadu t € ¥p un tadu N € N, ka d(s,t) < ¢ un Vn >
N : d(o™(s),0™(t) =2. =

Sekas 13.1. Nobides attelojums o ir haotisks simbolu telpa 5.

Pieradijums. Esam pieradijusi Apgalvojuma 13.3.b), ka ¢ periodiskie
punkti ir blivi kopa Y5, Apgalvojuma 13.3.e), ka eksisté punkts, kura orbita
pie o iteracijam ir bliva telpa Y5, tad no Apgalvojuma 13.4 seko, ka o
ir topologiski transitivs attelojums kopa ¥,. Ta ka o ir arl nepartraukta
funkcija (pieradits Apgalvojuma 13.3.a)), tad pedeja Teorema 13.1 lauj secinat,
ka o ir haotisks attelojums simbolu telpa Y. m

Atgriezisimies pie logistiska attelojuma
he(z) = ra(l —x), r > 2+ V5,
uzvedibas izpetes kopa
A={x|Vn:h"(z) € [0;1]}.

Paradisim, ka o : ¥ — Y5 un h, : A — A ir topologiski saistitas, ja r >
24 /5. ST saistiba demonstrés to, ka kopa A eksisté tads punkts, kura orbita
pie h, ir bliva kopa A. Sis apgalvojums ir patiess ari, ja 4 < r < 2+ /5, bet
to pieradit ir sarezgitak.

Vispirms atzimesim, ka topologiska saistiba metriskas telpas ir defineta
tiesi tapat ka ieprieks (realo skaitlu kopu gadijuma).

Definesim funkciju ¢/ : A — 35, kura bus topologiska saite. Atgadinasim,

ka ,
R =

I = [+ Y5 1)

Taka A C Ay, tad A C Iy U I;. Katram x € A definésim virkni

1/1(1]) = 509S152... € 22
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ta, ka jebkuram n =0,1,2,...:

sp =0 & h'(z) € I,
sp =1 < h'(x) € 1.

Pieméram, jar =bunz =1 € 1, tad h(3) =5-2-(1—-3)=2€l;, — ¢ 1ir

5
nekustigais punkts, visas ta iteracijas pieder Iy, tapec zb(%) = 111.... Bet, ja

2 10
hs( =¥y =1¢ I
he(k = Y8y =0¢ I, vn > 2

Mes varam par ¢(x) domat ka par punkta z marsrutu.

Teorema 13.2. Funkcija ¢ : A — Y, ir topologiska saite, t.i.,
1) 9 ir injekcija un sirjekcija;

2) 1 ir nepartraukta funkcija;

3) ¢! ir nepartraukta funkcija;

4) p-h=0-1.

Pieradijums. Pieradijumu saksim ar intervalu virknes
Loy D Loysy D Ligsrsy D oo D Ly, D
definesanu katrai virknei sps;ss... € Y. Intervali tiek izveleti ta, ka
Y Iss s, C M.

Kad bus §1 konstrukcija pabeikta, mes pieradisim teoremas atseviskos ap-
galvojumus.

Pienemsim, ka h, Iy, I defineti ka diskusija pirms teoremas formuléjuma,
virkne sps152... € Xo. Jebkuram n intervalu I s, s, s, defineésim induktivi.
Pienemsim, ka

Iy = 1o, jaso=0,
I, =1, jasy=1.

Pienemsim, ka [, s, s, ir definets. Tad

Lsosisy.sn = {‘73 € Lsysyspsny | N'(T) € ]Sn}7
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kur I, = Iy, ja s, =0, un I, = I, ja s, = 1. Citiem vardiem, I s,s,. s, iT
A punktu kopa , kas apmierina nosactjumu, ka

Vk<n hFz)el,,.

Seit atkal, I, = Iy, ja s, = 0, un I, = Iy, ja s = 1. Redzams, ka punktiem
N0 Igs,s,..5, it koplgs marsruts pirmajam n iteracijam pie attelojuma h. Tas
ir, ja z un y pieder Iy s,s,..s,, tad jebkuram k, kurs mazaks vai vienads ar n,
zinams, ka

hk(l') ey hk(y> € Iy vai hk([E) el & hk(y> e 1.
Varam apgalvot, ka I s,s,..s, it viens no intervaliem, kuru ietver A, 1, kur
At = {o | () € [0; 1]},

So apgalvojumu pieradisim ar matematisko indukciju pec n.

Kopa I, ir I vai I; pec definicijas, ka art Ay = [yU 1, ta ka apgalvojums
ir patiess n = 0.

Pienemsim, ka Ig,ss,.5, , i Viens no intervaliem, kas pieder kopai A,,.
Japarada, ka no ta seko, ka I s,s—2. 5, ir viens no kopas A, intervaliem.

leverosim vispirms, ka g s,s,..5, 1T Lsysyss.5,., apakskopa pec definicijas.
Pienemsim, ka I, 5,5, 5, , = [a;b]. Apgalvojums 7.1 konstatéja, ka h"([a; b])
[0; 1] un A" ir monotona intervala [a; b]. Mes pienemsim, ka h™ ir augosa in-
tervala [a; b] (pieradijums ir analogs, ja meés pienemtu, ka A" ir dilstosa). Péc
starpvertibu teoremas

dey, 0 a<cep <cp<b: h"(C1)=%—\/7?>
h'(c) = 5+ \/7?
Tapec:
h(laser]) = 0,3 — Y575 = 4,
hn(Jei; cal) =)3 — Yot L4 2T
W ([ea b)) =[5+ Y5251 = 1

Tatad, ja s, = 0, tad Iy ss,..s, = [a;c1], un ja s, = 1, tad Is s, s,..s, = [c2;].
Ta ka sada veida tika defineti art kopas A, i intervali Apgalvojuma 7.1
pieradijuma, tad redzams, ka I, s,s,. s, ir viens no A,,;; intervaliem.
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1) pieradijums. Pienemsim, ka s = s05183... € 3y. Lai pieraditu, ka ¢ ir
injekcija un sirjekcija, mums japarada, ka 1 ~!(s) satur tiesi vienu punktu.
Bet, ja x € ¢¥71(s), tad © € I5ys,s,..s, jebkuram n. Tatad

wil (S) = meO:OISoSwQ--.Sn .

Mums nepieciesams paradit, ka Sis skelums nav tukss un satur tiesi vienu
punktu. Pienemsim, ka

Isoslsg‘.sn - [ana bn]

Pienemsim, ka ¢)~!(s) satur divus punktus z un y. Tad
|z —y| < |b, — a,| jebkuram n,
jo z un y ir katra no intervaliem [a,; b,]. No Lemmas 7.2 seko, ka
by, — an| —n—oo 0.

Tapec |z —y| = 0 = x = y. Meés secinam, ka 1)~!(s) nesatur vairak par
vienu punktu. Tas, ka ¢)~!(s) nav tuksa kopa, seko no matematiskas analizes
teoremas (Kantora teoremas), kas apgalvo, ka slegtu intervalu, kas ietver
viens otru, skelums nav tuksa kopa. Tatad 1! satur tiesi vienu punktu.

2) pieradijums. Pienemsim, ka ¢ > 0 un = € A. Lai paraditu, ka v ir
nepartraukta punkta x, mums jaatrod tads § > 0, ka, ja |z — y| < ¢, tad
d(¥(z),¥(y)) <e.

Izvelesimies n ta, lai 5; < e. Tad pec Lemmas 13.1 nepieciesams paradit,
ka eksiste tads d > 0, ka virknes ¢ (x) un ¢(y) sakrit pirmie n + 1 simboli,
ja vien |x —y| < 4. Citiem vardiem, ja ¢ (x) = $9s182..., tad & € Iy 5 655,
un mums japarada, ka y € I ss,. s, Kamer y € A un |z — y| < 6. Lai to
paraditu, pienemsim, ka

1

[al; bl]? [QQ; b2]7 X3 [a2”+1; b2”+1]

ir 2"*1 intervali no A,; ta indekseti, ka jebkuram i izpildas b_, < a;.
Izvelesimies ¢ vienadu ar mazako attalumu starp apskatamajiem intervaliem,
£,
0= min |CL1' — bi—l"
i€{1,2,...,2n+1}
Ta ka intervali neskelas (ir disjunkti) un to skaits ir galigs, tad 6 > 0. Tatad,
ja x,y € Apyq un |z — y| < 0, tad seko, ka x un y ir viena un taja pasa
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A,y intervala. Ta ka I g 5,5, C Aptr un @ € I g 5,5, tad redzams, ka
Y € Isys,sq..5,, 11dz ar to 2) pieradijums ir pabeigts.

3) pieradijumu ieteicams studentiem veikt pasiem.

4) pieradijums. nepieciesams paradit, ka ¢ - h = o - 1.

Pienemsim, ka =z € A un ¢(x) = $¢5152...8,. Ka jau tikam demon-
strejusi pieradijuma pirmaja dala, tad z ir vienigais punkts, kurs pieder Sim
skelumam

ﬂ Isoslsg...sn = ﬂ{x | hk(fl?) S [sk visiem k < TL}
n=0 n=0

No sejienes seko, ka h(x) ir vienigais punkts, kurs pieder sekojosam skelumam

e.9] o
_[,318283... - ﬂ ]slsg...sn - m{x | hk+1((L’) E ]Sk VISlem k S n}
n=1 n=0

Tadejadi ¢ (h(z)) = s15283... = o(1(x)), kas mums bija ar1 japierada. m

Lietojot So teoremu, zinam, ka topologiska saite starp metriskam telpu
funkcijam saglaba so funkciju dinamiskas 1pasibas.

Sekas 13.2. Pienemsim, ka r > 2 4+ +/5, h,(z) = rz(l —z) un A =

{x|h™(x) € [0;1], Vn }. Eksiste tads punkts kopa A, kura orbita (pie attelojuma

h,.) ir bliva kopa A.

Pieradijums. Rezultats tiesi seko no ieprieksejas teoremas un Apgalvo-
juma 13.3.e), ka nobides attelojumam eksiste bliva orbita telpa Yo, ka art
Apgalvojuma 11.1. m



NODALA NR. 14

NUTONA METODE

Anotacija. Nutona metode kvadratiskiem polinomiem. Nutona funkcijas
konvergence. Vai iespejami pat tadi kvadratiski polinomi, kuriem Nttona
funkcija ir haotiska?

Ir labi zinamas kvadratvienadojuma az?+bx+c = 0 atrisinasanas metodes,
ir arT metodes tresas un ceturtas kartas polinomu saknu atrasanai, bet 19.gad-
simta sakuma tika pieradits, ka nav visparigas metodes 5., 6. un augstakas
pakapes polinomu saknu atrasanai. Tapec nozimigas ir tuvinatas metodes,
kas mekle vienadojumu saknes. Isaac Newton atrada vienu tadu metodi,
kuru velak uzlaboja Joseph Raphson. Metode pazistama ar vardu ”Nutona
metode”, dazkart tiek saukta arl par Nutona-Rapsona metodi.

Skaitlisko metozu pamatkursa parasti tiek macita Nutona metode, bet art
mes Seit 1si atgadinasim, kas ta ir par metodi un kadas haotiskas problemas
Seit var rasties.

Pienemsim, ka f(x) ir reala mainiga diferencéjama funkcija. Apzimesim
ar xo sakuma tuvinajumu vienadojuma f(x) = 0 atrisinajumam.

Y

14.1. zim.
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Novelk pieskari punkta (z¢; f(20)), tas virziena koeficients ir f'(xo). Pieskare
krusto x asi punkta z; (skatit 14.1.ziméjumu). Kamer funkcija neizliecas par
daudz, tikmer otrais tuvinajums x; atrodas tuvak saknei neka sakotnejais tu-
vinajums xy. Lietojot velreiz Nuitona metodi, iegtisim vel labaku tuvinajumu
(14.2.zimejums).

Y

14.2. 7zim.

Ja Nitona metode konverge uz sakni, tad ta konverge ta, ka precizo ciparu
skaits aiz komata aptuveni divkarsojas katra iteracija.

Lai analitiski izpetitu Nutona metodi, apskatisim So metodi ka iteraciju
procesu. Tatad pienemsim, ka dota funkcija f(z), f'(z) ir tas atvasinajums,
xg ir saknes sakotngjais tuvinajums. Pieskares vienadojums punkta (xq; f(xo))
ir

y — f(w0) = f'(z0) (x — ).
Krustpunkta ar x asi izpildas y = 0, atrodam x:
f (o)
f'(xo)
Ja z; ir nakosais tuvinajums, tad lidzigi varam atrast zs:

f(z1)
f(@y)

—f(xo) = f'(wo) (v1 —20) = a1 =10~

To = 1 —
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Ta var atrast xs, x4, utt., veidojas iteraciju process. Apzimesim

Ny(z) =2 — ]{,((:3

Funkciju Ny sauksim par Nutona funkciju. Tad

Ty = Nf($0)>
xy = Ng(21) = N¢(Ng(w0)) = N (o),

T, = N7 (70).

Ir tadi kubiskie polinomi un realo skaitlu intervali, ka punkti no Siem
intervaliem ne tikai var ilgi konverget, bet var vispar nekonverget uz sakni.

Teoréma 14.1. Pienemsim, ka p(z) ir polinoms. Ja lauj saisinat kopigos
reizinatajus funkcijas N, (x) izteiksme, tad N,(z) vienmer bus definéta funkcija
polinoma p(x) saknes. Skaitlis ir N,(z) nekustigais punkts tad un tikai tad, ja
tas ir polinoma sakne, un visi funkcijas N,(z) nekustigie punkti ir pievelkosi.

ST teorema lauj izvairities no tadas problemas ka, pieméram, f(z) =
2?—2x+1. Sakneir 1un f/(1) = (22—2)|,—1 = 0. Lidz ar to N,(1) = 1—-2 —
nedefinéta funkcija. Vispariga gadijuma, ja r ir polinoma p(x) sakne un

P (r) =0, tad Ny(r) =r — 8.

Pieradijums. Pienemsim, ka r ir polinoma p(z) sakne, t.i., p(r) = 0. No
algebras kursa zinams, ka eksiste tads n € N un tads polinoms (iesp€jams
ar1 0-tas kartas), ka

p(x) = (x —r)"q(z) un q(r) # 0.

Tad varam veikt sadus parveidojumus:

Ny(z) =z — Z% =

o (e = )ala) )
(x —r)g'(x) + n(z —r)"'q(x)

. (¢ — 1) q(a)
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Ja drikst saisinat locekli (z — 7)"!, tad funkcija ir N,(r) ir defineta un

Np(T> _ (T - T>Q<T) 0

=T — =r - — =7
(r—=7)qd(r) + nq(r) 0+ ng(r)
jo q(r) # 0 pec dota. Tadejadi putona funkcija N,(z) ir definéta polinoma
sakne r un ta ir N,(z) nekustigais punkts.
No otras puses, ja N,(r) = r, tad

_p(r) _
p'(r)
kur 5,((7;)) ir reducetaja forma. Tad jabut 5((2)) = 0 jeb p(r) = 0. Tatad N,

nekustigais punkts ir polinoma p sakne.
Atliek pieradit, ka funkcijas N, (x) nekustigie punkti ir pievelkosi. Atradisim
Nutona funkcijas atvasinajumu

oy (@) —pl@)p"(x) _ pla)p(z)
N = way Y
Ja r ir p sakne un p'(r) # 0, tad

Ny(r)=r un |N1;<r)| — '%

Tapec r ir pievelkoss p nekustigais punkts. Lidzigi argumenti izpildas art
taja gadijuma, ja r ir p sakne un p/'(r) = 0. m

=0<1.

Teoremas 14.1 pieradijuma mes izmantojam to faktu, ka funkcija ir poli-
noms. Tads pats pieradijums demonstre, ja r ir funkcijas f sakne un Ny(r)
ir defineta, tad Ng(r) = r un Ny(r) = 0. Funkcijas nekustigos punk-
tus, kuros atvasinajums ir vienads ar 0, biezi sauc par superpievelkosajiem
nekustigajiem punktiem. Atzimesim no Teoremas 14.1 izrietosas sekas;

Sekas 14.1. Ja f ir diferencejama funkcija, tad Ny(x) nekustigais punkts
ir Ny pievelkoss nekustigais punkts un f sakne. No otras puses, ja punkts
ir f sakne un Ny ir defincta Saja punkta, tad Sis punkts ir N, pievelkoss
nekustigais punkts.

Pirms mes noskaidrosim nopietnaku Niitona metodes uzvedibu, apskatisim
kvadratiska polinoma gadijumu. Pienemsim, ka f(z) = ax? + bz + ¢, a # 0.
Tad
ar’ +br+c  ar®—c

2ax +b  2ar+0b

Ny(z) =2 — (14.2)
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Nakosaja apgalvojuma paradisim, ka pietiekosi ir apskatit gadijumu ar a = 1
un b = 0.

Apgalvojums 14.1. Piepemsim, ka f(2) = ax®+br+cun q(z) = 22— A,

kur A = b* — 4ac. Tad 7(x) = 2ax + b ir topologiska saite starp Ny(z) un

N,y (z).
Pieradijums. Visas linearas funkcijas, kuras nav konstantes, ir home-
omorfismi, tapéc 7(xr) = 2azx + b ir homeomorfisms. Atliek paradit, ka

7o Ny = Nyor1. Atzimesim, ka

ar® — ¢ 2+ A
#(2) 2ar +b R o(7) 2x
Tada gadijuma
ar® —c 2022 + 2abx + b* — 2ac
Np) () = 2a- —
(7o fxx) a4 2ax+b+ 2ax + b R
2 b2+ A 4ax® + 4ab 2+ A
(NqOT)(x):(aa:—l—)—l— _ Ad’2® +dabr + 07+ A
2(2ax + b) 2(2azx +b)
_4a*a® + dabr + b® + 0 — dac  2a*2* 4 2abx + b* — 2ac
2(2ax + b) B 2ax + b '

legtitas vienadibas nosledz pieradijumu. m

Tatad saskana ar so Apgalvojumu 14.1, Nutona metode kvadratiskiem
polinomiem ir ierobeZojama ar polinomu forma ¢(z) = 2*—c izpéti. Acimredzot,
ja ¢ > 0, tad vienadojumam ¢(z) = 0 ir divas saknes ++/c, ja ¢ = 0, tad ir
tikai viena sakne 0, ja ¢ < 0, tad vienadojumam nav realu saknu. Analizi
saksim ar gadijuma c > 0 izpeti.

Piemers 14.1. Apskatisim polinomu p(x) = 2? — 1. No Teoremas 14.1
ir zinams, ka -1 un 1 ir vienigie N (z) nekustigie punkti. Ta ka p’(0) = 0, tad
N(0) nav definets. mes velamies paradit, ka W (1) =]0; +-o0o[ un W9 (—1) =
| — 00;0[. Varat parliecinaties, ka grafiska analize parada sadu izturésanos,
bet tas nav pieradijums.

Apgalvojumu més pieradisim W9(1) gadijumam. Ieverosim, ja zg €
0; +00], tad
w2+ 1

2$0

N(zg) = € [1; +o0],

jo tas ir ekvivalenti ar apgalvojumu, ka 3 — 2x¢g +1 = (z9 — 1)> > 0. Ir
nepieciesams paradit, ka lim N"(x;) = 1, ja vien x; > 1.
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Pienemsim, ka x; > 1. No vienadojuma (14.1) seko, ka

Velreiz diferencejot, noskaidrosim, ka N”(x) = x% Ta ka N”(x) > 0, ja

x €]1;+o0[, tad mes zinam, ka N'(z) ir augosa funkcija saja intervala. Ta
ka N'(1) = 0 un

-1 1
. / 1 _ -
Jim N (z) = Hm 202 2
tad visiem x €]1;+o0[: 0 < N'(z) < 3. No Lagranza teorémas seko, ka

eksiste tads ¢; starp 1 un zq, ka
N(z1) —1= N(z1) — N(1) = N'(c1) (z1 — 1).

Ta ka visiem z €]1; +oo[: 0 < N'(z) < 3, tad
1
0< N(z;)—1< 5(1:1 —1).

No Sejienes seko, ka N(z1) > 1 un [N (21) —1| < 3|z —1|. Taka N(z) > 1,
tad mes varam induktivi atrast tadu skaitlu virkni ¢, starp N""1(z;) un 1,

ka
[N (21) = 1] = [N(N""}(z1)) = N(N"H(1))| =

= [f"(ea)[ IN""H(a1) = N1 (1)] <

<3 ()" 1= (3)" a1,

Pedeja nevienadibas izteiksme tiecas uz 0, ja n tiecas uz bezgalibu. Tatad,
ja x1 > 1, tad N"(x;) konverge uz 1, ja n tiecas uz bezgalibu. Tapec, ja
xo > 0, tad N™(zg) arT konverge uz 1, ja n tiecas uz bezgalibu. Tadejadi
]0; = oo[C W9(1).

Otra pieradijuma puse: apgalvojums, ka ]—oo; 0[C W*(—1), ir analogiska. m

Piemera 14.1 izmantotie argumenti ierosina uz visparigaku apgalvojumu,
kura pieradijums ir analogisks piemera veiktajam.

Apgalvojums 14.2. Ja g(z) = 2> — ¢* un ¢ > 0, tad N,(x) nekustigie

punkti ir —c un ¢, kuri abi ir pievelkosi, precizak W*(—c) =] — oo0;0[ un
W¥(e) =]0; +oo.



102

Gadijums, ja ¢ = 0 ir vienkars. Saja situacija ¢(z) = z? un N(z) =

x — % = 1z. Skaidrs, ka 0 ir vienigais N(z) nekustigais punkts. Ta ka
N'(x) = 3, tad visi realie skaitli atrodas 0 stabilitates kopa.
Tagad mes varam pieversties interesantakajam gadijumam — Niitona

metodei funkcijai ¢(z) = 2% + ¢, ja ¢. Skaidrs, ka ¢(z) nav realu saknu un
ta ka vienigie pievelkoSie n nekustigie punkti ir ¢ saknes, tad konvergencei
te navajadzetu but. Apskatisim gadijumu ar ¢ = 1.

Piemers 14.2. Pienemsim, ka p(z) = 22 + 1. Tad N(z) = ”22;1 Lai
iegitu kadas idejas, kas Seit varetu atgadities, varam apskatities konkreta
punkta grafisko analizi 14.3.zimejuma.

Y

14.3. zim.

14.3.zimejuma ir paraditas pirmas astonas punkta iteracijas, kas pagaidam
neliecina ne par kadu saprotamu punkta iteraciju uzvedibu — neveidojas
cikls, nav konvergences ne uz kadu konkretu citu punktu vai bezgalibu. Pro-
tams, astonas iteracijas ir par maz $adam pétfjumam. Ipasi jau tamdel, ka
var pieradit, ka funkcija N(z) ir haotiska. To var izdarit, paradot, ka N(x)
ir topologiski saistita ar rinka liijas dubultosanas attelojumu.

Rinka liiju apzimeésim ar S (parasti tiek apskatita vienibas rinka linija).
Lenki jeb punkti uz rinka linijas tiek meriti radianos preteji pulkstena raditaju
kustibas virzienam ar sakumpunktu uz pozitivas z-ass. Rinka Iinijas dubultosanas
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attelojums D : S — S tiek definets ar vienadibu:
Vo D(0) = 20.

Literatura ir pieradits, ka rinka Iiijas dubultosanas attelojums ir haotisks.
Apskatisim attelojumu ar definicijas apgabalu S bez 0 punkta un vertibu
kopu realajos skaitlos ¢ : S\ {0} — R, kas definets ar vienadibu

vz e S\ {0} o) :ctgg.

Sim attélojumam izpildas komutativitates ipagiba N - ¢ = ¢ - D:

ctgzg —1  cos? 5 — sin? 5

(N -¢)(z) = = : =

X X X
2ctg 5 2cos 5 sin 3

— ctgz = (¢ D)(x).

COsS T

sinx

Bet ¢ nav definéts 0 punkta, tapec nav homeomorfisms starp S un R un
tapec nav topologiska saite starp N un D. No ctgs definicijas seko, ka ta
ir nepartraukta funkcija, ta ir injekcija un sirjekcija, kas attelo kopu S\ {0}
realajos skaitlos. Atzimesim, ka (¢ - D)(7) = ¢(0) — veidojas nedefinets
lielums. Tacu art (N - ¢)(7) = N(0) nav definéts lielums, jo p’(0) = 0.
Atpakalgaita turpinot, redzams, ka D?(5) = D?(38) = 0 un ¢- D? nav definets
2 vai 2. No otras puses, abi gadijumi (N?-¢)(Z) un (N?-¢)(28) reducejas uz
N(0), kas nav definéts lielums. Iteréjot o proceduru, varam paradit, ka 7,
ir tads S punkts, kuram D"(r,) = 0 un (¢- D™)(r,) nav definéts tad un tikai
tad, ja N™(¢(r,)) nav definets lielums. Tadejadi ¢ attelo S punktus, kuri
neattelojas par 0, ar kadu D iteraciju par R punktiem, kuriem N™ ir definets
jebkurai iteracijai n. No otras puses, ja v ir S punkts, kas nav attelots par
0 ar kadu D iteraciju, tad visiem naturaliem skaitliem n izpildas vienadiba
(6- D")(3) = (N - 6)().

Pec Teoremas 9.6 seko, ja var paradit, ka N periodisko punktu kopa ir
bliva kopa R un N ir topologiski transitiva kopa R, tad N ir haotiska kopa
R. Piepemsim, ka ]a;b[ ir R intervals. Tad ¢6—1(]a;b[) =]«, 5] ir kopas S
intervals. Var pieradit, ka 3y €]a, 3[: D¥(y) = 7. Nemazinot visparigumu,
varam piegemt, ka D"(vy) # 0 jebkuram n. Tatad, ja ¢ = ¢(v), tad ¢ €]a; b|
un

N¥(c) = N¥(¢(7)) = ¢(D*(7)) = ¢(7) = c.
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Tas nozime, ka ¢ ir N periodisks punkts intervala |a; b[, tadejadi N periodiskie
punkti ir blivi kopa R.

Var pieradit, ka eksiste tads m, ka D™(|a, B]) = S. No Sejienes seko, ka
N™(Ja;0]) = R. Tapec, ja |d;e| ir kads cits R intervals, tad eksiste tads
xo €la;b[, ka N™(xg) €]d; e[, t.i., N ir topologiski transitiva.

To, ka N ir haotisks attelojums, var pieradit art caur topologisko saiti.
Tikai tad S vieta ir jaapskata tada kopa S*, kura nesatur attelojuma D
eventuali nekustigos punktus punktam 0. Japierada ari, ka D : S* — S* ir
haotisks attelojums. R vieta tiek apskatita kopa

R* = {z € R| N"(x) ir definets visiem n }.

Var paradit, ka D : S* — S* un N : R* — R* ir topologiski saistiti ar saiti
¢ : S* — R*, kas defineta ar ieprieksejo vienadibu ¢(z) = ctg 5. m

Pienemsim, ka q(z) = 2*> + ¢*, ¢ # 0, un p(zr) = 2> + 1. Var viegli
parliecinaties, ka N, un N, ir topologiski saistiti attelojumi ar saiti 7(z) = %x,
¢ # 0, x # 0. Tadejadi, nemot vera ieprieksejo piemeéru, esam pieradijusi:

Teorema 14.2. Ja ¢(z) = 22 = 2, ¢ # 0, tad N, ir haotisks attelojums
kopa | — oo; 0[U]0; +o0].



NODALA NR. 15

KOMPLEKSU FUNKCIJU
UZVEDIBA

Anotacija. Kompleksas funkcijas nepartrauktiba. Diferencejamas komplek-
sas funkcijas dinamika, ja atvasinajums nav 1 vai -1. Kompleksu funkciju
dinamikas haotiskais variants. Kvadratiskas kompleksas funkcijas. Dzulija
kopas un Mandelbrota kopa.

Daudzus interesantus un briniskigus dinamikas rezultatus var ieraudzit,
apskatot kompleksas funkcijas.
Vispirms atgadinasim lasitajam dazus pamatfaktus par kompleksajiem

skaitliem.
Komplekso skaitlu kopa sastav no skaitliem forma a + bi, kur @ un b ir
reali skaitli, bet ¢ ir imaginars skaitlis ar Ipasibu, ka i = —1. So kopu més

apzimesim ar simbolu C. Ja a + bi un ¢ + di ir divi kompleksie skaitli, tad

1) (a + bi
2) (a + be

(1) ( )+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,
(2) ( ) —

(3) (a + bi)
(4) ( )

(c+di) = (a—c)+ (b—d)i,
(¢ + di) = ac + bci + adi + bdi = (ac — bd) + (ad + be)i,
a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad .

: di) = = = )
(e+d) = g ~exd)e—d) E-@& E_&'

4) (a+ bi

komplekso skaitli a+bi var reprezentet Dekarta koordinatu sistéema ar punktu
(a;b). Realo skaitlu kopa ir komplekso skaitlu kopas apakskopa (Dekartu
koordinatu sistemas x ass); visi tirie imaginarie skaitli forma bi atrodas uz
y ass. Tapec, runajot par komplekso plakni, biezi vien horizontala ass tiek
saukta par realo asi, bet vertikala ass par imaginaro asi.

Komplekso skaitli, kas vizualizets Dekarta koordinatu sistémas plakne,
var stadities prieksa art ka vektoru, kas savieno koordinatu sistemas sakumpunktu
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ar kompleksam skaitlim atbilstoso punktu. Divu komplekso skaitlu saskaitisanai
atbilst divu sadu vektoru saskaitisana. SI interpretacija dod ari dabigu
garuma definiciju. Par kompleksa skaitla a + bi garumu jeb moduli sauc
attalumu no koordinatu sistemas sakumpunkta (0;0) lidz punktam (a;b), to
izrekina pec formulas va? + b2, apzime |a + bi|. Komplekso skaitlu kopa
metrika tiek defineta lidzigi ka realo skaitlu kopa, proti, ja z un w ir divi
kompleksi skaitli, tad d(z,w) = |z — w|, precizak, ja z = a+bi un w = c+di,
tad attalums starp Siem punktiem ir

d(z,w) = |z—w| = |(a+bi)—(c+di)| = |[(a—c)+(b—d)i| = \/(a — )2 + (b — d)2.
Punkta z € C e-apkartni varam definet sadi
N.(z)={weCl|lz—w|<e}.

Tatad punkta z apkartne koordinatu plakne biis valejs rinkis ar radiusu €.

Kompleksas plaknes punktus var reprezentet ari polaraja koordinatu sistema.
Ja a + b ir plaknes punkts, tad ta atrasanos plakne pilniba nosaka attalums
no koordinatu sakumpunkta un lenkis starp staru, kas savieno koordinatu
sakumpunktu ar (a;b), un x ass pozitivais virziens. Precizak, punktu (a;b)
plakné reprezente ta modulis |z| = Va? +b? un legkis «, kas apmierina
nosacljumus

a b

cos a\/cﬂ:erz un sin am. (15.1)
So lenki biezi sauc par a + bi argumentu un apzime ar arg(a + bi). Vispariga
gadijuma ir bezgaligi daudz lenku, kas apmierina nosacijumus (15.1). Ja
diviem kompleksajiem skaitliem ir viens un tas pats modulis un to argumenti
atskiras ar veselo skaitli, kas pareizinats ar 2w, tad tiek uzskatits, ka Sie
kompleksie skaitli ir vienadi (pieméram, V3 + i modulis ir 2 un arguments
5 +2nm, kur n € Z). Arguments nav definets, ja (a;b) = (0;0).
Pienemsim, ka z ir nenulles komplekss skaitlis, r ir ta modulis un « ir ta
arguments. Tad
z=r(cosa+isina). (15.2).

Sadi pierakstitu komplekso skaitli sauc par pierakstitu geometriskaja forma
vai trigonometriskaja forma, bet a + bi ir algebriska forma. Formulu

cosa + isina = e**
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sauc par Filera formulu. ST formula lauj komplekso skaitli z pierakstit ek-
sponensialaja jeb polaraja forma

z=re*’,

kur r = |z| un o = arg(z). Eksponensiala forma atvieglina divu kompleksu
skaitlu reizinasanu un dalidanu. Ja z = re®? un w = se”?, tad

Lai petitu kompleksu funkciju dinamiku, vispirms nepieciesamas dazas
definicijas un teoremas, kuras bija apskatitas jau realu funkciju gadijuma.

Definicija 15.1. Pienemsim, ka D C C. Funkciju f : D — C sauc par
nepartrauktu punkta zo € D, ja

Ve>0 30>0 VzeD: |z2—2z2|<0=|f(2)—f(2)|<e.

Funkciju sauc par nepartrauktu kopa D, ja ta ir nepartraukta jebkura kopas
D punkta.

Redzams, ka $1 definicija praktiski ne ar ko neatskiras no nepartrauktas
funkcijas punkta un kopa definicijas realu skaitlu un metrisku telpu gadijuma.
Lai vizualizetu nepartrauktu kompleksu funkciju, tiek izmantoti tie pasi
lidzekli ka realu funkciju gadijuma. ArT kompleksas funkcijas atvasinajumu
var definet tapat ka realu funkciju gadijuma.

Definicija 15.2. Funkciju f sauc par diferencejamu punkta zg, ja f ir
defineta visos zy apkartnes punktos un eksiste robeza
lim f(z) — f(Zo)_
=20 2 — 2
Robezu apzimesim ar f’(zg). Funkciju sauc par diferencejamu, ja ta ir difer-
encejama jebkura definicijas apgabala punkta.

Definicija ir uzrakstita tapat ka realo funkciju gadijuma, tomer ir viena
principiala atskiriba: ka Seit saprast pasu robezu lim %ﬁ(}(zw komplesas
z—20

funkcijas gadijuma.
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Definicija 15.3. Pienemsim, ka f ir funkcija, kas ir defineta punkta
zo apkartne. Kompleksu skaitli L sauc par funkcijas f : C — C robezu
argumentam z tiecoties uz kompleksu skaitli 2y, ja

(lim f(z)=L)& (Ve>0 35>0 Vz: 0<|z—2| <6 = |f(2)—L| <e).

zZ—20

Definiciju 15.3 var pierakstit ekvivalenta apkartnu valoda.

Definicija 15.3’. Pienemsim, ka f ir defineta punkta z, apkartne.
lim f(z) = L, ja katrai L apkartnei N eksiste tada z, apkartne N, ka,

Z—20
jaz € Ny un z # z, tad f(z) € N.

Atzimesim vel dazus rezultatus, kas ir lidzigi realam un kompleksam
funkcijam.

Teorema 15.1. Ja funkcija ir diferencejama punkta zy, tad ta ir nepar-
traukta punkta zj.

Teorema 15.2. Pienemsim, ka f un g ir kompleksas funkcijas un dife-
rencejamas punkta zg. Tas

a) f + g ir diferenceéjama punkta zy un (f + g)'(20) = f'(20) + ¢'(20);

b) ja a ir komplekss skaitlis, tad (af)'(z0) = af’(20);

¢) reizinajums fg ir diferencejams punkta zp un

(f9)'(20) = f(20)9'(20) + f'(20)9(20);

d) ja g(z0) # 0, tad f ir diferencéjama punkta zy un
g

I g(z0)f (20) = f(20)g (20)
- (ZO) - 2
g (9(20))
Teorema 15.3 (saliktas funkcijas atvasinasana). Ja f ir diferencejama
punkta 2o un g ir diferencejama punkta f(zp), tad funkciju kompozicija go f
ir diferencejama punkta zo un (g o f)'(z0) = ¢'(f(20)) f'(20)-

n—1

Teoréma 15.4. Formula (z")" = nz""! izpildas visiem naturaliem skaitliem

Lidz ar to seko, ka visi kompleksie polinomi un racionalas funkcijas ir
diferencejamas funkcijas.

Kompleksu funkciju dinamikas izpeti saksim ar funkcijas f(z) = az ap-
skati, kur a ir komplekss skaitlis.
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Piemers 15.1. Pienemsim, ka dota funkcija f(z) = az, kur a ir kom-
plekss skaitlis, kura modulis nav 1. Vienigais f nekustigais punkts ir 0, tapec
izpetisim orbitu tadam punktam zy, kurs nav 0.

Skaidrs, ka f2(z) = f(az) = a2, un vispariga gadijuma f™(zg) = a"zo.
Ja pierakstam a ka |a|e? un ieverojam, ka a™ = |a|"e"? tad varam f"(z)
uzrakstit ka |a|"e"® 2, jeb eksponensialaja forma

fn(zo) _ |a|n |ZO| €(n9+arg(z0))i.

Tapec |f"(z0)] = |a|™|z0] un arg(f™(z0)) = arg(zo) + nb. Ja |a| < 1, tad
la|™ | 20| konverge uz 0, n tiecoties uz bezgalibu. Tatad W*(0) = C, ja
la| < 1. No otras puses, ja |a| > 1, tad |a|"|zo| tiecas uz bezgalibu, n
tiecoties uz bezgalibu, tadejadi W#(0) = 0 un W9(cc) = C \ {0}. Funkciju
itergjot, arg(a) tiek pieskaitits ievada argumentam. Ja arg # 0, tad jebkura
nenulles punkta orbita griezas apkart nekustigajam punktam.

Piemeéram, 15.1.zimejuma apskatita punkta 1 orbita. a) gadijuma a =
%egi modulis tiek reizinats ar % un 7 tiek argumentam klat pieskaitits katra
iteracija — punkta 1 iteracijas tiecas uz bezgalibu.

a)

15.1. zim.
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NP

b)

15.1. zim.

b) gadijuma a = %e%i modulis tiek reizinats ar % un 3 tiek argumentam klat

pieskaitits katra iteracija — punkta 1 iteracijas tiecas uz 0. m

Saja piemera mes redzejam, ka funkcijai f(z) = az nulles punkta sta-
bilitates kopa ir visa kompleksa plakne (W*(0) = C), ja |f(0)] = |a| < 1.
Savukart W9(0) = {0}, ja |f'(0)] = |a| > 1. Atkariba no atvasinajuma
vertibas nekustigais punkts var biit pievelkoSs vai atgriidoss tapat ka reala
mainiga funkciju gadijuma.

Teorema 15.5. Pienemsim, ka f ir diferencejama kompleksa funkcija
un p ir tas nekustigais punkts. Ja |f’(p)| < 1, tad punkta p stabilitates kopa
satur punkta p apkartni. Ja |f'(p)| > 1, tad eksisté tada punkta p apkartne,
kuras visi punkti ar funkcijas f iteracijam iziet arpus $is apkartnes.

So teorému var visparinat periodisko punktu gadijumam tapat ka reala
mainiga funkcijam.

Teorema 15.6. Pienemsim, ka f ir diferencejama kompleksa funkcija un
p ir tas periodisks punkts ar pirmperiodu k. Ja |(f*)'(p)| < 1, tad eksiste tada
punkta p apkartne, kura ietilpst punkta p stabilitates kopa. Ja |(f*)(p)| >
1, tad eksiste tada punkta p apkartne, kuras visi punkti ar funkcijas f*
iteracijam iziet arpus Sis apkartnes.
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Formuletas teoremas motive definet jedzienus par hiperbolisku pievelkosu
un hiperbolisku atgridosu punktu.

Definicija 15.4. Pienemsim, ka f ir diferencejama kompleksa funkcija un
p ir tas periodisks punkts ar pirmperiodu k. Punktu p sauc par hiperbolisku
periodisku punktu (hyperbolic periodic point), ja |(f*)'(p)| # 1. Ja |(f*) (p)| <
1, tad p sauc par pievelkosu periodisku punktu (attracting periodic point). Ja
|(f¥)(p)| > 1, tad p sauc par atgridosu periodisku punktu (repelling periodic
point).

Tapat ka reala mainiga funkciju gadijuma nehiperboliskiem periodiskiem
punktiem nav skaidri formulejama uzvediba periodiska punkta apkartne.

Piemers 15.2. Talak nedaudz paanalizesim funkciju f(z) = az, ja |a| =
1. Ieverosim, ka 0 ir vienigais nekustigais punkts un 0 ir nehiperbolisks
nekustigais punkts, jo |f/(0)] = |a|] = 1. Piepemsim, ka a = €. Tad
f(2) = e%z. Fiksesim 2y # 0. Tad punkta zy orbita ar funkcijas f iteracijam
atradisies uz rigka linijas, kuras centrs ir (0, 0) un radiuss |zo|. Ja 6 ir skaitlis,
kur$ uzrakstams ka 7 reizinajums ar racionalu skaitli, tad zq ir f periodisks
punkts. Ja 6 ir skaitlis, kurs nav uzrakstams ka 7 reizinajums ar racionalu
skaitli, tad zy nav f periodisks punkts un ta orbita ir bliva pa visu rinka
Imiju.

Saja piemera funkcijai f (2) = €%z nulles punkts ir neitrals nekustigais
punkts, jo punkti no 0 punkta apkartnes ne attalinas, ne tuvojas ar f
iteracijam pasam 0 punktam. m

Piemers 15.3. Apskatisim funkciju ¢(z) = 2?. Vienigie nekustigie

punktiir 0 un 1. Taka ¢’(0) = 0 un ¢/(1) = 2, tad 0 ir pievelkoss nekustigais
punkts un 1 ir atgrudoss nekustigais punkts.
Ja z = re? tad
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Ja |z| = 1, funkcijas ¢ dinamika klust interesantaka. Ar S apzimeésim
vienibas rigka lmiju. Tad varam rakstit ¢ : S — S. Piegemsim, ka arg(z) =
0. Tad arg(q(z)) = 20; iegistam rinka Iiijas dubultosanas attelojumu. Sis
attelojums ir haotisks, tapec ¢(z) = 22 ir haotisks attelojums kopa S. m

Talak aplukosim kvadratisku funkciju saimi g.(z) = z2+c¢, z € C. Ieprieks
tika konstatets, ka visas realo skaitlu kvadratiskas funkcijas ir topologiski
saistitas ar realiem polinomiem forma g.(x) = x® + ¢ ar noteiktu ¢ vertibu.
Logistiskas funkcijas h,.(z) = rz(1 —z) gadijuma interesanti bija tie funkcijas
definicijas apgabala punkti, kuri nepameta intervalu [0;1] pie jebkuras h
iteracijas. Punkti, kuri péc galiga skaita iteracijam pameta intervalu [0; 1],
atradas bezgalibas stabilitates kopa. Ieverojot Sos secinajumus, uzskatisim,
ka funkcijas g. dinamikas interesantakie punkti varetu but tie, kuru orbitas
ir ierobezotas. Kompleksas funkcijas gadijuma teiksim, ka punkta orbita ir
terobeZota, ja eksiste tads pozitivs reals skaitlis, ka jebkurs orbitas punkta
modulis ir mazaks par So realo skaitli. NakosSais apgalvojums parada, ka
funkcijas ¢. orbitas ir sadalamas divas kopas: tadas, kas ir ierobezotas, un
tadas, kuras konverge uz bezgalibu.

Apgalvojums 15.1. Kompleksa skaitla orbita pie kompleksa kvadratiska
polinoma iteracijam ir vai nu ierobezota vai arm punkts atrodas bezgalibas
stabilitates kopa.

Pieradijums. Ta ka visi kompleksie kvadratiskie polinomi ir topologiski
saistiti ar funkcijam forma q.(z) = 2% + ¢, tad ir pietiekami apgalvojumu
pieradit tikai Sai polinomu saimei.

Teprieks tikam pieradijusi, ka apgalvojums izpildas funkcijai q(z) = 22
Pienemsim, ka c ir nenulles komplekss skaitlis un q(z) = 2% + ¢. Vispirms
paradisim, ja w ir tads komplekss skaitlis, ka |w| > |c¢|+1, tad w ir bezgalibas
stabilitates kopa.

Ta ka q(w) = w? + ¢, tad

la(w)] = |w® +¢| > [w?] —|e| = (e] +1)* = |e] = [e]* + |e] + 1.
Apskatisim funkcijas ¢ otro iteraciju punkta w:

[ (w)] = lg(g(w))] = |(g(w))? + [ = |g(w)[* = le| > (e[ + |e] +1)* = |c] =
= le|* +2[c|> + 3[c> + [e] + 1 > 3|e|* + |e| + 1.

Turpinot sadi talak, ar matematisko indukciju var paradit, ka

¢"(w)| = (2" = Dfef* + |e + 1.
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Ta ka laba puse tiecas uz bezgalibu, kad n tiecas uz bezgalibu, tad ar1 kreisa
puse tiecas uz bezgalibu un w atrodas bezgalibas stabilitates kopa, ja |w| >
lc| + 1. Savukart, ja

dneN |[¢"(w)] > |c| + 1,
tad saskana ar ieprieks pieradito w € W9(o0). Preteja gadijuma
vneN |¢"(w)| < +1,

t.i., punkta w iteracijas ir ierobezotas.m
Punktiem, kuriem ir ierobezotas orbitas, ir speci=als vards.

Definicija 15.5. Punktu kopu, kuru orbitas ir ierobezotas ar kompleksas
funkcijas q(z) = 2? + ¢ iteracijam, sauc par pildito Dzulija kopu (filled Julia
set) un tas robezu — par Dzulija kopu (Julia set).

Atgadinasim, ka par kopas robezu sauc to kopas puntu apakskopu, kuriem
jebkura apkartne vienlaicigi satur punktus gan no dotas kopas, gan ar1 kopai
nepiederosus punktus.

Dzulija kopa savu nosaukumu (Julia set) ir ieguvusi no tas atklajeja
varda, proti, fran¢u matematika Gaston Julia, kurs kopa ar tautieti Pierre
Fatou ir veikusi daudzus fundamentalus atklajumus komplekso funkciju di-
namika 20.gs. sakuma. Vinu rezultati ir ieveribas cienigi kaut vai tapec, ka
tajos laikos nebija datoru, ar kuru palidzibu varetu vizualizet kopas, kuras
abi matematiki apskatijusi.

Fatu un Dzilija ir pieradijusi vairakas interesantas teoremas. Liuk, viena
no tam!

Teorema 15.7. (Fatou, Julia) Ja kompleksam polinomam ir pievelkosa
periodiska orbita, tad eksisté polinoma kritiskais punkts, kurs ir kada no
orbitas punktiem stabilitates kopa.

Pienemsim, ka zy ir polinoma p kritiskais punkts: p/(zy) = 0. Ta ka
q.(z) = 2% + ¢ vienigais kritiskais punkts ir 0, tad ¢. eksiste vismaz viena
pievelkosa periodiska orbita un 0 tiek tai pievilkta.

Teorema 15.8. (Fatou, Julia) Ja 0 pieder pilditajai Dzulija kopai, tad
pildita Dzilija kopa ir sakariga, t.i., jebkurus divus punktus savieno ”cels”,
kurs pilniba atrodas kopa. Ja 0 nepieder pilditajai Dzilija kopai, tad pildita
Drzilija kopa ir Kantora kopa.
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Agraka realu skaitlu Kantora kopas definicija Seit nav lietojama. Mes Seit
izmantosim plasaku definiciju.

Definicija 15.6. Kompleksu skaitlu kopu sauc par Kantora kopu, ja St
kopa ir

slegta,

ierobezota,

galigi nesakariga un

katrs kopas punkts ir tas akumulacijas punkts.

Kompleksu skaitlu kopu sauc par galigi nesakarigu, ja starp jebkuriem
diviem kopas punktiem neeksiste ”cels”, kurs pilniba ietilptu dotaja kopa.

Dzulija kopa (e=-1)



115

Dzilija kopa (e=n-2+H(m-1)7 )

15.2.ztmejums

Pieraditais apgalvojums un pedeja formuleta teorema sadala kompleksos
skaitlus divas kopas: tajos, kuriem parametra vertibai ¢ pildita Dzulija kopa
ir sakariga un 0 orbita ir ierobezota ar g.(z) = 2% + ¢ iteracijam, un tajos,
kuriem pildita Dzilija kopa ir galigi nesakariga un 0 ir bezgalibas stabilitates
kopa. Parametra c vertibu kopa tiek petita 1pasi. Var pieradit, ka para-
metra vertibam ¢, kuras |¢| > 2, pildita Dzilija kopa ir Kantora kopa un
lim ¢7(0) = oo.

Mes interesesimies par kopu

M ={c| ¢Z(0) ir ierobezota kopa }.

No ieprieks teikta seko, ka $1 kopa atrodas rigka ar centru (0,0) un radiusu
2 ieksiene.

Var pieradit, ka parametra vertibu kopa, kuram funkcijai q. eksiste pievelkoss
nekustigais punkts, atrodas iekSiene kardoidai, kuras vienadojums ir

1 .. 1 .
f) = = 0i _ — 201‘
pl0) = g€ — ;e
Tatad so kardoidu satur kopa M.
Var pieradit, ka kopa M satur ar1 rinki ar radiusu Zi un centru (—1,0).
Lai labak uzzimetu kopu M, var veikt eksperimentu ar datoru. Ta ka

mes zinam, ka M satur tas parametra vertibas, kuram 0 orbita ir ierobezota,
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un, ja [¢?(0)] > 2 kaut kadam n, tad ¢ ¢ M, tad varam varam apskatit
rinki ar radiusu 2, izveidot taja rezgi ar pietiekosi mazu soli; rezga punkti ir
parametra c vertibas. Ja |¢%°(0)| < 2, tad pienem, ka ¢ € M (iekraso melna

krasa), ja |¢i%(0)] > 2, tad ¢ ¢ M (iekraso balta krasa).
legutais zimejums (skatit 15.3.ziméjumu) ir Mandelbrota kopa, kuru pir-

mais publiceja 1980.gada Benoit Mandelbrot.

15.3.ztmejums

Ta tiek intensivi petita. Zinams, ka ta ir sakariga kopa (ar1 daudzie izvirzijumi
ir sakarigas kopas). leverojiet, ka Mandelbrota kopa ir viena vieniga, bet
Dzulija kopas ir bezgaligi daudzas (katram Mandelbrota kopas punktam c
atbilst sava Dzulija kopa).



