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NODALA 1

LINEARAS
PROGRAMMESANAS
UZDEVUMS

1.1 KURSA PRASIBAS

KURSA ANOTACIJA

Lineara programmesana ka patstaviga disciplina izveidojas iepriekseja gad-
simta ¢etrdesmitajos-piecdesmitajos gados, t.i., apmeram taja pasa laika, kad
paradijas pirmie datori. Jau daudzus gadu desmitus, attistoties datoriem,
paraleli attistas ari lineara programmeésana. Jo jaudigaki klust datori, jo
linearas programmeésanas pielietojumu sfera paplaginas. Sobrid linearas pro-
grammesanas metodes izmanto gan razoSana, lauksaimnieciba, transporta
un celtnieciba, gan veselibas aizsardziba un kara lietas, gan psihologija un
sociologija.

REZULTATI

Pec sekmigas §1 kursa apguves students parzinas pamatpienemumus, ar kadiem
opere lineara programmesana. Tas laus sapratigi lietot linearas programmesanas
algoritmus dazadu teoretisku un praktisku merku sasniegSanai.

PRASIBAS KREDITPUNKTU IEGUSANAI

Studiju kursa gala atzime tiek aprekinata no semestra laika rakstito mazo
kontroldarbu atzimém (jauzraksta 3 kontroldarbi) - 10% un gala eksamena
(rakstisks parbaudijums par teoriju un uzdevumiem par apgiito kursu) atzimes

- 90%.
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1.2 KASIRLINEARA PROGRAMMESANA?

Matematiska programmeésana ir viena no matematikas pamatsastavdalam,
kura peta vairaku argumentu funkciju nosacita ekstrema atrasanas metodes.
Matematiska programmeésana atkariba no risinamo uzdevumu veida savukart
iedalas linearaja, nelinearaja, diskretaja, dinamiskaja, geometriskaja, sto-
hastiskaja programmesana. Klasiskaja matematiskas analizes kursa ar1 tiek
apskatits jautajums par funkcijas nosacita ekstrema atrasanu. Tacu prakse ir
paradijusi, ka daudzos gadijumos klasiskas metodes ir griiti lietojamas vai ir
nepietiekamas. Reize ar datoru paradiSsanos ir tikusi izveidoti matematiskie
modeli, kas lauj abstraheties no petamas paradibas un dod iespeju veikt
petijjumus ar matematikas palidzibu. Idealizacija un abstrakcijas nedrikst
aiziet parak talu no uzdevuma satura, lai konstruetais modelis nepazaudetu
biitiskas modelejama objekta 1pasibas. Liela vairuma gadijumu pirmie tu-
vinatie modeli realajam objektam ir tadi, kuros sakaribas starp mainigajiem
tiek aprakstitas lineari. Lidz ar to varam precizet linearas programmesanas



KAS IR LINEARA PROGRAMMESANA? 5

jedzienu. Lineara programmesana nodarbojas ar vairaku argumentu linearas
funkcijas nosacito ekstremu atrasanas problemam tadas kopas, kuras tiek
aprakstitas ar linearam vienadibam un/vai nevienadibam (t.i., lineariem
ierobezojumiem).

Linearas programmesanas attistiba galvenie nopelni ir Krievijas un ASV
zinatniekiem. Viens no pirmajiem péetijumiem linearas programmesanas vir-
ziena ir 1939.gada iznakusais krievu matematika L..V.Kantorovica darbs ” Ma-
tematiskas metodes razoSanas organizésana un planosana”. 1947.gada Dz.
Dancigs (G.B. Dantzig) tika izstradajis universalu linearas programmesanas
uzdevumu atrisinasanas metodi — simpleksa metodi. So zinatnieku veikums
ir novertets ar Nobela premiju ekonomika. Termins ”lineara programmesana”
paradijies cetrdesmito gadu beigas, kad 1949.gada tika publiceta Danciga
gramata ”Programming in Linear Structures”. Bet plasakai sabiedribai ir
pazistama Danciga gramata ”Linear Programming and Eztensions”, izde-
vnieciba Princeton University Press, 1963, kuras tulkojums krievu valoda
iznacis 1966.gada izdevnieciba Progress, Maskava.

Lai nonaktu pie praktiskas problemas atrisinajuma, ir janoiet noteikts
secigu solu skaits, varam precizet Sos solus vai etapus:

1. Uzdevuma nostadne.

2. Apskatama objekta vai procesa saturiga verbala modela apraksts.
Saja etapa notiek objekta darbibas merku formalizacija; iespejamo darbibu
noskaidrosana, kas varetu ietekmet merki; ierobezojoso darbibu apraksta
izveidoSana.

3. Matematiska modela konstruesana, t.i., konstrueta verbala modela
pieraksts tada forma, kura petisanu var veikt ar matematiskiem panemieniem

4. Uzdevuma atrisinasana, kurs formulets uz matematiska modela bazes.

5. leguto rezultatu parbaude. Tiek noskaidrota atbilstiba starp iegtitajiem
teoretiskajiem rezultatiem un prakse konstateétajiem. Var veikt petijumus,
kada ir model1 neietverto faktoru iedarbiba un izdarit attiecigas korekcijas.

6. leguta atrisinajuma realizacija prakse.

Kaut ar1 linearas programmesanas ietvaros mes saskarsimies ar modelésanas
dazadajiem etapiem, tomer pamata nodarbosimies ar ceturto etapu. Misu
merkis ir apgtt linearas programmesanas pamatjedzienus, pamatproblematiku,
risinasanas algoritmus un analizi.
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1.3 LINEARU MODELU PIEMERI

Saja apaksnodala apskatisim dazus salidzinosi vienkarsus piemerus, kuri atspogulo
kadu realu situaciju. Apskatitos modelus var klasificet ka ekonomiski-matematiskus,
jo tajos biis ekonomisks raditajs — izmaksas. Kapec tiesi ekonomiskie modeli?
Izradas, ka lineara programmesana ieguvusi 1pasu lietojumu ka petisanas in-
struments tiesi ekonomiski-matematiskajos modelos.

Lielaka uzmaniba tiks pieversta tiesi pirmajam modelim — dietas uzde-
vumam. Tas darits ar noliku, lai lasitajs tiktu iepazistinats ar uzdevumu
formalizacijas metodiku.

Dietas uzdevums

Uzdevums ir sastadit péc iespgjas ekonomiskaku (t.i., letaku) edienkarti, kas
apmierinatu noteiktas mediciniskas prasibas. Sads uzdevums var rasties tur,
kur ir nepieciesams pabarot lielu cilveku skaitu, piemeram, slimnicas, armija,
skola, u.t.t. Tada problema var rasties art dazadu katastrofu gadijuma.

Pienemsim, ka mums ir zinami n dazadi pieejamie produkti (maize, sals,
cukurs, sviests, piens, kartupeli, u.c.), kurus apzimesim ar burtiem Fi, Fs,...,
F,,. Piereizes ir zinams, cik daudz vitaminu ir Sajos produktos, cik mineralvielu,
tauku, olbaltumvielu, oglhidratu un kada ir kaloritate. Pienemsim, ka sadu
vielu kopuma ir skaita m un apzimesim §is vielas ar Ny, Ns,..., N,,. Pienemsim,
ka katram produktam F;, ¢ = 1,2,...,n, ir zinami ta vielu mediciiskie
raditaji, t.i., skaitliskie lielumi par viena produkcijas vieniba (kilograma vai
grama) esoSajiem vielu daudzumiem. Tada gadijuma var sastadit tabulu,
kura atspogulo produktos esoso vielu daudzumus:

A (B[ [E] 5]
N1 a1 a12 e Q1; Ce Q1np
N2 921 929 e A2, e Aop,
NZ' ;1 ;9 e CI,Z']' Ce Qin
Npp || Gt | @2 | oo | Qg | -+ | G

S1s tabulas elementi veido matricu, kurai ir m rindinas un n kolonnas. Apzimésim
So matricu ar A un nosauksim par wztura matricu.
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Pienemsim, ka mes esam sastadijusi planu = = (xy, 29, ...,2,) noteik-
tam laika posmam (pieméram, nedelai). Tas nozime, ka mes planojam ka-
tram cilvekam nedela x; vienibas (kilogrammus vai gramus) produkta Fj,
xo vienibas produkta Fs,..., z, vienibas produkta Fj,. Varam izrekinat, kadu
daudzumu vitaminus, taukus, olbaltumvielas, u.c., dabus cilveks paredzetaja
laika posma. Viela N; Saja plana ir sada daudzuma

a111 + 12T + ...+ ALy,

jo produkta F| x; vienibas (saskana ar uztura matricu) ir atrodamas ajjz,
vienibas vielas N1; Sim daudzumam tiek pievienotas aq225 vienibas vielas Ns,
ko dod x5 vienibas produkta F5 u.t.t. Analogiski var noteikt par€jo vielu N;
daudzumus plana (x1, 2, ..., x,).

Pienemsim, ka ir noteiktas mediciniskas prasibas, cik daudz nedelas laika
katram cilvekam nepieciesams pateret uztura atbilstosas vielas N;, ¢ = 1,2, ..., m.
Piemeram, vitamimam C ir jabtit ne mazakam ka noraditais daudzums, kaloriju
kopskaitam arT jabut vismaz noraditaja daudzuma. Sis prasibas aprakstisim
ar vektoru b = (by, ba, ..., by,), kur vektora b komponente i norada minimalo
nepiecieSsamo vielas N; daudzumu plana. Tas nozime, ka vektora z ko-
ordinatam z; ir jaapmierina Sada ierobezojumu sistema:

a1 + a19T9 + ...+ ATy Z bl,
2171 + Q22%2 + ... + A2, Ty > bo, (1.3.1)
Am1T1 F Qoo + ... + QunXn = b

Kaut ar1 uzdevuma jega ir skaidra, tomer 1pasi jaatzime, ka visi mainigie x,
Za,..., Ty ir nenegativi; formalizacijas procesa tas ir svarigi, jo datoram, kas
rekinas uzdevumu, vispariga gadijuma tas ir janorada. Tapec ierobezojumiem
(1.3.1) tiek pievienotas nevienadibas

21 >0,20>0,..., 2, >0. (1.3.2)

Skaidrs, ka jebkuram planam, kuru velamies pasludinat par nedelas edienkarti,
ir jaapmierina nevienadibas (1.3.1) un (1.3.2). Bet tadu planu var but bez-
galigi daudz. Kuru no tiem izveleties, ir jaizdoma noteikts kriterijs. Un te
paliga arstam var nakt gramatvedis.

Pienemsim, ka produktu Fi, Fj,..., F), cenas ir atbilstoSi ¢, co,..., ¢,.
Tadejadi visa plana x = (x1, z3, ..., ¥,) izmaksas var aprekinat ar izteiksmi

c1x1 + g + ...+ cpy,. (1.3.3)
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Dietas uzdevumu gala varianta var formulet sadi: starp visiem vektoriem
x = (x1, T, ..., T,), kas apmierina ierobezojumus (1.3.1) un (1.3.2), ir jaatrod
tads, ar kuru izteiksmes (1.3.3) vertiba butu vismazaka.

Talak varam doto uzdevumu pierakstit matematiski ertaka veida. Atceroties,
ka reizina matricu ar vektoru, varam sistemas (1.3.1) kreiso pusi pierakstit
ka Az, kur A ir uztura matrica. Pienemsim, ka u = (uy, ug,...,uy) un
v = (v1,vV9,...,0,) ir divi vienada garuma vektori. Rakstisim u > v, ja
Uy > Uy, Ug > Vgyeeny Uy > Uy Tada gadijuma nevienadibu sistemu (1.3.1)
var noformet sadi:

Az > b.

Pieraksts # > 0 nozimes, ka visas vektora x = (xy, z9, ..., z,) koordinatas ir
nenegativas. Visbeidzot izteiksmi c;xq + coxo + ... + ¢, x, var pierakstit ka
vektoru ¢ = (¢, ¢a, .. ., ¢,) un z skalaro reizinajumu < ¢,z >. Izmantojot Sos
apzimejumus, dietas uzdevumu var parformulet sada matricu-vektoru forma:

min < ¢, x >

1.3.4
Ax >b, x>0. ( )

Tatad més esam pietiekosi realu uzdevumu pierakstijusi stingra matematiska
forma, kas lauj izmantot matematiskas metodes. No otras puses, formulas
(1.3.1)-(1.3.4) pilniba esam abstrahéjusies no uzdevuma jégas un, ja noskaidrosies,
ka, sastadot modeli (1.3.4), ir izlaisti kaut kadi no satura viedokla svarigi
momenti, tad nekada matematika miis neglabs no iegiitajiem bezjedzigajiem
rezultatiem. Skaidrs, ka modelis (1.3.4) neatspogulo visas tas reala uzde-
vuma puses, kuras modelim vajadzetu nomainit. Pieméram, mediciniskie ier-
obezojumi par nepieciesamo vielas N; daudzumu edienkarte var but noraditi
ne tikai, cik daudz Sai vielai jabut, bet cik lielu daudzumu nedrikst parsniegt.
So papildus prasibu nav griiti ieverot, pie tam modela (1.3.4) veids parak
neizmainisies. Bet vel jau ir ar1 citi uzdevuma aspekti — ir ieveroti arsta
un ekonomista prasibas un viedokli, bet netiek ieverota pasa cilveka gaume.
Var teikt pat vairak, modelt (1.3.4) netiek ietverta prasiba, lai édienkartes
edieni butu patiesam edami.

1945.gada Dz. Stiglers (G.Stigler) tika publicejis konkreta dictas uzde-
vuma rezultatus ar konkretiem skaitliem. Vins bija apskatijis 77 produktu
veidus, ietveris 9 vielas (vitaminu A, olbaltumvielas, oglhidratus, u.c.). Tika
mekleta viena cilveka dieta veselam gadam. Ar simpleksa metodi iegutais
rezultats ietvera 9 produktus: kviesu miltus, kukurtizu, iebiezinato pienu,
augu ellu, speki, liellopu aknas, kapostus, kartupelus un spinatus. Optimala
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dieta, kas sastadita no minetajiem produktiem, maksaja 39 dolarus 67 centus
ta laika cenas (domats 1939.gads), bija pilnigi bezgarsiga un tapéec neédama.
Tani pasa laika dieta, ko bija saastadijis arsts-dietologs un kura bija edama,
maksaja 115 dolarus.

Neskatoties uz negativo pieredzi, nevajadzetu tulit domat, ka sastaditais
modelis nekam nav derigs. Var modeli papildinat ar nosacijumiem, kas iero-
bezo katra produkta daudzumu, un ar nosacijumiem, kadi produkti ir lieto-
jami kopa un kadi ne.

Eksiste vairakas citas sadziviskas situacijas, kuras sasataditais modelis
(1.3.4) ir lictojams bez kadam ipasam izmainam. Piemeéram, Sis modelis
sekmigi tika izmantots, lai atrastu minimalo izmaksu edienkarti liellopiem
(publicets 1951.gada, autors F. V. Wangh, Journal of Farm Economics). Zina-
mi sekmigi linearas programmesanas risinajumu lietojumi tadu naftas pro-
duktu izgatavosana, kuriem jaapmierina noteiktas tehniskas prasibas (dots
oktantskaitlis, cik viela ir gaistosa, u.t.t.) un kuri ir pasi letakie.

Transporta uzdevums

Pienemsim, ka m dazadas atrasanas vietas Si, Ss,..., S, tiek razota ho-
mogena produkcija (ogles, cements vai kada cita produkcija), pie tam vieta
S; tiek sarazotas a; Sis produkcijas vienibas. Sarazota produkcija tiek izman-
tota n citas vietas Q1, Q2,..., Qn, pie tam vieta (); tiek izmantotas b; produk-
cijas vienibas. Ir nepieciesams sastadit tadu parvadajumu planu no vietam
Si, 1 =1,2,...,m, uz vietam @);, j = 1,2, ...,n, lai apmierinatu pieprasijumu
pec dotas produkcijas un minimizetu transporta izmaksas.

Pienemsim, ka vienas produkcijas vienibas (piemeéram, 1 tonnas oglu)
parvadasana no vietas S; uz vietu @); izmaksa c;;. Izdarot vel vienu butisku
pienemumu — parvadajumu izmaksas ir tiesi proporcionalas parvadajamas
produkcijas daudzumam, varam uzskatit, ka, vedot x;; produkcijas vienibas
no S; uz ();, transporta izmaksas ir ¢;; z;;.

Par parvadajumu planu nosauksim tadus skaitlus (z;5), i = 1,2,...,m,
7 =1,2,...,n, kuri apmierina nosacijumus:

n m
> T =ai, ) rij = by,
=1 i=1

2i; >0, i=1,2..,m, j=12 ..n

(1.3.5)

Vienadojumu (1.3.5) saturiska jega ir Sada: ja izvelets plans (z;;), tad no
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n
vietas S; uz visam vietam @; tiek izvadata produkcija daudzuma ) z;,
i=1
kuram vajadzetu bt tiesi vienadam ar a;. Savukart vieta (); no visam vietam
m

S; tiek kopuma piegadata produkcija daudzuma ) z;;, tam ir jasakrit ar b;.
i=1
Pie izveleta parvadajumu plana (x;;) transporta izdevumi bus vienadi ar

SN e (1.3.6)

j=1 i=1

Transporta uzdevumu var formulet sadi: starp visiem iespejamajiem planiem
(z;;), kas apmierina nosactjumus (1.3.5), jaatrod tads, kas minimize (1.3.6).

Transporta uzdevums (un ta modifikacijas) bija viens no pirmajiem linearas
programmeésanas uzdevumiem, kas tika plasi risinats bijusaja Padomju Savieniba.
1959.gada tika risinats uzdevums par homogenu kravu parvadasanu ar merki
samazinat parvadajumu vidéjo celu garumu. legutais rezultats lava par
11,3% samazinat cela garumu.

Razosanas planosanas uzdevums

Saja piemera apskatisim vienu konkrétu uzpémumu, kuram ir jasastada razosanas
plans. Uzpemumam, razojot n veidu produkcijas G, Gs,..., G}, jaizmanto

m resursi Ry, Rs,..., R,,. Par G, razosanas tehnologiju sauc vektoru (a;;),

1 = 1,2,...,m, kas rada, kads daudzums resursa R; ir nepiecieSams, lai
sarazotu vienu vienibu produkcijas G ;. Sos vektorus var izvietot ta sauca-
maja tehnologijas matrica:

GG (G [G]
R1 a1 19 e Q1 Ce Q1n
R2 91 929 e Q2; e Qony,
RZ' ;1 (075} R Q5 e (077
Rm Am1 | Gm2 | -+ | Omyj oo | Qmn

ST matrica A parada uznemuma tehnologiskas iespejas.
Pienemsim, ka doti resursu R;, i = 1,2, ..., m, ierobezojumi b;, tos varam
pierakstit ka resursu vektoru b = (by,bs, ..., by). Par raZoSanas planu sauc
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vektoru = = (x1,z9,...,x,), kur§ norada, kads daudzums produkcijas Gy,
Gs,..., G, tiks sarazots.

Modeli tiek izdarits pienemums, ka razosanas tehnologijas process ir linears,
t.i., resursu izlietojums ir tiesi proporcionals produkcijas izlaides apjomam.
Precizak, lai sarazotu produkcijas G izlaidi daudzuma x; vienibas, nepiecieSams
izteret sadu resursu vektoru (ay;z;, ag;jz;, ..., amjz;). Tada gadijuma iztereto
resursu daudzums, kas nepieciesams, lai izpilditu planu x = (z1, z2, ..., T,),
ir aprakstams ar vektoru

a11x1 + a12T2 + ... + a1pnTy
a91T1 —+ 99T 4+ ...+ Aon Ly

Am1T1 + QmaTo + ... + QynTh,

vai matricu forma ar vektoru Ax. Resursu ierobezoSanas nosacijums ir pier-
akstams ar nevienadibu Ax < b. Tas nozime, ka pie dota resursu vektora
b var tikt realizets jebkurs tads prpdukcijas razoSanas plans, kur§ apmie-
rina nosacjumus Ar < b un x > 0. Tads vektors x var nebut viens
vienigs. Paradas iespeja izveleties kaut kada nozime labako planu. No
ekonomiska viedokla viens no pamatoptimizacijas nosacijumiem ir maksimalo
ienakumu gusana. Ja ir zinamas produkciju G, Gs,..., G, cenu vektors
¢ = (¢1,¢9,...,¢,), tad razosanas planosanas uzdevums ir matematiski for-
muléjams Sadi:

max < ¢, r >

1.3.7
Axr <b, x>0. ( )

Kaut art modelis (1.3.7) atspogulo noteiktas realitates prasibas, tas tomer
ir stipri idealizets. Taja netiek ietverts tads razosana svarigs faktors ka laiks.
Modeli tiek pienemts, ka visi resursi dotaja momenta ir pieejami. Tatad
esam izslegusi no modela razosanas dinamiku un resursu piegazu ritmiskumu.
Modeli netiek ietverti art dziva darbaspeka izdevumi un daudzi citi raditaji,
kas pilniba atspogulotu realo razoSanas procesu.
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1.4 LINEARAS PROGRAMMESANAS
UZDEVUMU DAZADAS FORMAS
UN TO EKVIVALENCE

Neskatoties uz atskirigajam saturiskajam situacijam, kas tika aprakstitas
ieprieks, atbilstosajiem ekstrema matematiskajiem uzdevumiem ir daudzas
kopgjas iezimes. Visos Sajos uzdevumos nepiecieSams maksimizet vai mini-
mizet vairaku argumentu linearu funkciju. Pie tam mainigo argumentu ier-
obezojumi ir linearas nevienadibas vai ar1l linearas vienadibas. Tiesa gan,
nevienadibas var but uz dazadam pusem — viena gadijuma ierobezotajam
izteiksmem jabut mazakam par kadu konstanti, cita jabut lielakam par kon-
stanti. Tomer vienmer var panakt, ka visu nevienadibu zimes ir verstas viena
virziena (nepieciesamibas gadijuma abas nevienadibas puses tiek pareizinatas
ar -1).

Tiek izskirtas tris linearas programmesanas uzdevuma pamatformas atkariba
no ierobezojumu dazadajiem tipiem.

Linearas programmeésanas standartuzdevums

Linearas programmeésanas uzdevums ir dots standartforma (saka art normal-
forma), ja ta nosacijumu sistéma satur tikai nevienadibas <:

max(c1xy + Coy + ... + Cpy)

a1171 + a1 + ... + a1z, < by,
9171 + A0 + . .. + a9, 1, < by,

am1$1+am2x2+‘--+amnxn Sbm;
120, 29>0,..., x, >0,

(izverstais pieraksts) vai matricu pieraksta (saisinatais pieraksts)

max < c¢,r >
Ar <b, x>0,

kur x = (21,22, ..., %), ¢ = (€1,¢2, ..., ), b= (b1,b2, ... bn), A = (a;;) —
koeficientu matrica. Vektoru c sauc par linearas formas koeficientu vektoru,
vektoru b sauc par ierobezZojumu vektoru.

Linearas programmeésanas kanoniskais uzdevums
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Linearas programmesanas uzdevums ir dots kanoniska forma, ja tas ir
formulets sadi:
max(c1xy + oy + ... + Cpy)
a11ry + apxs + ... + a1z, = by,
A21X1 + Q222 + ... + AopTy = bg,

Am1%1 + Qoo + ...+ QppTy = by,
120, 20 >0,..., z, >0,

vai matricu pieraksta
max < ¢, T >

Axr=0b, x>0.

Linearas programmesanas skaitlojamie algoritmi (simpleksa metode un
tas modifikacijas) visbiezak literatura ir aprakstitas tiesi kanoniskas formas
uzdevumiem.

Linearas programmeésanas visparigais uzdevums

Visparigas formas gadijuma dala ierobezojumu ir nevienadibas, otra dala
vienadibas, pie tam ne visi mainigie ir nenegativi:

max(c1x1 + Coy + ... + Cpy)

a1171 + a1 + ...+ a1, < by,
9171 + AooXo + ... + A2,2, < by,

QAp1T1 + QAp2Xo 4+ ...+ ATy, S bk,

Ap11T1 + Q1202 + o+ Qg1 0Ty = bpy1,
Ay21T1 + Apr92T2 + - o + Qpron®n = bpya,

am1x1+am2x2+'”+amnxn:bm7
xlzo, LUQZO,..., .ZL’T.ZO

Seit jaizpildas nosacijumam, ka k£ < m un r < n. Standartuzdevumu varam
iegiit ka vispariga uzdevumu specialgadijumu, ja k& = m, r = n, savukart
kanonisko uzdevumu dabtsim, ja k=0, r = n.

Visas tris uzdevuma formas ir ekvivalentas tada nozime, ka no katras ar
vienkarsiem parveidojumiem var pariet uz jebkuru citu. Tapec, ja mums ir
zinams, ka atrast vienas noteiktas formas uzdevuma atrisinajumu, tad mes
pratisim atrisinat ar1 citu formu uzdevumus.
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Paskaidrosim teikto, paradot, ka no standartformas var tikt pie kano-
niskas formas.

Pieradijums. Saja gadijuma definésim jaunus mainigos z1, 2,..., Zm, t.i.,
tik daudzus jaunus mainigos, cik ir ierobezojoso nevienadibu, un apskatisim
Ssadu uzdevumu kanoniskaja forma:

max(c1xy + o+ ...+ + 021+ ...+ 0 2)

a1121 + a12%2 + ... + a1, Ty + 21 = by,
a91T1 + 22T + . .. + ALy + 29 = bg,

amlml+am2$2+--~+amnxn+zm:bma
55120, 3:2207-"7 5Un20,
2120, 2020,..., z, >0,

vai matricu pieraksta

max < c¢,r >
Ar+2z=0b, x>0, z2>0.

*

Pienemsim, ka (z7,25,...,x%, 27,25, ..., z) ir formuléta kanoniska uzde-
vuma atrisinajums. Tada gadijuma sakotneéji formuleta standartuzdevuma
atrisinajums ir (z7, x3, ..., 7). Parliecinasimies par to! Skaidrs, ka $is atrisinajums
apmierina visus standartuzdevuma ierobezojumus: ta koordinatas ir nenegativas
(jo tada prasiba ir arT kanoniskaja forma) un, ta ka 27, z3, ..., 2} ir nenegativi
skaitli, tad no vienadibam

* * * * .
apnxy + apTs + ...+ apmz, + 2 =b;, 1=12,...,m,
seko nevienadibas

aﬂx’{—i-aigx;—l—...—l—amwz S bz‘, 1= 1,2,...,m.

*

Pienemsim, ka vektors «* = (xF, x3, ..., 7)) nav standartuzdevuma atrisi-
najums. Tada gadijuma eksiste cits vektors T = (71, Ta, ..., Tp,), kurs apmie-
rina visus standartuzdevuma ierobezojumus un dod lielaku vertibu merka
funkcijai neka x*:

1T, + Ty + ... 4 €Ty > 1] + o5 + ..+ .
Paradisim, ka tas nav iespejams. Saja noluka konstruésim tadu vektoru, kas

apmierina musu kanoniska uzdevuma ierobezojumus un kura merka (mak-

simizejama) funkcija sasniedz lielaku vertibu neka pie (27, 23, ..., 2%, 27, 25, ..., 255,),
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kas ir pretruna ar §1 vektora sakotnejo izveli (tas ir jau kanoniska uzdevuma
atrisinajums!).
Apskatisim vektoru (T1, Ta, ..., Tn, 21, 22 -+ Zm ), Kur

Ei:bi—(ai1§1+ai2§2+...+am5n), 1= 1,2,...,?71.

Ta ka T = (7, Ty, ..., Tp) apmierina standartuzdevuma ierobezojumus, tad
zZi > 0,1 = 1,2,...,m, tapec vektors (T1,Ta, ..., Tn, 21,22, ---s Zm) Savukart
apmierina visus papildus kanoniska uzdevuma ierobezojumus un pie tam

<e,T>><c,r >,
kas ir pretruna ar vektora (xf,x3,...,z%, 25, 25, ..., 2") optimalitati. Ieguta
pretruna nosledz pieradijumu (tatad linearas programmesanas standartuzde-
vumu var parveidot par kanoniskas formas uzdevumu). m
Vel vienkarsak ir kanoniskas formas uzdevumu parveidot par standartfor-
mas uzdevumu — nepiecieSams tikai katru sistémas vienadojumu aizvietot
ar divam nevienadibam:

;11 + Qoo + ... + Qip Ty = bl =g @1+ A2 F oot Qinln S bi?
—a;1T1 — ATy — ... — Aiply < —b;

Ja linearas programmesanas vispariga uzdevuma mainigajam x; nav uz-
likta prasiba par nenegativitati, tad, lai visparigo uzdevumu parveidotu par
standartuzdevumu, nepiecieSsams pienemt, ka x; = u; — v;, kur u;, v; ir divi
jauni mainigie ar nosacjumu u; > 0, v; > 0.

Ja nepieciesams minimizet linearo formu c¢ix1 + coxs + ... + ¢, 2, tad to
var vienkarsi parveidot par maksimizacijas uzdevumu: nepiecieSams atrast
funkcijas —cyx1 — o9 — ... — ¢, maksimumu.

Risinot linearas programmesanas uzdevumus, ir izveidojusies noteikta ter-
minologija. Ta linearo formu

<C,T>= C101 + C2T2 + ... + CpTn,

kuras maksimumu vai minimumu meklejam, sauc par merka funkciju. Vek-
toru
T = (1:173727 s ,.an),

kurs apmierina visus linaras programmesanas uzdevuma ierobezojumus, sauc
par pielaujamo vektoru vai pielaujamo planu. Linearas programmesanas



FORMAS UN TO EKVIVALENCE 16

uzdevumu, kuram eksiste vismaz viens pielaujamais plans, sauc par pielaujamu
uzdevumu. Pielaujamo planu z*, kurs dod merka funkcijas lielako vertibu
(vai mazako vertibu minimizacijas uzdevuma gadijuma) salidzinajuma ar
citiem pielaujamajiem planiem z, t.i., < c,2* >> < c¢,x >, sauc par uzde-
vuma atrisinajumu jeb optimalo planu. Merka funkcijas maksimalo vertibu
d =<c,x* > sauc par uzdevuma vertibu.

Vai linearo modelu uzdevumi no ieprieksejas nodalas ir pielaujami uzde-
vumi?

Skaidrs, ka dietas uzdevums, kura ierobezojumi aprakstiti ar nevienadibam
(1.3.1) un (1.3.2), nebus pielaujams jebkuram skaitlu a;; un b; vertibam.
PatieSsam, ja, pieméram, matricas A pirmaja rinda visi a;; vienadi ar 0,
bet by > 0, tad pielaujamo planu kopa ir tukSa. Nosacijums a;; = 0,
7 =1,2,...,n, nozime, ka viela Ny netiek satureta neviena no apskatamajiem
produktiem. No Sejienes seko nepieciesamais nosacijums, lai dietas uzdevums
biitu pielaujams: jebkurai no vielam N; ir jaietilpst vismaz viena no produk-
tiem, t.i., matricas katra rinda ir jabuit vismaz vienam pozitivam skaitlim.
Ta ka pec koeficientu a;; jegas tie visi ir nenegativi, tad Sis nosacijums ir ar1
pietiekams, — skaidrs, ka var panemt vektoru z ar tik lielam koordinatam,
lai visi ierobezojumi (1.3.1) butu izpilditi.

Acimredzot, lai transporta uzdevums butu pielaujams, ir nepiecieSami un
pietiekami, lai izpildas nosacijums

Xn:bj =D = Zm:ai,
j=1 =1

t.i., preces pieprasijjumam ir jasakrit ar tas piedavajumu. Patiesam, ja plans
(x;;) ir pielaujams, tad summeéjot pirmo (1.3.5) vienadibu pa i, bet otro
vienadibu pa 7, ieguisim

Su-3:

m m n
=1 i=1

n m n
xij = E E CCij = E bj.
7j=1 7j=1 i=1 i=1

No otras puses, var parliecinaties, ja izpildas pieprasijuma un piedavajuma
vienadiba, tad eksisteé pielaujamais plans

CLibj

ZL’Z']‘ =

Razosanas planosanas uzdevums (1.3.7) ir pielaujams, jo triviala veida
nulles vektors apmierina visus ierobezojumus.
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Optimalo planu ir jega meklet tikai linearas programmesanas pielaujamajiem
uzdevumiem. Tomer jaatzime, ka ne jebkuram pielaujamajam uzdevumam
eksiste atrisinajums. Var but tadas situacijas, ka pielaujamo planu kopa ir
neierobezota un merka funkcija saja kopa var but arl neierobezota.

Piemeéram, ja x; ir skaitlis (t.i., 1-dimensiju vektors), tad uzdevums

nav pielaujams. Bet uzdevums

max T
T Z 0

ir pielaujams, bet tam nav atrisinajuma.

1.5 UZDEVUMU ATRISINASANAS
PROBLEMAS

Linearas programmesanas uzdevumu atrisinajumu mekléSanas pirmais so-
lis butu pirmam kartam izmantot klasiskas matematiskas analizes un al-
gebras metodes. Vienkarsakais uzdevums ir atrast diferencejamas funkci-
jas maksimumu (minimumu) realo skaitlu intervala. Pienemsim, ka f(z)
ir viena argumenta funkcija, kas definéta intervala [a;b]. Jaatrod funkci-
jas f(x) maksimums 8aja intervala. Algoritms, kurs dod §1 matematiskas
analizes uzdevuma atrisinajumu, ir Sads: nepiecieSams atrast atvasinajumu
f'(x), jaatrod visi vienadojuma f'(z) = 0 atrisingjumi zi, xo,..., zx (t.i.,
stacionarie punkti), jaizskaitlo vertibas f(z1), f(x2),..., f(zk), f(a), f(b) un
jaizvelas starp tam lielaka. Var redzet, ka vispariga gadijuma var rasties
problemas. Ka atrisinat vienadojumu f’(x) = 0?7 Vai §is uzdevums nebus
tikpat sarezgits ka maksimuma atrasanas pamatproblema? Ko darit, ja sta-
cionaro punktu ir loti daudz vai pat bezgaligi daudz? Ka organizet tada
gadijuma salidzinasanu?

Vel sarezgitaka situacija var izveidoties vairaku argumentu funkciju gadijuma.
Pienemsim, ka x = (x1, 23, ..., z,) ir n dimensiju vektors, X ir slegta apakskopa
n dimensiju telpa R". Jaatrod funkcijas f(x) maksimums kopa X. Ja
funkcija ir diferencejama, tad, lai atrastu funkcijas f(z) maksimumu kopa X,
of(x)

X

nepiecieSams atrast visus sistemas =0,¢=1,2,...,n, atrisinajumus
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(vektorus!) zt, 22,..., 2, tad jaizskaitlo funkcijas vertibas sajos punktos un

visos kopas X robezas punktos, pec tam jaizvelas lielaka vertiba. Ja pat
mums izdodas viegli atrisinat doto sistemu, tad problemas var rasties, lai
izskaitlotu funkcijas f vertibas uz kopas X robezas. Jo kopas X robeza,
kas atrodas n dimensiju telpa pie n > 1 sastav no bezgaligi daudziem
punktiem (iznemot kadus kopas X trivialos gadijjumus). Ka rikoties saja
gadijuma, visparigu algoritmu klasiska matematiska analize nedod — kat-
ram uzdevumam tiek mekleta sava metode. Piemeram, ja kopa X tiek
uzdota ar vienadibu palidzibu, tad funkcijas ekstremu var meklet ar La-
granza reizinataju metodi, tacu sistemas atrisinasanas problémas saglabajas
joprojam. Linearas programmesanas uzdevumu gadijuma risinasanu var
sarezg1t ierobezojosas nevienadibas.

Ieverosim vel vienu niansi, kas raksturiga tiesi linearas programmesanas
standartuzdevumam. Apzimesim ar X pielaujamo vektoru kopu. Par cik
merka funkcijas parcialie atvasinajumi ir vienadi ar vektora ¢ koordinatam,
kas noteikti vienlaicigi visas nav 0 (jo tad nav ko optimizeét), tad merka
funkcijai nav lokalo ekstremu (jo nav stacionaro punktu), lidz ar to mak-
simalas vertibas var tikt sasniegtas tikai uz kopas X robezas. Kopas X robeza
tiesa veida nav uzdota. Lidz ar to linearas programmesanas uzdevuma
atrisinasanas pamatproblema ir kopas X robezas noteikSana un
merka funkcijas vertibu izskaitloSanas tada organizeSana (vertibu
ir bezgaligi daudz!), lai atrastu optimalo planu.

1.6 LINEARAS PROGRAMMESANAS
UZDEVUMA GEOMETRISKA
INTERPRETACIJA

Apskatisim linearas programmesanas vienu vienkarsu piemeru.
Piemers 1.6.1.
max(zy + xa)
41‘1 + 5.732 S 20,
—x1 + x2 < 3,
1021 + 59 < 35,
—0,521 — 2y < —1,
2120, 29 2 0.
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Vienadojums ax; + bxs = ¢ (a un b vienlaicigi nav 0) plakne define taisni,
kas plakni sadala divas pusplaknes. Nevienadiba axq + bxs < ¢ define vienu
no pusplaknem (ieskaitot pasu taisni). Lai noteiktu, kura ir 1sta pusplakne,
nepiecieSsams izveleties vienu punktu plakne (29, 29), kurs neatrodas uz pasas
taisnes, un noskaidrot vertibu az{+bx9, ja ta ir < c, tad tiek apskatita punkta
(29, 29) puses pusplakne, ja ax? + bz > ¢, tad mus interesejosa ir ta pus-
plakne, kas atrodas taisnes otra puse raugoties no punkta (1’(1), :Eg) atrasanas
vietas (skatit 1.6.1.zim.). Ja taisne neiet caur koordinatu sakumpunktu, tad
izdevigi nemt (29, 29) = (0,0).

€2

ary + bry > ¢

_ary +bry=c,c>0
i (talsne)

ary +bry < c T

1.6.1. zim.

Sie apsverumi lauj vizualizet piemera formuleta linearas programmésanas
uzdevuma pielaujamo vektoru kopu. Ta attelota 1.6.2.zimejuma.

€2

o/

1.6.2. zim.
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Apskatisim merka funkciju x; + z2. 1.6.2.zimé&juma uzzimeta funkcija
1+ 19 = 6, kuras grafiks nekrusto pielaujamo vektoru kopu. Tas nozime, ka
starp pielaujamajiem punktiem nav tada, kurs dotu merka funkcijas vertibu
6. Vienadojums z; + o = d pie dazadam d vertibam apraksta paralelu
taiSpu saimi. Visiem punktiem, kas atrodas uz vienas no Sim taisnem, ir
viena un ta pati merka funkcijas vertiba d, tapec dazkart §is taisnes sauc
par limena linigjam. Svariga limena liniju 1pasiba ir tada, ka, veicot paralelo
parbidi, viena virziena Iimana vertiba d tikai pieaug, bet otra virziena tikai
samazinas. Linearas programmesanas uzdevumu var parformulet sadi: atrast
tadu maksimalo vertibu d, ar kuru taisne x; + o = d skerso pielaujamo vek-
toru kopu. Dotaja piemeéra, ja parvieto taisni x; +zo = 6 paraléli sev aizvien
tuvak iepunktetajam apgabalam, tad pirmais punkts, kas tiks krustots, bus
punkts A (1.6.2.ziméjuma atbilstosas merka funkcijas grafiks uzzimets ka
punktota Iinija), t.i., (1) un (3) taisnes krustpunkts. Atrisinot vienadojumu
sistemu

4l‘1 + 5I2 = 20, (1)
{ 1OZE1 + 51‘2 = 35, (3)

atradisim punkta A koordinatas (2,5;2), kas dod meérka funkcijas vertibu
45. =

Sajé piemeéra var ieraudzit visas galvenas linearas programmesanas 1pat-
nibas: pielaujamo punktu kopa ir izliekts daudzstiiris, kas veidojas ka pus-
plaknu skelums, un merka funkcijas lielaka vertiba tiek sasniegta daudzstura
virsotne. Vispariga gadijuma pielaujamo punktu jeb vektoru kopa var biit:
* tuksa (tas nozime, ka nevienadibu sistéma ir nesaderiga); piemers ap-
skatams 1.6.3.zimejuma;

T2

1+ 219 < 2,
—31’1 + Zo Z 3,
r1 >0, 22 >0.

1.6.3. zim.
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* viens punkts; piemers apskatams 1.6.4.zimejuma;

k“I2

I1+l’2§2,
—2I1+ZL’222,
2120, 29 2 0.

1.6.4. zim.

* izliekts daudzsturis; piemers apskatits ieprieks (1.6.2.z1méjums);
* neierobezots izliekts apgabals; piemers apskatams 1.6.5.zimejuma;

X2
—z1 + 29 < 3,

1+ 2we > 2,
r1 20, 25> 0.

T

1.6.5. zim.

Pielaujamo punktu kopas veids ietekme linearas programmesanas uzde-
vuma atrisinajuma eksistences iespejamibu. Atkariba no kopas veida un
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pasas funkcijas uzdevumam var nebut atrisinajuma, var bt tikai viens vienigs
atrisinajums (bet, pieméram, neierobezotas kopas gadijuma var neeksistét
merka funkcijas maksimums, bet var eksistét minimums), ka art iespejama
situacija ar bezgaligi daudziem atrisinajumiem. Pieméram, 1.6.6.zimejuma
paradita tada pielaujamo vektoru kopa un tada merka funkcija, ka linearas
programmesanas uzdevumam ir bezgaligi daudz atrisinajumu — par tadiem
der visi nogriezna AB punkti.

max(4x; + 5xa)

41’1 + 5?[32 S 20, (1)
—X1 + X2 S 3, (2)
10$1 + 5$2 S 35, (3)

x1 20, 20 > 0. /

1.6.6. zim.

Pienemsim, ka linearas programmesanas uzdevums dots kanoniska forma
un n —m = 2. Saja gadijuma divu brivi izraudzitu nezinamo optimalas
vertibas var noteikt grafiski. Pec tam paréjo m nezinamo optimalas vertibas
nosaka, izmantojot izteiksmes, kas iegitas no uzdevuma nosacijumu sistemas.

Jan —m = 2, tad vispirms uzdevuma ierobezojumu sistemu atrisina
attieciba pret m brivi izraudzitiem nezinamiem, piemeram:

!/ / _ h
!/ / I N

’ / Y
a, 1T+ a, 5T +z,=0b,
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jeb
x3 = by — (A @1 + ajpa2) 2 0,
xy = by — (a1 + abyxs) >0, (1.6.1)
x, = b, — (al, 21 + @l 5x2) > 0.

levietojot So m nezinamo izteiksmes merka funkcija un izdarot algebriskus
parveidojumus, iegtuist parveidotu merka funkciju, kas satur tikai divus nezinamos:

/ /
C1T1 + C3T2 + Cp.

Konstante ¢y maksimizaciju neiespaido, tapéc risinasana var izmantot Sadu
merka funkciju
/ /
C1T1 + CyTa.

Linearas programmesanas uzdevums iegiist sadu izskatu:
max(cjz, + cyxs)

! / /
aj, 1 + ajre < b,
! ! /
a1 + ahere < by,

ar xy + ahre <,

T Z O, i) Z 0.
Ta ka uzdevums satur tikai divus nezinamos, tad to var atrisinat grafiski.
Rezultata iegisim optimala atrisinajuma x* koordinatas x] un x3, parejas
optimala atrisinajuma z* koordinatas z3,..., } nosaka, izmantojot vienadibas
(1.6.1). Péc tam aprekina merka funkcijas maksimalo vertibu pec formulas

/ * / %
C1Ty + CTy + Cp.
Piemers 1.6.2. Atrisinasim grafiski linearas programmesanas uzdevumu

max(5x1 + bxe + w3 + T4 + x5)

r1 +3rs 213 +ay =8, (1)
2I1 +x9 +x3 +r5; = 8, (2)
1 “+29 +Zy4 - 47 (3)

33120,1'220,33320,37420,1‘52

e}
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No vienadojuma (1) atskaitot (3), dabusim
2x9 + 2x3 = 4 jeb 1o + 13 = 2.
Varam aizvietot x5 + x3 vienadojuma (2) ar 2 un iegut
2x1 + 2 4 x5 = 8 jeb 2z + x5 = 6.
Rezultata ierobezojumu sistema ir sada

) +CC3 = 4,
T +Ta +24 = 4,
22?1 +T5 = 6.

No §is sistemas var izteikt nezinamos 3, x4 un xs:

$3:2—$220,
I4:4—(ZL’1+JI2>ZO,
ZE4:6—2I120

Ievietojot So nezinamo izteiksmes merka funkcijas izteiksme, veicot saisinasanu,
iegtisim merka funkciju, kas satur tikai divus nezinamos

51’1+5J]2+[E3+$4+ZE5 = 5I1+5CL’2+2—JZ2+4—£L’1—$2+6—2I1 = 2$1+3[L’2—|—12
Tatad grafiski jamekle atrisinajums Ssadam linearas programmesanas uzde-

vumaim:
maX(Qilfl + 31‘2)

Zo S 27 (1)
I + i) S 4, (2)
221 < 6, (3)

r1 >0, 22 >0.

Uzdevuma grafiskais atrisinajums attelots 1.6.7.ziméjuma. Punktota Imija
ir merka funkcijas grafiks pie vertibas (Iimena) 6. Domas zimejot paralélas
limena Iinijas, nonaksim pie secinajuma, ka merka funkcijas maksimala vertiba
tiks sasniegta punkta A. Punkta A koordinatas ir 7 = 2 un 23 = 2. Tada
gadjjuma x5 =0, 25 =4— (2+2)=0,2 =6 —4=2.
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xy

1.6.7. zim.

Tatad sakuma dota uzdevuma atrisinajums ir z* = (2;2;0; 0; 2) un merka
funkcijas maksimala vertiba ir 227 + 325 +12=4+6+12=22. m



NODALA 2
SIMPLEKSA ALGORITMS

2.1 LINEARU VIENADOJUMU SISTEMU
ATRISINASANA AR ZORDANA-GAUSA
METODI

Lielaka dala no linearas programmesanas uzdevumu atrisinasanas skaitliska-
jam metodam izmanto ideju, kas linearu vienadojumu sistemu

a1121 + a12T2 + ... + a1, = bl,
211 + A92T9 + ... + A9y, Ty = bg,

Am1T1 + QmaXo + ... + Ty, = b,

parveido értaka pieraksta forma ar ta saucamo Zordana-Gausa metodi, kas
tiek macita algebras pamatkursos. Atgadinasim, ka tas tiek darits.

Pirmaja sistemas vienadojuma tiek samekléets koeficients ay;, # 0. Ar
81 koeficienta palidzibu visi koeficienti pie mainiga z;, tiek parveidoti par 0.

S . . - 4. . C . - Qrj
Saja noliika pirmais sistémas vienadojums tiek pareizinats ar skaitli ———

A14y
un tiek pieskaitits r-tajam sistemas vienadojumam, 2 < r < m. Pec tam

pirmais vienadojums tiek izdalits ar ay;, . Sadus parveidojumus sauc par ele-
mentarajiem parveidojumiem, jo tie neizmaina sistemas atrisinajumu kopu.
legtitaja ekvivalentaja sistéma mainigais x;, ir atrodams tikai pirmaja viena-
dojuma un tam blakus ir koeficients 1. Sadu mainigo x;, sauc par bazes
mainigo.
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Analogiskas operacijas tiek izdaritas pec kartas ar katru sistemas vienado-
jumu. Pie tam katra reize tiek izmainiti sistémas vienadojumi un papildinas
bazes mainigo saraksts.

Zordana-Gausa metodes izmantosanas rezultata tiek konstatéts, ka vai nu
vienadojumu sistema ir nesaderiga (kada vienadojuma visi koeficienti ir 0,
bet labas puses brivais loceklis nav 0), vai arT tiek noskaidroti un atmesti visi
"liekie” vienadojumi (kuriem visi koeficienti un brivais loceklis ir 0). Otraja
gadijuma vienadojumu sistema ir Sada izskata

T; + E a;jT; = Qug, 1€ 0,

JEW

kur o = {iy, 149, ..., 9t } — bazes mainigo indeksu saraksts, w = {1,2,....,n} \ o
— indeksu kopa mainigajiem, kas neietilpst bazes mainigo saraksta (turpmak
mainigos, kas neietilpst bazes mainigo saraksta, sauksim par brivajiem mainigajiem).
Saja gadjuma k (k < m) ir sakotngjas vienadojumu sistemas koeficientu ma-
tricas A rangs.

legiito vienadojumu sistemu sauksim par reduceto sistému, kurai atbilst
bazes mainigie ar indeksu kopu o.

Nav gruti ieraudzit, ka par bazes mainigajiem z;,, %;,,..., ¥;, var bit
tikai tads mainigo komplekts, kuriem atbilstosa matricas A kolonnu sistema
{a™,a™, ..., a™} ir lineari neatkariga.

Reduceta vienadojumu sistema ir ertaka par sakotnejo, jo dod tiesu visu
atrisinajumu kopas aprakstu. Pieskirot brivajiem mainigajiem z;, j € w,
patvaligas vertibas, bazes mainigos var izrekinat pec formulam

T = Qo — E Qi ’iEU,
JjEw

tadejadi atrodam jebkuru sistémas atrisinajumu. Specialgadijuma viens no
0 .0

atrisinajumiem ir vektors 2% = (22,29, ..., 2%), kur
0o_ ) @, Jate€o,
0, ja?1€ew.

Piemers 2.1.1. Apskatisim ieprieksejas nodalas pedeja piemera vienadojumu
sistemu
Tt +3(132 +23}3 +x4 =8
2x 1 +x2 +x3 +x5 =
1 +Z9 +x4 =4
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Veicot Zordana-Gausa izslegsanas metodes solus, iegtisim reduceto vienadojumu
sistemu sada forma

XT3 +l’2 =2
T4 +x1 +x2 = 4
Ty —|—2ZE1 =6

Saja gadijuma bazes mainigie ir x5, x4, un x5, bet brivie mainigie ir ; un
x9. Izmantojot ieprieksejos apziméjums, o = {3,4,5} un w = {1,2}, k =3
ir matricas rangs. Sakotnejas vienadojumu sistemas kolonnas

2 1 0
=11, a*=[0]|, =11
0 1 0

veido lineari neatkarigu vektoru sistemu. Par to var parliecinaties tiesa veida,
izrekinot determinantu

A= = 240

O =N
_ o =
O = O

Vispariga gadijuma (ja nav uzlikti nekadi ierobezojumi par mainigo nenega-
tivitati) sakotnejas sistémas atrisinajums ir

T3 =2 — Iy,

g =4 — (21 + 22),
Ty = 6—2271,

r1, T2 € R.

Specialgadijuma viens no atrisinajumiem ir vektors z° = (0,0,2,4,6). =

Pienemsim, ka matricas A rangs ir m (t.i., kK = m). Ja apzimejam ar
A, = (a"™,a"”,...;a")

matricu, kas sastav no matricas A kolonnam un atbilst bazes mainigajiem,
tad A, ir kvadratiska nedegeneréta (jeb nesingulara) matrica ar izmeériem m x
m. Saja gadijuma Zordana-Gausa parveidojumu gala rezultats iegistams,
pareizinot sakotnejo sistéemu ar matricu A;', tadejadi reduceta sistema ir
Sada

At Az = A
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Teguto faktu var parbaudit tiesa veida. Apzimesim m X n matricas A;'A
elementus ar 3;;,7 = 1,2,...,m, j = 1,2, ...,n. No inversas matricas definicijas
seko, jai € o, tad 8;; = 0, ja j ¢ o, tad §;; = 1. Apzimesim vektoru A 'b
ar 3° = (B10, B0, ---s Bmo). Tada vienadojumu sistema A 1 Ax = AS1D iegtst
izskatu

z; + Zﬁijl‘j = B0, 1€ 0.
jEw
Reizinot vienadojumu sistemua ar nedegenereétu matricu, atrisinajumu kopa
nemainas; viegli ieraudzit, ka 3;; = «; visiem 1, j.

Lai noskaidrotu linearas formas < ¢,z > uzvedibu vektoru kopa, kas
ir sistemas Ax = b atrisinajumi, izveidosim papildus jaunu mainigo zy un
apskatisim vienadojumu sistemu

ro— < c,x>=0, Ax=0b.

Ta ka vienadojums zo— < c¢,x >= 0 atrodas pirmais un koeficients pie
papildus mainiga z, ir atskirigs no 0, tad, izmantojot Zordana-Gausa metodi,
var 80 mainigo vienmer ieklaut bazes mainigo saraksta. Ja o = {iy, i, ..., i }
ir bazes mainigo indeksu saraksts vienadojumam Az = b un ir jau atrasta
atbilstosa reduceta sistema (uzskatisim, ka matricas A rangs ir m), tad lai
atrastu reduceto sistemu, kas atbilst sarakstam {0, i1, is, ..., i, }, nepieciesams
mainigo xg izteikt caur brivajiem mainigajiem

n
Ty =< ¢, T >= E CjTj = 5 CiT; + E Cjx;.

7j=1 1€0 JEW

levietojot Saja izteiksme bazes mainigo z;, ¢ € o, izteiksmes, ieglisim

g = E Ciio — E E Ciaij —Cj fﬂj.

i€o JEW i€o

0 i ovarad _ 0

, leverosim, ka > c;ay0 =< ¢, 2" >.
1€o

Izmantojot ieprieks defineto vektoru x

[zmantosim apzimejumu
Qoj = g o — ¢,  JEw,
i€o
tad reduceta sistema pierakstama sada izskata
To+ Y agjr; =< ¢, 20 >,
JEW

T+ Y, QT = 04, 1€ 0.
JEW

(2.1.1)
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2.2 LINEARAS ALGEBRAS UN IZLIEKTAS
ANALIZES PAMATJEDZIENI

Saja paragrafa isi izklastisim tas definicijas un teoremas no linearas algebras
un izliektas analizes, kas plasi tiek izmantotas, lai risinatu linearas prog-
rammesanas problemas.

Fundamentals linearas algebras jedziens ir lineara (reala) telpa. Ar $So
jedzienu saprot noteiktu elementu (kurus sauc par vektoriem) kopu, kuriem
ir definéta saskaitiSsanas un reizinasanas ar realu skaitli (skalaru) operacijas,
pie tam iegiitie rezultati pieder tai pasai kopai. Specialgadijuma lineara telpa
ir realo skaitlu ass, plakne, tris dimensiju telpa.

Par vektoru a', a?, ..., a™ linearo kombinaciju ar (realiem) koeficientiem
A, A2, ..., A sauc vektoru Aja! + Xoa® + ... + \,a™.

Linearas telpas vektoru sistemu a', a2, ..., a™ sauc par lineari atkarigu,
ja eksiste tadi reali skaitli Ay, Ag, ..., \,,, kas vienlaicigi visi nav 0, bet to
lineara kombinacija A\ja! 4+ A\sa® + ... + \,,a™ ir vienada ar 0 vektoru. Pretéja
gadijuma sistemu a', a2, ..., a™ sauc par lineari neatkarigu, t.i., doto vektoru
lineara kombinacija ir vienada ar nulles vektoru tikai tad, ja visi koeficienti
A1y A9y ey Ay ir vienadi ar 0.

Maksimalo iespejamo vektoru skaitu, kuri var veidot lineari neatkarigu
vektoru sistemu dotaja linearaja telpa, sauc par telpas dimensiju, bet jeb-
kurus lineari neatkarigus vektorus dimensijas skaita sauc par telpas bazi.
Linearo telpu parasti apzime ar R", kur n — telpas dimensija. Jebkuru
dotas linearas telpas apakskopu, kurai pasai piemit linearas telpas 1pasibas,
sauc par linearu apakstelpu. Kopu H, kuru iegust ar linearas apakstelpas
L C R™ parbidi par vektoru a € R": H = L + a, sauc par afinu telpu (vai
kopu). Jebkurai linearai telpai vai apakstelpai noteikti pieder nulles vektors,
bet afinai telpai nav obligati jasatur nulles vektors. Par plaknes apakstelpas
piemeéru der jebkura taisne, kura iet caur koordinatu sakumpunktu, bet afina
kopa var but jebkura taisne plakne. Afinas kopas raksturiga ipasiba ir tada,
ka tai pieder jebkura taisne, kas savieno kopas divus patvaligus punktus.
Afmas kopas dimensija sakrit ar tas linearas apakstelpas dimensiju, kuras
parbide ir afina kopa.

Aplukosim linearu telpu R™. R" afinas kopas ar dimensiju viens sauc
par taisnem, bet ar dimensiju n — 1 — par hiperplaknem. Ta, piemeram,
parasta plakne ir trisdimensiju telpas R3 hiperplakne, bet taisne ir plaknes
R? hiperplakne.
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Definicija 2.2.1. Linearas telpas R"™ apakskopu V sauc par izliektu, ja
ta satur taisnes nogriezni, kas savieno jebkurus divus kopas V' punktus, t.i.,

Va,be VYA€ [0;1]: 2 =(1=Na+ X e V.

Izliektu kopu gkelums ir atkal izliekta kopa. Vektoru a', a?, ..., a™ linearo
kombinaciju
S
i—1

sauc par izliektu, ja A; > 0,1 =1,...,m un

Kopu, kas satur kopas M punktu visas izliektas kombinacijas, sauc par dotas
kopas izliekto caulu. Var pieradit, ka kopas M izliekta caula ir mazaka
izliekta kopa, kas satur kopu M.

Galigas punktu kopas izliekto c¢aulu sauc par izliektu daudzskaldni, bet
galiga skaita slegtu apakstelpu netukso skelumu sauc par izliektu daudzskalna
kopu, kas atskiriba no izliekta daudzskaldna var nebiit ierobezota kopa. Visos
apskatitajos ieprieksejas nodalas piemeéros linearas programmesanas uzde-
vuma pielaujamo planu kopas bija plaknes izliektas daudzskaldna kopas.
Sada o kopu reprezentacija literatira tick saukta par linearas programmeésanas
uzdevuma pirmo geometrisko interpretaciju.

Teorema 2.2.1. Pienemsim, ka dots linearas programmeésanas uzdevums

kanoniska forma
max < ¢, r >

Axr=b, x>0.

Dota uzdevuma pielaujamo planu kopa ir izliekta.
Pieradijums. Izvelamies divus patvaligus pielaujamos planus z! un 22,
fiksesim A € [0;1]. Tad
Azt =b, 2! >0,
Az? =b, 22 > 0.

Péec izliektas kopas definicijas ir japierada, ka planu z! un 22 izliekta lineara
kombinacija
r=(1-Na'+ \2?



PAMATTEOREMAS 32

ir pielaujams plans. Parbaudisim to:

Az = A[1 =Nzt + A2’ = (1 = NAz' + Mz> = (1 - Nb+ b =b. m

Definicija 2.2.2. Izliektas kopas V' punktu v sauc par stura (vai malgjo)
punktu, ja tas nav ieksejs punkts nevienam no nogriezniem, kura galapunkti
pieder kopai V/, t.i., izliektas kopas V' C R" punktu x sauc par stura punktu,
ja to nevar uzrakstit forma z = (1 —\)z! + 2% kur 2! # 2%, 2 € V, 22 € V
un 0 < A < 1.

Izliekta daudzskaldna stiira punkti ir ta virsotnes, bet pats tas ir savu vir-
sotnu izliekta ¢aula. Ne jebkurai kopai eksiste stiira punkti. Piemeram, ko-
ordinatu plaknes slegtajai augsejai pusplaknei ir bezgaligi daudz robezpunktu
(visi taisnes punkti, kuri definé So pusplakni), bet tai nav neviena stura
punkta. Savukart rinkim visi rinka linijas punkti ir stura punkti. Izliek-
tam daudzsturim (to var nosaukt art par izliektu daudzskaldni) plakne visas
virsotnes ir stira punkti.

Kopu K sauc par konusu ar virsotni punkta xg, ja x¢ € K, un no ta,
ka kaut kads punkts z; pieder kopai K, seko, ka K satur staru, kurs sakas
punkta xg un iet caur punktu x, t.i.,

{reR"|z=01-XNzog+Ar1, A\>0}C K
val
{r eR" |z =20+ Nz1—120), A\ >0} C K.

Galiga skaita staru, kas iziet no viena punkta, izliekto caulu sauc par wzliektu
daudzskaldna konusu ar virsotni dotaja punkta.

2.3 LINEARAS PROGRAMMESANAS
PAMATTEOREMAS

Saja paragrafa apskatisim dazas teorémas, kas atspogulo linearas programmesanas
uzdevumu nozimigas ipasibas un kuras kalpo par bazi uzdevumu atrisinasanas
metodés. Sis teoremas visparina tas ipasibas, kuras tikam noverojusi divu
mainigo gadijuma, gadijumam, kad mainigo skaits ir patvaligs.

Teorema 2.3.1. Ja merka funkcija 2z sasniedz maksimalo vertibu pielaujamo
planu kopas D noteikta punkta, tad ta sasniedz So maksimalo vertibu art
kada no kopas D stura punktiem.



PAMATTEOREMAS 33

Pieradijums. Mes pieradijumu veiksim gadijuma, ja kopa D ir izliekts
daudzskaldnis (tatad ierobezota kopa). Ierobezotam un izliektam kopam
izpildas sada 1pasiba (to Seit nepieradisim): ja D ir slegta ierobezota izliekta
kopa, kurai ir galigs skaits stiira punktu, tad jebkuru punktu z € D var
pierakstit ka kopas D stiira punktu izliektu kombinaciju.

Pienemsim, ka z!, 22, ..., 2™ ir kopas D stiira punkti, bet z* ir punkts,
kura merka funkcija z sasniedz maksimalo vertibu.

Peéc ieprieks formuléetas 1pasibas punktu z* var pierakstit ka stura punktu
xl, 22, ..., 2™ izliekto kombinaciju

rt = i)\ixi, kur i)‘i =1, N>0,i=1,2,....m.
i=1 i=1

Ta ka punkta x* funkcija z = cx sasniedz maksimalo vertibu, tad jebkuram
citam punktam x € D: cx* > cx. leverojot funkcijas z linearo veidu, varam
pierakstit vienadibu

c- (Z )\ixi> = Z \i(czt),

tapec
cx* = czm: Nt = Zm: Ni(cx') < Zm: Ai(cx”) = ex” Zm: Ni=cz’,  (2.3.1)
i=1 i=1 i=1 i=1

kur 2" ir tas stura punkts, kura merka funkcija sasniedz lielako vertibu starp
visiem citiem stira punktiem, t.i.,

cx” = max {cz' ).

1§i§m{ }
Izteiksme (2.3.1) ieguts, ka cz* < ca”, bet punkts z* ir merka funkcijas
maksimuma punkts, tapec cx* > cx”. No Sejienes seko, ka cx* = cx”, t.i.,
eksiste vismaz viens stura punkts, kura merka funkcija sasniedz maksimalo
vertibu. m

Teorema 2.3.2. Ja merka funkcija 2 sasniedz maksimalo vertibu vairakos
kopas D punktos, tad So vertibu ta sasniedz jebkura So punktu izliektas
caulas punkta.
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Pieradijums. Pienemsim, ka funkcija z maksimalo vertibu sasniedz

punktos z!, 72, ..., T, t.i., T = max z = 2* i = 1,2,...,s. Apskatisim
IS

So punktu patvaligu izliektu kombinaciju
=) ONT, kur Y N =1, 020, i=12.,s (2.3.2)
i=1 i=1

Atradisim merka funkcijas vertibu saja punkta

S

z2(2") = ca* = Zc()\ﬁi) = i Ai(cT') = i Nzt =27 i A=z m
i=1 i=1 i=1

=1

2.4 ATBALSTA PLANI

Apskatisim linearas programmesanas kanonisko uzdevumu

max < ¢, r >
Ar=b, x>0.

Apzimésim ar o’ matricas A kolonnas un apskatisim tas ka telpas R™ vek-
torus. Tada gadijuma jebkurs linearas programmesanas uzdevuma kano-
niskas formas pielaujamais plans (n-dimensiju vektors) ir uztverams ka nenegativa
lineara kombinacija no kolonnam a’, kas vienada ar kolonnu b € R™

Tt + x0a® + . xpa" =0, 1z, >0,i=1,2,....n.

Sadu linearas programmesanas uzdevuma kanoniskas formas pierakstu sauc
par pierakstu vektoru forma. Vektorus a’, j = 1,2,...,n, sauc par prasibu
vektoriem un vektoru b par ierobezojumu vektoru. Kolonnu @/ nenegativo
linearo kombinaciju kopa no geometrijas viedokla ir uztverama ka izliekts
daudzskaldna konuss, kas "uzvilkts” uz vektoru o’ sistemas telpa R™ (piemeram,
skattt 2.4.1.z1m.)
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2.4.1. 7z1m.

Lidz ar to jautajums par uzdevuma pielaujama plana eksistenci ir pielidzinams
jautajumam par vektora b piederibu dotajam konusam, bet pielaujama plana
x € D koordinatas x; ir uztveramas ka izvirzijuma koeficienti pie prasibu
vektoriem a’ ar uzdevuma ierobezojumu vektoru b.

Sadu linearas programmesanas uzdevuma kanoniskas formas reprezentaciju
sauc par linearas programmesanas uzdevuma otro geometrisko interpretaciju.

Talak mes pienemsim, ka vienadojumu skaits linearas programmesanas
kanoniskaja forma ir mazaks vai vienads ar mainigo skaitu (m < n). Ja tas
ta nav, tad sistéma Az = b ir vai nu nesaderiga (tad pielaujamo planu kopa
D ir tuksa), vai ar1 satur liekus (lineari atkarigus) vienadojumus.

Ja matricas A kaut kadas kolonnas a’t, a’2,..., a’™ veido lineari neatkarigu
sistemu, tad §I sistema ir telpas R™ baze. Sisistema ir pietiekosa, lai vektoru
b izteiktu ka uzradito kolonnu linearo kombinaciju. Tas nozime, ka parejas
kolonnas dotaja izvirzijuma bus ar nulles koeficientiem. Ja pie tam linearas
kombinacijas koeficienti biis nenegativi , tad mes iegiisim ta saucamo atbalsta
planu z, kuram ir ne vairak ka m nenulles koordinatas.

Pienemsim, ka dots linearas programmesanas uzdevums kanoniska forma

max < ¢, >

2.4.1
Ar=0b, x>0. ( )

Apzimesim ar A sistemas ierobezojumu matricu. Pienemsim, ka
_ J1 o, J2 J
B ={d" a2, ... am}

ir matricas A lineari neatkarigo kolonnu sistema, kas veido telpas R™ bazi.
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Apzimesim kolonnu, kas ietilpst sistéema [, indeksu kopu ar

N(ﬂ) = {j17j2a 7.]771}

Definicija 2.4.1. Dota uzdevuma (2.4.1) pielaujamo planu x sauc par
atbalsta planu, ja ta koordinatas, kas atbilst bazes kolonnam un tiek sauktas
par bazes koordinatam, ir lielakas vai vienadas ar 0: z; > 0, j € N(f3), bet
visas parejas koordinatas (nebazes vai brivas koordinatas) ir vienadas ar 0:
z;=0,j ¢ N(3).

Definicija 2.4.2. Atbalsta planu x sauc par nedejenerétu, ja visas ta
bazes koordinatas ir stingri pozitivas, un par degeneretu pretéja gadijuma.

Vispirmam kartam apskatisim rezultatus ar nedegeneretiem atbalsta planiem.

Nakama teoréma izskaidro atbalsta plana jedzienu pirmas geometriskas
interpretacijas terminos. Sis rezultats attiecas art uz degenerétajiem atbalsta
planiem.

Teorema 2.4.1. Pielaujamais plans ir atbalsta plans tad un tikai tad, ja
tas ir stura punkts.

Pieradijums. Vispirms pieradisim, ka jebkurs atbalsta plans ir pielaujamo
planu kopas D stiira punkts.

Vienkarsibas labad pienemsim, ka bazes vektori ir matricas A pirmas m
kolonnas, t.i., 8 = {a',d?, ...,a™ }. Tad teoremas apgalvojumu var parformulet
sadi: ja eksiste tads n-dimensiju vektors

r = (21,22, ..., 1, 0,...,0), z; >0, j=1,...,m,

ka zia' + x90% + ... + 2,,a™ = b, tad x ir kopas D stiira punkts.

Pieradijumu veiksim no preteja, t.i., pienemsim, ka apskatamais atbalsta
plans nav kopas D stiira punkts. Tada gadijuma to var izteikt ka divu
atskirigu pielaujamo planu z! un 22 izliektu kombinaciju:

r=M'+(1-N2*, 0<A<l
Koordinatu forma pedejo apgalvojumu var pierakstit art sadi:

zy=Ar;+(1=Na5, 0<A<1, j=12..n

VR
Ta ka vektora x pedejas (n — m) koordinatas pec pienémuma ir vienadas ar

0, bet skaitli zj, 7 > 0 un A, (1 —X) > 0, tad tas pasas koordinatas ir
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vienadas ar 0 arT vektoros ! un x?. Ieverojot, ka z! un x

plani, tad ir jaizpildas vienadibam

2 ir pielaujamie

alzi + a*xy + ...+ amx} =D, (2.4.2)
a'z? + a*ri+ ...+ a™z? = . (2.4.3)
Atnemot (2.4.3) no (2.4.2), iegusim

a'(z1 — 21) + a*(zy — 23) + ... + a*(z}, — 22) = 0.

Ta ka vektori a',a?,...,a™ ir lineari neatkarigi, tad koeficienti x{ — 23 = 0,

s —22=0,.., x}n — xfn = 0, no Sejienes seko, ka x! = 2%, Ta ir pretruna ar
pieneémumu, ka z! un 22 ir kopas D divi atskirigi punkti.

Tagad pieradisim pretejo apgalvojumu: ja x ir kopas D stura punkts, tad
tas ir uzdevuma (2.4.1) atbalsta plans.

Pienemsim, ka z ir pielaujamo planu kopas D stura punkts. Tatad to
nevar izteikt ka divu citu planu izliektu linearu kombinaciju, ja 0 < A < 1.
Pienemsim, ka plana x pirmas s koordinatas ir pozitivas, bet paréjas n — s
ir vienadas ar 0
x = (x1,22,...,250,0,...,0).

Vispirms apskatisim gadijumu, kad s < m. Ta ka x ir pielaujamais plans,
tad tas apmierina prasibu sistemu, tapec

Za:iai =b. (2.4.4)
i=1

Ja vektoru sistema a’, i = 1,2,...,s, ir lineari neatkariga, tad saskana ar
Definiciju 2.4.1 plans x ir atbalsta plans, un pieradijums pabeigts.

Pienemsim, ka vektoru sistéema a’, i = 1,2, ..., s, nav lineari neatkariga.
Tad saskana ar vektoru sistémas linearas atkaribas definiciju summa

Y ' =0 (2.4.5)
i=1

vismaz viens no koeficientiem «; nav nulle.
Pareizinasim (2.4.5) abas puses ar koeficientu £ > 0 un attiecigi pieskaitisim
un atnemsim no vienadibas (2.4.4), iegusim

S S
dYoxat4+e) aat =D,
i=1 i=1
dowiat—ed at =10
i=1 i=1
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jeb
S (x; + eqi)at = b,
! (2.4.6)
S (z; — eay)a’ = b.
i=1
[zvelamies € > 0 tik mazu, lai izpilditos nosacijumi
T, +ea; >0, 1=1,2, .. s,
{ r,—eo; >0, 1=1,2,....8 (247>

Pamatojoties uz pielaujamo planu definiciju, no (2.4.6) un (2.4.7) izriet, ka
atskirigie vektori

1
r = (z1 + ey, o+ €y, ..., Ts+ cag, 0,0,...,0),

2
= (1] —eqy, 9 — €y, ..., T, — eag, 0,0, ...,0)

ir uzdevuma pielaujamie plani. Saskaitot x! un 22, iegtist
' + 2% =22 jeb

1 1
Tr = §x1 + 5952,

t.i., z ir planu z' un z? izlickta lineara kombinacija ar koeficientu A = 3.
Tas ir pretruna ar doto, ka x ir stura punkts, tapec pienemums, ka vektoru
sistema a’, i = 1,2, ..., s, nav lineari neatkariga, ir aplams. Tada gadijuma
vektoru sistema, kura atbilst stura punkta x pozitivajam koordinatam, ir
lineari neatkariga, tapec x ir atbalsta plans.

Ja pienem, ka s > m, tad vektoru sistema a’, kas atbilst plana  pozitivajam
koordinatam, ir lineari atkariga, jo matricas A rangs ir m. Varam spriest
tiesi tapat ka ieprieks un konstruet divus pielaujamus planus, kuru izliekta
lineara kombinacija ir x. legtita pretruna parada, ka nevienadiba s > m nav
iespejama. m

Teorema 2.4.2. Ja pielaujamo planu kopa nav tuksa, tad ta satur vismaz
vienu atbalsta planu.

Pieradijums. Ja pielaujamo planu kopa nav tuksa, tad ta satur vismaz
vienu planu, piemeram,

x = (x1, To, ooy Ty, 0, ..., 0), 2, >0, i =1,2,....;m. (2.4.8)
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Plana z pozitivajam koordinatam atbilst kolonnu vektoru sistema a’, i =
1,2,...,m. Pienemsim, ka no Siem vektoriem r veido lineari neatkarigu vek-
toru sistemu. lespejami divi gadijumi:

a)r=m, b)r<m.

a) Ja r = m, tad saskana ar Definiciju 2.4.1 plans z ir atbalsta plans,
teoremas pieradijums pabeigts.

b) Pienemsim, ka r < m, un pieradisim, ka bez plana x eksiste vel citi
pielaujamie plani, no kuriem vismaz viens ir atbalsta plans. Ta ka x ir plans,
tad tas apmierina nosacijumu sistemu Az = b. leverojot (2.4.8), iegtsim

> wa' =0 (2.4.9)

Ta ka r < m, tad vektoru sistema a’, i = 1,2,...,m, ir lineari atkariga.
Saskana ar vektoru sistemas linearas atkaribas definiciju izteiksme

> aat =0 (2.4.10)
=1

vismaz viens no koeficientiem «; nav nulle. Varam pienemt, ka izteiksme
(2.4.10) ir vismaz viens pozitivs koeficients (ja ir negativs, tad vienadibas
abas puses var pareizinat ar -1 un dabut pozitivu koeficientu). Pareizinam
(2.4.10) abas puses ar € > 0 un attiecigi atnemam no vienadibas (2.4.9),
leglsim

m

> (zi—caz)a’ =b. (2.4.11)

=1

No pedejas vienadibas (2.4.11) seko, ka katram € > 0, kas apmierina nevienadibas
r,—eq; >0, 1=1,2,....m, (2.4.12)
atbilst pielaujams uzdevuma plans
x4 = (11 — ey, Ty — EQa, ..., Ty — EQ, 0, ..., 0). (2.4.13)
Lai izpilditos nevienadibas (2.4.12),  vertibai jaapmierina nevienadibas

. Z;
0<e< min =, o >0.
ie{1,2,...m} oy
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Definesim . .
gg= min — === a,>0. (2.4.14)
ie{1,2,.m} o Qg

Saskana ar (2.4.12) un (2.4.14)

x; —eooy > 0,0 ={1,2,....m}\ {s}, xs—eoas=0.
Rezultata ir atrasts uzdevuma pielaujamais plans z° ar m — 1 pozitivu ko-
ordinatu. Ja vektoru sistemas a’, i = {1,2,...,m} \ {s}, rangs r = m — 1,
tad 20 ir atbalsta plans un teorémas pieradijums pabeigts. Ja r < m — 1,
tad var atkartot ieprieksejos spriedumus tik ilgi, kamer pec galiga solu skaita
bis atrasts atbalsta plans. m

Ieverojot tikko pieraditas teoremas un iepriekseja paragrafa Teoremas
2.3.1 un 2.3.2, varam izdarit secinajumu

Sekas 2.4.1. Ja linearas programmesanas uzdevumam eksiste optimalais
plans, tad eksiste arl optimalais atbalsta plans.

2.5 SIMPLEKSA METODES PAMATETAPI

No ieprieks apskatitajam linearas programmeésanas uzdevumu ipasibam var
izdarit sledzienu, ka vispariga gadijuma atrisinajuma atrasana reducejama
uz pielaujamo planu kopas stiira punktu caurskatisanu vai, kas ir tas pats,
atbalsta planu caurskatisanu. Jatzime, ka tada pilna parlase realos daudzdi-
mensiju uzdevumos ir iesp€jama tikai teoretiski, bet praktiski nav realizéjama
pat pie iespaidigas skaitlojamas tehnikas. Par linearas programmesanas uzde-
vumu atrisinasanas klasisku metodi ir kluvusi simpleksa metode, kuru dazkart
literatiira sauc ari par uzlaboto planu virknes metodi. So metodi 1947.gada
izstradajis Dz.Dancigs.

No skaitlosanas redzes viedokla optimalitates kriterijs simpleksa metode
tiek realizets ar brivo jeb nebazes kolonnas vektoru specialiem novertejumiem
attieciba pret esosajiem bazes vektoriem (kolonnam).

Ertibas labad izveidosim noteiktu apziméjumu sistemu. Nemot vera,
ka simpleksa metode ir iteraciju process, ar ¢ apzimesim esoSas iteracijas
kartu. Tada gadijuma bazes kolonnu kopa, kas tiek ieguta g¢-taja iteracija,
tiks apzimeta ar 39

ﬁ(Q) — {a/jI’ an’ . ajm }
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Lai vieglak atskirtu iteracijas kartu no matricas un vektoru koordinatam,
iteracijas karta tiks pierakstita apalajas iekavas. Indeksi kolonnam, kuras
ietilpst baze, tiks apzimeti ar

N(ﬁ(q)) = {jb J25 -5 Jm }

Pie tam N,(8@) = j, ir tas kolonnas indekss, kura atrodas bazes r-taja
pozicija. Tad esosais atbalsta plans z ir izskata

T = (T1,%2,...,Ty), kur z; =0, ja j ¢ N(ﬁ(q)).

Ar A(B9) apzimesim matricu, kas sastadita no matricas A kolonnam
{a’", a’2,..., @’ }, kuras veido bazi. Skaidrs, ka A(B@) ir nedegenercta
matrica un tai eksisté inversa matrica A~Y(3@). Ta ka z; = 0, ja j ¢
N(B9), tad

Az = A(BD) 2’ = b,
kur 2° = (z;,,2),,...,7j,) — tas x koordinatas, kuras atbilst bazei. Tada
gadijuma
7 = A71(B9D) b
Lidz ar to dota baze 39 viennozimigi nosaka vektoru z?, no kura savukart
var atrast vektoru z = (x1, xo, ..., z,,) Sadi

[0, j¢N(@B9),
K { o, jen(pw), I =1

70

ey M

Par kolonnas a’ paplasinato kolonnu nosauksim tadu kolonnu, kurai klat
pievienots atbilstosais merka funkcijas koeficients ¢; (tas tiks saukts par
paplasinatas kolonnas vektora 0-to koordinatu), tatad

@ = (¢j,d’) = (¢, arj, a2, -y )"

Paplasinatais ierobezojumu vektors ir
Z_) - (O, bl, bg, ceey bm)T

(Ar pakapi T' apzimejam Seit transponeto vektoru.)
Ar A(B9) apzimesim matricu, kas sastadita no paplasinatajam kolonnam
un papildinata no kreisas puses ar speciala veida kolonnu

-1 le Cj2 ces Cj

Z(ﬁ(Q)): i A1y a1,jm

m

0 amj Gmjy - Amjp,
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Matricas kolonnas veido lineari neatkarigu vektoru sistemu telpa R™ "1, tapec
tai eksiste inversa matrica A (3@)).

Matricu
Ap)y =D (p9) A (+)

nosauksim par simpleksa tabulu, kas atbilst bazei 5@, kur

T _ 0 Ci Co ... Cp
A_<b at a® ... a" )’
Dotas matricas nultas rindas elementus apzimesim ar ag ;(39), j = 0,1,2,...,n
(visu rindu kopuma ar ao(3?)). Parejos matricas elementus apzimesim ar
a;;(89), i€ N(B@), j =0,1,2,...,n. Kolonnas vektorus bez 0-ta elementa
apzimesim ar
@jy i
(D)= "= | i=0,1,2,..,n
Qi

Simpleksa tabulai A(39)) ir uzskatama jega: ja z,y € R™*!, tad pieraksts
y = A(B9) z nozime, ka vektors z reprezenté vektora y koordinatas baze

—1 Ci1 Cj, Cim
0 ar, i,y 1,5,
) ) )
O a/mvjl ajmva amzjm

No (*) varam iegiit formulu A(3@) A(B@) = A, kura atklata veida izskatas
sadi

—1 le Cj2 ij CL0,0(ﬁ(q» Go,l(ﬁ(q)) ao,n(ﬂ@)
0 ary g o g, || @0(B9) a1 (B9) . ay,l.(69)
0 amajl amva am»jm ajmy()(ﬁ(q)) ajm,l (/6(‘1)) a.]m:”(/g(q))

0 ¢ Cy ... Cp
bi an a2 ... ai

bm m1 Am2 - Qmnp
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Tad izmantojot ieprieksejos apzimejumus un pierakstu matricai

-1 le Cj2 ij 5
— 0 a1 @14, ... Q14 -1 ¢
A(p) = R ( 0 B > :
0 amJl CLmJ2 amyjm

formulu A(5@) A(3@) = A matricu veida var noformet sadi:

—1 C’g ) CLO’()(B(q)) CLO’l(B(q)) a07n(6(q)> . 0 C1 Co
0 p@ a (B9 d(pD) . a(p9) "\ b oal a2

No matricu reizinasanas seko, ka
(1) B@ a®(3D) = b,
(2) —aoo(B9) + c5a®(B?) = 0,
(3) D a*(B9) =da’, i =1,2,...,n,
(4) cga’ (D) — ag (89 =¢;, i =1,2,...,n.
Pirma (1) vienadiba nozime, ka

(B =2,

43

t.i., a®(B@) sakrit ar atbalsta plana tam koordinatam, kas atbilst bazei 5.

Ta ka atbalsta plana z parejas koordinatas ir 0, tad (2) var pierakstit ka

aoo(f?) = cgz’ = cu.

Tresa vienadiba (3) nozime, ka a’(39) ir vektora a’ koordinatas baze 3@;

no(4) seko, ka
api(B9) = cga' (D) — ¢, i =1,2,...,n.

Atbalsta plana optimalitates kriterijs simpleksa metode ir sads:

atbalsta plans ir optimals, ja
Vie{l,2,..,n}: aovj(ﬁ(‘n) > 0;
atbalsta plans nav optimals preteja gadijuma, t.i.,

Jie{1,2,...,n}: ap:(39) <0.
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Vertibas ag ;j(39) sauc par matricas A kolonnu novertejumiem attieciba
pret esoso bazi.

Ja esosa baze nav optimala, tad simpleksa metode paredz pareju uz citu
bazi. Tas tiek izdarits ta, ka viena kolonna tiek izslegta no bazes, bet cita
nak tas vieta. Lai nodrosinatu merka funkcijas vertibu palielinasanos, baze
tiek likts tas kolonnas vektors, kuram ir negativs novertejums. Ja tadu
kolonnu ir vairak ka viena, tad tiek rekomendets izveleties to kolonnu, ku-
rai ir lielakais novertéjums pec absoliitas vertibas. Vienlaicigi nepieciesams
pienemt lemumu, kuru kolonnu vajag izslegt no bazes. Tas jadara ta, lai jau-
niegtita baze butu pielaujama. Doto prasibu var viegli ilustret gadijumam
m = 2. Piemeram, 2.4.1.zimejuma {a?, a®} veido pielaujamo bazi, bet vek-
toru sistema {a®, a* } nav pielaujama, jo vektora b izvirzijums ar Siem vek-
toriem satures vienu negativu plana koordinatu, kas ir pretruna ar linearas
programmesanas kanonisko formu.

Teorema 2.5.1. Ja atbalsta planam z* visu kolonnu vektoru novertejumi
ir nenegativi (ag(39) > 0), tad tas ir optimalais plans.

Pieradijums. Piegemsim, ka z* = (z7,x3,...,25,,0,...,0), f > 0, i =
1,2,...,m, ir nedegenerets atbalsta plans un ag;(89) > 0, j = 1,2,...,n.
Pienemsim, ka atbalsta plana bazi veido vektori 3@ = {a',a?,...,a™}. Ta
ka atbalsta plans x* apmierina prasibu sistéemu Az = b, tad

m

> aial =b. (2.5.1)

i=1

Merka funkcijas vertiba atbalsta planam x* ir
z(x*) = chx;" (2.5.2)

Izraudzisimies brivi patvaligu pielaujamo planu = = (21, z9,...,x,). Ta
ka sis plans ir pielaujams, tad tas apmierina prasibu sistéemu Az = b, t.i.,

ijaj =b. (2.5.3)
j=1

merka funkcijas vertiba planam x ir

n

z(x) = cha:j. (2.5.4)

J=1
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Izteiksim vektorus a’ ka atbalsta plana z* bazes vektoru 3@ linearas kom-
binacijas

Xm:aij(ﬁ@)ai =d,j=1,2, .. n (2.5.5.)
Péc simpleksa tabulas_vektoru a/ noverteéjumi ir
aww@)zﬁiwmw@%ﬂ%jzlﬂwwn (2.5.6)
Péc dota ao(5?) > 0, tapec no (2.5.6) ieglistam nevienadibas
zm:cza” ) >c¢;, g=1,2,. (2.5.7)

i=1

Parveidosim (2.5.3), izmantojot (2.5.5)
SIS ol Dot
Mainam summeésanas kartibu
Z (Z z;a;; (0 ) a' =b. (2.5.8)
Parveidosim (2.5.4), izmantojot nevienadibu (2.5.7)
D=Y <) (z cz-aijww») .
=1 j=1 \i=1
Atkal samainisim summeésanas kartibu
i=1 j=1
No (2.5.1) un (2.5.8) iegusim

}:%mj N =2z i=1,2,..,m. (2.5.11)
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Savietojot kopa (2.5.10), (2.5.11) un (2.5.2), iegusim

m

m

= Zcz-x ZCZ (Zx]a” q ) > 2(x).
=1 =1

Ta ka x var but jebkurs patvaligais plans, tad z* ir optimalais plans. m

Lemma 2.5.1. Ja vektoru sistéma a’, i = 1,2, ..., m, ir lineari neatkariga,
m

= > yina', pie tam
i=1
Ymn # 0, tad a1l vektoru sistema a’, ¢ = 1,2,...,m — 1, un a” ir lineari
neatkariga.
Pieradijums. Pieradijumu veiksim no pretéja — ja vektoru sistema a’,
1=1,2,...,m — 1, un a” ir lineari atkariga, tad saskana ar lineari atkarigas
vektoru sistemas definiciju izteiksme

m—1
E a;a’ + apa” =0
i=1

vismaz viens no koeficientiem «;, j = 1,2, ..., m—1, n, nav nulle. Parveidosim
m

vektors a” ir So vektoru lineara kombinacija, t.i., a”

So izteiksmi, ieverojot, ka a™ = mai. Rezultata iegusim
) )
=1

m—1 m
Z aa’ + o, Z Yina' = 0 jeb
i=1 i=1

m—1
> (i + anyin)d’ + anymna™ = 0.
=1

legutaja izteiksme vai nu a,ym, # 0, vai a; + a,y;, # 0 vismaz vienam
indeksam, jo péec dota ¥,,, # 0 un péc pienémuma vai nu «a,, # 0, vai a; # 0
vismaz vienam indeksam. Lidz ar to vektoru sistema a', i = 1,2,...,m, ir
lineari atkariga, kas ir pretruna ar doto. Tapec varam secinat, ka pienémums
ir nepareizs un vektoru sistemai a’, i = 1,2, ...,m — 1, un a” ir jabut lineari
neatkarigai. m

Teorema 2.5.2. Ja atbalsta planam z vismaz vienas kolonnas vek-
tora novertéjums ir negativs, tad iespejams atrast jaunu atbalsta planu z’
ar lielaku merka funkcijas vertibu ka dotajam planam x vai art var secinat,
ka merka funkcija ir neierobezota.
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Pieradijums. Pienemsim, ka dots atbalsta plans (ar n koordinatam)
r= (21, Tgy oo, Tpy, 0, ..., 0), 2, >0,0=1,2,....,m.

Pienemsim, ka T atbalsta plana bazi veido vektoru sistema 3@ = {a, a?, ..., a™}.
Atbalsta plans x apmierina prasibu sistemu Az = b:

> wia' =b, (2.5.12)
i=1
ta merka funkcijas vertiba ir
2(z) = Zczxz (2.5.13)
i=1

Izteiksim vektorus a’ ka atbalsta plana x bazes vektoru 5@ linearas kom-
m
binacijas 3 a;;(39)a’ = a’, j = 1,2, ..., n. Péc simpleksa tabulas vektoru a’
i=1
m
novertejumi ir ag ;(89) = 3 ¢;a;;(89) —¢j, j=1,2,...,n. Pec dota vismaz
i=1
viena vektora novertejums ir negativs. Pienemsim, ka

m

aO,n(ﬁ(q)) = Zcz‘am(ﬁ(‘”) —c, < 0.

=1

Lai aprekinatu aom(ﬁ(q)), izmanto kolonnas vektora a” izvirzijuma koeficien-
tus, kurus atrod no izteiksmes

i (f9D)a’ = a™. (2.5.14)
i=1

[espejami divi gadijumi:

a) vismaz viens koeficients a;,(3?) ir pozitivs, pienemsim, ka tas ir
amn(ﬁ(q)) > 0;

b) aim(39) <0,i=1,2,..,m.

Izpeétisim Sos abus gadijumus precizak.

a) gadijums. Reizinam vienadibas (2.5.14) abas puses ar skaitli € un pec
tam atpemam attiecigi no (2.5.12). Rezultata iegusim

inai —€ Z am(ﬂ(q))ai =b—ea" jeb
i=1 i=1
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m

Z(wz — a4, (B9))a’ + ea™ = b. (2.5.15)

=1

Jae>0un x; —ea;,,(39)>0,i=1,2,...,m, tad no (2.5.15) seko, ka

Te = (55'1 - 5&171(5((])), To — €a2n(ﬁ(q))7 vy Iy — gamn(ﬁ(q))7 Oa sy Oa 5‘),

kur 0 ir skaita n — (m + 1), ir pielaujamais plans.
Lai izpilditos nosacijumi

T — caip(B9) >0, i=1,2,...,m, &>0, (2.5.16)
konstante ¢ jaizvelas sadi

0 < e < min am(ﬁ(‘”) > 0.

T
M (5
Pienemsim, ka

— min —2% _ _ _ Tm (a)
g9 = min (D)~ e (D) A (B'Y) > 0. (2.5.17)

Ja mes izvelamies So €y péc formulam (2.5.17), tad

Ti — e0ain(B9) > 0,i =1,2,..,m —1, Zp — amn(f?P)=0. (2.5.18)

Planu, kuru iegusim ar gy, apzimesim ar x’

o= (2, o, ., 2l 4,0, ..., 0, 2)), kur
= 2 — oaim(f9D), i = - A -
T, = x; — €00 (B'Y), i =1,2,...,m—1, x, =g (D) (2.5.19)
Plana 2’ pozitivajam koordinatam atbilst vektori a’, i = 1,2,....m — 1,
a”. Vektoru sistéma a’, i = 1,2,...,m, ir lineari neatkariga, jo ta ir at-

balsta plana x baze. Vektors a™ ir bazes vektoru lineara kombinacija, un

péc dota @, (8@) > 0. Nemot vera Lemmu 2.5.1, arT vektoru sistéma a’,

1=1,2,...,m — 1, a™ ir lineari neatkariga, tapec x’ ir atbalsta plans.
Aprekinasim merka funkcijas vertibu §im atbalsta planam

m—1
z(2') = Z cirh 4+ el (2.5.20)
i=1
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Parveidosim (2.5.20), izmantojot (2.5.19), (2.5.13) un kolonnu vektoru novertejumus

a,;(B9) = ;Cz’azj(ﬁ(g)) —c, j=12,...,n,

m—1
z2(2') = > ¢ <:1:Z - %am(ﬂ@)» + Cngr 5@y T CmTm = CmiTm =

£ Amn
=1

—1

3

m—1
Cilti + CTm — T ( > €iin(B9) + Cotmn (89) — cn) =
1 o i=1

-
Il

=

Cii = oty (;Ciam(ﬁ(q)) - Cn) = 2(2) = oy 1o (69).

=1

Tatad

2(2') = 2(x) — %agn(ﬁ(q)) jeb (2.5.21)
2(2') = 2(x) — goaon (D). (2.5.22)

Ta ka g¢ > 0 un ag,(39) < 0, tad no (2.5.22) iegiisim nevienadibu
z(2") > 2(x).

Tas nozime, ka esam atradusi jaunu atbalsta planu 2’ ar lielaku merka funkci-
jas vertibu neka sakuma dotajam atbalsta planam x.

b) gadijums. Ja ag,(39) < 0 un an,(3?9) < 0,7 = 1,2,...,m, tad
(2.5.16) izpildas jebkuram ¢ > 0. Saja gadijuma planam z. ir m + 1 pozitiva
koordinata

T — e (9) >0, i=1,2,...,m, ¢&>0.
Izveloties pec patikas lielu e, var atrast planu ar neierobezotu merka funkcijas
vertibu. Tas nozime, ka uzdevumam nav atrisinajuma. m

Tatad, lai nakama baze butu pielaujama, jaievero esosas bazes kolonnas
izslegsanas sads likums:

atbilstosajai kolonnai [, kura pretende uz ieklausanu baze, un ierobezojumu
vektoram b tiek apskatiti skaitli

bi(ﬁ(q))
il (B@)’

un tiek atrasta ta rinda r, kurai

i = kur i € {1,...,m|a,;(39) >0},

A = min{\; }.
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legiitais indekss r definé kolonnas indeksu sistema N (3(@), kuru nepieciesams
izslegt no bazes.

Tadejadi, ja g-taja iteracija baze bija ieklautas kolonnas ar indeksiem

N(/B(q)> — {j17j2, .-‘7,].7‘—17‘7.7‘7].7""17 -..7jm}7

tad ¢ 4 1 iteracija baze tiks izveidota no kolonnam ar indeksiem

N(ﬁ(q-‘rl)) = {jlaj27 "')jT’—17jl7jT+1’ ;jm}

Atseviski jaapskata gadijums, ja kolonna a'(3(?), kas pretendé uz ieklausanu
baze, nesatur pozitivas koordinatas, t.i., a'(8@) < 0. Tas nozime, ka uzde-
vuma merka funkcija nav ierobezota pielaujamo vertibu kopa, t.i., var sa-
sniegt pec patikas lielu vertibu. Tas nozime, ka skaitloSanas process tiek
pabeigts, jo nav optimala plana. Situacija, ja a/(3@) < 0, geometriski at-
bilst tam, ka ordinatu ass atrodas vidu konusam, kurs veidojas ka paplasinato
vektoru @’ sistemas izliekta ¢aula, bet taisne, kas novilkta caur vektora b
galapunktu paraleli aplikatas asij, vienreiz "ieejot” konusa, vairs to nekad
neatstaj.

Visparigi runajot, pec parejas no bazes 59 uz bazi 9t mes varam no
jauna noformet matricas A(B@D), A~ (3@+D) un, izskaitlojot A(3E+D) =
Z_l(ﬁ(q“))z, izdartt sledzienu par bazes optimalitati. Tacu 4tY) no 3@
atskiras tikai ar vienu kolonnu, tapéc no skaitlosanas tehnikas viedokla raciona-
lak ir uzreiz pariet no A(39) un b(39) uz A(BV) un b(p+Y). Tas ir
iespejams, jo tada tipa matricai ka A(39) kolonnas, kas atbilst bazes vek-
toriem, sastav no nullem, iznemot vienu elementu, kas vienads ar 1. ST
vieninieka atrasanas vieta ir nodefinéta ar kolonnas indeksu baze N(5@).
Tapec, lai ieglitu matricu A(B@+Y), ir pietiekami veikt linearas operacijas ar
matricas A(3@) rindam ta, lai atbilstoso kolonnu parveidotu ”bazes” vektora
izskata.

Saja noluka tiek izmantota Zordana-Gausa metode. Dotaja gadijuma
tas nozimeé to, ka mums nepiecieSams ar Siem parveidojumiem dabit skaitli
1 koordinatas a,;(3@) vieta (koordinatu a,;(3?) sada gadijuma sauc par
vadoso) un 0 visu pargjo kolonnas a'(3(@) koordinatu vietas. Vieninieku
dabtusim, ja dalisim r-to rindu ar vadoso koordinatu, bet nulles iegisim, ja
jauniegtuito r-to rindu pareizinasim ar atbilstosiem koeficientiem un atskaitisim
§is rindas no atbilstogtosam matricas A(3@) rindam.
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Dotos parveidojumus ar A(5@) un b(3@) elementiem formali var aprakstit
ar sadam formulam:

(3@

ar,j(ﬁ(tﬂrl)) — %, j=1,...,n; (2.5.1)
b, (5@
by (B = ar,z((é@)) (25.2)
(B

azvj(ﬁ(qul)) = aZy](/B(q)) _alyl(ﬁ(q))%7 Z = O? 17 "'7m7 Z # TJ j = 17 "'7n;
| (2.5.3)

bT(ﬂ(‘?))

bi(ﬁ(qH)) = bi(ﬂ(q)) - ai,l(ﬁ(q)) 1=0,1,....m, i #. (2.5.4)

ar( ﬁ(Q)) ’
_ Ipasi jaatzime vektora b(3?) koordinatu nozime. Ta nulta koordinata
bo(3'?) saskana ar konstrukciju satur merka funkcijas vertibu, ko ta sasniedz
pie esosa plana

2(x(8'9) = bo(8'7), (2.5.5)
bet parejas koordinatas ir 1 plana nenulles koordinatas
.I'Ni(ﬁ(q))(ﬁ(q)) = I;Z(ﬁ(q)), = 1, ., m. <256>

Paragrafa nosleguma dosim sledzienu par ieprieks apskatitajiem jautajumiem:
maksimizacijas uvzdevuma atrisinasanas ar simpleksa metodi algoritma shema.
ST shéma ietver vienreizeju 0-ta etapa izpildi un atkartotu galiga skaita I-
etapu (standarta iteraciju).

O-etaps. Atbalsta plana atrasana. 0-etapa rezultats ir atbalsta plans
x(B39), tam atbilstosa matrica A(3?) un vektors b(5@), kuri tiks talak
izmantoti pirmaja iteracija. Definejam tekoSo iteraciju ¢ = 1 un parejam uz
[-etapu.

I-etaps. Algoritma standartiteracija — tiek izpildita kartéjam atbalsta
planam z(5@).

1°. Tekosa atbalsta plana optimalitates parbaude: tiek veikta rindas
novertéjumu ag(4?) caurskatisana. Iespejami divi varianti:

1. ao(B9) > 0 — plans, kas atbilst esosajai uzdevuma bazei, ir op-
timals. Skaitlosanas process ir pabeigts. Saskana ar formulam (2.5.5) un
(2.5.6) ir atrodams uzdevuma optimalais plans z* = z(3?)) un merka funkci-
jas vertiba z(2*) = z(z(39)).
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17. novertejumu rinda ay(8?9) eksiste vismaz viens elements ag;(3) <
0. Seko, ka plans z(39) nav optimals. Tiek izveleta kolonna ar indeksu
[, kurai ir mazakais negativais novertejums (vai maksimalais pec absolutas
vertibas)

apy(69) = min  {ag,;(5')}.
J: ao,;(B(®)<0

So kolonnu sauc par vadoso un ta ir jaieklauj tekosaja baze. Japariet uz
algoritma punktu 2°.

2°.  Kolonnas, kura izsledzama no bazes, noteikSana. Tiek apskatita
vadosa kolonna a'(3?). Iespgjami divi varianti:

2'. Visiem i = 1,2,...,m: a,,(39) < 0. Tiek izdarits sledziens par mérka
funkcijas neierobeZotibu un skaitlosanas process tiek pabeigts.

2”. Eksiste vismaz viena rinda ar indeksu i € {1, ..., m}, kurai a;,;(8?) >
0. Saskana ar likumu

b;(5@
A = min bi(B)
i€{1,..,mla; 1 (3)>0} a;;(5(D)

tiek atrasts r un tas kolonnas indekss Nr(ﬁ(Q)) = J,, kura tiks izslégta no
bazes. Japariet uz algoritma punktu 3°.

3°. Matricas A un kolonnas b elementu caurskatisana attieciba pret jauno
bazi. Saskana ar formulam (2.5.1) — (2.5.4) veicam matricas A un kolonnas
b parrekinasanu attieciba pret jauno bazi 3V, kura izveidojas, izsledzot
kolonnu @ un ieklaujot kolonnu a! baze 5. Defingjam tekoso iteraciju
q := q + 1 un parejam uz algoritma pirmo soli.

2.5.1 Simpleksa metodes realizacija tabulas veida

Lai nodrosinatu simpleksa metodes algoritma racionalitati un uzskatamibu,
to erti pierakstit tabulu virknes veida. Atskirigos literatiiras avotos tabulas
tiek noformetas dazadi. Tomer tas nedrikstetu parak mulsinat lasitaju, jo
tabulas visos gadijumos tiek veidotas péc vieniem un tiem pasiem princi-
piem. Saja darba més izmantosim tabulu, kas vispariga veida izskatisies sadi
(2.5.1.z1mejums):



SIMPLEKSA METODES PAMATETAPI 53

bo(8@) ap(3'7)
T@ = | N(B9) | b(p@D) A(BD)
2.5.1. zim.

Simpleksa tabula 7@ kas attélota 2.5.1.zimejuma, atbilst linearas prog-
rammeésanas uzdevuma kanoniskas formas pielaujamajai bazei 59, kas iegiita
¢-taja iteracija. Kolonna N(39) satur bazes kolonnu indeksus (taja seciba,
kada tie ieiet baze), kolonna b(3?)) satur ierobezojuma vektora koordinatas
attieciba pret tekoso bazi 5@, A(B@) satur uzdevuma matricas kompo-
nentes attieciba pret tekoso bazi 3@, Rinda ay(3?) atrodas kolonnu tekosie
novertejumi, bet tabulas rutina bo(ﬁ(‘?)) satur merka funkcijas vertibu, kas
tiek sasniegta ar esoSo planu.

Piemers 2.5.1. Atrisinasim linearas programmesanas uzdevumu kano-
niskaja forma

max(50z; — 10zy + 6x3 + 40x4 — 30x5) (2.5.7)
1 +x4 +3.Z'5 = 12,

2371 +29 +3$4 = 14, (258)
—2&31 —|—3I3 —41’4 = 17,

L1, T2, T3, T4, Ts 2 0.

Ka redzams no uzdevuma, tad matricas kolonnas ar indeksiem {2,3,5} ir
lineari neatkarigas. Lai labak saprastu talakos pierakstus, varam nosacijumu
sistemu pierakstit sadi:

2[1)1 +Zo +3ZE4 = 14,
—2ZL‘1 +3$3 —4I4 = 17,
1 +x4 +3z5 = 12.

Linearas neatkaribas del ir iespéjams ierobezojuma vektora izvirzijums ar
dotajam kolonnam ar pozitiviem koeficientiem. Tas savukart nozime, ka
kolonnas {2, 3,5} veido telpas R? bazi. No kolonnam, kuras ieiet baze, tiek
izveidota matrica A(3M")

-1 -1
—- 0 1

A8V =
= 0
0 0

0

ocwo o
[
w o O
S
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: _ . —~-1 . e . .
Lai atrastu tas inverso A (3 (1)) matricu, atgadinasim, ka vispar tiek atrasta
dotas matricas M inversa matrica. Viens no iespejamajiem variantiem ir
Sadas formulas izmantoSana

Mll M21 Mnl

-1 _ 1 M12 M22 Mn2
~det M '

Mln M2n Mnn

kur M;; ir matricas M elementa m;; algebriskais papildinajums

mi1 ce M1 mij+1 .. Map
moy e Maj—1 maj+1 ... Map
— i+j L . Lo
Mij = (—1) mi—11 -« My—15—-1 Mi—1j41 -« Myi—1n |,0,] = L2, n,
mMit11 -« Mygp1j-1 Mygr1+1 -« Migin
mp1 cee Mpj—1 Mpj+1 e My

(t.i., (—1)"* pareizinats ar (n — 1)-mas kartas determinantu, kas iegtts, ma-
tricas M determinanta izsvitrojot to rindu un to kolonnu, kas satur elementu
mj; (i-to rindu un j-to kolonnu)).

Matricas A(3")) inversa matrica ir

-1 -10 2 -10

— 0 1 0 0

AT =1 o 1
3

0o 0 0 1

APY) = A (B A=
~1 —10 2 —10 0 50 —10 6 40 —30
[ o 1 0 o0 4 2 1 0 3 0 |
“l o o ! 0 17 =2 0 3 -4 0 |~
o o 0 ! 12 1 0 0 1 3
—226 —84 0 0 —88 0
[ 14 2 10 3 o0
- 17 2 4 .
5 5 01 =50
4 Yoo 1o
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Izmantojot iegiitas vertibas A(S™M)), varam aizpildit tabulu 70

226 |-84 0 0 -88 0
2/ 1412 10 3 0
T —
30X -2 01 -3 0
504 |+ 00 L o1

Ta ka novertejumu rindas ag(3")) pirmas un ceturtas kolonnas elementi ir
negativi a1 (8V) = —84, ag4(B") = —88, tad plans z(81) = (0,14, 7, 0,4)
nav optimals un merka funkcijas vertiba z(z(31)) = —226 var tikt uzlabo-
ta. Sekojot simpleksa metodes algoritma 1”7 .punkta rekomendacijam, par
baze ieklaujamas kolonnas indeksu izvelesimies [ = 4 (jo | — 88| > | — 84]).
Apskatisim vadoso kolonnu

1
3

Ta satur divas pozitivas koordinatas. Izmantojot algoritma 2”.punkta reko-

mendaciju, iegusim A\ = %, A3 = 4 = 12, tapec r = 1. Tadel kolonna ar
3

indeksu Ny(BW1)) = 2 tiks izslegta no bazes. Tadejadi iegisim kartejo uzde-

vuma atbalsta planu N(3®) = {4,3,5} Elements a; 4(8")) = 3 ir vadosais.

Izmantojot formulas (2.5.1)-(2.5.4), veicam pareju uz nakoso simpleksa ta-

bulu, kas atbilst otrajai iteracijai 7 (defingjam q=2).

EIE S SN
A 312 2 0 1 0
(2) —
! 2R B
22 | 1 1
5120 1 oo 1

Otras iteracijas galarezultats rada, ka baze ir jaieklauj pirma kolonna a*

un jaizsledz ceturta a*, vadosais elements ir a;;(3?%) = % Veicot iteraciju
q = 3, ieglisim tabulu T®).

3620 42 0 38 0
171 5 0 3 0
TG = 31 % 21
31510 5 1 —5 0
5/ 210 =2 0 —5 1
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Ka redzams no T®, novertejumu rinda satur tikai nenegativas vertibas,
tapec iegiita baze N (3®)) = {1,3, 5} ir optimala. Galarezultata esam ieguvusi,
ka uzdevuma (2.5.7)-(2.5.8) optimalais plans ir

31 5
*=(7,0,—,0, -
T (773773>7

merka funkcijas maksimala vertiba ir

2¥=2z(2") =362. m

Piemers 2.5.2. Atrisinasim linearas programmesanas uzdevumu kano-
niskaja forma

max(bry — 2xe — x3 + Twy — 14x5) (2.5.9)
4$1 +T2 +Ty4 —3]75 = 8,
—Txy +x3 —2x4 +4vs =3, (2.5.10)

Ty, T2, T3, Ty, Ty 2 0.

Matricas kolonnas ar indeksiem {2, 3} ir lineari neatkarigas, t.i., kolonnas ar
indeksiem N(31) = {2,3} veido bazes kolonnas. No kolonnam, kuras ieiet

baze, tick izveidota matrica A(3")) un tas inversa Z_l(ﬁ(l))
-1 -2 -1 -1 -2 -1

A= 0o 1 0 |, A= 0o 1 o0
0 0 1 0 0 1

Atrodam matricu A(3M):

0O 5 -2 -1 7 -14
= 0o 1 0 x| 8 4 1 0 1 =3 =
3 =7 0 1 -2 4

Varam aizpildit tabulu 7
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1916 0 0 -7 16
T = 21 84 1 0 1 -3
3/ 317 01 -2 4

Ta ka —7 < —6, tad vadosa ir 4.kolonna. Saja kolonna ir pozitivs 1, kas
nozime, ka tas biis vadosais elements un izslegta no bazes tiks 2.kolonna.
Varam sarekinat otras iteracijas tabulu.

3722 7 0 0 -5

T® = 4184 1 0 1 -3

311911 2 1 0 -2
Ta ka novertejumu rinda —5 < 0, tad plans nav optimals. Nepieciesams
5.kolonnu ieklaut baze, bet diemzel a® = :2 ) < 0; 2'.rekomendacija

saka, ka merka funkcija ir neierobezota un skaitlosanas process ir japabeidz.
Tatad dotajam uzdevumam nav atrisinajuma. m

2.6 SIMPLEKSA METODES GALIGUMS

Ja visi atbalsta plani nav degeneréti, tad simpleksa metode ir galiga. Ta
ka uzdevumam ir tikai galigs skaits atbalsta planu un ja katra iteracija
notiek pareja tikai uz tadu atbalsta planu, kuram merka funkcijas vertiba
ir lielaka neka iepriekSejam atbalsta planam, tad optimalais plans, ja tads
vispar eksiste, tiek atrasts pec galiga skaita iteracijam. Tatad, ja ir stingra
monotonitate, tad simpleksa metodes algoritms ir galigs.
Apskatisim situacijas, kad dotam linearas programmesanas uzdevumam
kanoniskaja forma
max < c¢,xr >

2.6.1
Axr=b, x>0. ( )

var bit degeneretri atbalsta plani. Saja gadijuma simpleksa metodé var
rasties problemas, kuras ar noteiktiem panemieniem var noverst.

Ja matricas A rangs ir mazaks par m, tad visi uzdevuma (2.6.1) atbalsta
plani ir degenereti. Ka atrisinat So situaciju, apskatisim nakamaja paragrafa.
Bet pat tad, ja matricas rangs ir m, uzdevumam (2.6.1) var but degenereéti
atbalsta plani.

Piemers 2.6.1. Linearas programmesanas uzdevumam kanoniskaja forma

max(x; + 3xe + 2w3 + 44 + x5)
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3 _ 3
T +§$2 +.’L’4 =
3 _u
8x2 —f—l’g +.I'4 — 16
9 _ 9
SLEQ +x5 = 16°
xy, T2, x3, Ty, Ts Z
vektors x = (%, 0, %, 0, 1%) ir nedegenerets atbalsta plans, bet = = (0, %, %, 0, 0)

ir degenerets atbalsta plans. m

Turpmakaja pienemsim, ka matricas A rangs ir vienads ar m. Bet atbal-
0

sta planam ir tikai [ < m pozitivas koordinatas z; , 7 = 1,2,...,1, ¥ =0,
jai# i, r=1,2 .10 un {a", a®, .., a" a"" .. a™} ir kaut kada atbalsta
plana z° baze. Saja gadfjuma ir iespéjama tada situacija, ka péc sakotngjas
simpleksa tabulas A(3?)) sastadisanas var izpildities visi simpleksa metodes
pirmas iteracijas soli, bet pec tam, fiksejot kolonnu, kas izsledzama no bazes,
un rindu, piemeram s, kurai atbilsosa kolonna tiktu ieklauta baze, atbil-
stoSais elements b,((37) var izradities 0. Tas nozime, ka merka funkcijas
vertiba nepalielinasies. Lidz ar to simpleksa metodes algoritmam nav stin-
gras monotonitates. Ja vairakas péec kartas sekojosas iteracijas atbilsosais
kolonnas b(/37) = 0, tad uzdevuma risinasanas gaita mainas tikai viena un ta
pasa degenereta atbalsta plana bazes, bet merka funkcijas vertiba nemainas.
Saja gadijuma teoretiski iespejams atgriezties pie degeneréta atbalsta plana
sakotnejas bazes. Tadejadi veidojas cikls un uzdevums risinasanas algoritms
var tikt atkartots bezgaligi daudzas reizes.

Piemers 2.6.2. Pienemsim, ka kaut kada iteracija esam nonakusi pie
simpleksa tabulas sada izskata:

3/-3 20 -1 6 0 0 0
rw_ 00l 7 8 -1 9100
6(0| 3 -12 =2 3 0 1 0
71,0 0 1 00 01

—% ir mazakais negativais novertejums, tapec baze tiks ieklauta pirma kolonna.

Ta ka b5 = bg = 0, tad A5 = A\g = 0, tapéc nevar pateikt viennozimigi, kuru
izslegt no bazes kolonnam. Dazos prieksraksos tiek ierosinats izslegt to, kuras
indekss ir mazakais. Tatad izslegsim piekto kolonnu. Ta rikosimies ari citkart
Saja piemera. Rezultata iegtusim iteraciju tabulu virkni, kas atgriezas atpakal
pie sakotneja atbalsta plana. Vadosais elements tabulas iezimets treknak.
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3]0 4 —-I 33 3 00
ety L[0]1 32 -4 36 4 0 0
- 6/0]0 4 2 15 -2 10
7|10 0 1 0 0 01
3]0 0 -2 18 1 1 0
1[oj1 0 8 -84 -12 8 0
T(a+2) —

2/0/0 1 2 -8B -1 10
7|10 0 1 0 0 01
3] ¢+ 00 -3 -2 3 0
30 £+ 01 =% =2 1 0
L
614 %(13 1368
711 -r 00 % 2 1 1
3/-4 16 0 0 -1 1 0
3/0/-2 5 1 0 2 -6 0

(q+4) — 2
g 410—-3 ¥ 01 & =20
7112 56 0 0 -2 6 1
3|]-F 44 7 00 -2 0

5 1

T - S5[0[—3 B 5 0130
410—-3 4 =2 1.0 % 0
7/1/0 0 1 00 0 1
3]-2 20 -2 6 0 0 0
e~ S0[ ¢ 8 -1 9 100
- 6|0 3 12 -1 3 01 0
7/1/0 0 1 00 01

Esam nonakusi pie tadas pasas tabulas ka sakuma (ieciklojusies). m

Lai optimalo planu atrastu pec galiga skaita iteracijam, janovers cikla
raSanas. To var panakt, lietojot specialas metodes, kuras nodroSina sim-
pleksa metodes algoritma galigumu ar1 tad, ja uzdevumam ir degenereti
atbalsta plani. Praktiskas situacijas, kad linearas programmesanas uzde-
vums tiek risinats ar datora palidzibu, ieciklosanas gadijumi netiek noveroti.
Kapec? Tas saistits ar noapalosana uzkratajam kludam, kuru rezultata
praktiski nonakt atpakal pie ta pasa plana nav iespejams. Tomer teoretiski
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pastav iespeja iecikloties. 1976.gada ir ticis izstradats algoritms, kas novers
ieciklosanas iespeju. Ta autors ir belgu matematikis R.G.Bland.

Teorema 2.6.1 (Blenda algoritms). Ja kolonnu, kas tiks ieklauta baze
simpleksa algoritma, izvelas pec likuma

j = min{j |ao;(8) < 0}

(tiek izveleta kolonna ar negativu novertejumu, kuras indekss ir vismazakais),
bet rindu izvelas pec likuma
bs

s = min{\,; | As; = 0 (3@’ kur a (') > 0}
sj

(nenotektibas gadijuma no bazes tiks izslegta kolonna ar mazako indeksu),
tad sis simpleksa algoritms darbu beidz péc galiga skaita iteracijam.

Pieradijums. Paradisim, ka pienemums par cikla eksistenci noved pie
pretrunas. Cikls nozime, ka pec galiga skaita bazes vektoru mainam mes
atgriezamies pie ta pasa pielaujama atrisinajuma. Pie tam merka funkcijas z
vertibai ir jabut visu laiku vienai un tai pasai visa cikla laika. Ka ar1 vertibai
bs, kas atbilst katrai mainai, ir jabut vienadai ar 0, jo preteja gadijuma
Asj > 0, no Sejienes sekotu, ka z dilst. No sejienes seko, ka ka nulta kolonna
b ir nemainiga visa cikla laika.

Atmetot rindinas un kolonnas, kuras nesatur cikla laika vadosos elemen-
tus, ieglisim jaunu linearas programmesanas uzdevumu, kurs ieciklojas un
kuram cikla laika visi agzy = 0, ka arT merka funkcijas vertiba visu laiku ir
viena un ta pati.

Pienemsim, ka ¢ ir lielakais indekss tam mainigajam, kuru ieklaujam baze
cikla laika. Apskatisim divas tabulas: tabulu 77, pec kuras iegusanas a? tiek
ieklauts baze, un tabulu T, pec kuras iegtiSanas vektors a? tiek izslegts no
bazes.

bo Aog < 0
0
0

3
[
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b() dOp <0 .. qu
0

? Q| 0] . ap>0 .. 41
0

Apzimesim tabulas 7 elementus ar a;; un tabulas 75 elementus ar a;;, atbil-
stosi N un N veido Ty un T bazes. Pienemsim, ka pec tabulas 75 iegtiSanas
p-ta kolonna tiek ieklauta baze.

Lemma 2.6.1. Pienemsim, ka ¢ ir novertejumu rinda jebkura tabula
X, ar vienibas bazi (nav obligati jaatbilst pielaujamam atrisinajumam, t.i.,
dazi by var but arl negativi). Pienemsim, ka y ir vienadibu sistemas Ay = b
atrisinajums, kas var nebut pielaujams atrisinajums (t.i., dazi y; var but
negativi). Pienemsim, ka f ir mérka funkcijas vertiba, kas atbilst tabulai X7,
bet ¢ ir merka funkcijas vertiba, kas atbilst atrisinajumam y. Tad cy = g— f.

Pieradijums. Pakapenisku parveidojumu cela iegtisim

y=(c—2y=cy—z2y=9—cgB ' Ay=g—cpB b=g— [,

jo B7'b ir tabulas X; nulta kolonna. m
Teoremas 2.6.1 pieradijuma turpinajums. Izmantojot Lemmu 2.6.1,
konstruesim divus atrisinajumus. Tabulas 77 gadijuma izmantosim pielaujamo
atrisinajumu z, (aizstajot 77 ar X;). Tabulas T, atrisinajumu y definésim
sadi:
L j=p,
Y; = _dipa &j c N,
0, preteja gadijuma.
leverosim, kaut arl y nav ne bazes, ne pielaujams atrisinajums, tomer tas ir
sistetmas Ay = b atrisinajums, tapec apmierina Lemmas 2.6.1 nosacijumus.
Pie tam merka funkcijas vertiba ar atrisinajumu y ir vienada ar f+ay,, tapec
Lemmas 2.6.1 sledziens dod vertejumu cy = ap, < 0. Nevienadiba seko no
ta, ka p-ta kolonna tiek ieklauta tabula 75, tapec novertejumam ay, ir jabtut
negativam.
Saskana ar vadoso kolonnu tabula 7}, iegtisim, ka

EjZO, jaj<Q7 Ej<07 jajIQ7
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bet saskana ar vadoso kolonnu tabula 75

J— _dip < 07 ] =4,
Y700, 1vai —agp >0, j<g.
Tadejadi
cy = Zéjyj + CqYq = Cqyq > 0.
J<q
Esam ieguvusi pretrunu. m

Piemera 2.6.2 turpinajums. Vai Piemera 2.6.2 izvairisimies no iecikloSanas,
ja izmantosim Blenda algoritmu? Salidzinajuma ar ieprieksgjo risinajuma
gaitu, biutiska atskiriba bis pareja uz tabulu T . Ieprieks par vadogo
elementu izvelejamies 2 (piekta kolonna un pirma rinda).

3/|—-%2 16 0 0 -1 1 0
3/0[-2 56 1 0 2 6 0
(q+4) — 2
T 40— ¥ 01 & =20
7|12 56 0 0 -2 6 1

Pec Blenda algoritma vadosa kolonna ir pirma, vadosais elements ir %, no
bazes izsledzam septito kolonnu.

1 24 7 11 1

SEAE

Tt = 1 4 2 11
y |V oy Vs E oy
Lys]1 =% 00 —3 F 3

Tagad vadosais elements ir % (piekta kolonna un otra rinda).

—_

=
[\
o
ol

0 3

| Ot

Tre) — 3

— 00 b s O

1

Visi novertejumi ir nenegativi, tatad ir atrasts optimalais plans. Visu tabulu
varam neaizpildit, mus interese tikai optimala plana koordinatas un merka
funkcijas vertiba. Tatad optimalais plans ir * = (1,0, 1,0, 2,0, 0) un

s 40
merka funkcijas vertiba ir z(z*) = 2. m
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2.7 ATBALSTA PLANA ATRASANA

Ieprieks aprakstita simpleksa metodes procediira ir lietojama tikai taja gadijuma,
ja protam uzreiz noteikt atbalsta planu z° un ta bazi {a™, a®, ..., a" }. Atrast
sakotnéjo atbalsta planu z° nozime atrast vienadojumu sistemas Az = b,
x > 0 nenegativu atrisinajumu. Viena no simpleksa metodes ipatnibam ir
ta, ka Sis problemas atrisinajumu var realizet ar to pasu simpleksa metodes
algoritmu.

Pienemsim, ka vektora b visas koordinatas ir nenegativas: b > 0 (ja
ta nav, tad atbilstoso sistémas vienadojumu var pareizinat ar -1). Ap-
skatisim linearas programmesanas paliguzdevumu kanoniskaja forma ar n+m

mainigajiem
max(—v; — Uy — ... — Uy)

a1171 + a19%2 + . .. + 1,7, + V1 = by,
a2121 + A99T9 + ... + QopXy + Vo = bg,

(2.7.1)
Am1T1 + AmaTa + -« + QT + Oy = by,
z;>20,7=12,...,n;v; >20,1=1,2,...,m.
Varam noverot dazas sakaribas starp uzdevumu
max < ¢, r >
(2.7.2)

Axr=b, x>0.

un (2.7.1). Uzdevums (2.7.1) ir pielaujams: vektors (0,0, ...,b1, b2, ..., by)
apmierina prasibu sistemu. Pie tam merka funkcija ir ierobezota no augsas
ar 0. Tada gadijjuma uzdevumam (2.7.1) eksisté atrisinajums. Pienemsim,
ka d ir uzdevuma (2.7.1) merka funkcijas maksimala vertiba. lespejami divi
gadijumi: d =0 vai d < 0.

Teorema 2.7.1. Ja paliguzdevuma (2.7.1) vertiba d = 0, tad uzdevums
(2.7.2) ir pielaujams. Ja paliguzdevuma (2.7.1) vertiba d < 0, tad uzdevums
(2.7.2) nav pielaujams.

Pieradijums. Piepemsim, ka uzdevums (2.7.2) ir pielaujams un z° =

(29,29, 29,...,2%) ir & uzdevuma plans. Tada gadijuma acimredzami, ka

n+m dimensiju vektors & = (0,0, ...,0, 29, 23, 29, ..., 20 ) apmierina visus uzde-
vuma (2.7.1) ierobezojumus, t.i., ir §1 uzdevuma plans; pie tam $t uzdevuma

merka funkcijas vertiba ar planu 7 ir vienada ar 0. No Sejienes seko, ka plans
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Z ir optimals paliguzdevumam (2.7.1) un d = 0. No otras puses, ja d = 0,
tad jebkuram uzdevuma (2.7.1) atrisinajumam (vq, Vg, ..., Upm, 1, T2, ..., Tp)
izpildas vienadibas v; = vy = ... = v, = 0, tapec vektors (z1, s, ..., T,)
ir uzdevuma (2.7.2) plans. m

No pieraditas teoremas seko, ka reize ar paliguzdevuma (2.7.1) atrisinajumu
tiks atrasts uzdevuma (2.7.2) atrisinajums vai art tiks konstatets fakts, ka
(2.7.2) ierobezojumu sistéma ir nesaderiga.

Uzdevumam (2.7.1) uzreiz var uzradit atbalsta planu; par tadu der vek-
tors (b,0) = (b1, b2, ....,0,,0,0,...,0), jo tas apmierina visus §1 uzdevuma
ierobezojumus, bet telpas R™ vienibas vektoru sistema o', v?,...,v™ veido
uzdevuma bazi.

Tadejadi paliguzdevums (2.7.1) lauj atrast ne tikai atbalsta planu uzde-
vumam (2.7.2), bet arT lauj noskaidrot lineari atkarigos nosacijumus Saja
uzdevuma. Péc tam var lietot simpleksa metodi gadijumam, kad matricas A
rangs sakrit ar tas rindu skaitu.

Simpleksa tabula, kas tiek ieguta sakuma atbalsta plana atrasanas pedeja
iteracija, lauj uzreiz noteikt sakuma simpleksa tabulu pamatuzdevumam
(2.7.2) — vajag tikai atmest liekas kolonnas v', v?..., v™ un atbilstosos
paligmainigos vy, vg, ..., ¥, un nomainit novertejumu rindu, kuras elemen-
tus var parrekinat pec formulam (iteraciju skaitisanu sakam no jauna, tapec
¢=1)

Go,o(ﬁ(l)) = by = CﬁI’Ba

ao,i(ﬁ(l)) = ai(ﬁ(l)) —c¢,1=1,2,...,n,

kur cg ir to merka funkciju koeficientu vektors, kuriem atbilstosas kolonnas
ietilpst paliguzdevuma atrasta atbalsta plana baze, xz%** ir paliguzdevuma
atrasta atbalsta plana koordinatas (tas var interpretét ari ka jauno ier-
obezojumu vektoru), bet a’(31")) ir kolonnu vektori no paliguzdevuma pedejas
tabulas.

Piemers 2.7.1. Apskatisim uzdevumu kanoniskaja forma, kuram prasibu
sistemas pedejais vienadojums ir paréjo vienadojumu summa (tatad Sis vienadojums
ir lieks).

max(zy + 2xe + 4x3)
r1  +xo x5 =10,
1 +2x9 +3x3 =15,
2x1 +3xy +4x3 = 25,

Zy, Ta, T3 >0

(2.7.3)
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Uzdevuma atrisinasanu saksim ar sakuma atbalsta plana atrasanu, saja noluka
sastadot paliguzdevumu:

max(—vl — Vg — ’U3)

il +1‘2 +ZL’3 +U1 = 10,
1 +2x9 +3I’3 +vy = 157 (274)
21‘1 —|—3l’2 +4l’3 —l—?]g = 25,
37]20,]:1,2,3, UiZO,izl,Z,B.

Par &1 uzdevuma (2.7.4) pirmo atbalsta planu varam izveleties vektoru

(0,0,0,10, 15, 25)

ar bazi v!, v2, v3. Pirmas simpleksa tabulas sastadisanu veiksim bez inversas

matricas palidzibas. 2.5.1.zimejuma tika paradits, kada izskatas simpleksa
tabula. Ieverojot So gala secinajumu, mums atliek izrekinat tikai novertejumu
rindu peéc formulam

a0,0(ﬁ(l)) =by = Cgb,
aoi(BV) = csa’ — i, i =1,2,...,m,

kur cg ir to merka funkciju koeficientu vektors, kuriem atbilstosas kolonnas
ietilpst paliguzdevuma atrasta atbalsta plana baze, tatad

cg=(—1,—1,-1).

Proti,

apo = cgb = (—1,—-1,—1) (10,15,25) = —10 — 15 — 25 = =50,
a1 = (—1,-1,-1)(1,1,2) = -1 —-1—-2 = —4,

aps = (—1,-1,-1)(1,2,3) = -1 -2 -3 = —6,

ap; = (—1,-1,-1)(1,3,4) = -1 -3 -4 = -8,

ap,, = (—1,-1,-1)(1,0,0) — (=1) = =14+ 1 =0,

app, = (—1,-1,-1)(0,1,0) = (1) = -1+ 1 =0,

apy, = (—1,-1,-1)(0,0,1) = (-1) = -1+ 1 =0.

Pirma simpleksa tabula bus $ada (apziméjam paliguzdevuma pirmo tabulu
(1)
ar Tp")
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b |at a® a® ot v? V?

S04 6 -8 0 0 O

™= "J'[10]1 T 1 1 0 0
|15 1 2 3 0 1 0
w2502 3 4 0 0 1

Vadosais elements (pec Blenda algoritma) ir 1 (pirma kolonna, pirma rinda).
Veicam aprekinus pec simpleksa metodes formulam: vadoSo rindu dalam
ar vadoso elementu (Saja konkretaja gadijuma nekas nemainas); vadosas
kolonnas elementus aizstajam ar 0, iznemot vadoso elementu, tas vienmer
nakamaja tabula biuis 1; tos elementus, kas neatrodas vadosaja rinda vai
vadoSaja kolonna, parrekinam peéc "taisnstiira formulas”: elements minuss
projekciju uz vadsoso rindu un vadoso kolonnu elementu reizinajuma dalijums
ar vadoso elementu. Piemeéram, skaitla 4 vieta tabula TISQ) bus skaitlis 4 —

1—i2 = 2. Otra tabula ir sada

b |at a® a® o' 0?3

-0/ 0 -2 -4 4 0 O

= "a'[10]1 1 1 1 0 0
| 510 1 2 -1 1 0
w510 1 2 -2 0 1

Pec Blenda algoritma vadosa kolonna ir otra un no bazes ir jaizsledz v2, jo

tam ir mazaks indekss (kaut arT abiem vektoriem v? un v dalijjumi % = %

vienadi). legusim treso tabulu

b|la' a®> a* o' 0?2 V3

ojo o o 2 2 0

7= "a'[5/1 0 -1 2 -1 0
aZ|5/0 1 2 -1 1 0
w00 0 0 -1 -1 1

Ta ka nav negativu novertejumu, tad ir atrasts optimalais plans paliguzdevumam
(2.7.4), tas ir (5,5,0,0,0,0) ar bazi a', a* un v3. Ta ka d = 0, tad pec
Teoremas 2.7.1 dotais uzdevums (2.7.3) ir pielaujams. Ta ka vektoram o3
baze atbilst koordinata 0 un vienlaicigi arT zem a', a® un a® atrodas 0, tad v3
nevar apmainit ar a® (lai 1sto veco kolonnu ieklautu baze), tas norada uz to,
ka sistema tresais vienadojums ir lieks, to var atmest (matricas rangs klust

vienads ar rindu skaitu). Tabula T, p3 drikst izmest rindu un kolonnu, kas
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atbilst vektoram v3. Atbalsta plana bazi veido a! un a?, atrastais atbalsta
plans ir (5,5,0).

Talak atgriezamies pie pamatuzdevuma rekinasanas. Sastadot pirmo tab-
ulu 7", atmetam ari paligmainigo paréjas kolonnas un parrekinam novertéjumus
atbilstosi uzdevuma (2.7.3) merka funkcijai max(x; + 2zy + 4z3). Ta ka
atrasta atbalsta plana baze ietilpst pirma un otra kolonna, tad cg = (1,2)
(pirmais un otrais merka funkcijas koeficients). Bazes kolonnu noverteéjumiem
ir jabtit vienadiem ar 0, a® novertéjums ir

aps = (1,2)(-1,2) =—-144—-4=-1
un atbalsta plana merka funkcijas vertiba ir
Qp,0 = bg = (1,2) (5,5) =5+10=15.

Vispariga gadijuma var iznakt ari ta, ka paliguzdevuma peédeja tabula a?
ir pirms a', tad ieteicams rindas samainit vietam (uzdevuma atrisinajums
tacu nemainas, ja samaina vienadojumu kartibu!), jo vektora ¢ koordinatas
parasti tiek sakartotas indeksu pieaugSanas seciba. Iegtuisim Sadu simpleksa
tabulu

b |at a? o
50 0 -1

1 _
r adl 51 0 -1
2|50 1 2

Tabula T ir viens negativs novertéjums, tam atbilst viens pozitivs koefi-
cients, kas nozime, ka no bazes tiks izslégts a? un baze ieklauts a®. Veicam
aprekinus pec simpleksa metodes formulam.

b | a' & o
17170 L1 0
T@) — - 712 2
a’® 5
2

Ta ka novertejumu rinda visi skaitli ir > 0, tad Saja otraja iteracija ir atrasts
optimalais plans. Tapéc mis vairs neintereseé parejie matricas koeficienti
(tabulu varam atstat tuksu), iznemot kolonnu b. Atbilde teiksim, ka op-
timalais plans ir z* = (7%, 0, 2%), merka funkcijas maksimala vertiba ir
17%. Ja uzdevums risinats pareizi, tad ar simpleksa metodi sarekinatajai
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merka funkcijas vertibai ir jasakrit ar to skaitli, ko iegtisim optimala plana
koordinatas ievietojot merka funkcija: z(z*) =1- 7% +2- g = 17%. n

Tomer risinot uzdevumus, varam saskarties art ar citiem gadijumiem neka
aplukotais Piemers 2.7.1.

Piemers 2.7.2. Apskatisim pavisam vienkarsu uzdevumu, kura atrisinasana
simpleksa metode nemaz nebiitu jalieto, bet no teorijas viedokla tads vienkarsaks
piemers lauj labak saprast, kapec notiek ta, ka tas biuis redzams Saja piemera.

Jaatrisina uzdevums kanoniska forma

max(2x1 + [EQ)

3xr1 +2x9 =1,
—5x1  +xy =3,
Zy, T, > 0.

Atbilstosais paliguzdevums ir
min(—v1 — UQ)

31 +2ry +vp =1,
—5%’1 +xo +vy = 3,
Ty, T, U1, U2 2 0.

Paliguzdevuma pirma simpleksa tabula ir sada

b |a' a® o' ?

71 _ 412 -3 0 O
P ol |1 3 2 1 0
v 3 |-5 1 0 1

Jasamaina v! ar a?, iegiisim otras iteracijas tabulu.

=
S
—
Q
N
<
—
<
)

|
N |

| DO i |
i ev) Nenl

N |—=

N
N oW |y
=
w
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Saja tabula visi novertéjumi ir nenegativi — tatad atrasts paliguzdevuma
optimalais plans. Ta ka d = —%, tad pec Teoremas 2.7.1 sakotnejam uzde-
vumam neeksiste atrisinajums (uzdevums nav pielaujams). Verigaks lasitajs
teiks, ka ta nu gan nevar bit, jo sistemai

3%1 —1—23:2 = 1,
—51‘1 +Ty = 3
noteikti eksiste atrisinajums. Taisniba, §is sistemas atrisinajums ir vektors

(—%, %), tacu tas neder par linearas programmesanas uzdevuma atrisinajumu,

jo ta visas koordinatas nav nenegativas! m

Piemers 2.7.3. Apskatisim vél vienu vienkarsu piemeéru

max(4x; + 3xg)

1 +3$2 = 5,
T +2.CIZ'2 = 5,
Xy, T, 2 0.

Atgkiriba no Piemera 2.7.2 te ir skaidri redzams sistemas vienigais atrisinajums
(5, 0), kas acimredzami der par optimalo planu. Vai $o pasu atrisinajumu
ieglisim ar simpleksa metodi?

Sastadam paliguzdevumu

max(4x; + 3xg)

r1 +3xy 4v1 =95,
i +23§'2 +vy = 5,
Iy, T, U1, U2 > 0.

Paliguzdevuma pirma simpleksa tabula ir

b | a' a® o' v?

o0 _ “0[2 5 0 0
P vl 5 1 3 1 0
v? 5 1 2 0 1

Ieverojot Blenda algoritmu, jaapmaina ir v! ar a!, rezultata iegtisim tabulu

b|a' a® o' 0?

7@ _ o0 1 2 0
P at |51 3 1 0
2|00 -1 -1 1
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legutaja tabula nav neviena negativa novertejuma! Tas liecina, ka atrasts
paliguzdevuma optimalais plans. Pie tam d = 0, kas savukart liecina, ka
sakotnejais uzdevums ir pielaujams. Diemzel baze ir palikusi paligmainiga
kolonna. Sada situdcija nepieciesams $o kolonnu izslégt no bazes, samainot
to ar kolonnu, kas bija dotaja sakotneja uzdevuma (saja gadijuma a?).

b|la' a? o' v?

) _ 00 0 1 1
P at |51 0 -2 3
a?|0]0 1 1 -1

Varam pariet uz dota uzdevuma atrisinasanu. Parrekinot novertejumus ar
= (4,3), iegiisim tabulu

b | at a?
2000 O

1) —
T at | 511 0
a2 0] 0 1

Tabula rada, ka atrasts dota uzdevuma optimalais plans (5, 0) ar merka
funkcija vertibu 20. m

Lidz $im mes esam apskatijusi linearas programmesanas uzdevumus tikai
kanoniskaja forma. Ja uzdevums ir dots standartforma (jeb normalforma),
tad, parveidojot to par kanoniskas formas uzdevumu, katrai nevienadibai klat
tiek pieskaitits paligmainigais gluzi ka atbalsta plana meklesanas paliguzdevuma.
Tikai Saja gadijuma tas nav nekads paliguzdevums; tadejadi standartformas
uzdevumu atrisinasana ir pat vienkarsaka par kanoniskas formas uzdevu-
miem, ja vien visas nevienadibas ir < un vektora ierobezojumu vektora b
koordinatas ir nenegativas.

Piemers 2.7.4. Apskatisim Piemera 1.6.1 standartformas uzdevumu bez
ceturtas nevienadibas
max(z; + x2)
4331 + 5$2 S 20,
—X1 + T2 < 3,
10%1 + 5132 S 35,

21 20, 29 >20.
So uzdevumu esam atrisinajusi ar geometriskiem panémieniem, ta optimalais
plans ir z* = (2,5, 2) un merka funkcijas vertiba ir 4,5 (ceturta nevienadiba
So atrisinajumu neietekme).
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Ja So uzdevumu risinam ar simpleksa metodes palidzibu, tad vispirms
veicam pareju uz kanonisko formu

max(z; + xa)

41'1 + 5$2 + v = 20,
—l’1+.1'2—|—'l}2 :3,
101’1 + 51’2 +v3 = 35,

Xy, T2, V1, U2, U3 Z 0.

Saja uzdevuma nav nepiecieSams risinat atbalsta plana atrasanas paliguzdevumu,
jo atbalsta plana bazi veido pedejas tris kolonnas. Ta ka Saja gadijuma
® =(0,0,0), tad pirma simpleksa tabula ir $ada

b | at a®> o' 0v? 3

0[-1 -1 0 0 0

TO = 172004 5 1 0 0
v’ 3]-1 1 0 1 0

v 35110 5 0 0 1

Péc Blenda algoritma baze ir jaieklauj pirma kolonna a*. Ta ka % =5>

32 — 35 tad no bazes tiks izslegta kolonna v®.

10
b |at a®? ot 0?3

3510 =05 0 0 0,1
T = [ 60 3 1 0 —04
v?16510 15 0 1 01

at {351 05 0 0 0,1

Jaapmaina v!' ar a?; iegiisim tabulu:

b |at a® o' 2?3

T T

" . 4510 0 ? 0 @2

T = CLQ 2 0 1 51 0 _3E

v 13510 0 —5 1 55

a' 1251 0 —5 0 3

Saja tabula novertejumi ir nenegativi, kas nozimé, ka atrasts optimalais
plans. No tabulas varam nolasit optimala plana koordinatas x* = (2,5, 2) un
merka funkcijas vertibu z(z*) = 4,5, kas sakrit ar Piemera 1.6.1 atrisinajumu.
Vienigi neizpratni rada tabulas rinda ar v?. Ta¢u atcerieties, ka tika iegiits
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Piemera 1.6.1 atrisinajums (skatit 1.6.2.zimejumu). Optimalo planu sniedz
divu taisnu krustpunkts. Konkretaja gadijuma pirmas un tresa taisnes krust-
punkts ir tas planu kopas stura punkts, kura tiek sasniegts merka funkcijas
maksimums. Otra taisne neietekmé So atrisinajumu, tas arl atspogulojas
tabula 7). m

Nosleguma atzimesim visparigu rezultatu.

Teorema 2.7.2. Ja linearas programmesanas uzdevumam ir optimalais
plans, tad to var vienmer atrast ar simpleksa metodi.

Dazadas macibu gramatas tiek dazadi aprakstita simpleksa metode, ar1
atbalsta planu meklesanai tiek piedavati dazadi varianti. Noteiktas situacijas
drosi vien katrai modifikacijai ir savas prieksrocibas. Bet, ja Jus busiet
apguvusi vienu no piedavatajiem variantiem pietiekosi labi, tad citu autoru
variacijas nesagadas lielas grutibas, jo visu dazado aprakstu pamata ir viena
un ta pati pamatmetode.



NODALA 3
DUALITATE

3.1 DUALAIS UZDEVUMS

Katram linearas programmesanas uzdevumam péc noteiktam likumsakaribam
var uzrakstit atbilstosu uzdevumu, kuru sauc par dualo uzdevumu. Duala
uzdevuma nozime vislabak izpauzas linearas programmesanas uzdevumam,
kas dots standartforma (jeb normalforma)

max(c1xy + CoTy + ... + Cpy)

a1171 + a1 + ... + a1z, < by,
a91T1 + A20xo + . .. + A9, 2, < by, (3 1 1)

Am11 + Am2T2 +...+ AmnTy S bm;

120, 29 2>0,..., z, >0,
tapec mes pamata apskatisim tiesi §is formas uzdevumus. Par (3.1.1) dualo
uzdevumu sauc standartformas uzdevumu sada izskata

min(byy; + boya + ... + byYm)

anyr + ay2 + ...+ Am1Ym = C1,
ai2y1 + a2ys + ... + AmaYm = Ca, (3.1.2)

AinY1 + 2pY2 + ...+ ApmYm = Cp,
y1207 y2207"-7 ymZO

Duala uzdevuma (3.1.2) konstruesanas likumi pec dota uzdevuma (3.1.1)
(kuru dualitates teorija pienemts saukt par tieso uzdevumu) ir sadi:
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1) duala uzdevuma (3.1.2) mainigo y; ir tik daudz, cik rindu ir tiesa
uzdevuma (3.1.1) matrica A;

2) duala uzdevuma (3.1.2) prasibu matrica ir tiesa uzdevuma (3.1.1) ma-
tricas A transponeta matrica A’

3) duala uzdevuma (3.1.2) ierobezojumu vektors ir tiesa uzdevuma (3.1.1)
merka funkcijas koeficientu vektors c;

4) dualaja uzdevuma (3.1.2) visas nevienadibas ir uz otru pusi neka
tiesaja uzdevuma (3.1.1);

5) dualaja uzdevuma (3.1.2) merka funkcija ir lineara forma ar tiesa uzde-
vuma (3.1.1) ierobezojuma vektora b koeficientiem, pie tam tick meklets
merka funkcijas minimums;

6) duala uzdevuma (3.1.2) mainigajiem ir jabut nenegativiem.

Tatad matricu pieraksta

tieSais uzdevums dualais uzdevums
max < ¢, r > max < b,y >
Az <b, x>0. ATy >ec, y>0.

Ta ka jebkuras formas uzdevumu var pierakstit standartforma, tad var
teikt art ta, ka jebkuram linearas programmesanas uzdevumam eksiste ta
dualais uzdevums. Piemeram, ja tieSais uzdevums ir sads

max(5x; + 12z + 4x3)

T +2I2 + x5 S 10,
211 — 19 + 313 = 8§,

X1, T2, T3 Z 07
tad to meés varam noformet standartforma sadi

max(5zy + 12z + 4x3)

1 + 229 + 23 < 10,
2x1 — T9 + 323 < 8,
—21’1 + To — 3%3 < —8,

X1, Ta, v3 > 0.



DUALITATES TEOREMAS 75

ST uzdevuma dualais ir

min(10y; + 8xy — 8ys)
Y1 + 2y2 — 2y3 > 9,
201 — Y2 +y3 > 12,
y1 +3y2 — 3yz > 4,

Y1, Y2, Y3 Z 0.

3.2 DUALITATES TEOREMAS

Likumsakaribas starp tieso un dualo uzdevumu atspogulo ta saucamas du-
alitates teoremas.

Apzimesim ar D tiesa uzdevuma (3.1.1) pielaujamo planu kopu, bet ar
D" duala uzdevuma (3.1.2) pielaujamo planu kopu.

Lemma 3.2.1 (dualitates nevienadiba). Visiem z € D un visiem y € D"
izpildas nevienadiba < ¢,x > < < b,y >.

Pieradijums. Izvelamies patvaligus pielaujamos planus x € D un y €
D*. Tiesa uzdevuma planam z ir speka nevienadiba Ax < b, x > 0. Savukart
duala uzdevuma planam y izpildas nevienadiba ATy > ¢, y > 0.

Pareizinasim skalari abas nevienadibas Ax < b puses ar vektoru y > 0:

<Azxyy><<by>.

Lidzigi pareizinasim skalari abas nevienadibas ATy > ¢ puses ar vektoru
x> 0:
<Ay x>><cx>.
Ta ka
< AZE, Yy >= (aul’l + ajoxo + ... + a1n$n> Y1+
+(ag121 + agTs + ... + a2, Ty) Y2 + ...
o+ (11 F QT + oo F Q) Y =
= (anyr + anys + ... + Gp1Ym) T1+
+(a1oyr + a2y + ... + AmalYm) Ta + ...

oot (alnyl + A2nY2 + ...+ amnym) Tp =
=< ATy, x>,

tad < ¢,z > << ATy, 2 >=< Ax,y > << b,y >, kas bija japierada. m
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Lemma 3.2.2 (dualitates vienadiba). Ja eksiste tadi * € D un y* €
D", ka izpildas vienadiba < c¢,z* >=< b,y* >, tad z* ir tieSa uzdevuma
optimalais plans, bet y* ir duala uzdevuma optimalais plans.

Pieradijums. Pienemsim, ka x € D ir tiesa uzdevuma patvaligs pielaujamais
plans. Tad pec ieprieksejas Lemmas 3.2.1 ir speka

<c,x><<by >=<c ">,

t.i., o* ir tiesa uzdevuma optimalais plans (tiek sasniegta merka funkcijas
maksimala vertiba ar o planu z*).

Lidzigi, ja y € D" ir duala uzdevuma patvaligs pielaujamais plans, tad
pec Lemmas 3.2.1 ir speka

<by>><ca">=<by" >,

t.i., y* ir duala uzdevuma optimalais plans (tiek sasniegta meérka funkcijas

minimala vertiba ar $o planu y*). m
Lemma 3.2.2 dod linearas programmesanas uzdevuma planu optimalitates

pietickamo nosacijumu. Dualitates pamatteoriju veido divas teoremas: du-
alitates teorema un lidzsvara teoréma.

Teorema 3.2.1 (dualitates teorema). Ja savstarpeji dualajie uzdevumi
(3.1.1) un (3.1.2) ir pielaujami, tad tiem abiem eksiste optimalie plani, pie
tam merka funkciju vertibas ir vienadas.

Pieradijums. Tatad piepemam, ka savstarpeji dualie uzdevumi (3.1.1)
un (3.1.2) ir pielaujami. Apskatisim linearu nevienadibu sistému ar nezinamajiem

(2,9) = (21, T2, ooy Ty Y1, Y2, ooy Ym) € RTT™
sada izskata
Ax <b, ATy >c,

<z,c>><y,b> x>0 y>0. (3.2.1)

Ja (z*,y*) ir sistemas (3.2.1) atrisinajums, tad z* un y* ir atbilstosi
tiesa un duala uzdevuma optimalie plani. Patiesam, ja (z*,y*) apmierina
nevienadibu sistemu (3.2.1), tad z* un y* ir pielaujami plani katrs savam
kanoniskajam uzdevumam. Pec Lemmas 3.2.1 izpildas nevienadiba < ¢, x* >
< < b,y* >. Bet no sistemas (3.2.1) seko, ka < ¢,x* >> < b,y* >. Kopa ar
ieprieksejo nevienadibu seko, ka < ¢, z* >=< b,y* > — no Lemmas 3.2.2
seko, ka x* un y* ir atbilstosi tiesa un duala uzdevuma optimalie plani (ar
vienadam merka funkcijas vertibam).
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Tadejadi atliek pieradit, ka nevienadibu sistemai (3.2.1) eksisté atrisinajums
(x*, y*).
Pierakstisim sistemu (3.2.1) matricu forma:

A 0 . b

0 —AT < ) <[ —c |, (x,y)>0 (3.2.2)

—c b Y 0
vai 1sak . 3

Az <b, 22>0, (3.2.3)
kur apzimets
A= 0 AT |, b= (b,—c,0), z=(x,9).
—c b

Pienemsim pretéjo — sistemai (3.2.1) atrisinajums neeksiste, tas nozime,
ka arisistemam (3.2.2) un (3.2.3) atrisinajumi neeksiste. Saskana ar nevienadibu
alternativam tada gadijuma eksiste atrisinajums sistémai

AT >0, <o,b><0, ©>0. (3.2.4)

Apskatisim So sistému precizak:

AT 0 —c ) v
w | >0,
(0 —A D - (3.2.5)

<v,b>—-—<w,c><0, v>20,, w>0,u>0,

kur v = (v, w,u). Seit v ir m—-dimensiju vektors, w ir n-dimensiju vektors
un u ir skaitlis.
Sistemu (3.2.5) var pierakstit sada veida:

ATy —uec >0, —Aw+ub >0,

<v,b>—-—<w,c><0, v>0, w>0,u>0, (3.2.6)

Paradisim, ka sistémai (3.2.6) neeksiste atrisinajums.
Pienemsim, ka x un y ir tiesa un duala uzdevuma pielaujamie plani. Tada
gadijuma

<v,b>>< v, Ar >==< ATv, 2 >> u < c,x >,
<w,c><<w ATy >=< Aw,y >< u < b,y >,
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ti, <v,b>>u<z,c> <w,c><u<yb>.

Atnemot no pirmas nevienadibas otro, iegtisim
0><v,b> — <w,e>>u(<z,c>—<yb>),

no Sejienes seko, ka u > 0.
Apskatisim vektorus 7 = ¥ un w = . No nevienadibam (3.2.6), ievérojot
u > 0, seko, ka
Ao >¢c, >0,
Aw <b, w>0,
<wW,c><<s5b>.

Pirma rinda nozime, ka vektors v ir pielaujams vektors dualajam uzdevu-
mam, bet no otras rindas seko, ka w ir pielaujams vektors tiesajam uzdevu-
mam Bet sada gadijuma pedeja nevienadiba ir neiespejama, jo ta ir pretruna
ar Lemmu 3.2.2. legtita pretruna nosledz pieradijumu. m

Teoréma 3.2.2 (Iidzsvara teorema). Pienemsim, ka z* = (2,23, ...,x})
un y* = (yi,93, ..., y5,) ir atbilstosi optimalie plani tiesajam uzdevumam
(3.1.1) un dualajam uzdevumam (3.1.2). Ja yf > 0, tad

any + appry + ... + apry = b;. (3.2.7)

Un otradak, ja x* un y* ir atbilstosi pielaujamie plani tieSajam uzdevumam
(3.1.1) un dualajam uzdevumam (3.1.2) un ja y; > 0 izpildas (3.2.7), tad z*
un y* ir optimalie plani.

Pieradijums. = Ta ka x* pieder pielaujamo planu kopai D, tad Az* <
b. Pareizinasim So nevienadibu skalari ar vektoru y* > 0, iegtisim

<ecat ><< ATy* 2" >=< y*, Az* ><< b, y* > .
Pec dualitates teoremas < ¢, x* >=< b,y* >, tad < y*, Az* >=< b, y* >. No
Sejienes seko, ka < y*, —Ax* +b >= 0. Vektors r = —Az* 4 b ir nenegativs,
jo Axz* < 'b. Skalarais reizinajums < y*,r >= > yr; bus vienads ar 0 tikai
i=1

tad, ja vienadibas y/r; = 0 izpildas visiem ¢ = 1,2, ...;m. Ja y; > 0, tad

n

0= ri = (b - A(L'*>Z = bz — Zaija:j,

Jj=1

kas ar1 bija japierada.
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< No nosacijuma (3.2.7) seko vienadiba < y*, Az* >=< y*,b >. Ta
ka < y*, Az* >=< ATy* 2* >>< c,o* >, tad iegiistam nevienadibu <
c,x* ><< b,y* >, kas saskana ar Lemmu 3.2.1 nozime, ka izpildas vienadiba,
un ja ta, tad saskana ar Lemmu 3.2.2 * un y* ir optimalie plani. m

Vispariga gadijuma uzdevumiem (3.1.1) un (3.1.2) var but vairaki atrisinajumi.
Jaievero, ka lidzsvara teorema tiek runats par jebkuru optimalo atrisinajumu
pari z* un y*.

Atzimesim dazas sekas no dualitates un lidzsvara teoremam.

Teorema 3.2.3. Ja vienam no savstarpeji dualajiem uzdevumiem eksiste
optimalais plans, tad eksiste optimalais plans arT otram.

Pieradijums. Pienemsim, ka tiesajam uzdevumam (3.1.1) eksisté atrisinajums
x*. lespejami divi gadijumi.

1) Dualais uzdevums (3.1.2) ir pielaujams. Tada gadijuma kopa D" nav
tuksa, merka funkcija < b,y > ir ierobezota no apaksas ar skaitli < ¢, z* >
(pec Lemmas 3.2.1), tad ta sasniedz savu minimalo vertibu, t.i., dualajam
uzdevumam eksiste optimalais plans.

2) Dualais uzdevums (3.1.2) nav pielaujams (sistémai (3.1.2) neeksiste
nenegativs atrisinajums). Péc nevienadibu alternativas tas nozime, ka nevienadibu
sistemai Ar < 0, < ¢,z >> 0 eksiste atrisinajums 7. Apskatisim vektoru
T =2+ 7. Skaidrs, ka AT <b, t.i., £ € D. Pie tam

<or>=<crt>+ <cT>><cr" >,

kas ir pretruna ar x* optimalitati (maksimums!). Tadejadi sis otrs gadijums
nav iespejams. m

Teorema 3.2.3 parada, ka savstarpeji dualajiem uzdevumiem ir iespejami
sadi gadijumi:

a) abi uzdevumi ir pielaujami (t.i., abiem eksisté atrisinajumi);

b) abi uzdevumi nav pielaujami;

c) viens uzdevums ir pielaujams, bet otrs ne.

Vienkarsi piemeri parada, ka visas tris situacijas ir iespéjamas.

a) Piemeram sadam uzdevumu parim

tieSais uzdevums dualais uzdevums

max(3z; + 2xs) min(6y; + 4yz)
3x1 + x2 <6, 3y1 + Y2 = 3,
1+ 229 < 4, Y1+ 2y2 > 2,

T1, T2 > 0. Y1, y2 = 0.



ATRISINASANA UN INTERPRETACIJA 80

eksiste atrisinajumi. Tiesa uzdevuma optimalais plans ir z* = (£, %), duala

575
uzdevuma optimalais plans ir y* = (%, %), merka funkciju vertibas ir vienadas
(un ta tam pec teorijas ir jabut!) — 2.

b) Abi nav pielaujami, pieméram, $ada gadijuma (lai par to parliecinatos,

var risinajumu meklet grafiski)

tiesais uzdevums dualais uzdevums
max(zy + 3xa) min(3y; — 4y»)
T — 29 <3, Y1 — Y2 > 1,
—11 + 2y < —4, —y1+y2 >3,
1, To > 0. Y1, Yo > 0.

c¢) Vienkars piemers gadijumam, kad tieSais uzdevums ir pielaujams, bet
tam neeksiste optimalais plans merka funkcijas neierobezotibas del, ir sads

tiesais uzdevums dualais uzdevums
max T min y;
T —xy < 1, y1 > 0,
x1, T2 > 0. —y; > 1.

Dualais uzdevums saja gadijuma nav pielaujams.

3.3 DUALA UZDEVUMA ATRISINASANA
UN EKONOMISKA INTERPRETACIJA

Duala uzdevuma atrisinajumu praktiski atrod reize ar tiesa uzdevuma atrisinajumu,
ja tas tiek meklets ar simpleksa metodi. Bez tam dualajam uzdevumam var
piemeklét glitu ekonomisko interpretaciju. Saja nolika apskatisim vienu no
iespejam.
Piemers 3.3.1. Pienemsim, ka dots linearas programmesanas uzdevums

standartforma.

max(2x; + 3xg)

4xq + by < 20,

311 + 629 < 18, (3.3.1)

T+ 41’2 S 10,

r1 20, 22 >0,
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Ekonomiski $o uzdevumu varam interpretet sadi (Kantorovica modelis): uznemums
razo divu veidu produkcijas no trim dazadam izejvielam, kuras ir ierobezota
daudzuma, proti, 20, 18 un 10 vienibas no katra resursa ir uznemuma rieciba
apskatamaja laika perioda. Pirmas produkcijas razoSanai vajag 4 vienibas

no pirma resursa, 3 vienibas no otra resursa un 1 vienibu no tresa resursa,
attiecigi otrajai produkcijai Sie skaitli ir 5, 6, 4. Cik daudz produkcijas var
sarazot, lai gutu maksimalo ienakumu, ja pirmas produkcijas cena ir 2 nau-

das vienibas par vienu produkcijas vienibu, bet otras produkcijas cena ir 3
naudas vienibas par vienu produkcijas vienibu?

Tatad matrica A sastav no ta saucamajiem tehnologijas koeficientiem,
vektora b koordinatas norada resursu ierobezojumus, vektora ¢ koordinatas ir
produkcijas cenas, bet © = (x1, z5) Seit ir sarazojamas produkcijas daudzums
(plans).

Uzdevuma (3.3.1) dualo uzdevumu varam pierakstit sadi:

min(20y; + 18y, + 10y3)

4y + 3y +y1 > 2,
5y1 + 6y + 4ys > 3,
Y1, Y2 Z 0

(3.3.2)

Vektors y Seit ir interpretéjams ka razoSanas resursu cenas. Ar uzdevumu
(3.3.2) tiek noteiktas tadas resursu cenas, lai varétu sekmigi realizet uznemuma
uzdevumu (3.3.1). Ja uznémums par resursiem maksas vairak, tad tas neiegus
planotos maksimalos ienakumus, savukar, ja resursus var iepirkt par zemakam
cenam, tad uznemuma ienakumi bus lielaki. Tapec y dazkart sauc par resursu
“enu” cenam.

Abu uzdevumu risinasanu var apvienot viena simpleksa tabula. Prak-
tiski nekas nemainas salidzinajuma ar ieprieks risinatajiem uzdevumiem,
tikai tabulu noformejuma papildus tiek klat pierakstiti dualo mainigo un pa-
pildmainigo kolonnu apzimejumi. Risinats tiek tieSais uzdevums ar ieprieks
aprakstito simpleksa metodes algoritmu, lidzi atbilstosi nomainot duala uzde-
vuma kolonnas.

Ta ka tiesais uzdevums (3.3.1) sakotneji bija dots standartforma, tad ta
risinasana tiek veikta lidzigi ka Piemera 2.7.4.

Ja tieso uzdevumu (3.3.1) risinam ar simpleksa metodes palidzibu, tad
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vispirms veicam pareju uz kanonisko formu

max(2x; + 3xq)

41'1 + 5.%2 + v = 20,
3%’1 + 61‘2 + Uy = 18,
T +4I2 + v3 = 10,

Ty, g, V1, U2, U3 Z 0.
Duala uzdevuma (3.3.2) kanoniska forma ir

min(20y; + 18y, + 10y3)

4y + 3y +y1 —up = 2,

S5y1 + 6y2 + 4ys — upy = 3,
Y1, Y2, U1, uz > 0.

Ta ka $aja gadijuma ¢ = (0,0, 0), tad pirma simpleksa tabula tiek noformeta
sadi

1

[\

w

b |a" a¢ v v w
0/-2 -3 0 0 O
T(l) . Ul 20 4 5 1 0 O yl
= 2 2
v | 1813 6 0 1 0|y
31101 4 0 0 1|
Wyl PP

Pec Blenda algoritma baze ir jaicklauj pirma kolonna a'. Ta ka £ =5 <
% =6< %, tad no bazes tiks izslegta kolonna v!. Atbilstosi tiek nomainits

dualais mainigais y' ar u'.

—

—_

[\

w

b |at a® o' v? ow
100/0 -3 5 0 0
T 5 T I
T(Z): a2 5 1 g 13 0 0 u2
AHHE =
- oL E
U u Yy y oy

Baze ir jaieklauj otra kolonna a?. Ta ka

20
11’ ) )
malnigals y< ar u-.

tad no bazes tiks izslegta kolonna v2.

.5 .9

4 11

Atbilstosi tiek nomainits dualais
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b |at a®> ot v ?
32 T 2
R R
3 at |21 0 2 =2 0|t
TG = 5 | % 4 2
3| 14 2”11 3
T O1 02 G 5 13 Y
uu Y Y )
Esam ieguvusi tiesa uzdevuma atrisinajumu z* = (%, % ar merka funkcijas

vertibu % = 10%. No tabulas T®) var nolastt arT papildmainiga v koordinatas
v = (0,0, %), tas rada razosanas vektoru parpalikumus (Saja gadijuma pie
optimala plana pari paliks tresais resurss). Duala uzdevuma atrisinajums ir

atrodams novertejumu rinda un tas ir y = (3, 2, 0). m

3.4 DUALAIS SIMPLEKSA ALGORITMS

Standartformas tiesa un duala uzdevuma savstarpeja dualitate lauj modificet
simpleksa algoritmu ta, lai varetu atrisinat tadus linearas programmesanas
uzdevumus, kurus tiesa veida nevar risinat ar simpleksa algoritmu, ja neizpildas
nenegativitates nosacijumi. Ka to var izdarit, meginasim nodemonstréet ar
piemera palidzibu.

Piemers 3.4.1. Pienemsim, ka jaatrisina linearas programmesanas uzde-
vums
min(3z; + 2x9)
21’1 + X9 Z 2,
T+ 31’2 Z 3,
5[[’1 + 41‘2 S 20,

x1, vo > 0.
Pec ieprieksejas nodalas aprakstita Saja gadijuma ir japariet uz standart-

formu
max(—3z; — 2x2)

—2x1 — 79 < =2,
—T — 3ZE2 S —3,
5ZE1 + 41‘2 S 20,

Ty, T2 Z 0,
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kuru savukart japarraksta kanoniskaja forma

max(—3x; — 2xg)
—2513'1 — X9 + v = —2,
—T1 — 31’2 + vy = —3,
51‘1 + 4]32 + V3 = 20,

I, Tg9, U1, U, U3 > 0.

Péc ieprieksejiem prieksrakstiem varam sastadit pirmo simpleksa tabulu

b |a' a® o' 0?2 3

o3 2 0 0 0

TW = T[2]-2 -1 1 0 0
v -3]-1 -3 0 1 0
w2005 4 0 0 1

Saja tabula paradas divas pretrunigas lietas: novertéjumu rinda nav negativu
skaitlu — tatad it ka atrisinajums butu optimals, bet vektors (0,0, —2, —3, 20)
neder par optimalo planu, jo tas nav pielaujams (divas koordinatas negativas).
Bet, ja sakotnéjo uzdevumu risinatu ar geometriskiem panemieniem, kas Saja
reize ir iespejams, tad mes redzetu, ka pielaujamo planu kopa nav tuksa
un uzdevumam ir viens konkrets atrisinajums (lasitajam ieteicams pasam
uzzimet un atrast optimalo planu). Ka uzdevumu atrisinat ar dualo sim-
pleksa metodi?

* Dotaja tabula T novertéjumu rindas vieta jaapskata kolonna b. No
bazes izsledzamais mainigais ir tas, kura novertejums ir negativs un lielakais
pec absolutas vertibas vai pec Blenda algoritma — ar mazako indeksu. Pec st
kriterija jaizsledz v! (mes centisimies pieturéties Blenda algoritma tradicijam).
Ja b kolonna visi skaitli ir nenegativi, tad ir atrasts optimalais plans.

* Baze ieklaujamais mainigais tiek izvelets starp nebazes mainigajiem.
Pienemsim, ka k norada to rindu, kuras mainigais pec augstaka apraksta ir
jaizsledz no bazes. Ja visi ap; > 0, ¢« = 1,2,...,n, tad uzdevumam neek-
sisté optimalais atrisinajums. Ja ir tadi nebazes mainigo koeficienti ay; < 0,

ao,;

ki

tad izskaitlo attiecibas \; = un izvelas to ¢, kuram J\; ir magzakais

(nenoteiktibas gadijuma izvelamies ar mazako indeksu). Konkrétaja uzde-
vuma A; = 3 < Ay = 2, tatad baze icklauj a'.

* Pareja uz nakamo tabulu notiek pec simpleksa algoritma aprakstitajiem
soliem.
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* Merka funkcijas vertiba tabulas bus ar nepareizu zimil!
Konkretaja pieméra nakama tabula ir

b |at a* o' 0?3
-3/0 3 2 0 0
T@= g 1[1 3 -1 0 0
210 -2 — 1 0
3 3 5
Talak jasamaina v? ar a?.
b |at a® ot v? P
17 71
-0 0 £ = 0
5 5 5
3) _ T 3
el
a 5
v 2

Saja tabula nav aizpildita koeficientu matrica, jo esam ieguvusi optimalo
atrisinajumu — visi novertéjumi b kolonna ir nenegativi. Optimalais plans
ir z* = (2,%), sakotneja uzdevuma merka funkcijas vertiba ir ¥. Duala

5
uzdevuma atrisinajums ir y* = (£, £,0). m



NODALA 4

LINEARA
PROGRAMMESANA
VESELOS SKAITLOS

4.1 LINEARAS PROGRAMMESANAS UZDE-
VUMU PIEMERI VESELOS SKAITLOS

Piemers 4.1.1 (mugursomas pakosanas uzdevums). Celotajs gatavojas par-
gajienam. Vinam nepiecieSams sakravat mugursoma n dazada nosaukuma
lietas, pie tam var bt nepiecieSams soma ielikt vairakas viena nosaukuma
lietas. Mogursoma ir ar noteiktiem izmeriem, tilpumu, celotajs var panest
noteiktu svaru; kopuma ir m dazadi ierobezojumi. Apzimesim ar a;; j-ta
priekSmeta i-to raksturojumu, ¢ = 1,2,....m, j = 1,2,...,n. Apzimesim
ar b;, i = 1,2,..m, dazado ierobezojumu (svara, izmera, tilpuma, utt.)
skaitliskos raditajus. Apzimesim ar z; j-ta priekSmeta skaitu, ko celotajs
plano ielikt mugursoma, 5 = 1,2,...,n. Uzskatisim, ka celotajam ir zinams
J-ta priekSmeta vienas vienibas derigums c¢;. Tada gadijuma mugursomas
pakosanas uzdevums matematiski ir formuléjams sadi:

n
max E Cjilfj
Jj=1

n

Zaijxj S bz‘, 1= 172, e, m,

J=1
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x; >0, x; — vesels skaitlis, j =1,2,...,n.

Redzams, ka dotais uzdevums nav linearas programmesanas uzdevums, jo
prasibu par plana koordinatam veselos skaitlos nevar aprakstit ar linearam
nevienadibam. Var izveidot ari citus Sadus lidziga rakstura uzdevumus ar
praktisku lietojumu. m

Piemers 4.1.2 (komivojaziera uzdevums). (Komivojazieris — celojoss
tirdzniecibas firmas parstavis, kas piedava pircéjiem preces pec paraugiem.)
Pienemsim, ka ir n dazadas pilsetas, kas sanumuretas ar skaitliem 0, 1, 2, ..., n.
Komivojazieris izbrauc no 0-tas pilsetas, vina pienakums ir apmeklet visas
parejas pilsetas, pie tam katra pilseta jabut tikai vienreiz; beigas jaatgriezas
0-taja pilseta. Ir zinami attalumi ¢;; starp pilsetam ¢, j (¢, j = 0,1,2,...,n).
Nepieciesams noskaidrot 1sako marsrutu.

Apzimesim

S { 1, ja komivojazieris celo no pilsetas i uz pilsetu j, i # j,
Y1 0, preteja gadijuma,
1, 7 =0,1,2,....n.

Uzdevuma matematiskajam aprakstam bis nepiecieSsami papildus mainigie
u;, © = 1,2,...,n. Uzdevumu var pierakstit sadi

n n
min E E CijTij

i=0 j=0

Ywyy=1 j=12,..n,
i=0

]Z::O.Tij = 1, = 1,2, ., n, (411)

u—uj+nry; <n-—1, 1,7=12,..n,

x5 ir 0 vail 1.
Mainigie u;, 1 = 1,2, ..., n, atrodas tikai uzdevumu prasibu sistema, bet ne-
ietilpst merka funkcija. Siem papildus mainigajiem ir paligloma, bet tani
pasa laika bez tiem nevar iztikt.

Parliecinasimies, ka formalais modelis (4.1.1) ir ekvivalents ar komivojaziera
uzdevumu. Pirma vienadiba nozime, ka komivojazieris uz pilsetu j # 0 at-
brauc tikai vienu reizi. Otra vienadiba nozime, ka komivojazieris no pilsetas
j # 0 izbrauc tikai vienu reizi. Ta¢u abi Sie nosacijumi kopa negarante, ka
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izveletas marsruts ir saistits. Izradas, ka saistibu nodrosina nevienadibas ar
papildus mainigajiem. Sie nosacfjumi aizliedz jebkadu ciklu, kas neiet caur
0-to pilsetu.

Varam pieradit, ka jebkuram komivojaziera marsrutam atbilst uzdevuma
(4.1.1) pielaujams plans.

Izvelesimies patvaligu ciklu, kas sakas 0-taja pilseta

lol Iyl o,

kur [y = 0, bet visi [, ir atskirigi skaitli starp 1 un n.

Apskatisim sekojosu uzdevuma planu: skaitlus z;; izvelamies ka ieprieks
tas definets, bet skaitlus u; definejam pec formulas: ja ¢ = [, tad u; = r,
1 = 1,2,...,n. Citiem vardiem sakot, skaitlis u; ir vienads ar i-tas pilsetas
apmeklesanas kartas numuru paredzetaja marsruta. Paradisim, ka ta izveleti
skaitliu 5, 4,7 =0,1,2,...,n, w;, 1 = 1,2, ..., n, ir uzdevuma (4.1.1) plans.

lIeverosim, taka 1 < wu; <n, tad u;—u; <n—1visiemi,j=1,2,...,n. No
sejienes seko, ka izpildas nevienadiba u; —u;+nx;; <n—1, 4,7 =1,2,...,n,
jaxy; =0. Jax;; =1,1,5 #0, tad pec dota plana konstrukcijas eksiste tads
r,1<r<n-1kai=1I,j=Il4. Tada gadijjuma u; =7, u; =7+ 1 un
u; —u; = 1. Seko, ka u; —u; +nx;; =n—1.m

Dotie divi piemeri ir 1pasi linearas programmesanas uzdevumi, jo op-
timalo planu koordinatam jabtut veseliem skaitliem. Atrisinot linearas pro-
grammesanas uzdevumus ar simpleksa metodi netiek garantets, ka optimala
plana koordinatas biis veseli skaitli. Dazkart sados gadijumois ir pielaujama
rezultatu noapalosana. Piemeéram, ja optimalaja plana paredzets, ka jasazo
567, 4 maizes kukuli, tad ekonomiski pilnigi attaisnojama ir rezultata noapalo-
Sana. Tomer prakse ir sastopami tadi gadijumi, kur sada noapalosana nav
ieteicama, jo var radit lielas kltuidas. Piemeram, ja optimalaja plana paredzets,
ka valst1 jauzbuve 1,76 elektrostacijas, tad formala noapalosana uz 1 vai 2
nav ekonomiski pielaujama.

Praktiska un teoretiska nozime ir linearas programmesanas uzdevumu
atrisinasanas metodem, ar kuru palidzibu var atrast optimalo planu, kura
koordinatas ir veseli skaitli. Linearas programmesanas uzdevumus, kuru
planiem jabut ar veselu skaitlu koordinatam, sauc par linearas programme-
sanas uzdevumiem veselos skait]os.

Linearas programmesanas uzdevumiem veselos skaitlos var bt vairakas
pieraksta formas. Linearas programmesanas uzdevumiem veselos skaitlos ir
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uzdots kanoniska forma, ja tas formulets sadi:

max < c,r >

Ax =b,
x>0,
it =1,2,...,n, — veseli skaitli.

Atgkiriba no parasta linearas programmesanas uzdevuma redzama tikai viena
papildus nosacijuma — atrisinajumam jabit veselos skaitlos.

y

LP atrisinajums

o

. LP atrisinajums
veselos skaitlos

o

4.1.1. zim.

4.1.1.zimejuma redzama situacija, kad linearas programmesanas (LP) uzde-
vuma atrisinajums (maksimums, divu mainigo gadijums) butiski atskiras
no linearas programmesanas uzdevuma veselos skaitlos atrisinajuma (tas
nav iegustams ka koordinatu noapalosanas sekas). Ierobezotais apgabals
reprezente linearas programmesanas uzdevuma pielaujamo planu kopu. Varam
redzet, ka Saja kopa ir tikai viens punkts ar veselam koordinatam (punkti ar
tuksajiem aplisiem reprezente veselas koordinatas saturosos punktus). Ska-
toties uz So zimejumu, klust skaidrs, ka var rasties pat tadas situacijas, kad
linearas programmesanas uzdevumam pielaujamo planu kopa nav tuksa, ir
ierobezota, eksiste optimalais plans, bet atbilstosajam linearas programmesanas
uzdevumam veselos skaitlos nav atrisinajuma (nav neviena plana ar veselam
koordinatam, kas piederetu atbilstosa linearas programmesanas uzdevuma
pielaujamo planu kopai).
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4.2 GOMORI METODE

Linearas programmesanas uzdevumu veselos skaitlos atrisinasanas metodes
ir iedalamas divas kategorijas (kas var arT dalgji skelties): atskelosas plaknes
algoritmi, kas izmanto simpleksa algoritmu, un parlases algoritmi, kas veic
sapratigu visu iespéjamo atrisindjumu parlasi. Saja nodala mes apskatisim
pirmas kategorijas algoritmus.

Pienemsim, ka mums ir dots linearas programmesanas uzdevums veselos
skaitlos

max < c¢,r >

Az =b, (4.2.1)
x>0,
xi, 1 =1,2,...,n, — veseli skaitli.

Reize ar (4.2.1) apskatisim atbilstoso linearas programmeésanas uzdevumu,
kura atrisinajumiem nav uzlikts nosacijums par veseliem skaitliem,

max < ¢, x >

Az = b, (4.2.2)
x> 0.

Atzimesim divus vienkarsus, bet noderigus faktus. Pirmais fakts — ja
(4.2.2) uzdevuma atrisinajums izradas ir atrisinajums veselos skaitlos, tad
tas ir art (4.2.1) atrisinajums. Otrais fakts — (4.2.2) uzdevuma optimala
plana merka funkcijas vertiba ir augseja robeza (4.2.1) uzdevuma merka
funkcijai. Sis vienkarsas idejas tiek izmantotas atskelosas plaknes algorit-
mos. Ja (4.2.1) uzdevumam pievienotu ierobezojumus, kuri no pielaujamo
planu kopas neizsledz planus ar veselo skaitlu koordinatam, tad uzdevuma
atrisinajums neizmainitos. Tapéc talaka musu strategija bus tada, ka mes
pievienosim linaras programmesanas uzdevumam veselos skaitlos tadus linearus
nosacijumus, lidz atbilstosajam linearas programmesanas uzdevumam (bez
prasibas par atrisinajumu veselos skaitlos) biis atrisinajums veselos skaitlos.
Ta ka mes neizsledzam pielaujamos planus ar veselam koordinatam, tad Sis
gala rezultata iegtitais atrisinajums bus sakotneéja uzdevuma atrisinajums.
Aprakstitais process ir ilustrets 4.2.1.zimejuma. (a) ziméjuma paradits sakot-
nejais linearas programmesanas uzdevuma veselos skaitlos un redzams atbil-
stosa lineara uzdevuma atrisinajums x* (punkts, kura merka funkcija sas-
niedz maksimalo vertibu), (b) ziméjuma pievienots linears ierobezojums,
ko sauc par atskelosas plaknes ierobezojumu un kas no pielaujamas kopas
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neizsledz nevienu punktu ar veselam koordinatam, un paradits atbilstosa
lineara uzdevuma atrisinajums z*, (c¢) zimejuma pievienots vel viens atskelosas
plaknes ierobezojums, ka rezultata atbilstosa lineras programmesanas uzde-
vuma optimalais plans ir ar veselam koordinatam un tas ir ari sakotnéja
linearas programmesanas uzdevuma veselos skaitlos atrisinajums.

noskeltas dalas

merka funkcijas /

augsanas virziens

4.2.1. 7z1m.

Aprakstisim algebrisko metodi atskelumu generesanai — Gomori metodi,
kuras apraksts atrodams R.FE.Gomory 1958.gada publicetaja raksta ”Out-
line of an Algorithm for Integer Solution to Linear Programs”, Bulletin
Amer. Math. Soc., V.64. Pienemsim, ka dots linearas programmesanas
uzdevums veselos skaitlos (4.2.1), un apskatisim tam atbilstoSo linearas pro-
grammesanas uzdevumu (4.2.2) bez prasibas par atrisinajumu veselos skait]os.
Atrisinasim (4.2.2) ar simpleksa algoritmu, tadéjadi atradisim (4.2.2) op-
timalo planu z, kuram atbilst baze 3@ . Nosleguma simpleksa tabulas tipisks
vienadojums ir izskata

bi = T4 + Z Q505 (4.2.3)

0 <7 < m. Izmantosim sekojoSus apzimejumus.

Definicija 4.2.1. Par reala skaitla a veselo daju | a| sauc vislielako veselo
skaitli, kas neparsniedz skaitli a. Par reala skaitla a dajveida daju {a} sauc
starpibu {a} = a — |a].

Piemeéram, [16,4] = 16, |0,63] = 0, [0] = 0, |4] = 4, bet, ieverojiet,
ka |—2,7] = —3. Savukart {6,45} = 0,45, {23} = 0, bet {—6,45} =
6,45 — (—7) = 0,55,

Mainigajam x formula (4.2.3) ir jabut nenegativam, tapec

Z L |v; < Z Qv;. (4.2.4)

2
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Tada gadijuma no (4.2.3) seko, ka

xﬁ(q) + ZLOQ]'JU]' S bz (425)

Uzdevuma (4.2.1) planam z ir jabut ar veselam koordinatam, tapec (4.2.5)
kreisa puse ir vesels skaitlis, tapec, neizmainot nevienadibu, var (4.2.5) labo
pusi aizstat ar tas veselo dalu, tas noved pie nevienadibas

Tg(a) + ZL%‘]‘JU]‘ < |bs]. (4.2.6)
Atnemot (4.2.6) no (4.2.3), iegusim

D (e — L) )v; < b — | bi] jeb (4.2.7)

Z{aij}uj < {b;}. (4.2.8)

So pedejo (4.2.8) ierobezojoso nevienadibu sauc par Gamora $kélumu, kas
atbilst rindai 7.

Uzdevuma (4.2.2) simpleksa nosleguma tabulai pievienosim Gomora skelumu
(4.2.8). Lai saglabatu bazes atrisinajumu, pareizinasim (4.2.8) ar —1 un
pievienosim vel vienu mainigo s, rezultata iegisim

- Z{aij}vj +5=—{b}. (4.2.9)

Nakama lemma apraksta rezultatu, kas tiek ieguts, ja (4.2.2) simpleksa nosleguma
tabulai pievieno Gomora skelumu izskata (4.2.9).

Lemma 4.2.1. Ja Gomora skelums (4.2.9) tiek pievienots uzdevuma
(4.2.2) simpleksa nosleguma tabulai, tad
1) no pielaujamo planu kopas netiek izslegti nekadi plani ar veselajam ko-
ordinatam;
2) jauna simpleksa tabula ir bazes tabula, kas nav pielaujama tiesajam uzde-
vumam, ja b; nav vesels skaitlis, bet ta ir pielaujama dualajam uzdevumam.
Pieradijjums. Fakts, ka, pievienojot Gomora skelumu (4.2.9) uzde-
vuma (4.2.2) simpleksa nosleguma tabulai, no pielaujamo planu kopas netiek
izslegti nekadi plani ar veselajam koordinatam, seko no secinajuma, ka Sis
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skelums ir dota uzdevuma (4.2.1) noapalojums lidz veselajiem skaitliem. Jau-
nais mainigais s ir jauns bazes mainigais un kopa ar optimalo bazi 39 veido
jauno bazi. Ja b; nav vesels skaitlis, tad {b;} > 0, tapec bazes atrisinajuma
s = —{b;}, no Sejienes seko, ka §is mainigais ir nepielaujams tiesajam uzde-
vumam, bet tas ir pielaujams dualajam uzdevumam, jo novertejumu rinda
nav izmainijusies. m

No Lemmas 4.2.1 seko, ka rikoties talak — jaizmanto duala simpleksa
algoritms; ta rezultata pec vienas vai vairakam bazes mainam nonaksim pie
jauna atrisinajuma vai arl naksies secinat, ka tieSais uzdevums nav pielaujams.
ST pedeja iespeja norada uz to, ka sakuma linearas programmesanas uzdevu-
mam veselos skaitlos nav neviena pielaujama punkta ar veselam koordinatam.

Piemers 4.2.1. Apskatisim sadu linearas programmesanas uzdevumu
veselos skaitlos
max(x; + 2xg)

3I1 -+ 41’2 S 12,

- + 2.732 S 2,
T1, Tg > 0,
1, To — veseli skaitli
T2 4
3 o o o o

0 1 2 3 4 m
4.2.2.7im. Pirmais optimalais plans z*! ¢ Z2.

Ta ka dotaja uzdevuma ir tikai divi nezinamie, tad vienlaicigi ar algeb-
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risko risinajumu ir iespejams sekot lidzi uzdevuma geometriskajai interpretacijai.
Protams, realitate konkreto uzdevumu risinat ar Gamora metodi ir tikpat
ka saut uz zvirbuliem ar lielgabalu, bet lasitaja izpratnes veicinasanai der
tiesi salidzinosi vienkarsi piemeéri. Tatad sakotnejas situacijas geometriska
ilustracija ir redzama 4.2.2.zimejuma.

Atrisinasim dota uzdevuma atbilstoso linearas programmeésanas uzde-
vumu bez nosacijuma par atrisinajumu veselos skaitlos ar simpleksa metodi!
Vispirms veiksim pareju uz kanonisko formu

max(x; + 2x9)

3%1 -+ 4%2 + v = 12,
- + 2132 + vy = 2,

Z1, T2, V1, U2 Z 0.

Sastadisim simpleksa pirmo tabulu un veiksim talakas iteracijas ar simpleksa
algoritmu, kamer atradisim atrisinajumu.

b | a' a® ot 0?
T 0l-1 -2 0 O
o o' [12]13 4 1 0
vl 21-1 2 0 1
blat a*> o' 0
410 -2 L1 0
W= i §3 % 0
10
U2 6 0 3 3 1
b | a' a®> o' 0
76 p) T
%1 g 0 2 T
TG — 3 5 5
ad |21 0o L -2
a® g 0 1 NAEY
5 10 10

legita atrisinajuma z*! = (%, % abas koordinatas nav veseli skaitli. Noskaidrosim,

kads izskatas Gomora skeluma nosacijums, kurs japievieno simpleksa tabulai
T®). Principa te ir vairakas iespéjas; més veiksim izmainas attieciba pret
pirmo koordinatu (var arl pret otro koordinatu, ka arl pret merka funkcijas
vertibu).

8 1 2

T =T+ U — S,

) 5 )
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8 1 2
{5} < {1}z + {g} v1 + {—g} Vg,
3 1 3
g S 5’01 + 51)2, (4210)
izmantojot formulu (4.2.9), secinam, ka japievieno simpleksa tabulai sada
rinda
3 1 3 n
— = ——v; — Vs + 5.
5 FULT g2 T s
Jauna tabula ir sada
b |at a®> o' ? st
26 2 T
/ 210 0 ¢ : 0
T = GJ 211 0 I -2 0
I I N A
L5, 0, 10

No nevienadibas (4.2.10) var izsecinat, kadu ierobezojumu esam pielikusi

klat sakotnejai sistemai (citiem vardiem sakot, ko esam noskelusi nost no
sakotnejas pielaujamo planu kopas):

__ 12 3

gg é’Ul—FgUQ:%(12-31’1—41’2)+%(2+$1—2$2) =
E—5$1—%I2+g+%l‘1—g$2:1—58—21‘2 =
:>(L’2§%

Zimejuma tas izskatisies sadi:

T2 4
3 b o o o o
."/‘
."/
2 ° :L‘/ o o
0 1 2 3 40 1

4.2.3. zim.
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No 4.2.3.zimejuma redzams, ka pielaujamo planu kopas augseja labas
puses virsotne nav ar veselam koordinatam, tatad Sis nebus vienigais Go-
mori Skelums.

Simpleksa tabula 7" nav pielaujama tiesajam uzdevumam, bet ta ir
pielaujama dualajam uzdevumam. Tad jaapmaina s! ar v! vai v?:

2-5
=3

5-(—1)‘_2>‘m

tatad s! samainisim ar v2. Iegtisim tabulu

15 '1

bla' a® o' 0? st

500 0 3 0 &

TW= "al2[1 0 § 0 -2
aZl2/0 1 0 0 3
170 0 3 1 -3

legtita atrisinajuma r*? = (2, % otra koordinata nav vesels skaitlis. Noskaidrosim,

kads izskatas Gomora skeluma nosacijums, kurs japievieno simpleksa tabulai

TW,
3 ot 1
2 = T2 2817

—_
—_

- < -5

272
izmantojot formulu (4.2.9), secinam, ka japievieno simpleksa tabulai sada
rinda

1 B 1 n
2 = 281 S9.
Jauna tabula ir sada
b |a' a® ot ?r st &P
5/0 0 & 0 3 0
T 1 2

(4)/ _ a 2 ]_ 0 g 0 _g O
g a2 210 1 0 0 5 0
v? 1 0O 0 % 1 —g 0
52 —% O 0 0 O —% 1
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Ko saja gadijuma mes nogriezisim nost no pielaujamas atrisinajumu kopas?

R R I PRI
=3 4+ L(12 -3z —4daa) + 52+ 3 —209) =3 —ap =<1

Zimejuma tas izskatisies sadi:

T2 4
3 e o o o o
."/‘
e
."/
2 o wge/ ) )
“‘/"’/“.““"m ‘. x*z
P B ,
14— o
0 1 2 3 45 m
4.2.3. zim.

Ar duala simpleksa algoritmu tabula 7™’ samainisim s? ar s':

b |at a2 o' v? st §?
2 T 2
=10 0 £ 0 O £
al g 1 0 i 0 0 1
TG) — 3 3 3
a2 1/10 1 0 0 0 1
8 1 10
st11]10 0 0 0 1 -2

legiitajam atrisinajumam z*3 = (%, 1 pirma koordinata nav vesels skaitlis.
Atkal janoskaidro, kads izskatas Gomora skeluma nosacijums, kurs japievieno
simpleksa tabulai 7).
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2 1 2
- < -v; + =5
3=3 "3
izmantojot formulu (4.2.9), secinam, ka japievieno simpleksa tabulai sada
rinda

2 1 2 .
—— = ——0; — =S8 S3.
3 3 1 3 2 3
Jauna tabula ir sada
b |at a® o' ? st 2§
17 T 2
5 0O 0 3 0O O 3 0
/| 511 0 5 0 0 -3 O
TG = ¢ 110 1 0 0 0 1 0
8 1 10
st 1 0 0 0 0 1 -2 0
2 1 2

Meginasim noskaidrot, ko Saja gadijuma nozime jaunais ierobezojums:
% S %’Ul + %82 = %(12 — 333'1 — 4372) + %(_% + %51) =

:4—1'1—%1‘2—%+%(3—2$2):1—;—I1—2$2 = 21+ 229 < 4

Zimejuma tas izskatisies sadi:

L2
2
1
0 1 2 3 4\\ xl

4.2.4.71m.

3

Tabula 7" jasamaina s® ar v', nosléguma tabula ir
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blat a2 o' 0?2 st s 0§38
410 0 0 O 0 0 1
a' |2
TO = @21
v? | 2
st |1
vl | 2

Saja tabula neesam centusies aizpildit matricas rindinas, jo novertéjumu
rinda un kolonna visi skaitli ir pozitivi, ka arl atrastais atrisinajums z* =
r* = (2,1) ir ar veselam koordinatam, merka funkcijas vertiba ir 4.

Labi apskatot 4.2.4.zimejumu varam pamanit, ka vertibu 4 merka funkcija
sasniedz arT ar planu (4,0). Veicot pareju no T®)" uz T® mums bija iespeja
izveleties, varéjam mainit arl s® ar s!, péc Blenda algoritma mainijam s3
ar v!. Lasitajs var parbaudit pats, vai, veicot citu mainu, tiktu iegiits otrs
atrisinajums. m



NODALA 5
ALGORITMU SAREZGITIBA

5.1 IZREKINAMIBA UN LAIKA NOVER-
TEJUMI

Saja lekciju konspekta nodala tiks saisinati atreferéti rezultati un secinajumi
no C.H.Papadimitriou gramatas ”Combinatorial optimization: Algorithms
and Complexity” 5.nodalas (izdevnieciba Prentice-Hall, Inc., 1982, vai krievu
valoda Maskava, izdevnieciba Mir, 1985).

Simpleksa algoritma plass lietojums ar simtiem un tukstosiem mainigo
kluva iespejams pateicoties skaitlojamajam masmam. Vai eksiste skaitlojamo
masimu iespeju robeza? Acimredzami, ka dators nevar izpildit nekorekti for-
muletus nematematiskus uzdevumus, pieméram, atrisinat energetikas prob-
lemu vai parspet cilvekus aspratiba. Skaitlojama masina var izpildit tikai
algoritmus, t.i., precizu un viennozimigi saprotamu komandu virkni, ar kuras
palidzibu tiek atrisinati patvaligi stingri noteikti izskaitlojami uzdevumi.
Tipisks algoritms, piemeram, ir metode, ka izpildit aritmetiskas darbibas
ar veseliem skaitliem decimalaja sistema. Tas ir precizas metodes, kuras
var lietot jebkuriem veseliem skaitliem pec patikas lieliem, un tas ir korek-
tas metodes tada nozime, ka garante pareizas atbildes iegtiSanu ar galigu
solu skaitu. Sie soli ir tik burtiski aprakstiti, ka tos var uzticet masiai. Ma-
nipulacijas ar simboliem 1936.gada aprakstija anglu matematikis A. M. Turing
un matematiskais objekts tika nosaukts par Tjuringa masinu. Bet vai eksiste
tadi matematiski korekti uzdevumi, kuriem nav algoritma atrisinajumam?
Tjurings ir pieradijis, ka tadi eksiste. Tipisks piemers ir apstasanas problema:
noskaidrot konkrétai programmai un dotiem ieejas datiem, vai programma
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beigs darbu. Tjurings ir pieradijis, ka neeksiste tads algoritms, kurs spetu
korekti atrisinat visus specialgadijumus sadam uzdevumam.

Linearas programmeésanas uzdevumi ir izrekinami; citiem vardiem, eksiste
tads algoritms, kas korekti atrisina jebkuru §1 uzdevuma specialgadijumu.
Tomer ar to ne vienmer pietiek, lai algoritmu uzskatitu par labu; var izradities,

ritms ir nederigs.

Piemers 5.1.1. Komivojaziera uzdevums acimredzami ir atrisinams,
jo katru individualu komivojaziera uzdevumu var atrisinat, atrodot labako
celu galiga skaita celu kopa. Tadejadi skaitlojama masina var atrisinat jeb-
kuru individualu komivojaziera uzdevumu, sistematiski apskatot visus celus,
izskaitlojot visus to garumus un izveloties starp tiem 1sako.

n pilsetu celu skaits ir (”;1)!, tapec aprakstitais algoritms skaitlojamajai
masinai prasis apmeram n! solus (elementaras komandas). Videja izmera
komivojaziera uzdevums (pieméram, ar 50 pilsétam) ar visu celu caurskatisanas
algoritmu prasttu loti daudz laika pat pie visoptimistiskakajam skaitlojamo
masinu atrumu prognozem (50! ir skaitlis ar apmeéram 65 zimem). m

Viens no popularakajiem algoritmu darba kvalitates meriem ir laika in-
tervals, kads ir nepieciesams lidz gala atbildes iegtuisanai. Analizejot algorit-
mus, Saja nodala algoritmu darba laiks bus izteikts ar elementaro solu (arit-
metiskas operacijas, salidzinasana, sazarosanas komanda, utt.) skaitu, kas
nepiecieSams algoritma izpildei uz jebkadas patvaligas skaitlojamas masinas;
citiem vardiem sakot, pienemsim, ka elementars solis prasa vienu laika vienibu.

Solu skaits, kas javeic algoritmam, nav vienads pat vienam uzdevuma
tipam. Piemeram, simpleksa algoritma solu skaits, lai atrisinatu linearas
programmesanas uzdevumu

max < c¢,r >
Ar <b, x>0,

var butiski mainities atkariba no parametriem A, b un ¢ pat ja to izmeri ir
nemainigi. Ekstremala gadijuma, ja ¢ < 0, sakotnéjais atbalsta plans ir op-
timals un tapec nav javeic nekadas bazes vektoru mainas, bet pie citam para-
metru vertibam, lai sasniegtu optimalo planu, var biit nepieciesams izpildit
nozimigu skaitu iteraciju.

Lai nogludinatu tadus izteiktus kontrastus algoritma uzvediba, apskatisim
visus algoritma uzvedibas iespejamos gadijumus kopa pie dotiem datiem,
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kuru izmers ir n, un definesim algoritma sareZgitibu Sim izmeram ka algoritma
solu skaitu pasa sliktakaja gadijuma. Tada situacija algoritma sarezgitiba
biis funkcija no datu izméra n un bis, pieméram, $ada izskata: 10n3, 2" vai
nlog, n.

Petot algoritmu sarezgitibu, biezi vien interesejas tikai par algoritma
uzvedibu, kad solu skaits ir loti liels, jo tiesi Sie skaitli nosaka robezas al-
goritma iespejam. Atgkiribu starp algoritmu sarezgitibu 10n® un 9n3 var
padarit nebtitisku ar tehnologijas sasniegumu palidzibu, palielinot skaitlojamas
masinas atrumu desmitkartigi. No otras puses, leni augosi saskaitamie (tadi
ka 5n novertejuma n log, n+5n) tiks pilniba dzésti ar atrak augosiem saskai-
tamajiem, ja n bus pietiekosi liels (n > 1000). Tadejadi mus interese algo-
ritma sarezgitibas augSanas atrums.

Definicija 5.1.1. Piegemsim, ka f(n) un g(n) ir funkcijas, kas definétas
naturalo skaitlu kopa un kuru vertibas ir pozitivi reali skaitli.

a) Rakstisim f(n) = O(g(n)), ja eksisté tada konstante ¢ > 0, ka
f(n) < cg(n) pietiekosi lieliem n.

b) Rakstisim f(n) = Q(g(n)), ja eksiste tada konstante ¢ > 0, ka
f(n) > cg(n) pietiekosi lieliem n.

c) Rakstisim f(n) = O(g(n)), ja eksiste tadas konstantes ¢, ¢ > 0, ka
cg(n) < f(n) < dg(n) pietiekosi lieliem n.

Attieciba © ir ekvivalences tipa attieciba. Ekvivalences klasi attieciba
pret So attiecibu, kas satur f(n) (t.i., visu tadu funkciju g(n) kopu, kuras
f(n) =06(g(n))), sauc par f(n) augsanas atrumau.

Izmantojot tikko izveidoto jedzienu, algoritma sarezgitibas augSanas atrumu
var novertét no augsas, izmantojot tadu izteicienu, ka, piemeéram, ”prasa
laiku O(n?) 7.

Mes velamies izmerit algoritma sarezgitibu, ja dota ieejas datu funkcija.
Varam pienemt, ka algoritma sakuma ievada ir simbolu virkne, kas nosaka
ieejas izmeru. Definesim ieejas izmeru ka §is virknes garumu, t.i., simbolu
skaitu Saja virkne.

Piemers 5.1.2. Kads ir linearas programmesanas uzdevuma izmers?

Uzskatisim, ka matricas A elementi un vektoru b un ¢ koordinatas ir veseli
skaitli. Tapec par linearas programmeésanas uzdevuma izmeru var uzskatit
simbolu skaitu, kas nepiecieSams A, b un c pierakstisanai. Ta ka to var izdarit,
pierakstot matricas elementus binaraja (vai decimalaja) sistéma, izmantojot
atbilstosus atdalitajus tabulas horizontalajam un vertikalajam linijam, tad



POLINOMIALIE ALGORITMI 103

linearas programmesanas ar matricu m X n izmers ir
O(mn + [logy | P]),

kur ar [x] tiek apziméts mazakais veselais skaitlis, kas lielaks vai vienads ar
realo skaitli x, bet P ir visu nenulles koeficientu reizinajums.

Simpleksa algoritms ietver sevi sakuma soli un pec tam vairakas iteracijas.
Ja matricas A izmeri ir m X n, tad sakuma solis prasa O(mn) aritmetiskas
operacijas. Analogiski katru iteraciju var apskatit ka matricas reizinajumu
ar vektoru, t.i., to var izpildit, veicot O(mn) aritmetiskas operacijas. Ja
ieciklosanas ir noversta, tad simpleksa algoritms pasa sliktakaja gadijuma
var parstaigat visus atbalsta planus, kuru skaits neparsniedz C*". Lai
cik tas divaini arl neizklausitos, realitate ar tik sliktiem uzdevumiem neiznak
saskarties, tomer, veicot algoritmu sarezgitibas novertejumus, mes rekinamies
ar teoretiski iespejamo pasu sliktako gadijumu. m

5.2 POLINOMIALIE ALGORITMI

Skaitlojamo zinatnu specialistu vidu Sobrid valda uzskats, ka algoritms ir
praktiski derigs (izskaitlojams) tikai tani gadijuma, ja ta sarezgitiba aug
polinomiali attieciba pret ieejas izmeéru. Pieméram, derigi algoritmi ir ar
sarezgitibu O(n) vai O(n?) (ieverojiet, ka polinomialo atruma pieaugumu
pilniba nosaka polinoma pakape!). Tapat pielaujami tadi algoritmi, kuru
sarezg1tiba nav izsakama ar polinomu, bet ir ierobezota ar polinomu, piemeram,

n?5 vai nlogy n.
funkcija aptuvenas vertibas
n 10 100 1000
nlog,n 33 664 9966
n? 1000 1 000 000 10°
105n8 10 10% 1030
2m 1024 1.27 x 10%Y | 1.05 x 10°%
nlos2n 2099 1.93 x 10'3 | 7.89 x 10%
n! 3628800 10158 4 x 102567

5.2.1.tabula. Polinomialo un eksponensialo funkciju augsana.

Lai labak saprastu polinomiali ierobezoto algoritmu klases prieksrocibas,
apskatisim tadus algoritmus, kuru sarezgitiba pietiekosi lieliem n parsniedz
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jebkuru polinomialo novertejumu. Parasti sadus algoritmus sauc par ek-
sponensialiem, jo 2™ ir viens no nepolinomialo algoritmu atruma mera pa-
raugiem. Citi piemeri eksponensiala atruma novertejumam ir k™ (pie jebkura
fikseta k > 1), n!, 2”2, n™ un n'°82". Acimredzami, ka reize ar ieejas izmera
palielinasanos jebkurs polinomialais algoritms klust efektivaks par jebkuru
eksponensialo algoritmu, tas labi redzams 5.2.1.tabula.

Cita pozitiva 1pasiba polinomialajiem algoritmiem slepjas tant apstakli ,
ka sie algoritmi kaut kada nozime labak izmanto tehnologiju iespéjas. Piemeéram,
katru reizi, kad tehnologiskie sasniegumi lauj palielinat skaitlojamo masmu
atrumu par 10 reizem, lielakais uzdevuma izmers, ko var izrekinat ar poli-
nomialo algoritmu teiksim stundas laika, tiek pareizinats ar konstanti starp
1 un 10, bet eksponensialo algoritmu gadijuma uzdevumu izmeri pieaug tikai
par aditivu konstanti, kuru Sis algoritms var izrekinat fikseta laika momenta
(5.2.2.tabula).

funkeija izmers, ko var izmers, ja atrums
atrisinat viena diena palielinas 10 reizes
n 1012 101
nlog, n 0.948 x 101! 0.87 x 1012
n? 108 3.16 x 10°
n? 104 2.15 x 10*
108n* 10 18
2" 40 43
10" 12 13
nlos2n 79 95
n! 14 15

5.2.2.tabula. Polinomialais algoritms labak izmanto tehnologiju
sasniegumus.

Un vel viena polinomialo algoritmu svariga ipasiba ir ta, ka tie ir ”slegti”
algoritmi: drikst kombinet kopa polinomialos algoritmus vienu ar otru, lai
atrisinatu viena uzdevuma dazadus specialgadijumus; viens polinomialais al-
goritms var izsaukt citu ka apaksSprogrammu; rezultata kopuma viss algo-
ritms paliks polinomials.

Lai noteiktu, kuri algoritmi ir polinomiali un kuri eksponensiali, Tpasi uz-
manigiem jabiit taja gadijuma, kad laika novertejums ietver dota uzdevuma
skaitliskos ievaddatus.



ELIPSOIDA ALGORITMS 105

Bet vai algoritms ar novertejumu n®® bus praktiski risinams uzdevums?
Ticami, ka ne, jo jau pie uzdevuma ar izmeru n = 3 laiks, kas nepiecieSams
uzdevuma atrisinasanai ar Sadu polinomialo algoritmu, ir loti liels un var
izradities, ka kaut kads eksponencialais algoritms strada daudz labak pie
visiem sapratigiem ieejas izmeriem. Tapec teikt, ka polinomialie algoritmi
ir visas situacijas labaki par eksponencialajiem, nav pareizi. Tacu Sim ap-
galvojumam pret1 stajas pieredze. Ja uzdevumam tiek atrasts kaut kads poli-
nomialais algoritms, ta uzreiz rodas iespejas samazinat polinoma pakapi, jo
dazadi petnieki uzlabo algoritma ideju. Parasti nosleguma tiek iegiits atruma
novertejums O(n?) vai pat labaks. Eksponensialie algoritmi pilnigi preteji
prakse prasa tikpat daudz laika ka teorija un no tiem censas atbrivoties,
tikko tiek atrasts uzdevumam polinomialais algoritms.

Tomer sie empiriskie noteikumi nav universiali un dazos gadijumos var
izradities pilnigi aplami. Talak mes apskatisim simpleksa algoritmu un ne
parak sen atklato polinomialo algoritmu linearas programmesanas uzdevu-
mam. Rezultata bus jasecina, ka NEVAR teikt — polinomials algoritms un
praktisks algoritms ir sinonimi.

Apgalvojums 5.2.1. Simpleksa algoritms nav polinomials, tas ir ekspo-
nensials algoritms O(2%) (d — nezinamo skaits).

5.3 ELIPSOIDA ALGORITMS

1979.gada pavasari padomju matematikis L. G.Hacijans publiceja pieradijumu,
ka ir tads linearas programmesanas uzdevuma algoritms, kurs ir polinomials.
Sis jautajums ilgu laiku bija atklats. Hacijana rezultats ir balstits uz citu
padomju matematiku darbiem par nelinearo programmesanu un ir pilnigi
atskirigs no ieprieksejam linearas programmesanas uzdevumu analizem.

Atzimesim dazus svarigakos secinajumus.

Definesim uzdevumu par linearam nevienadibam sadi: dotai m x n ma-
tricai A un m-dimensiju vektoram b janoskaidro, vai eksiste tads n-dimensiju
vektors z, ka Ar <b.

Teorema 5.3.1. Linearas programmesanas uzdevumam kanoniskaja forma
eksiste polinomials algoritms tad un tikai tad, ja eksiste polinomials algoritms
uzdevumam par linearam nevienadibam.

Apskatisim vel vienu uzdevumu — uzdevumu par stingrajam linearajam
nevienadibam: dotai mxn matricai A un m-dimensiju vektoram b janoskaidro,
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vai eksiste tads n-dimensiju vektors x, ka Az < b.

Sekas 5.3.1. Ja eksiste polinomialais algoritms uzdevumam par stin-
grajam linearajam nevienadibam, tad eksisté polinomials algoritms uzdevu-
mam par linearam nevienadibam.

Pamatideja elipsoida algoritmam ir samera vienkarsa. Algoritms sastav
no iteracijam. Pielaujamo planu kopa tiek izveidota ka elipsoids, kurs satur
kaut kadu uzdevuma par stingrajam linearajam nevienadibam atrisinajumu
(ja tads vispar eksiste). Iteracija sastav no tekosa elipsoida aizmainiSanas ar
mazaku elipsoidu, kurs satur uzdevuma par stingrajam linearajam nevienadibam
atrisinajumu. Pec noteikta daudzuma iteracijam tiek atrasts atrisinajums vai
tiek konstatets, ka atrisinajums neeksiste.

Elipsoida algoritms ir polinomials, tapec var apgalvot

Teorema 5.3.2. Linearas programmesanas uzdevumam eksiste poli-
nomials algoritms.

Diemzel praktiski elipsoida algoritms ir loti jiitigs pret noapalosanas klidam
un tapec prakse netiek lietots. Tani pasa laika simpleksa algoritms strada
nevainojami praktiski visas situacijas. Un ka tas tika atzimeéts jau ieprieks,
tad prakse ar pasiem sliktakajiem gadijumiem neiznak saskarties, tapec pasi
sliktakie 81 eksponensiala algoritma novertejumi netiek konstateti.



