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LEKCIJA NR. 1

KAS IR SPELU TEORIJA?

Kursa prasibas
Ievads spelu teorija
Cietuma dilemma

Kursa prasibas

Pec sekmigi apguta kursa, jaspej orienteties kursa apliikotajos jedzienos un
atskirt apskatitos spelu teorijas modelus. Japrot risinat atbilstosa rakstura
uzdevumus.

PRASIBAS KREDITPUNKTU IEGUSANAI

1. Laika lidz eksamenam jaatrada visu majas darbu atrisinajumi rokrak-
sta - 10%.

2. Nosleguma kontroldarba javeic rakstisks tests (teoretiski un praktiski
jautajumi un uzdevumi par semestri apguto), kura vertéjums nosaka gala
atzimi par 90%.
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Ievads spelu teorija

Spelu teorija ir matematikas nozare, kas peta optimalas lemumu pienemsanas
metodes konfliktsituacijas. Konflikta matematiskais modelis apraksta divu
vai vairaku ta dalibnieku (spelétaju) savstarpejo pretdarbibu, kas izpauzas to
ar visu speletaju vai koalicijas strategiju kopam un to veidotajam situacijam.

Tatad spelu teorija ir matematiskas teorijas nozare par lemumu pienemsanu
konflikta situacijas. Vienkarsakie lemumu pienemsanas modeli tiek apskatiti
matematiskas analizes un optimizacijas kursos. Sajos modelos persona, kas
pienem lemumu, izvelas savu ricibu no kaut kadas strategiju kopas (piemeéram,
razoSanas planu kopas). Tiek uzskatits, ka ir dota merka funkcija, kura
atspogulo lemumu pienemosas personas viedokli, un ta ir atkariga no $is per-
sonas izveletas strateégijas (piemeram, pelnas funkcija ir atkariga no izveleta
razoSanas plana). Lemuma pienemsanas uzdevuins ir izveléeties tadu strategiju,
kas dotu merka funkcijas maksimumu. Konflikta situacijas, kas tiek ap-
skatitas spelu teorija, atskiras ar to, ka lemumu pienem nevis viens individs,
bet gan vairaki dalibnieki, un merka (ieguvumu) funkcija katram individam

Strategiskas speles nesastav no gadijuma gajieniem (ka tas ir azartspeles —
kaulinu speles, rulete, utt.), bet tajas katrs speletajs var ar sapratigu ricibu
tuvoties maksimalajam laimestam.

Spelu klasifikacija tiek veikta pec :

* speletaju skaita,
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* strategiju skaita,

* speletaju savstarpeja mijiedarbibas rakstura,

* vinnesta,

* gajienu skaita,

* informacijas daudzuma.

Pec speletaju skaita: divu un n speletaju speles. Divu speletaju speles ir
labi izpetitas; parejas mazak.

Peéc strategiju skaita: galigas un bezgaligas spéles. Ja spéle visiem speletajiem
ir galigs skaits strategiju, tad spele ir galiga. Ja kaut vienam speletajam ir
bezgaligi daudz strategiju, tad ta ir bezgaliga spele.

Peéc mijiedarbibas rakstura: bezkoaliciju (nekooperativas) speles (speléetajiem
nav iespéjams izveidot koalicijas, ligumus, vienoties, utt.); koaliciju (koop-
erativas) speles, kuras notiek vienosanas.

Péc vinnests rakstura: speles ar nulles summu (kopgjais speletaju kapitals
nemainas, bet tiek pardalits starp speléetajiem; visu speletaju vinnests ir 0)
un speles ar nenulles summu.

Pec vinnesta funkcijas veida: matricu, bimatricu, nepartrauktas, izliek-
tas, u.c.

Matricu spele: galiga divu speletaju spele ar nulles summu, kura pirma
speletaja vinnests tiek izvietots matrica. Matricu spelem ir pieradits, ka ka-
trai no tam ir atrisinajums un tas var parveidot par linearas programmesanas
uzdevumu.

Bimatricu spele: galiga divu speletaju spele ar nenulles summu, kura
katra speletaja vinnests (ieguvums) tiek uzdots ar atsevisku matricu.

Nepartrauktas spéles: vinnesta (ieguvuma) funkcija katram speletajam ir
nepartraukta. Pieradits, ka
v s1s klases spelem eksiste atrisinajums, bet nav izstradatas praktiskas metodes
to atrasanai.

Ja vinnesta (ieguvuma) funkcija ir izliekta, tad speli sauc par izliektu
speli. Stm spelem ir izstradata laba metodika.

Pec ta, vai ieprieksgjas situacijas (gajieni, stratégijas) ir zinamas pilnigi
vai daleji, izskir speles ar pilnigu informaciju (Sahs, dambrete) vai daleju
informaciju (domino, karsu speles).

Spelu teorijas ka matematiskas disciplinas dzimsSanu var attiecinat uz
1654.gada 29.julija B.Pascal rakstito vestuli P.Fermat, kuru uzskata par
matematiskas varbutibu teorijas sakumu. Talakaja attistiba atseviskas ide-
jas, kuras var uzskatit par teoretiskam, ir izteikusi 1712.gada Waldegrave
(optimalo jaukto stratégiju atrasana), 1732.gada D.Bernoulli (" Péterburgas
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speles” analize), 1814.gada P. Laplace (optimalitates principi), 1888.gada J. Bertrand
(bekera speles teoretiska analize). Daudzi spelu teorétiskie aspekti pec butibas
tika apskatiti ekvivalentas formas citas matematikas disciplinas: par labakajiem
tuvinajumiem (P.Cebisevs), izliekto daudzskaldnu geometrija (H. Minkowski),
linearo nevienadibu teorija (FE.Stiemke). 1911.gada FE.Zermelo aprakstija
speles teoretisko pieeju Saha spelei, bet 1921.gada F. Borel uzsaka sistematiskus
matricu spelu petijumus, pieradot dazos gadijumos jaukto stratagiju opti-
malitates eksistenci. 1928.gada iznaca J.von Neumann darbs 7 Strategisko
spelu teorija”, kas saturéja pamatidejas miusdienigai spélu teorijai. Sis idejas
talak tika izstradatas J.von Neumann un O.Morgenstern 1944.gada gramata
”Spelu un ekonomiskas uzvedibas teorija” — to uzskata arl par spelu teorijas
ka sistematiskas matematiskas teorijas izveidoSanas gadu. 1950.gada John
Nash define optimalas strategijas jedzienu, dod lidzsvara definiciju, kas tagad
pazistama ar nosaukumu Nesa lidzsvars (J. Nash ir Nobela premijas laureats,
2001.gada par vinu uznemta makslas filma ” A Beautiful Mind”). 1970.gada
J.Smith atradis spelu teorijai lietojumus biologija. T.Schelling un R. Aumann
vardi spelu teorija ierakstiti nesen, 2005.gada veikti vinu pétijjumi par ta
saucamajiem dinamiskajiem modeliem.

Spelu teorijas pieeju un metodes izmanto matematiskaja statistika, operaciju
peétisana, ekonomiskajos petijumos un kara zinatne. Spelu teorijas sakotnéjas
attistibas pamata bija uzdevumi par optimalo ricibu ekonomika konkurences
apstaklos (firmu cma par noieta tirgiem, oligopols, cenu veidosanas, reklamas
planosana, birzas operacijas, u.c.). Ar spelu teoriju apraksta individu masveida
izturesanos (iedzivotaju migracija, biologiska eksistence). Ar spelu teoriju
risinami art daudzi planveida ekonomikas jautajumi: razosanas vadibas cen-
tralizacija un decentralizacija, optimala planosana daudzu faktoru raditas
nenoteiktibas apstaklos, sociala planosana un prognozesana.

Cietuma dilemma (Prisoner’s Dilemma)

Daudzus spelu teorijai raksturigus jedzienus atklaj ta saucama cietuma dilemma.
Nokerti divi noziedznieki. Serifs ir parliecinats, ka vini abi piedalijusies
lielas bankas aplaupiSana, tacu nav nekadu pieradzjumu. Serifs zina, ka ka-
tram no noziedzniekiem ir divas iespejas: atzities aplaupiSana vai neatzities.
Serifs ievieto noziedzniekus katru sava kamera un katram no viniem saka
sekojoso: 7 Ja tu neatzisies un tavs biedrs neatzisies, tad jus abi izcietisiet 3
menesus cietumsodu; ja tu neatzisies, bet tavs biedrs atzisies, tad tu sanpemsi
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10 gadus cietumsodu, bet vins staigas briviba; ja tu atzisies, bet vins ne, tad
otradi — tu staigasi briviba, bet vins cietis sodu; ja nu jus abi atzisieties, tad
abi dabusiet § gadus cietumsodu.”

Ka rikosies nokertie noziedznieki?

Abus noziedzniekus més varam aplukot ka speles dalibniekus jeb speletajus.
Katram speletajam ¢ (i = 1,2) ir iespejamas divas tiras stratégijas s;:

neatzities (strategija s;1, ¢ = 1,2) un
atzities (stratégija s;, i = 1,2).

veidosies noteikta stratégiju kombinacija ka paris s = (s1, $2). Pavisam kopa
ir iespgjamas 4 tiro stratégiju kombinacijas (2 x 2). Katrai kombinacijai s
var piekartot atbilstosu notikumu e(s) — gadu skaitu, kadu noziedzniekiem
vajadzes pavadit cietuma. Speli ar iespéjamajiem notikumiem e(s) varam
attelot ar matricu ka 1.1.zimejuma.

2.speletajs neatzities atzities
1.speletajs So1 S99

neatzities ;8. lspeletajam 10g. 1.speletajam

S11 ig, 2.speletajam Og. 2.speletajam
atzities Og. 1.speletajam 8g. l.speletajam
512 10g. 2.speletajam 8g. 2.speletajam

1.1.7z1m.

Speles aprakstu, kas dots ar matricas palidzibu, sauc par spéles normalformu
vai stratégisko spéles formu. Abi noziedznieki izvelas strategiju vienlaicigi,
nezinot, ko izvelesies otrs speletajs. Komunikacija starp abiem nav iespejama.
Sadu speli sauc par nekooperativu.

Spele ir dota, ja més varam katram speletajam uzradit vina prieksrocibu
sakartojumu, t.i., varam novertet speletaju attieksmi pret gaidamajiem notiku-
miem. Konkretaja cietuma dilemmas situacija speletajiem ir jaizskiras par
pavadamo laiku cietuma. Dabiski butu pienemt, ka neviens no noziedzniekiem
nevelas tur atrasties vai, ja tas tomér draud, velas tur pavadit pec iespejas
1saku laiku posmu. Tadejadi katram speletajam ¢, 2 = 1, 2, iespejams katram
no gaidamajiem notikumiem e(s) € E piekartot lietderibas indeksu u;(e). Li-
etderibas indeksi tiek izveleti atkariba no ta, cik ilgs laiks japavada cietuma;
jo 1saks laiks, jo indekss lielaks. Ta ka strategiju kombinacijai s € S vien-
nozimigi piekartots notikums e € E (veidojas funkcija e(s)), tad katram s
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varam
viennozimigi piekartot atbilstosu ieguvumu funkciju u;(s) ar lietderibas in-
deksu palidzibu.

Dotaja cietuma dilemmas situacija lietderibas indeksus mes varetu izveleties,
piemeram, Sadus:

ur(0,10) =4 uy(10,0) = 4
w(h =3 (b =3
U1(8, 8) =2 U2(8, 8) =2
ul(l0,0) =1 UQ(O, 10) =1

Atbilstosa ieguvumu matrica paradita 1.2.zimejuma.

2.speletajs
1.speletajs s | o2
S11 (3, 3) (1, 4)
S12 4,1) | (2,2)

1.2.71m.

Noziedznieki, meklejot labako atrisinajumu Serifa piedavataja, spriedis
ta:

”Es nezinu, ko daris mans biedrs, bet katra zina par mani vins nedomas
— katram sava ada tuvaka. Ja vins neatzisies, tad man labak butu atzities —
tiksu briviba; savukart, ja vins sadoma atzities, tad man ar1 labak ir atzities
— 8 gadi tomer ir mazak neka 10.”

Un ta abi noziedznieki izvelesies strategiju "atzities”. Pirmaja bridt
tas var likties parsteidzosi, jo, Jus teiksiet, tas tacu ir skaidri redzams, ka
"neatzities” ir labak, abi vainigie tad dabu tikai 3 ménesus cietumsoda! Tacu,
ja mes apliukojam nekooperativas speles, tad biezi vien atrisinajums ir ne-
gaidits, speletajiem ne pats labakais, ko varbiit iegtitu, ja speletaji kooperetos.
Strategiju, kuru var speletajs visos gadijumos izveleties ka sev optimalako
(labako) neatkarigi no ta, ko dara citi speletaji, sauc par dominéjoso strategiju.
Cietuma dilemma abiem noziezdniekiem ir sada dominejosa strategija, proti,
"atzities”. To pamato ieprieks aprakstitie noziedznieka spriedumi, meklejot
labako atrisinajumu Serifa piedavajuma.

Stratéegija s = (S12, S22) (skatit ieguvumu matricu 1.2.ziméjuma) ir lidzsvara
stavoklis: speletaju stratégiju parim (sja, Se) atbilst ieguvums (2,2); ja
1.speletajs paliek pie savas strategijas sio, tad 2.speletajam nav iespejams
savu stavokli uzlabot: s, ieguvums ir tikai 1. Tapat 1.speletajam nav
iespejams savu stavokli uzlabot, izveloties s11, ja 2.speletajs ir jau izvelejies



Cietuma dilemma (Prisoner’s Dilemma) 9

strategiju soo. Pargjie strategiju pari cietuma dilemma neatrodas lidzsvara
stavokll. Piemeéram, s = (s12, 591): 1.spelétajam nav iespejams uzlabot savu
stavokli, bet 2.speletajam ir iespejams iegut lielaku ieguvumu, ja vins izvelas
strategiju sqo. Par Nesa (Nash) lidzsvaru sauc tadu speletaju strategiju
kombinaciju, pie kuras izveles nevienam no speletajiem nav iespejams iegtit
lielaku ieguvumu, izmainot savu strategiju, bet parejie speletaji paliek pie

dilemmas Nesa lidzsvars.



LEKCIJA NR. 2

SPELU PIEMERI

Kartela noruna
Sabiedriskie labumi
”Dzimumu cma”

Kartela noruna

Ieprieks aprakstitos jedzienus meginasim ilustret ar vairaku piemeru palidzibu.

Divi lielu firmu viena veida produkcijas razotaji satiekas pilseta A, lai
vienotos par kartela izveidi. Lidz $im, izturot sivu konkurenci, abu raZotaju
pelna ir bijusi 10 naudas vientbas. Abi zina, ka pelpu varetu paaugstinat lidz
pat 50 naudas vienibam, ja vien vinge izveidotu karteli: vienotos par produk-
cijas raZosanas sasaurinasany un monopolcenas noteiksanu. Pienemsim, ka
abi raZotagi ir vienojusies par kartela izveidi. Vai vini vardu tures?

Pec atgriesanas majas katrs no razotajiem biroja velreiz pardoma kartela
norunu, spriezot sekojosi: ”Ja mans konkurents norunu tur, tad man ir
iespejams savu pelnu palielinat, ja es razoju vairak neka norunats, t.i., vardu
lauzu. Es varu pelnpu palielinat Iidz pat 100 naudas vienibam, tani pasa laika
manam konkurentam pelna btis 0. No otras puses, ja mans konkurents pats
norunu lauz, tad man daudz drosak ir neturet vardu, jo preteja gadijuma
mana pelna biis 0 un vina 100.”

5921 522
s11 | (50,50) | (0,100)
s12 | (100,0) | (10,10)

2.1.7z1m.
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leguvumu matrica (skatit 2.1.zim.), kur s;; — norunu turét un s;; —
norunu lauzt, ¢+ = 1,2, rada, ka més atkal esam cietuma dilemmas situacija:
ir divi speletaji, divas speletaju strategijas, no kuram “norunu lauzt” ir
domingjosa, un ir viens Nesa lidzsvars (s12, s92). Atskiriba situacijas apraksta
tomer ir — konkurenti speles sakuma paSi vienojas par kartela norunu.
Tomer gala rezultata nekada kooperacija neiznak, jo katrs doma par per-
sonigo labumu. Par norunas lauzsanu razotajiem nekads sods nedraud, toties
norunas turésanas gadijuma, ja otrs tomeér vardu netur, pelpas vispar nav.
Ja, piemeram, kartela noruna tiktu izdarita tresas personas klatbiitne, kas
rapetos par to, lai vards tiktu turets, galarezultats butu strategiju paris
(811, S21), un ciestu pateretaji. Tapec daudzas valstis kartelu norunas ir ar
likumu aizliegtas.

Atcerésimies velreiz cietuma dillemu. Ja nu situacija butu izveidojusies
ta, ka pirms noziedznieku apcietinasanas pasi noziedznieki biitu vienojusies
neatzities. Vai tas rezultatu mainitu? Tacu ne! Sedot kameras, abi izspriestu,
ka labak ir atzities. Citadak butu, ja, teiksim, noziedznieku mafija katru, kas
atzinies, pacenstos nogalinat vai ka citadi nelabveligi ietekmet vina likteni,
t.i., tresa persona uzraudzitu dota varda turesanu.

Sabiedriskie labumi

Sabiedriskie labumi — tie ir tadi labumi (preces), kurus vienlaicigi izmanto
vairakas personas, piemeram, ielas, parki, bibliotekas, veikali, u.c. Izmanto-
jot sabiedrisko labumu, paterctaja ¢ ieguvums neietekmé pateretaja j iegu-
vumu. Viens no svarigakajiem ekonomiskas teorijas pamatizteikumiem skan:
sabiedrisko labumu iekartosana nav iespejama ar privata tirgus palidzibu, jo
noteiktu sabiedrisko labumu var izmantot arl bez iemaksas ta izveidosanai.

Piemeram, divam personam A un B tiek piedavats iekartot sabiedrisko
parku. Parka pilniga iekartosana izmaksatu 120 naudas vienibas. Ja parks
tiktu iekartots, tad gan A, gan B gutu 110 naudas vienibu pelpu. Ja A un B
vienotos par parka ierikosanu, tad katram tas izmaksatu 60 naudas vienibas.
Ja tikai viens butu ar mieru iekartot parku, tad visi izdevumi jasedz vinpam
vienam pasam. Savukart, ja A un B nevienosies par parka izveidosanu, parks
netiks iekartots un nevienam nekas nav jamaksa. Vai parks tiks izveidots?.

leguvumu matrica (starpibas starp izmaksam un pelpu) parka iekartosanas
situacijai dota 2.2.zimejuma.
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521 592
si1 | (50,50) | (—10,110)
S12 (110, —10) (0,0)

2.2.71m.

Strategiju paris (si2, So2) (abiem — neierikot parku) ir speletaju domingjosa
stratégija. Strategiju paris (sio, So2) ir dotas speles Nesa lidzsvars: 1.speletajs
nevar uzlabot savu ieguvumu, izmainot strategiju, jo tad ieguvums bis -10;
2.speletajs arl nevar uzlabot savu ieguvumu, jo So; vinam dos tikai -10. Tatad
parks netiks iertkots. Sis rezultats ir nenoversams tik ilgi, kamér situacija
netiks atkartota un speletajiem nav jasastada vienosanas ligums, ka rezultata
tiktu izvelets strategiju paris (sq1, S21)-

"Dzimumu cina’

Oskars un Tina pusdienlaika nejausi satikusies kafejnica. Vingi nolemj so
vakaru pavadit kopa. Tina ir neparspéjama futbola fane, un vislabpratak
Sovakar vina ietu uz savas iemijotas komandas speli. Oskaram ne visai tik fut-
bols, vins ir liels kino cienitajs un grib Tinu pierunat Sovakar iet uz jaunako
Spilberga filmu. Tina [auj manit, ka vina nelabprat vet uz kino, ipasi viena.
Sarunas laika Oskars paskatas pulksteni un peksni atceras, ka péec neilga latka
vinam 1 sarunata [oti svariga satiksanas. Vins strauji atvadas no Tinas un
saka: 7 Tu esi [oti jauka, mums vajag vel Sovakar satikties.” Ari Tina ir ie-
priecinata. Bet tikai velak abi aptver, ka nav sarunajusi konkretu satiksanas
vietu un ar adresem un telefoniem nav paguvusi apmainities. Uz kurieni lai
vini iet, lai atkal satiktos, — uz futbolu vai kino? Abi zina, ka Tina labak
tetu uz stadionu un Oskars uz kino, bet kopa butu iet ar mieru gan uz vienu,
gan otru vietu. Ka $o jautajumu atrisinat?

Pameginasim noskaidrot Tinas un Oskara attieksmi pret gaidamajiem
notikumiem, nosakot prieksrocibu sakartojumu. Pec Oskara domam abiem
iet uz kino ir daudz labak neka abiem iet uz futbolu (K, K) >o (F,F), ka
ar1 abiem iet uz futbolu ir daudz labak neka skirti katram uz citu vietu:

(FaF) >0 (KaF) =0 (FaK)
Gandriz to pasu var teikt par Tinu, tikai vina prieksroku dod futbolam:

(F’F) >T (K’K) >T (K’F) =T (FaK)
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Piekartojot lietderibas indeksus kaut vai sada veida
UO(K, K) = 10, UO(F,F) = 8, UO(K, F) = UO(F,K) = 6,

UT<F7f) = 10, UT(K7K> =38, UT(KaF) :uT<F7K> =0,

iegusim sekojosu ieguvumu matricu (2.3.zim.):

Tina kino | futbols
Oskars So1 S99
kino — 11 (10,8) | (6,6)
futbols — s15 | (6,6) | (8,10)

2.3.71m.

Atskiriba no ieprieks apskatitajiem gadijumiem Saja nav domingjosas
strategijas, toties ir divi Nesa lidzsvari: strategiju pari (s11, Se1) un (s12, S22),
kas ar1 abi ir labakie atrisinajumi Saja spele. Tomer nav skaidrs, kur§ no
abiem lidzsvariem tiks realizets, ka ar1, vai vispar Saja situacija Iidzsvars tiks
realizets. Tatad uz jautajumu, ka rikoties Tinai un Oskaram, atbildéet nevar.
Protams, situacija ir loti atkariga no konkréto cilveku rakstura ipasibam,
audzinasanas un pienemtajam morales normam sabiedriba. Ta, pieméram,
ja Tma un Oskars dzivo sabiedriba, kur galveno lomu spele viriesi, tad
laikam gan abi satiktos pie kinoteatra. Bet, ja sabiedriba ir pienemts iz-
patikt sievietem, tad satikSanas vieta bus futbola stadions.

Saja pedeja ” dzimumu cipas” piemera abiem spélétajiem nebija domingjosas
stratégijas, toties ieguvumu matrica varejam uzradit divus NeSa lidzsvarus,
par kuru realizaciju gruti spriest. Apskatisim divu speletaju, kuriem ir tris
atskirigas strategijas, ieguvumu matricu 2.4.zimejuma.

S11 (& _8) (1, 1) (_&8)

S12 (1> 1) (2, 2) (L 1)

s13 | (—=8,8) | (1,1) | (8,-8)
2.4.7z21m

Ja pirmais speletajs izvelas strategiju sq;, tad otrajam visizdevigak butu
spelet so3; ja pirmais izvelas sio, tad otrajam visizdevigak biitu spelet sqgo; ja
pirmais izvelas si3, tad otrajam visizdevigak butu spelet so;. Un preteji: ja
otrais speletajs izvelas strategiju soq, tad pirmajam visizdevigak butu spelet
s11; ja otrais speletajs izvelas sgo, tad pirmajam visizdevigak butu spelet
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s12; ja otrais speletajs izvelas so3, tad pirmajam visizdevigak butu spelet
s13. Tatad ar1 Saja spelé nav domingjosSo strategiju nevienam no speletajiem.
Tas nozime, ka spéles atrisinajumu péc domingjoso strategiju principa noteikt
nevar. Arisaja spele ir Nesa lidzsvars (s12, S22), kuram atskiriba no ” dzimumu
cmas” piemera ir liekaka iespeja tikt realizetam, jo Sis lidzsvars Saja spele ir
vienigais.
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SPELES FORMALIZACIJA

Spéles normalforma
Strategiju uzvediba
Lidzsvars

John F.Nash

Speles normalforma

Lidz sim esam apskatijusi dazadas spelu variacijas, tacu pats speles jedziens
precizi pagaidam nav dots, tagad to izdarisim, ka arl definesim dazus citus
jedzienus, kuriem bitiska nozime spelu teorija.

DEFINICIJA. Teiksim, ka ir dota spéle normalforma, ja
1) dota speletaju kopa N = {1,...,n};
2) katram speletajam i € N ir zinama vina stratégiju kopa S;;
3) katram speletajam i € N ir zinama vina lietderibas funkcija
u; 0 S x ... xS, — R.
Saisinati speli normalforma pieraksta I' = (IV; S1, ..., Sy 1y oovy Up ).

Atzimesim, ka spele, kas dota ar ieguvumu matricas palidzibu, ir specialgadijums
spelei normalforma.

Cietuma dilemmas situacija speletaju kopa NV sastav no diviem spelétajiem,
abu speletaju strategiju kopas ir vienadas S; = {n,a}, i = 1,2 (n —
neatzities, a — atzities). Sy x So = {(n,n),(n,a),(a,n),(a,a)} ir visu
iespeéjamo strategiju kombinaciju kopa.

Vispariga situacija S := S X Sy X ... X S, ir n speletaju visu iespejamo
stratégiju kombinaciju kopa, kur s = (s, S, ..., s,) ir tikai viena konkreta
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strategiju kombinacija no kopas S. Ar

n
S,i = Sl X 52 X ..o X Sifl X SZ'Jrl X ... X Sn = H SJ
Jg=1
J#
tiecigi s_; = (81, S92, ..., Si—1, Sit1, ---» Sn) ir viena konkreta n speletaju strategiju
kombinacija bez i-ta speletaja strategijas s;.

Strategiju uzvediba

DEFINICIJA. Saka, ka spele I' = (N; Sy, ..., Sp; 1, ..., uy,) stratégija s € S;
domine par stratégiju s;, i € {1,...,n}, ja visam stratégiju kombinacijam
s_; € S_; ir speka nevienadibas u;(s}, s—;) > wu;(s;, s—;) un mazakais vienai
no tam izpildas stingra nevienadiba.
DEFINICIJA. Stratégiju s; € S; sauc par dominéjosu, ja ta domine
DEFINICILJA. Strategija s; € S; stingri dominé par stratégiju s;, i €
{1,...,n}, ja visam strategiju kombinacijam s_; € S_; ir speka:

wi(s5, s—i) > wi(Si, 5—4).

DEFINICIJA. Strategiju sauc par stingri dominéjosu, ja ta stingri domine

DEFINICIJA. Stratégiju s; € S; sauc par dominétu, ja ir vismaz viena
strategija s; € S;, kura par to domine.

DEFINICIJA. Strategiju s} € S; sauc par stingri dominétu, ja ir vismaz
viena strategija s; € S;, kura par to stingri domine.

[ustresim definicijas ar ieguvumu matricu, kura ieguvums uzradits tikai
pirmajam speletajam.

S11 (3,) (2,)
si2 ] (0,) ] (2,--)
s [ (L) | (L)
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Strategija s;; domine par strategiju sis:

ui(s11,821) = 3 > u1(s12,821) =0 un
u1(s11, 822) = 2 > up(S12, S22) = 2, (%)

bet ta nedominé stingri par stratégiju si2, jo izpildas vienadiba (%) nevis
stingra nevienadiba.
Strategija s; stingri domine par strategiju sis:

u1(811, 821) = 3 > u1(s13,821) =1 un
u1(s11, S22) = 2 > up(S13, S22) = 1.

bet ta nav stingri domingjosa, jo s1; stingri dominé tikai par s, bet ne par
s12 (izpildas vienadiba (x) ).

Strategija sio ir domineta, jo stratégija s;; domine par to, bet ta nav
stingri dominéta (vienadibas (%) del). Stingri dominéta ir stratégija s;z, jo
s11 stingri domine par to.

Lidzsvars

DEFINICIJA. Spéles I' = (N; Sy, ..., Sp; uy, ..., uy,) stratégiju kombinaciju
(s7,..., %) € S1 X ... X S, sauc par dominejoso stratégiju lidzsvaru, ja visiem
speletajiem ¢ € N strategija s; ir domin€josa.

DEFINICIJA. Strategiju s; € S; sauc par marmin-strategiju, ja visam

min{u; (s}, s_;) | s—; € S_;} > min{u;(s;,s-;) | s—; € S_;}.
leprieks apskatitaja piemera strategija si; ir maxmin-strategija, jo:

min{uy (S11, 821), w1(S11, S22) } = 2 > min{uy (S12, s21), U1 (S12, 822) } = 0,
min{m(sH, 321), U1(811, 822)} =2> miH{U1(313> 321)>U1(813, 322)} =1

DEFINICIJA. Speles T = (N; Si, ..., Sp; uy, ..., uy,) stratégiju kombinaciju
(87, ..., %) € S1 X ... xS, sauc par mazrmin- strategiju atrisinajumu, ja visiem

ey Op

speletajiem ¢ € N strategija s; ir maxmin-strategija
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DEFINICIJA. SpelesI' = (N; S, ..., Sp; ug, ..., uy,) stratégiju kombinaciju

*

(87, ..., 5%) € S1x...x.S,, sauc par NeSa (Nash) lidzsvaru, ja katram spelétajam

1 € N un jebkurai strategijai s; € S; izpildas nosacijums
ui(sy, s%) 2 wisi, s2;)-

Atcerésimies cietuma dilemmas situaciju (skatit 1.2.zim.). Strategiju paris
(812, S22) ir Nesa lidzsvars:

1(311, 322) un

U1 (812, S22) > u =1
> ui(s12, 821) = 1.

=2

U1(512, 822) =2
So secinajumu mes izdarijjam jau ieprieks. Mes teicam, ka cietuma dillemas
risinajumu dod domingjoso strategiju paris. Tagad varam precizet zinasanas
un teikt, ka (s12, s92) ir domingjoso stratégiju lidzsvars, pie tam tas ir stingri
domingjoso strategiju lidzsvars. Sis stratégiju paris (si2, s32) ir arf maxmin-
strategiju atrisinajums, jo s15 ir 1.speletaja maxmin-stratégija:

min{u1(5127 321), U1(812, 322)} =22 min{ul(slla 521)7U1(311, 322)} =1,
un sgo ir 2.speletaja maxmin-strategija:
min{uz(sn, 322), U2(812, 322)} =22 min{u2(3117 521)7U2(312, 321)} =1.

Tatad cietuma dilemmas gadijuma stingri domin€joso strategiju lidzsvars,
Nesa lidzsvars un maxmin-strategiju atrisinajums sakrit. Ta tas ir ne vienmer.
Piemeram, spele, kas aplikota 2.4.ziméjuma. Saja spele nav domingjoso
strategiju, tatad nav domingjoSo strategiju lidzsvara, bet ir Nesa lidzsvars
(S12, S22), kas sakrit ar maxmin-strategiju atrisinajumu (jo sjo ir 1.speléetaja
maxmin-strategija:

min{ul(5127 521),U1(3127 522)7U1(312, 823)} =12>
> min{ul(slla 321), Ul(Sna 322), U1(811, 823)} = -8,
ka ar1
1 > min{uy (813, s21), u1(813, S22), U1 (513, S23} = =8 ).
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John F.Nash

John F.Nash ir dzimis 1928.gada Bluefield, West Virginia, ASV, Seit vins art
uzaudzis. Vins ir studejis matematiku laika no 1945.gada lidz 1948.gadam
Carnegie Institute of Technology. 1948.gada vins ir ieguvis abus pamatgradus —
bakalaura un magistra — matematika. Saja pat gada J.Ness ir uzsacis dok-
tora studijas Matematikas nodala Princeton University (viena no rekomenda-
cijas vestulem Carnegie Institute of Technology profesors bija uzrakstijis tikai
isu teikumu: ”Sis virs ir genijs.”). Cetrpadsmit ménesus pec doktordarba
uzsaksanas 1949.gada novembr1 darba pamatrezultats tika nostutits Proceed-
ings of the National Academy of Sciences. Vins pabeidza Ph.D. nakosaja
gada, svinot savu 22 dzimSanas dienu.

Dz.Nesa doktordarba tezes ir 28 lapas garas, kuras izveidots lidzsvara
jedziens, ko Sodien mes pazistam ar nosaukumu ”Nesa lidzsvars”, un izvei-
dota strategisko spelu klase, kurai eksiste Nesa lidzsvars. Nesa lidzsvara
jedziens ieverojami paplasinaja spelu teorijas darbibas lauku, kas ieprieks
bija fokusets uz divu speletaju stingras konkurences spelem (kuras speletaju
intereses ir tiesi pretejas). Vel budams doktorands Prinsetona 1950.gada
Ness sarakstija pirmos rakstus par tirgosanas (kaulesanas) teoriju.

Dz.Ness budams augstskolas pasniedzejs ir sarakstijis virkni vera nemamu
rakstu un vins tiek vertets ka viens no orginalakajiem 20.gadsimta pratiem.
1994.gada Dz.Ness kopa ar spelu teorijas teoretikiem John C.Harsanyi un
Reinhard Selten sanema Nobela premiju ekonomikas zinatnes.
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Speles koks

Ne vienmer ir izdevigi speli raksturot ar normalformu. Daudzas spelu situacijas
speletaji vienas speles laika veic vairakus gajienus, pie tam dazkart vini var
noverot partneru gajienus, bet dalu partneru gajienu var nezinat. Sada in-
formacija speles normalforma netiek atspogulota. Daudzam spelem ir di-
namiska struktura: speletaji izdara gajienus viens pec otra. Dinamisko speles
strukttiru ar detalizetu visu speletaju iespéjamo gajienu aprakstu, ietverot
laika struktiiru katra speletaja atseviskaja gajiena, ka arl vina informetibas
stavokli katra laika punkta, var formali attelot ar speles koku. Katrs speletaja
gajiens tiek atzimets ar mezglu, kura speletajs var izveleties starp dazadam
attelojuma veidu sauc par speles ekstensivo formu (art poziciju speles formu).
Speles koka tiek paradits, kuram no speletajiem jaizdara gajiens un kadu
informaciju par citiem speletajiem gajiena izdariSanas bridi speletajs var iz-
mantot. Ja speletajam nav informacijas par to, kadu gajienu ir izdarijis vina
pretspeléetajs, tad vins nevar izskirt, kura no spéles mezgliem vins atrodas.
Sada situacija tiek runats par speli ar neperfektu (jeb nepilnu) informaciju.
Ja speletajs jebkura mezgla zina, kadus gajienus izdarijusi parejie speletaji,
un atceras, kadus gajienus pats izdarijis ieprieks, tad tiek runats par speli ar
perfektu (jeb pilnu) informaciju. Neperfektas informacijas spelé tie mezgli,
par kuriem speletajs nevar pateikt, kura no tiem vins atrodas, tiek savienoti
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ar partrauktu Imiju (skatit 4.1.zim.).

G
4.1.7z1m. (2,2)

Sie mezgli veido vienu informacijas kopu. Perfektas informacijas spéles in-
formacijas kopu ir tikpat daudz cik mezglu.

Cietuma dilemmas analize

Cietuma dilemmu ar speles koku var attelot sadi (4.1.zim.): 1.speletajs atro-
das sakumpunkta A, vinam ir iespejams izveleties starp zariem N — neatzities
un A — atzities. Kad 2.speletajs izvelas savu gajienu, vins nezina, kuru zaru
pirmais ir izveléjies, tapéc 2.speletajs nevar mezglus B un C atskirt (mezgli B
un C veido vienu informacijas kipu). Ta ir spele ar neperfektu informaciju.
Ja mes 4.1.zimejuma izdzestu partraukto lmiju (skatit 4.2.zim.), t.i., ap-
skatitu speli ar perfektu informaciju, tad sads speles koks nozimetu, ka Serifs
jauta vispirms vienam noziedzniekam — 1.speletajam, vai vins atzistas vai
ne, pec tam 2.speletajam, vai tas atzistas vai né, pie tam otrs noziedznieks
zin pirma noziedznieka atbildi. Veidojas pavisam cita situacija neka ie-
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prieks. Proti, ja 1.speletajs izdara gajienu, tad 2.speletajam principa ir pilnigi
skaidrs, ko vins daris: ja 1.speletajs izvelejies N, tad 2.speletajs izvelesies A;
ja l.speletajs izvelejies A, tad 2.speletajs izvelesies A. Ekstensiva speles forma
var dot pilnigu planu, ka var rikoties speletaji.

4.2.71m. (2,2)

No 4.2.zimejuma redzams, ka 2.speletajam tagad ir Cetras strategijas: NN
— abos mezglu punktos B un C tiek izveleta strategija neatzities; NA —
mezgla B neatzities, mezgla C atzities; AN — mezgla B atzities, mezgla C
neatzities; AA — mezgla B atzities, mezgla C atzities. Tadejadi ieguvumu
matrica bus sada (4.3.zim.):
NN | NA | AN | AA
NEBIEEIIRIIR
AlE) (22 &) ] (22

4.3.71m.

No §is ieguvumu matricas viegli varam noteikt Nesa lidzsvaru (A, AA), kas
reducejas uz agrak apskatito situaciju un dod speles atrisinajumu (A, A) —
abiem noziedzniekiem jaatzistas. Tatad, ja cietuma dilemmas situacija tiek
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izspeleta ar perfektu informaciju, tas neietekme speles atrisinajumu. Speles
normalforma, kas attelota ar matricas palidzibu, ir pietiekoSa, lai noteiktu
atrisinajumu; cietuma dilemmas situacija ar to pilnigi pietiek. Tacu biezi vien
matricas forma tiek pazaudeta butiska informacija, jo ir situacijas, kuras
speles atrisinajums tiek ietekmets atkariba no ta, kada seciba tiek izdariti
gajieni. Apskatisim atbilstosu piemeru.

Speles "Monopolists un vina konkurents” analize

Ir divi speletagi: monopolists — 2.speletajs un ta iespejamais konkurents
— 1.spéletags. Pirmaja speles gajiena 1.speletajs izskiras, vai vins razos to
pasu preci, ko 2.speletajs vai ne. Ja vins izskiras par neraZoSanu (gajiens
s11), tad tas vipam nekadu pelpu nenes, toties 2.spéletajs gust 100 naudas
vienibas lielu pelpu. Ja 1.spéletajs izskiras par raZosanu (gajiens si2), tad
2.speletajam ir jaizlemy, vai vins konkurentu uznems ar cipu (gajiens Sai ),
un tadejadi abiem bus tikai zaudéejumi -10 naudas vienibas, vai konkurentu
vins sagaidis draudzigi (gajiens saz), un abi gus pelpu 40 naudas vienibas

katrs. (0,100)

—10,—10)

(40, 40)

4.4.71m.

Speles ekstensiva forma dota 4.4.zimejuma, no kuras izveidota ieguvumu
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matrica paradita 4.5.z1mejuma.

521521 521522 5922521 5922522
si1 | (0,100) | (0,100) [ (0,100) | (0,100)
s19 | (—10,—10) | (40,40) | (=10, —10) | (40,40)
4.5.71m.

2.speletajam principa ir cetras iespejamas strategijas:
1. s91897 — cina pret konkurentu neatkarigi no ta, kadu strategiju konkurents
izvelejies;
2. S91899 — cima pret konkurentu, ja tas spele strategiju si1, un miermiliga
konkurenta uznemsana, ja tas spele strategiju sio;
3. S99591 — miermiliga konkurenta uznemsana, ja tas spele strategiju si;, un
cma pret konkurenta uznemsana, ja tas spele strategiju sis;
4. $99899 — miermiliga konkurenta uznemsana neatkarigi no ta, kadu strategiju
konkurents izveléjies.
Strategijas s91S91 un Sg9s9; dod vienadus ieguvumus, tapat ka sg1S90 un

sadu ieguvumu matricu (4.6.z1m.):

521 522
si1 | (0,100) | (0,100)
S12 (-10, —]_0) (40,40)

4.6.71m.

No §is ieguvumu matricas seko, ka spele ir divi Nesa lidzsvari (si2, S22)
un (si1,S91). Lidzsvaru (sq2,s92) varetu izskaidrot ta — ja konkurents ir
nolemis iesaistities razosana, tad monopolistam izdevigak butu uzturet ar
vinu draudzigas attiecibas, tadejadi gustot lielaku pelnu neka pret to cinoties.
Ar1 lidzsvaram (s11, S91) ir savs pamatojums — ja pienemam, ka monopolists
ir nolemis cinities pret jebkuru konkurentu, tad iespejamajam konkurentam
izdevigak ir neuzsakt razosanu, tadejadi vins neko nezaude un ari neiegiist.
Tatad monopolistam ir izdevigak planot konkurences cipu, iebaidot potencialo
konkurentu uzsakt razosanu.

Tomer, vai §is otrais lidzsvars (s1, so1) ir ticams? Apskatisim speles koku
4.4.zimejuma velreiz. Kaut ar1 1.speletajs var pienemt monopolista draudus
par ticamiem, tad tomer monopolistam, kaut arl vins patiesam draudus
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gribetu realizet, nav stimula to darit, jo pelnas daliSana vinam ir izdevigaka
situacija neka konkurences cima, lidzko konkurents uzsak razosanu. Strategija
S91 ir tuksi draudi, ta nav ticama. Lidz ar to ekstensiva speles forma parada,
ka Nesa lidzsvars (i1, $21) ir neticams.

No spelu koka perfektas informacijas gadijuma vienmer var noteikt vis-
maz vienu NesSa lidzsvaru. Tikai janem vera, ka to var izdarit tad, ja speletaji
uzvedas racionali un viniem visiem ir vienadas priekSrocibas. Nesa lidzsvaru
var noteikt, analizejot speli ”atmuguriski”. Apskatisim cietuma dilemmas
situaciju 4.7.zimejuma a). Vienigas iespejamas apaksspeles sakas mezglos B
un C, kuros gajienus izdara 2.speléetajs. Apakspele B lielako ieguvumu vins
gus, ja izvelesies strategiju A; apaksspele C lielako ieguvumu gus, ja izvelesies
strategiju A. Pirmais speletajs tagad ir nonacis situacija, kas paradita 4.7.ziméjuma
b), kura dabigi izveleties strategiju A. Galarezultata esam ieguvusi strategiju
pari (A, A), kurs ir Nesa lidzsvars.

D
(3,3)
E
(1,4)
E N
1,4)
A
F
4,1) A
G
(2,2)
G b)

(2,2)
4.7 .71m.

Speles koka situacija ar monopolistu un vina iespejamo konkurentu ir tikai
viena apaksspele, kas sakas mezgla B. Otrais speletajs gus lielaku pelnu,
ja izvelesies strategiju sso. Apzinoties to, 1.spéletajam izdevigak ir izdarit
gajienu s19. Stratégiju paris (Sie, So2) ir Nesa Iidzsvars.
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Spele pret dabu

Loterija

Loterijas izliektiba
Prieksrocibu sakartojums

Spele pret dabu

Realaja dzive ir iespejamas loti dazadas situacijas, kuras japienem konkrets
lemums, ka rikoties. Dazas no §im situacijam varam apskatit ka speli, kura
nav sapratigu (racionalu) speletaju vai kura ir zinami iespejamie spelétaju
gajieni, bet nevar paredzet, kurs gajiens tiks izdarits, vai kura kads no
speletajiem izdara gajienu ar zinamu varbutibu. Par §im situacijam runasim
nakamajas divas lekcijas. Dazkart sadas situacijas sauc par ”lemuma pienemsanu
pie zinama riska”, jo kaut art kads no speletajiem izdara gajienus pec varbutibu
likuma, tad pretspeletajam sava zina ir jariske, lai iegutu kadu labumu. Ap-
skatisim vienu piemeru.

Lauksaimnieks megina izlemt jautajumu, kadu kulturu stadit nakamaja
pavasari: rudzus, kviesus, prosu vai miezus. Vins zina, ka iespejama pelna
bus atkariga no nakamas vasaras latka apstakfiem. Varbutiba, ka bus labs
laiks vasara ir 0,6, bet slikts latks — o,4. Ieqguvumu matrica pie noteiktiem
laika apstakliem dota 5.1.zimejuma. Ka vislabak rikoties lauksaimniekam?
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daba | labs laiks | slikts laiks
lauksaimnieks 0,6 0,4
rudzi 10 25
kviesi 20 15
prosa 14 14
miezi 17 17
5.1.z1m.

Vispirms ieverosim, ka ieguvumu matrica sada situacija butiski atskiras
no visam ieprieks apskatitajam. Reali it ka ir divi speletaji: lauksaimnieks
un daba, tacu ieguvumu mes varam aprekinat tikai lauksaimniekam; daba
sava zina ir uzskatama par aklu speletaju, kuram ir vienalga, kas notiek.

Meginot analizet lauksaimnieka situaciju matematiski, varam izskaitlot ta
saucamas matematiskas ceribas jeb sagaidamo videjo pelnu, ja tiks iestadita
viena no kulturam:

E,=0,6-10+0,4-25=16
E,=0,6-20+0,4-15 =18
E,=0,6-14+0,4-14=14
Epn=06-17+0,4-17=17

Bet vai sie skaitli 16, 18, 14 un 17 skaidri parada, ka rikoties? Vis-
lielakais no tiem ir 18, kas atbilst kviesu sejai. Ja bius labi laika apstakli,
tad, sejot kviesus, pelna bus vislielaka. Bet, ja laika apstakli bis slikti, tad
rudzu sesana dotu daudz lielaku pelpu. Jaatzistas, ka viennozimigu atbildi
uz jautajumu, ka rikoties lauksaimniekam, nevar dot. Ja vins ir cilveks, kurs
baidas risket un samierinas tikai ar drosu ieguvumu, tad vins var izskirties
par miezu seju, jo ta neatkarigi no laika apstakliem dos pelnu, kas lielaka,
ja vins slikta vasara biitu ies€jis kviesus vai ja vins laba vasara butu iesejis
rudzus. Ja vinam loti vajadziga prosa, tad laba vasara vins gis lielaku pelpu
neka, ja buitu iestadijis rudzus. Bet — kas neriske, tas nevinne, tapec daudzi
lauksaimnieki izies uz loteriju un sés rudzus vai kviesus. Sadu darbibu var
nosaukt par neracionalu.

Meginasim piedavato situaciju visparinat. Ar {2 apzimesim visu iespejamo
notikumu kopu. (Lauksaimnieka situacija Q = {10, 14, 15,17, 20, 25}.)
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Loterija

DEFINICIJA. Par loteriju par kopu € sauc tadu funkciju p : Q — [0;1],
kurai Y p(w) = 1.

we

Biezi "loterijas” vieta tiek lietots jedziens ”varbuitibas sadalfjums”. Sos
vardus uztversim ka sinontmus. (Pieméram, viena no iespejamajam loterijam
par lauksaimnieka Q ir p(2) = {0,6; 0; 0; 0; 0; 0,4}.)

Ar W apzimesim visu iespejamo varbtutibu sadalijumu kopu kopa 2. Ja 2
satur n elementus, tad W varam stadities prieksa ka sarakstu ar n stabiniem.
Piemeéram, (0,2; 0; 0; 0,6; 0,2) ir viena rindina sada saraksta, kur {2 satur 5
elementus.

Varbitibu sadalijjumu var ilustret ar1 ar spelu koku. Pieméram, notikumu
kopai 2 = {0; 10; 60; 100} doti divi varbutibu sadalijumi 5.2.zim&juma.

10 0
0,5
p 60 1%
0,5
100 60

5.2.71m.

No §iem zimejumiem varam noteikt, ka p = (0; 0,5; 0,2; 0,3) un ¢ =
(0,5; 0; 0,5; 0). Varam aridzan jautat, kads koks atbilst loterijai 0, 6p+0, 4¢7
Atbildi varam atspogulot divejadi (skatit 5.3.zimejumu a) un b)): spelu koki
gan ir atskirigi, bet notikumiem ir vienadas varbutibas.
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0
60
10
100
r
0
60
100
60

5.3.ztim. 7 = 0,6p + 0,4q

Loterijas izliektiba

APGALVOJUMS. Jap,qg € W un « € [0;1], tad ap + (1 — a)qg € W, t.i.,
W ir izliekta kopa.

o Ja b, q € W7 tadp = <p17p27'“7pn)7 Di Z 07 1= 1,2,...,77/, sz =1
i=1

un ¢ = (q1,q2, -, qn), ¢ >0, 1 =1,2,....m, > ¢ =1 pie piepemuma, ka W
i=1
ir visu iespejamo varbiuitibu sadalijumu kopa kopai €2 ar n notikumiem. Tad:

ap+ (1 —a)g = (ap1, aps, ..., ap,) + (1 — a)q1, (1 — a)ge, ..., (1 — a)g,) =

= (ap1 + (1 —a)q1,aps + (1 — @)go, ..., ap, + (1 — a)qy).

legtitais vektors patiesam ir varbutibu sadalijuma kopas W vektors, jo ta
visas koordinatas ir lielas vai vienadas ar 0 (jo visi p; un¢; > 0,7 =1,2,....n,
un « € [0;1]) un to summa ir vienada ar 1:

n

Z(api—l—(l—&)qi):ameL(l—Cz)qu-:a'1+(1—a)~1:1.l

i=1 =1

Ta ka kopas W elementus varam uztvert ka telpas R vektorus (dimensija
n norada notikumu kopas 2 elementu skaitu), tad mes varam tos reizinat ar
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jebkuru realu skaitli un varam jebkurus p, ¢ € W saskaitit, veicot saskaitisanu
pa atbilstosajam vektoru koordinatam.

Prieksrocibu sakartojums

Mes pienemsim, ka katram spelétajam (lemuma pienémeéjam) ir savs prieksrocibu
sakartojums > attieciba uz kopas W elementiem. Ar &1 sakartojuma palidzibu
varam kopa W definet neizskirsanas attiecibu:

pr~q e (p=q) &g >p).

Neizskirsanas attieciba ir refleksiva, t.i., p ~ ¢ visiem p € W, simetriska:
jap~q,tad g ~ p, p,q € W; transitiva: jap ~qunq~ r, tad p ~ r,
p,q,r € W. Tani pasa laika prieksrocibu sakartojums > ir gan transitivs:
no p > q un q > r seko, ka p > r, bet nav simetrisks: katram loteriju parim
p,q € W, jap > q, tad =(¢ > p), nav arT refleksiva, t.i., loterijai p netiek
dota prieksroka par to pasu loteriju p.

1.AKSIOMA. Prieksrocibu sakartojums > kopa W ir pilns, t.i., par
katru pari p,q € W lemuma pienemejs var pateikt, ka p > ¢ vai ¢ > p, vai
p~q.

No 1.aksiomas seko, ka patvaligam loterijam p,q € W, kuram p > q,
izpildas viena no sakaribam p > r vai r > ¢. Gadijuma, kad r > p, transi-
tivitates del iegusim, ka r > ¢. Savukart, ja ¢ > r, tad transitivitates del
p>=r. Bet,jar~p, tadr > q, jar ~q, tad p > r.

2. AKSIOMA. Pienemsim, ka p,q,r € W ir tris atskirigas loterijas un
a€l0;1]. Jap=gq, tad ap+ (1 —a)r = ag+ (1 — a)r.

2.aksiomu biezi deve par Morgensterna neatkaribas postulatu. Ilustresim
2.aksiomu ar piemeru. Pienemsim, ka p, ¢ ir divas loterijas no W, par kuram
ir zinams, ka p > ¢. Pienemsim, ka r ar1 ir kaut kada loterija no W. Tad
o = 0,5 ir speka 0,5p 4+ 0,5r = 0,5¢ + 0,5r. So situaciju uzskatami var
paradit ar speles koku (5.4.z1m.).
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0,5

0,5

p q
0,5p+ 0,57 > 0,5q + 0,57

5.4.71m.

3.AKSIOMA. Piegemsim, ka p,q,r € W ir tris patvaligas loterijas. Ja
p > q, tad eksiste tadas konstantes «, (€ [0; 1], ka

g=ap+(l—a)runqg =< pp+ (1 —pF)r.

3.aksiomu sauc arl par Arhimeda aksiomu. No §1s aksiomas seko:

japt = q = p, tad eksistes tads a €]0; 1], ka apt + (1 — a)p™ ~ q.
[lustret to varetu ta: ir iespejami 0 Ls, 1 Ls un 100 Ls laimesti, tad eksiste
tada loterija A = (a,1 — ), a € [0;1], ka 1 Ls dros vinnests ir lidzvertigs
loterijai A, kura ar varbutibu a var laimet 0 Ls un ar varbutibu 1 — a var
laimet 100 Ls.
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LEMUMU PIENEMSANA
NEDROSOS (VARBUTISKOS)
NOTIKUMOS II

Deriguma funkcija

Drosibas ekvivalents

Piemeri

Sankt-Peterburgas paradokss

Deriguma funkcija

DEFINICIJA. Funkciju u : W — R sauc par lemuma pienemeja deriguma
funkciju, ja sakariba u(p) > u(q) izpildas tad un tikai tad, kad p > ¢, p,q €
Ww.

TEOREMA. ja izpildas 1.-3.aksiomas un > ir prieksrocibu sakartojums
kopa W, tad eksiste tada deriguma funkcija u : {2 — R, ka sakariba p > ¢
izpildas tad un tikai tad, ja > p(w)u(w) > > q(w)u(w).

weN we

Summas Y p(w)u(w) = E,(u)un Y g(w)u(w) = E,(u) sauc par deriguma
we we
matematiskajam certham loterijas p un ¢. No §is teorémas seko, ka starp lo-

terijjam p un ¢ mes varesim izskirt, kura labaka, ja aprekinasim atbilstosas
matematiskas ceribas E,(u) un E,(u).

UNITATES TEOREMA. Jau : Q@ - Run v : © — R ir di-

vas dazadas deriguma matematisko ceribu funkcijas pie viena un ta pasa
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prieksrocibu sakartojuma > kopa W un izpildas 1.-3.aksiomas, tad eksiste
tadas konstantes a,b > 0, ka u(w) = a + bv(w) jebkuram w € €.

Pienemsim, ka 0 Ls ieguvums atbilst lietderibas funkcijas vertiba 0 un
1000 Ls ieguvumam atbilst lietderibas funkcijas vertiba 1, t.i., u(0) = 0 un
u(1000) = 1. Var rasties jautajums, kada lietderibas funkcijas vertiba atbilst
500 Ls ieguvumam.

Apzimesim ar 6, tadu loteriju, kurai 6,(r) = 1 un d,(w) = 0, w # r.
Izmantojot So apzimejumu, varam jautat, vai loterijai 0, 569 4 0, 501990 dosim
prieksroku par loteriju 05997 Lielakais vairums lasitaju drosi vien labak
izvelesies 500 Ls drosu ieguvumu neka loteriju, kura ar varbiitibu 0,5 var
laimet 0 Ls un ar varbutibu 0,5 var laimet 1000 Ls. Tatad

0, 550 + 0, 551000 < (5500. (61)

Savukart, ja drosam 500 Ls vinnestam pret1 bus likta loterija, kura ar varbutibu
0,0001 var laimet 0 Ls un ar varbutibu 0,9999 var laimet 1000 Ls, tad laikam
gan prieksroka tiks dota Sai loterijai, t.i.,

0, 0001(50 + 0, 9999(51000 - (5500. (62)
Uzrakstot sakaribas (6.1) un (6.2) ar deriguma funkcijam, iegusim
0,5u(0) + 0, 5u(1000) = 0,50+ 0,5 1 = 0,5 < u(500) un

0,0001u(0) 4 0,99991(1000) = 0,0001 - 0+ 0,9999 - 1 = 0,9999 > u(500).

No Arhimeda aksiomas sekam iegusim, ka eksistes tadas tada konstante o €
10, 5;0,9999], ka

(1 — a)u(0) + au(1000) = u(500) jeb a = u(500).

Un, jo bailigaks biis lemuma pienémeéjs, jo o bus lielaks.
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u(500)

0] 500 1000 Ls

6.1.z1m.
Tatad deriguma funkcijai Saja situacija ir izliekts uz augsu grafiks (skatit
6.1.zim.) jeb lietderibas funkcijas otrais atvasinajums u” ir ar negativu zimi.

Drosibas ekvivalents

DEFINICIJA. Par drosibas ekvivalentu y, loterijai p sauc tadu notikumu,
pie kura loterijas d,, un p nav izskiramas, t.i., d,, ~ p, ka arT atbilstosas
deriguma funkcijas matematiskas ceribas ir vienadas:

Es, u(Q) = Eyu(9) jeb uly,) = plyy)uyr) + ... + p(yn)u(yn)-

(Ar Q = {y1, ..., yn} apziméta notikumu kopa.)

No Morgensterna 2.aksiomas seko, ka katrai loterijai p eksiste savs drosibas
ekvivalents.

Atceroties ieprieks apskatito situaciju ar 0 Ls un 1000 Ls vinnestiem,
varam sacit, ka riska bailigam cilvekam drosibas ekvivalents loterija 0, 50y +
0, 51000 bus daudz mazaks par skaitli 500 (vins bus gatavs labak sanemt mazu
vinnestu neka risket un piedalities loterija 0, 509 + 0, 501000). Tas nozime, ka
riska bailigam cilvekam drosibas ekvivalents y, loterijai p ir mazaks lielums
neka sagaidamais ieguvums (matematiska ceriba) loterija p, t.i., y, < E,(Q).
Risket gatavam cilvekam situacija ar 0 Ls un 1000 Ls vinnestiem biis pavisam
savadaka uzvediba neka riska bailigajam. Vins labak dos prieksroku daudzam
pardrosam loterijam un atsacisies no drosa vinnesta, t.i., Sadam cilvekam
yp > E,(€2). Par riska neitralu mes sauksim tadu lemuma pienemeju, kuram
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loterijas ar vienadu ieguvumu ir neizskiramas. Ieprieks apskatitaja situacija
tas nozimetu, ka 0,50y + 0, 561000 = 0500 jeb y, ~ E,(Q2). legutos rezultatus
varam apkopot tabula (6.2.z1m.).

riska riska risket
bailigs neitrals gatavs
drosibas
ekvivalents
salidzinajuma yp < E,(Q) yp ~ E,(Q) y, > E,(Q)
ar sagaidamo
leguvumu
riska premija
ri= E,(Q) -y, r>0 r=20 r <0
deriguma u’ <0 u’ =0 u’ >0
funkcijas u - g . o .
. izliekta uz augsu lineara izliekta uz leju
veids
6.2.z1m.
Piemeri

Apskatisim vienu piemeru, lai redzetu, ka noteikta situacija rikotos dazadi
lemuma piepemeji (riska bailigs, riska neitrals, risket gatavs).

Janim pieder maja, kuras vertiba ir 1 000 000 Ls. Varbutiba, ka maja
varetu nodegt, ir 1%. 99% gadijumu maja nenodegs, to var iznomat un
tegut 100 000 Ls pelpu. Janim ir janosledz magjas apdrosinasanas ligums
par summu S. Majas nodegsanas gadijuma apdrosinasanas firma sedz majas
vertibu un izmaksa 100 000 Ls. Kadu summu S Janis butu gatavs maksat,
ligumu nosledzot?

Situaciju, kad ar varbutibu 0,01 maja nodegs un ar varbutibu 0,99 ta nen-
odegs, varam apliikot ka loteriju p, kur p(—1000000) = 0,01 un p(100000) =
0,99. S1s loterijas sagaidamais ieguvums aprekinams ka matematiska ceriba
un tas ir

E

p

(€) = 0,01 - (=1 000000) + 0,99 - 100 000 = 89 000.

No otras puses varam aplikot gadijumu, ja maja nodegtu. Jana ienakumus
tad varam vertet 100 000 — S Ls, un tas ir dross ieguvums, ja maja nodegtu.
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Lai varetu pateikt, kadu summu Janis biuitu gatavs izdot par majas ap-
drosinasanu, jasalidzina vina sagaidamie ienakumi F,(2) = 89 000 ar drosibas
ekvivalentu y, = 100000 — S. Ja Janis ir riska neitrals, tad E,(2) = y, jeb
89000 = 100000— S5, t.i., S = 11000. Ja Janis ir riska bailigs, tad S > 11 000
Ls; ja Janis ir risket gatavs, tad S < 11000 Ls.

Atskiribas starp riska bailigiem un risket gatavajiem var but loti lielas. Ja
mes esam noskaidrojusikadas personas deriguma funkciju u, tad péc tas otras
kartas atvasinajuma varesim pateikt, ar kadu personu mums darisana. Ja
kads lemuma pienémeéjs ¢ ir bailigaks par kadu citu j-to lemuma pienemeju,
tad ta deriguma funkcija ir izliektaka vairak uz augsu.

Apskatisim vel vienu piemeéru.

Berzina kunga deriguma funkcija ir u(y) = \/y (skatit 6.3.z1m.).

u(y)

6.3.71m.

Berzina kungam banka ir nogulditi 3125 Ls. Vinam tiek piedavats darijums
tegadaties vertspapirus, kuri ar varbutibu 0,5 var dot ienakumus 400 Ls un ar
tadu pasu varbutibu 0,5 var dot ienakumus 900 Ls. Par siem vertspapiriem
Berzina kungam tiek prasita 650 Ls liela cena. Ka vins rikosies?

Ja Berzina kungs vertspapirus pirktu, tad matematiska ceriba sadam
darjjumam butu

E,(Q) =0,5- (3125 + 400 — 650) 4 0, 5 - (3125 + 900 — 650) = 3125,

Paslaik Beérzina kunga riciba ir jau dross ieguvums 3125 Ls. Un ta ka Berzina
kungs ir riska bailigs (deriguma funkcija 6.3.zim. ir izliekta uz augsu, t.i.,

u' = (y) = (%y—%)’ = —iy_% = ﬁ < 0 ), tad vins vertspapirus nepirks,
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jo drosibas ekvivalents Sada darijjuma pec vina izpratnes ir stingri mazaks
skaitlis par 3125 (un nevis ar to vienads). Ja Berzina kungs ar pardevéju
vienotos par zemaku cenu neka 650 Ls, tad atbilde varetu but arl pozitiva.

Tatad deriguma funkcijas izliektiba nosaka riska nepatikas pakapi. Ta
saucamais Arrova-Pratta mers aptver izliektibu neatkarigi no deriguma funkci-
jas, tas paliek pie patvaligas transformacijas neizmainits. Absolutas riska
nepatikas Arrova-Prata mers tiek definets sadi A := —Z—l,,, kur v un u” ir
deriguma funkcijas pirmas un otras kartas atvasinajumi pec ienakumiem. Ja
i-tais speletajs ir riska bailigaks neka j-tais speletajs, tad ta deriguma funkcija
ir vairak izliekta uz augsu un ta Arrova-Pratta mers ir lielaks: A; > A;. Riska
neitralitates gadijuma Arrova-Pratta mers ir vienads ar 0.

Berzina kunga gadijuma A = —ﬁ : ﬁ = % St funkcija parada, jo
lielaki ir Berzina kunga ienakumi, jo funkcijas vertiba ir mazaka, t.i., mazaka
ir nepatika pret risku.

Sankt-Peterburgas paradokss

Speles noteikumi ir sekojosi(skatit 6.4.zim.): tiek mesta monéta; ja uzkrit
cipars, tad speletajs sanem 2 naudas vienibas, ja uzkrit géerbonis, tad moneta
tiek mesta otru reizi: ja uzkrit cipars, tad speletajs sanem 4 naudas vienibas,
ja uzkrit gerbonis, tad moneta tiek mesta treso reizi: ja uzkrit cipars, tad
speletajs sapem 8 naudas vienibas, ja uzkrit gerbonis, tad moneta tiek mesta

ceturto reizi, ult.
2

[N

1 1
2 2

N[

2 4 8 16 32

6.4.zimejums
[eguvumu matematiska ceriba ir:

1 1 1

Pat riska bailigu cilveku Sis parsteidzosais rezultats var loti ieintriget, un vins
nemaz neiedomasies, ka ar varbutibu % spele ir pabeigta jau pirmaja gajiena
un ienakums ir tikai 2 naudas vienibas.
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NESA LIDZSVARS

Piemers

Reakcijas funkcija

Nesa lidzsvara eksistence
Reakcijas multiattelojums

Piemers

Vispirms atcerésimies Nesa lidzsvara definiciju no 3.lekcijas:

DEFINICIJA. SpelesI' = (N; S, ..., Sp; ug, ..., uy,) stratégiju kombinaciju
(s7,..., 5%) € S1x...x.S,, sauc par Nesa (Nash) lidzsvaru, ja katram spelétajam

ey 9Op

1 € N un jebkurai strategijai s; € S; izpildas nosacijums
ui(8j7 S*—Z) Z ui(sia Siz)

(Atgadinasim, ka pieraksts (s}, s*,) nozime (s, s3, ..., s7,...,s5) un (s;,s*,) =

(81585, s Siy s S3)-)

Sts lekcijas uzdevums ir noskaidrot, pie kadiem nosacijumiem eksiste Nesa
lidzsvars.

Aplikosim vienu samera vienkarsu speli ar diviem speletajiem. Speletajiem
ir divas iespejamas strategijas: izveleties monetas cipara vai gerbona pusi.
[eguvumu matrica dota 7.1.ziméjuma.

2.speletajs
1.speletajs gerbonis | cipars
gerbonis (1,-1) | (=1,1)
cipars (—1,1) | (1,-1)

7.1.7z1m.
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Viegli parliecinaties, ka Saja spele nav NesSa lidzsvara un nav nekada
sapratiga veida, ka rikoties speletajiem. Bet ka butu spele, kura otrais
speletajs mestu neregularu monetu "uz labu laimi”? Tada gadijuma otrais
speletajs ir ar varbutisku raksturu. Pienemsim, ka varbiitiba uzkrist gerbonim
ir ¢q(G) = + un varbutiba uzkrist ciparam ir ¢(C) = 2. Varam izskaitlot
1.speletaja deriguma funkcijas matematisko ceribu, izveloties atbilstosi gerboni
vai ciparu:

G

Eq(w)=3-143-(-1) = -3,
Ec(uw) =3 (-1)+2%-1=14.

Sada spele 1.speletajam izdevigak ir izveleties monétas cipara pusi.
Bet kadi rezultati sagaidami tad, ja pirmais speletajs ar varbtitibu p
izvelas gerboni, bet ar varbuitibu 1 —p ciparu, un otrais speletajs ar varbiitibu

q izvelas gerboni, bet ar varbutibu 1 — ¢ ciparu?
1.speletaja deriguma funkcijas matematiska ceriba ir:

Ey(ur) = pg-1+p(1—q)-(=1)+(1-p)g:(=1)+(1-p)(1—q)-1 = 4pg—2p—2q+1.

ST funkcija biis 1.speletajam augoSa, ja tas parcialais atvasinajums pec p

bis pozitivs. 8E§)7(u1) = 4q — 2 — parcialais atvasinajums bis pozitivs tant
P

gadijuma, ja q > % Ja tas ir ta, tad l.speletajam izdevigak ir izveleties

monétas gerbona pusi, t.i., p = 1. Ja savukart ¢ < %, tad 1.speletajam

deriguma funkcijas matematiska ceriba ir dilstosa funkcija, un 1.speletajam
izdevigak ir izveleties p peéc iespejas mazu, t.i., p = 0. Gadijuma, ja ¢ = %,
1.speletajam principa ir vienalga, kads ir p.

Formalizesim tikko aprakstito speles situaciju.

Reakcijas funkcija

DEFINICIJA. Speles I' = (N, S, U) i-ta speletaj strategiju s; sauc paroptimalo
reakciju uz s*;, ja jebkurai citai strategijai s; € S; izpildas sakariba: u, (s}, s*,) >
u; (84, 8%;).

Atskatoties atpakal uz Nesa Iidzsvara definiciju, varam sacit, ka jaunaja
terminologija Nesa lidzsvars ir tada strategiju kombinacija, kura jebkura
speletaja @ € N atbilstosa strategija ir tam optimala reakcija.

DEFINICIJA. Spele I' = (N, S, U) funkciju R; : S_; — S; sauc par i-ta

speletaja reakcijas funkciju, ja jebkurai strategijai s; € S; reakcijas funkci-
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jas vertiba R;(s_;) ir i-ta speletaja optimala reakcija: u;(R;(s—;),s-;) >
wi(Si, S—i).

p
1 G
4
[ ]
S {e 1
1
L 2
0]~ - -1 q
So

7.2.zim. (1l.speletaja reakcijas funkcija)
Ja i-tais speletajs zina visu parejo speletaju strategijas, tad i-tajam speletajam
ir iespejams izveleties sev velamako strategiju, t.i., optimalo strategiju.
Apzimesim R(s1, S2, ..., $n) = (R1(s-1), Ra(5-2), ..., Ry(5-n))-
Attelojums R darbojas no strategiju telpas S strategiju telpa S. Ja mes
varam garantet, ka Sim attelojumam eksiste nekustigais punkts, tad tas ar1
biis musu mekletais Nesa lidzsvars.

Nesa Iidzsvara eksistence

Piemers. Dota divu speletaju ieguvumu matrica (7.3.z21méjums):

2.speletajs

1.speletajs S91 599 593
S12 (2, 2) (O> 2) (57 1)
S12 (2,0) (277) (378)

7.3.71m.



Nesa Iidzsvara eksistence 41

Saja spele (si1, s91) ir vienigais Nesa lidzsvars, bet 1.speletaja strategija
s11 nav maxmin-stratégija. PatieSam,

min u;; =0, min ug; = 2.
1<5<3 1<j<3
Tapat ar1 2.speletaja strategija so; nav maxmin-strategija. Ja 2.speletajs nav
labveligi noskanots pret partneri, tad vins var Nesa lidzsvara vieta izveleties
maxmin-stratégiju. Rezultata vina ieguvums bis tads pats ka Nesa lidzsvara
gadijuma, t.i., 2, bet partnera ieguvums bus 0 (Nesa lidzsvara gadijuma 2). m
Atzimesim Nesa Iidzsvara tris nepilnibas:
1) Nesa Iidzsvars spele var neeksistet;
2) Nesa lidzsvars var nebut viens vienigs;
3) Nesa lidzsvars var but neefektivs (ka pedeja piemera).
Neskatoties uz sim nepilnibam, Nesa Iidzsvaram ir nozimiga loma konflik-
situaciju lemumu pienemsanas teorija.
Pieradisim teoremu, kas pamato Nesa lidzsvara eksistenci divu personu
spelée. Sim nolikam ir nepieciesama teoréma par nekustiga punkta eksistenci.
Bet vispirms atgadinasim, ko nozime izliekta kopa.

DEFINICIJA. Kopu Z C R" sauc par izliektu, ja

\V/Zh 29 € Z(21 7& 22) VA 6]0, ].[ Az + (1 — )\)ZQ € Z.

Bola-Brauera TEOREMA. Pienemsim, ka Z C R™ ir izliekta un kom-
pakta netuksa kopa. Ja f : Z — Z ir nepartraukta funkcija, tad tai eksiste
nekustigais punkts zg, t.i., f(20) = 20.

Jedziens "kompakta kopa” R gadijuma nozime, ka kopa ir slegta un
ierobezota.

Vienkarsakaja gadijuma, kad Z = [a; b], slavena nekustigo punktu teorema
ir viegli pieradama, izmantojot tikai dazas nepartrauktu funkciju 1pasibas.

Pieradijums. Tatad, ja f : [a;b] — [a;b] ir nepartraukta funkcija, tad

dz* € [a;b] : f(a¥) =™

Pienemsim, ka intervala galapunkti a un b nav funkcijas f nekustigie punkti
(ja kaut viens no tiem ir nekustigais punkts, tad pieradijums pabeigts). Tad

f(a) >aun f(b) <b.
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Apskatisim funkciju g(z) = f(z) — 2, * € [a;0]. Taka funy = x ir
nepartrauktas funkcijas, tad g art ir nepartraukta funkcija ka nepartrauktu
funkciju starpiba. Atliek ieverot, ka

g(a) = f(a) —a>0un g(b) = f(b) —b < 0.
Nepartraukta funkcija pienem jebkuru starpvertibu starp divam savam vertibam,
tapec
dz* €]a;b[: g(z*) =0.
Tas nozime, ka f(z*) —2* =0 jeb f(z*) =2*. m

Vispariga gadijuma teoreémas pieradijums ir sarezgitaks, un mes to Seit
neapliikosim.

Atzimesim, ka visi teorémas nosacijumi ir butiski. Piemeram, ja Z nav
izliekta kopa, tad apgalvojums var but aplams (pieméram, Z ir rinka lmija
telpa R?, bet f : Z — Z pagriez rinka liniju par lenki o < 27, tad funkcijai
f nav nekustiga punkta).

DEFINICIJA. Funkciju h, kas defineta izlickta kopa Z, sauc par izliektu,
ja

\V/Zh 29 € Z(21 7é 22) VA 6]0, ]_[ (*)
h(Az1 + (1 — XN)za) < AMh(z1) + (1 — N)h(z9).
Ja nevienadiba (x) izpildas stingi (<), tad funkciju h sauc par stingri izliektu.
Ja nevienadibas < vieta formula () ir > vai >, tad funkciju h atbilstosi sauc
par ieliektu vai stingri ieliektu.

Zimejuma 7.4 ilustreta definicija.

Y Y

ieliekta funkcija izliekta funkcija

7.4. 71m.
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Var pieradit, piemeram, ka Z z¢ (z € R™) ir stingri izliekta funkcija.

Bez tam stingri izliektai un nepartrauktal funkcijai izliekta kompakta kopa
eksiste tikai viens vienigs minimuma punkts.

Pienemsim, ka pirmais speletajs izvelas stratégiju « no strategiju kopas X,
bet otrais speletajs izvelas strategiju y no strategiju kopas Y. Mes apskatisim
speli normalforma. Sada spele katrs speletajs izvelas stratégiju, nezinot
otra speletaja izveleto strategiju. Strategiju pari (z,y) sauksim par speles
situaciju. Pirma speletaja intereses raksturo ieguvumu funkcija F'(z,y), bet
otra speléetaja intereses raksturo ieguvumu funkciju G(z, y), kuras ir definetas
visu situaciju kopa X x Y. Katrs no speletajiem cenSas pec iespejas mak-
simizet savu ieguvumu funkciju.Tadejadi divu personu spele normalforma
tick uzdota ar kopumu I' = (X, Y, F(z,y), G(z,y)). Saja gadijuma Nesa
lidzsvaru varam nodefinet sadi:

DEFINICIJA. Situaciju (2°,y°) sauc par Nesa lidzsvaru spele T, ja

max F(z,y") = F(2),4°), maxG(«",y) = G(z),4°).

reX yey

speletajiem nav izdevigi spelet citas strategijas.
Lidzsvara pieradijuma mes izmantosim Sadu nelielu rezultatu:

LEMMA. Pienemsim, ka X un Y ir kompaktas kopas un ka funkcija
F(z,y) ir nepartraukta kopa X x Y. Pienemsim, ka katram x € X

Y(@)={y €Y |F(z,y) =max F(z,y) }

Tada gadijuma:

1) minimuma funkcija W (z) = ryrg}rfl F(z,y) ir nepartraukta kopa X;

2) ja papildus tiek pienemts, ka katram z € X kopa Y (z) sastav no viena

vieniga elementa y(x), tad funkcija y(x) ir nepartraukta kopa X.
Pieradijums.

1) Izvelesimies patvaligu kopas X elementu virkni (2*)ren, kura konverge uz

elementu 2°. Paradisim, ka robeza

lim W (z")

ktooo
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eksiste un ta ir vienada ar W (z°). Pienemsim pretejo. Tada gadijuma ek-
sistes tada apaksvirkne (k;)en, ka

A= llim W (z™) # W (z?).

Izvelesimies virkni (y* € Y (2%));en. Ta ka Y ir kompakta kopa, tad varam
uzskatit, ka llim y* = 40 Paradisim, ka y° € Y(2%). Patiesam, pec y*

definicijas izpildas
vyeY W)= F",y") < Fah,y).

Veicot robezpareju Saja nevienadiba, kad [ tiecas uz bezgalibu, un izmantojot
funkcijas F(x,y) nepartrauktibu, iegusim

VyeY F(xo,yo) < F(xo,y) SN = Y(xo).

Tadsjadi
A = lim F(z" y*) = F(2°,9°) = W(2°).

l—o0
[egtita pretruna nosledz pieradijuma pirmo dalu.

2) Paradisim, ka funkcija y(x) ir nepartraukta kopa X . Pienemsim pretejo,
proti, funkcija y(x) ir partraukta kaut kada punkta 2 € X. Tada gadijuma
eksistes tada kopas X elementu virkne (2*)ren, kura konverge uz 2%, bet at-
bilstosa virkne (y(z*))ren savukart nekonverge uz y(z°). Tapéc eksiste tada
punkta y(z°) apkartne U, kuras ieksiené neatrodas bezgaligi daudz virknes
(y(2*))ken elementu. Ta ka kopa Y \ U ir kompakta, tad no &is virknes var
izdalit apaksvirkni (y(z%))en € Y\ U, kura konverge uz kaut kadu ele-
mentu y’ # y(z®). Bet Iidzigi ka 1) dala var paradit, ka 3’ € Y (z°). Esam
ieguvusi, ka kopa Y (z) ir divi atskirigi elementi. Ta ir pretruna ar sakotnejo
pienemumu, ka Y (2°) sastav no viena vieniga elementa. m

Piezime. Teoremas pieradijuma gaita esam konstatejusi art kopas

{(zy) |z e X, yeY(x)}

slegttbu. Atzimesim, ka kopas Y kompaktiba ir butiska teoremas prasiba.
Piemeram, ja

X =[-L1], Y =] — oo; 400, F(z,y) = (4> +1)(zy — 1)*,
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tad kopa Y nav kompakta, bet funkcijas

y(x):{ > T ) :minF(x,y):{ v ifg

xz =0, yey

ir partrauktas. m

TEOREMA. Pienemsim, ka divu personu spele I' strategiju kopas X C
R™ un Y C R" ir izliektas un kompaktas kopas. Pienemsim, ka funkcijas
F(z,y) un G(z,y) ir nepartrauktas kopa X x Y, funkcija F(z,y) ir ielickta
pec x pie jebkurafikseta y, bet funkcija G(z,y) ir ieliekta pec y pie jebkura
fikseta x. Sada situacija spele I' eksiste Nesa lidzsvars.

Pieradijums. Sakuma pienemsim, ka funkcijas F'(z,y) un G(z,y) ir
nepartrauktas kopa X x Y un ir stingri izliektas pec teoremas nosacijumiem

attelojumu kopas

X(y) = {2' € X[F(a,y) = max F(z,y) } = {2(y)},
Y(@)={y €Y[F(z,y) =maxF(z,y) } = {y()}

satur tikai pa vienam elementam x(y) un y(z) (t.i., veidojas vienvertigs
attelojums). Saskana ar Lemmu funkcijas z(y) un y(z) ir nepartrauktas.
Varam tas nosaukt par pirma un otra speletaja reakcijas funkcijam.

Apzimesim Z = X x Y un apskatisim attelojumu f : Z — Z, f(z,y) =
(z(y), (y(z)). ta ka X un Y ir izliektas un kompaktas kopas, tad to Dekarta
reizinajums ar1 ir izliekta un kompakta kopa. Pec Bola-Brauera teoremas
attelojumam f eksiste nekustigais punkts z° = (2°,¢4°) € Z: f(z°) = 2° jeb
z(y°) = 2% un y(2°) = ¢°. Tad (2°,4°) ir Nesa Iidzsvars.

Tagad pienemsim, ka funkcijas F'(z, y) un G(z, y) ir ieliektas péc teoremas
nosacijumos dotajiem mainigajiem, bet ne obligati stingri ieliektas. Apzimesim
katram e > 0:

Fe(z,y) = F(z,y)e 3_ a7,

Funkcijas F. un G, ir nepartrauktas kopa X xY', F_(z, y) ir stingri ieliekta pec
x, bet G(x,y) ir stingri ieliekta péc y. Peéc iepriekv s pieradita seko, ka spele
I'. = (X,Y, F.(z,y),G.(x,y) ) eksiste Nesa lidzsvars (z.,y.). Piegemsim, ka
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(en)nen ir tada pozitivu skaitlu virkne, ka

lim Eh = O+
h—oo

un atbilstosa Nesa Iidzsvaru virkne ((.,,¥e,)),cn Konverge uz kaut kadu
strategiju pari (2°,4°). Pec (z.,,y.,) definicijas:

Vl’ S X Feh(%yeh) S FEh(thath)a
vy E Y GEh(xE}ﬂy) S GEh(x€h7y5h>‘

Veicot robezpareju h — oo pie fiksetiem z un y, iegisim, ka

Ve e X F(z,y°) < F(a°y°),
VyeY G(2°y) <G 4°).

Tas nozime, ka (2°,4°) ir speles ' Nesa lidzsvars. m

Apskatisim Nesa Iidzsvara atrasanas metodi ar reakcijas attelojumu iz-

mantosanu
X(y) ={2' € X|F(@',y) = max F(z,y) },

Y(z) = {y' € Y| F(a,y) = max F(z,y) }.
y
Ta sastav no atrisinajuma Sadai ieklavumu sistemai
22 e X(y°), ' evy(a?). (7.1)

Taja gadijuma, kad speletajiem eksiste nepartrauktas reakcijas attelojumu
funkcijas z(y) un y(z), sistema (7.1) parversas par vienadojumu sistemu
2(y’) = 2% un y(2°) = »°.

Piemers. Apskatisim divu personu speli I' = (X, Y, F(z,y), G(z,y)),
kur X, Y un F(z,y), G(z,y) atbilstosi ir pirma un otra speletaja strategiju
kopas un ieguvumu funkcijas. Pienemsim, ka

X=Y=[0;1, F(a,y)=-32"+2y*+7Tzy, G(z,y)=—(v+y—1)>

Funkcijas F'(z,y) un G(x,y) ir stingri ieliektas pec atbilstosajiem mainigajiem
x un y. Par to var parliecinaties, atrodot doto funkciju otras kartas at-
vasinajumus pec atbilstosajiem mainigajiem, proti,

F,=—-6zx+7y, F,,=-6<0, G,=-2x+y—-1), G,=-2<0.



Reakcijas multiattéelojums 47

Izmantojot pirmas kartas atbilstoSos parcialos atvasinajumus, varam secinat,
ka reakcijas funkcija saja gadijuma ir

atradisim, ka 2% = 1—73 my' =L m

Iepriekseja paragrafa apskatita speles piemera 1.speletaja reakcijas funkcija
attelota 7.2.ziméjuma (pie ¢ = % varbutibas p vertiba izveleta patvaligi), tacu
ta nav nepartraukta funkcija, ka to pieprasa teorema.

Strategiju telpa S = S; x Sy ir netuksa, kompakta un izliekta ka ne-
tuksu, kompaktu un izliektu kopu Dekarta reizinajums. Nepartrauktu liniju
mes panaktu, ja punkta ¢ = % savienotu ar taisnes nogriezni funkcijas
grafikus, tacu tad iegutais attelojums nebutu funkcija, bet gan daudzvertigs
attelojums Ry : So — P(S1), kurs darbojas no 2.speletaja strategiju kopas S
1.speletaja strategiju kopas visu apakskopu kopa (dazkart sadus attelojumus
sauc arl par multiattelojumiem, kopvertigiem attelojumiem vai korespon-
dencem).

Reakcijas multiattelojums

Visparinot reakcijas funkcijas definiciju, varam sacit:

DEFINICIJA. Spele I' = (N, S,U) funkciju r; : S_; — P(S;) sauc par
i-ta speletaja reakcijas multiattelojumu, ja jebkurai strategijai s; € S; visi
kopas R;(s_;) elementi ir i-ta speletaja optimalas reakcijas.

Par daudzvertiga attelojuma R : S — P(S) nekustigo punktu sauc tadu
punktu s € S, kurs s € R(s). Ieprieks apskatita teorema paliek speka arl
daudzvertigu attelojumu gadijuma, to nodrosina Kakutani nekustiga punkta
teorema daudzvertigiem attelojumiem. Apskatita piemera speletaju nepartrauktie
reakcijas attelojumi paraditi 7.5.zimejuma. No §1 ziméjuma redzams, ka reak-
cijas attelojumu grafiki krustojas, t.i., reakcijas daudzvertigajam attelojumam

R : S — P(S), kur R(s) := (Ri(s), Ra(s)), s € S; x S, ir nekustigais
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LEKCIJA NR. 8

KURNO-NESA (COURNOT-NASH)
OLIGOPOLMODELIS AR n
RAZOTAJIEM

Modela apraksts

Pelnas maksimizacija

Nesa Iidzsvars

Duapola modelis

Nesa lidzsvars ka iteraciju process

Modela apraksts

Saja nodala apskatisim oligopolmodeli un méginasim noskaidrot, ko tani
nozime Nesa lidzsvars.

Oligopols ir viena no tirgus formam. Seit més runasim par piedavajuma
oligopolu, t.i., tadu tirgus situaciju, kura ir dazi razotaji un daudzi pateretaji.
Individualais pieprasijums ir loti mazs un nevar ietekmet tirgus kopejo pieprasijumu,
bet katra razotaja riciba gan ietekmé kopéjo piedavajumu.

Pienemsim, ka ir n razotaji, kuri razo viena veida produkciju vienam
tirgum (t.i., prece ir homogena). Ar y; apzimésim i-ta razotaja sarazoto pro-
dukcijas daudzumu; §is produkcijas sarazosana i-tajam razotajam izmaksa
C; = c¢;y; naudas vienibas, kur ¢; nozime, cik naudas vienibas nepiecieSamas,
lai sarazotu vienu vienibu produkcijas, ¢ = 1,2, .., n. Pienemsim, ka produkci-
jas cenu p tirgli nosaka piedavatas produkcijas daudzums ar linearu sakaribu:

p=A-B) y,
=1
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A

kur A un B ir tadas zinamas konstantes, ka y; € [0; 5], ¢ = 1,2,...,n, un
A>¢>0,B>0,i=1,2,...n.

Pelpas maksimizacija
Katrs razotajs censas maksimizet savu pelnu:
I = py; — ciy; = max, 1 =1,2,....n.

Mes pienemsim, ka visi razotaji zina, kads izskatas cenas funkcijas visparigais
n

veids pie noteikta piedavajuma. Kopigo piedavajumu ) y; razotaji nezin.
i=1

Katrs razotajs atseviski zina, cik daudz produkcijas sarazo vins pats, bet

nezina, ko dara citi razotaji. Veidojas spelu teorijas situacija, kura viena

cilveka darbiba ir atkariga no parejo cilveku darbibas.

Ja pienemam, ka katrs razotajs zina cenas funkcijas visparigo veidu, tad
pelnas funkcijas varam pierakstit sadi:

I, = (A - BZyi)yi —Ccyi, 1=1,2,...,n.
i=1

Katra razotaja noluks ir maksimizet So funkciju, tatad matematiski izsakoties
— jarisina optimizacijas uzdevums. Ekstréma punktos (maksimuma un min-
imuma punktos) funkcijas pirmas kartas atvasinajums ir vienads ar 0:

Oyi i=1 :
j=1
J#i
Ekstrema punkts ir
1 - \
Y; :ﬁ A_CZ_B Z Yj :Rl(yfz)a
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un tas patiesam ir maksimuma punkts, jo pelnas funkcijas otras kartas at-

vasinajums ir negativs:
0?11,
y;

=-2B<0,i=1,2,..,n.

y; ir i-ta speletaja reakcijas funkcija, jo, sarazojot y; produkcijas vienibas,
1-tais speletajs gust maksimalo pelnpu.

Nesa Iidzsvars

Atceresimies iepriekséjo nodalu. Mes teicam, ka reakcijas funkcijas R(y1, Yo, ..., Yn) =
(Ri(y-1), Ra(y—2), ..., Rn(y—n)) nekustigais punkts ir Nesa lidzsvars. Pielagojot

So definiciju ieprieks apskatitajai situacijai, mums ir jaatrod tads produkcijas
vektors (yi,vys,...,y"), ka

(W Yzs s ) = (Ra(y1), oY), s Ru(y7,))-

Tapec Nesa lidzsvara situacija ir jabtut speka vienadibam

P N S| B TS R
j=1
J#i
Izveidojas n vienadojumu sistéma ar n nezinamajiem. Paméginasim to atrisinat:
By =A—c;i—B Yy, i=12..n,
j=1
i#i
By;‘:A—ci—BZy;f,i:l,?,...,n. (%)

j=1

Sasummejot visus n vienadojumus kopa, iegtisim

Biyz* :nA—ici —nBiy; jeb
i=1 i=1 j=1
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i * nA— Z?:l G . y*

Yi = ~"Hrq ..\

— B(1+n)
esam noteikusi sarazojamas produkcijas daudzumu Nesa lidzsvara gadijuma.
Savietojot pedejo sakaribu ar (x), iegusim:

Saja izteiksmé principa ietilpst tikai zinami lielumi, un mes varam uzskatit,
ka esam noteikusi katra razotaja optimalo reakciju, t.i., esam atradusi Nesa
lidzsvaru. Tatad NeSa lidzsvara gadijuma katrs no razotajiem maksimize
savu pelnpu.
No ieprieks iegtitajiem rezultatiem varam arl noskaidrot katra razotaja
*
. Y;
tirgus dalu m; = =-.
Ja izdaram pienémumu, ka visiem razotajiem vienas produkcijas vienibas
sarazoSana izmaksa vienadi, t.i., ¢; = ¢, 7 = 1, 2, ..., n, tad produkcijas vienas
vienibas cena ir

nA—nc_A—l—nc
14+n  14n’

p*IA—Bin‘ZA—
=1

Ta ka sakuma ir izdarits pienemums, ka A > ¢, tad p* > ¢ — vienas

vienibas produkcijas cena ir lielaka par vienas vienibas produkcijas razosanas

izmaksam, ka tam sapratigi domajot art vajadzetu but, jo preteja gadijuma

razotajam §is produkcijas razoSana nestu tikai zaudejumus un nevis pelnu.

Tacu robezsituacija, kad razotaju skaits kliist neierobezoti liels, vienas vienibas
c+ %

1+ 17
vienibas razoSanas izmaksam c. Tatad, pieaugot razotaju skaitam, pelna
II; = p*y; — cy; samagzinasies un II; —, ., 0,72 =1,2,...,n.

Realaja Latvijas tirgus situacija maz ticams, ka kads meginas analizet
tirgus modeli ta, ka mes tikko tikam darjjusi. Tacu tik neiespejami tas nemaz
nav, Ipasi uznemumiem ar labu datortehniku, tikai tas prasitu pamatigu
tirgus izpeti un faktu materialus.

produkcijas cena p* = n tiecoties uz bezgalibu, tiecas uz vienas
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Duopola modelis

Paanalizesim vel mazliet modeli duapola gadijuma. Razotaju reakcijas funkcijam
ir veids A ) A .
—c —c
R = — = R = — — =Y.
1(y2) 9B oYz un 2(y1) 9B oY1

Cilvekam, kas neko nezinu par Nesa lidzsvaru, darbibas reakcija noteikta laika
perioda ¢ bus atkariga no iepriekseja laika perioda ¢t — 1 (no vina pieredzes),
t.i.,

yi(t) = Ra(ya(t — 1)) un yo(t) = Ra(yi(t — 1)).

Raugoties 8.1.zimejuma: ja laika t = 0 tiek sarazots y;(0) un y9(0), tad
nakamaja laika posma t = 1 razotaji nem vera periodu ¢ = 0, par kuru
zina, ka tant rikojies otrs, un maksimize savu pelnu, izejot no Siem datiem,
ieguistot y1(1) un y9(1). Turpinot So iteraciju procesu, izradas, ka tas laika
gaita tiecas uz Nesa lidzsvaru. Tatad uz Nesa lidzsvaru varam raudzities arl
ka uz robezstavokli, uz kuru tiecas razotaju intereses.

Y1

A—c
B

Ro(y1)

2B \ y1(0), y2(0)

<~——+—Nesa lidzsvars

yi(1), ya(1) Ri(y2)

o
BN
B
b
B

<

3

8.1.z1m.
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Nesa lIidzsvars ka iteraciju process

Pienemsim, ka spelétaji mégina paredzet savu pretspeletaju gajienus, izman-

tojot savu ieprieksejo pieredzi. Pienemsim, ka speletaji nosaka razosanas
apjomu pec kartas ka labako atbildi atkariba no ta, kadu apjomu ir izvelejies
pretspeletajs iepriekseja gajiena un vadoties pec Kurno pienemuma, ka pretspeletajs
atstas savu izlaidi bez izmainam.

Ja 1.speletajs izdara gajienu 0.perioda un izvelas ¢} lielu razoganas apjomu,
tad 2.speletaja izlaide 1.perioda ir g2 = Ro(q?) (kur Ry ir 2.speletaja reakcijas
funkcija). Péc tam sekos ¢7 = Ry(qa) = Ri(Ra(q))), u.t.t.

Ja 8is process konverge uz (¢, q3), tad ¢5 = Ra(q}) un ¢ = R1(q3) — tas
ir NeSa lidzsvars.

Ja process konverge uz kaut kadu stavokli (¢7, ¢3) pie jebkura sakumstavokla
no (g5, ¢5) tuvas apkartnes, tad saka, ka (q7, ¢5) ir asimptotiski stabils lidzsvars
(pasu procesu sauc par ”uztaustisanas” procesu). Ta ir situacija, kas aplukota
8.1.zimejuma. Vispariga gadijuma process var biit sarezgitaks. Pietiekamais
nosacijums stabilitatei ir sads

R,
dgo

R,
dq




LEKCIJA NR. 9

JAUKTO STRATEGIJU NESA
LIDZSVARS

Speles jauktais turpinajums
Debreu, Glickberg, Fan Ky teorema

Nesa lidzsvara izveles pamatojums

Speles jauktais turpinajums

Iepriekseja lekcija apskatijam Nesa lidzsvara eksistenci ologopolmodela iet-
varos. Saja modeli speletaju reakcijas funkcijas bija nepartrauktas, kas ir
viens no nepieciesamajiem nosacijumiem lidzsvara eksistencei. Bet ne vienmer
ta ir. Par to mes parliecinajamies vel vienu lekciju ieprieks. Tad ar1l veicam
strategiju jedziena paplasinasanu. Tagad velreiz atgriezisimies pie strategiju
randomizacijas un Nesa lidzsvara eksistences.

DEFINICIJA. Pienemsim, ka X ir galiga skaita elementu kopa. Kopu
AX ={p: X —[0;1] | Y p(z) =1}
rzeX

sauc par kopas X wvarbutibu sadalijuma kopu.

DEFINICIJA. Pienemsim, kaT' = (N, Sy, ..., Sp, U1, ..., U, ) ir spéle normal-
forma ar strategijam galiga skaita. GI' = (N, ASy,...,AS,, Uy, ...,U,) sauc
par speles I' jaukto turpinajumu, ja deriguma funkcijas

UiIA51XASQX...XASn—>R
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katram i = 1, 2, ..., n, tiek definetas ar vienadibam

Ui(p1,p2, -, Pn) = Z Z Z P1(s1)p2(52)-- P (Sn)Ui(51, -, Sn).

$1E€S51 82€852 Sn€ESn

Sada spele GT 7strategijas” ASi,..., AS,, kuras patiesiba ir varbattbu
sadal- jumu kopas attiecigaja strategiju kopa S;, i = 1,2,...,n, sauc par

DEFINICIJA. Speles GT' = (N; ASy, ..., AS,; Uy, ..., U,) jaukto strategiju
kombinaciju (pi,...,p5) € AS; X ... x AS,, sauc par jaukto stratéjiju Nesa
lidzsvaru, ja katram speletajam ¢ € N un jebkurai jauktajai strategijai
pi € AS; izpildas nosacijums

tad eksiste vismaz viens jaukto strategiju Nesa lidzsvars speles I' jauktaja
turpinajuma GT'.

ST teoréma seko no daudz visparigaka rezultata, jo speles jauktaja turpingjuma
GT strategiju kopas ir uztveramas ka atbilstosas telpas simplekss (tatad ne-
tuksa, izliekta un kompakta kopa).

Debreu, Glickberg, Fan Ky teorema

TEOREMA 2 (Debreu, Glicksberg, Fan Ky (1952)). Jakatrami = 1,2,...,n
izpildas:

1) S; netuksa, izliekta, kompakta (C R™) kopa,

2) u;(s1, ..., sp) — nepartraukta pec (s, ..., s,) un kvazi-izliekta pec s;,
tad spele I' = (N, Sy, Sa, ..., Sy, U1, usg, ..., uy,) eksiste Nesa lidzsvars tirajas

Vispirms precizesim,ka f : R™ — R sauc par kvazi-izliektu funkciju, ja

jebkuram a € R kopa {z | f(z) > a} ir izlickta.
Teoremas 2 pieradisanai izmantosim Sadu lemmu:

LEMMA. Ja izpildas Teoremas 2 nosacijumi, tad reakcijas daudzvertigie
attelojumi R;, © = 1,2, ..., n, ir netuksi, izkiektvertigi un pusnepartraukti no
augsas.
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O Ieverosim, ka R;(s_;) ir to i-ta speletaja stratégiju kopa, kuras mak-
simize u;(+,s_;) kopa S; (kompakta kopa). Tas, ka ta ir netuksa kopa, seko
no u; nepartrauktibas. Kopas R;(s_;) izliektiba seko no wu;(-,s_;) kvazi-
izliektibas. Atliek parbaudit pusnepartrauktibu no augsas. Vispirms atgadinasim,
ka
daudzverigu attelojumu F' sauc par pusnepartrauktu no augsas punkta z, ja
no virknu =, —, oo T UN Yy —n 0o Y, kur y, € F(z,), konvergences seko,
ka y € F(x).

Lai parbauditu pusnepartrauktibu no augsas, mums nepiecieSams paradit,
ka jebkurai tadai virknei (s¥,s*,) —i.oo (5i,5_;), kurai visiem k: s €
Ri(s*,), izpildas s; € R;(s_;) (nemiet vera, ka k Seit ir virknes indeksa
apzimejums!).

leverosim, ka jebkuram k un jebkurai strategijai s; € .S;:

ui(si, ) > wils, sL).
u;(+) nepartrauktibas del w;(s;, s_;) > w;(sh, s_;), t.i., s; € Ri(s_;). m
O Teoremas 2 pieradijums. Definesim attelojumu R : S — S ar formulu
R(s1,82,...,8n) = Ri(s-1) X Ra(s_2) X ... X Ry(5_p).

Skaidrs, ka R(-) ir daudzvertigs attelojums, kurs attelo kopu S = 57 x Sy X
... X S, sevi. Pec Lemmas R(-) ir netukss, izliektvertigs, pusnepartraukts no
augsas attelojums. Pec Kakutani teoremas eksiste nekustigais punkts, t.i.,

dse€ S: se€ R(s).
ST stratégiju kombinacija ir Nesa lidzsvars, jo péc konstrukcijas katram i =

1,2,..,n: 8 € Ri(s_;). m

~ o0

”Dzimumu cinas” atrisinajums jauktajas strategijas

Teoremas ilustracijai apskatisim jau pazistamo ”dzimumu cimas” speli, kura
darbojas Tia un Oskars. Atgadinasim, ka speletaju ieguvumu matrica ir

Tina kino | futbols
Oskars So1 S99
kino — s1; (10,8) | (6,6)
futbols — s15 | (6,6) | (8,10)

2.3.71m.
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Pienemsim, ka p; ir varbtutiba, ar kadu i-tais speléetajs (Oskars ka 1.speletajs
un Tina ka 2.speletajs) izvelas stratégiju s;;. Tadejadi paris (pq, p2) ir jaukto
strategiju paris, kurs norada, ka ar varbutibu p; Oskars ies uz kino un ar
varbiitibu p, arf Tia apmekles kino. Sim jaukto stratégiju parim (pi, ps)
atbilstosas speletaju deriguma matematiskas ceribas jeb deriguma funkcijas
speles jaukta turpinajuma definicijas nozime ir:

Ui = 10p1pa+6p1(1—p2)+6pa(1—p1)+8(1—p1)(1—p2) = —2p1—2p2+6p1pa+8,

Uy = 8p1pa+6p1 (1—pa)+6pa(1—p1)+10(1—p1)(1—p2) = —4p1 —4pa+6p1pa+10.

Speletaji censas maksimizet vinu sagaidamo deriguma funkciju:

oUy 1

—— = —2+06py, =0, t.i., po = =,

O, D2 D2 3

U, 2

— =—4+6p; =0, ti., pp = —.

s P1 b1 3
leguitais rezultats parada, ka jauktajas strategijas speles atrisinajumu dod
paris (%, %) Ja ps = %, tad Oskaram ir pilnigi vienalga, kuru no divam

strategijam izveleties, t.i., py € [0;1]; tapat, ja py = 2, tad Tmai ir pilnigi
vienalga, vai doties uz futbolu vai apmekleét kino, t.i., p, € [0;1]. Gadijuma,

kad pg > %, tira strategija si; ir optimala (tas deriguma vertiba ir lielaka
neka sqy), tapec p; = 1. Lidzigi spriedumi parada, ja ps < %, tad p; = 0.

Lidz ar to abu speletaju reakcijas funkcijas ir:

07 P2 < % 07 p1 < %
Ri(p2) =14 [0:1], pa=3, Ra(p) =4 [0;1], pr=2
17 D2 > é 17 D1 > %
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Atbilstosie reakciju funkciju grafiki doti 10.1.ziméjuma.

P2
1 e
Ra(p1) Ri(p2)
1
3
0 % 1 P
10.1.7z1m.

Mes redzam, ka speélei ir tris jaukto strategiju Nesa lidzsvari: (0, 0), (%, %),

kuru praktisko realizaciju griuti izskirties., bet otrais ir jauns lidzsvars. Proti,
jap = % un po = %, tad abu speletaju reakcijas funkcijas krustojas un jaukto
strategiju paris (%, %) abpuseji ir labakais atrisinajums - tas tatad ir Nesa

butu jaizvelas tiesi tas varbutibu sadalijums, kurs dod Nesa Iidzsvaru? 2)vai
ir sapratigi pienemt, ka racionals speletajs savu gajienu izveli izdaris ar
gadijuma mehanisma palidzibu?

Pirma jautajuma pamatojums meklejams tant apstakli, ka Nesa lidzsvara
strategiju izveles gadijuma pretspeletajam nav iespejamas tadas strategijas,
kas dotu tam lielaku ieguvumu. Savukart otra jautajuma pozitiva atbilde
pamatojuma ar to, ka objektivi daudzas situacijas (ka Tinai un Oskaram)
pie konkréta sprieduma nonakt nevar. Ir nepieciesams subjektivs mehanisms,
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kas izskirtu lemuma pienemsanu.

Speles jauktaja turpinajuma mes pienemam, ka speletaji savas tiras strategijas
randomize neatkarigi viens no otra. Citiem vardiem sakot, var uzskatit,
pieméeram, ka Daba dod speletajiem individualus, neatkarigi sadalitus signalus

(p1, P2y oy Pn) € [0;1] X ... x [0; 1],

un katrs speletajs pienem lemumu atkariba no vina signala p; atskirigajam
iespejamajam realizacijam. Bet var aplukot ar1 tadu situaciju, kura ir kopigs
signals p € [0;1], kuru var redzet visi speletaji. Saja gadijuma paradas
jaunas iespejas. Ta, piemeram, Tinas un Oskara spele abi speletaji var
izskirties par iesanu uz futbolu, ja p < %, vai uz kino, ja p > % Principa
katram speletajam strategijas izvele ir ar gadijuma raksturu, bet tani pat
laika darbibas tiek koordinetas, kas noved pie Iidzsvara situacijas. Pie tam,
ja viens no speletajiem izvelas sekot Sim likumam, tad art otram optimali
ir pietureties pie §1 likuma. Tas ir piemers koreletam lidzsvaram (correlated

equilibrium), So jedzienu izveidojis Robert Aumann 1974.gada.
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BEIJESA SPELES

Ievadpiemers
Beijesa speles definicija
Beijesa-Nesa lidzsvars

Ievadpiemers

Lidz sim apskatitajos modelos speletaji zinaja citu speletaju lietderibas funkei-
jas, realitate ta var nebit.
Pirms pamatjédzienu izveidosanas apskatisim vienu vienkarsu pieméru.
Pienemsim, ka ir divi speletaji, no kuriem 1.speletajs nezina 2.speletaja
lietderibas funkciju, bet 2.speletajs zina gan savejo, gan ar1 pretspeletaja liet-
deribas funkciju. Patiesa situacija dota ar ieguvumu matricu 10.1.ziméjuma,
to mes nosauksim par speli I'y.

Iy S21 522

si1 | (1,2) ] (0,1)

S192 (0, 4) (]., 3)
10.1.z1m.

Precizejot pirma speletaja uzvedibu, pienemsim, ka vins zina, ka varetu
tikt speletas speles I'y vai I'y, kuras ieguvumu matrica dota 10.2.zimejuma.
Pie tam ieverosim, ka abas speles 1.speletaja ieguvumi ir vienadi, bet par
2.speletaja ieguvumiem 1.speletajam nav noteikta viedokla.

I'y S21 522

S11 (1, 3) (O, 4)

S192 (0, ].) (]_, 2)
10.2.z1m.
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Ta ka 1.speletajs nezina, kura no situacijam — I'; vai I'y — vins atrodas,
tad lemuma pienemsanu vins var izskirt, piemeram, metot monetu. Tadejadi
§1 spele 1.speletajam klast par speli ar varbitisku raksturu. Sadas spéles
ekstensiva forma paradita 10.3.zimejuma.

(1;2) (0;1) (0;4) (1;3) (1;3) (0;4) (0;1) (1;2)
10.3.z1m.

1.speletajs var spriest sekojosi: ”Spele 'y 2.speletajam dominegjosa strategija
ir So1, t.i., neatkarigi no ta, vai es izvelos gajienus sy; vai sio, 2.speletajs
izvelesis gajienu so1. Spele I'y 2.speletajam dominejosa stratégija ir sqo; vins
Saja spele neatkarigi no mana gajiena izvelesies gajienu soo. Tatad mana
spele reducejas uz vienkarsotu speli "pret dabu”, kuras speles koks paradits
10.4.ziméjuma.”

10.4.z1m.

Ta ka 1.speletajs nezina, ar kada rakstura pretinieku vinam ir darisana,
tad varam apzimet speli I'; ka pretspeletaju ar tipu to; un I's ka pretspeletaju
ar tipu tg (10.5.z1m.).

o1 | t22
S11 1
512 0 1
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10.5.z1m.

1.speletajs nezina, kurs no tipiem ir vina pretspeléetajs; varam pienemt,
ka t9; ir ar varbutibu p un o5 ar varbutibu 1 — p vai p;(te1) un py(t22). Tada
gadijuma varam izrekinat abu tipu matematiskas ceribas. Jap =1—p =0, 5,
tad rezultats ir =0,5, un 1.speletajam ir vienalga, kuru gajienu izveleties. Ja
totiess pienem, ka p;(t21) = 0,6 un p;(te2) = 0,4, tad

Ey = (u1]s11) = pi(ta1) - 1+ pi(te2) - 0 = 0,6,
E, = (u1]s12) = pi(ta1) - 0+ pi(te2) -1 =0,4.

Secinam, ka 1.speletajam labak izveleties gajienu s;;. Pasreizejos aprekinos
mes netikam izmantojusi faktu, kada tipa speletajs patiesiba ir 2.speletajs
(vins zina, ka notiek spele I'y), bet tas var butiski ietekmet rezultatu.

Beijesa speles definicija
DEFINICIJA. Par Beijesa spéli sauc speli
FB = (N7 Sla 527 ) Sn7 Tla T27 ) Tn7p17p27 ovy Dny U1, U2, - un)a kur

N # () — speletaju kopa,

S; — i-ta speletaja darbibu (strategiju) kopa, i € N,

T; — i-ta speletaja tipu kopa, ¢ € N,

pi : T_; x T; — [0; 1] — varbutiba notikumam, ka i-ta speletaja tips ir ¢;, bet
no parejiem vins sagaida tipus t_;, i € NV,

;o S X X Sy X Ty X .. x T,y — R, kur wy(sq, ...y Sp, L1, ..., ty) 1r i-ta spelétaja
ieguvums gadijuma, ja tiek veiktas darbibas si, ..., s, un n speletaju tipi ir
ti,..iytn, 1 € N,

|N| < o0, |S;i] < oo, [T;] < o0,i€ N.

Beijesa spele speletaju darbibas ir atkarigas arm no vinu tipiem, tapéc
noteikta i-ta (i € N) speletaja stratégija ir uzlukojama ka funkcija S;(+),
kuras argumentu kopa ir i-ta speletaja tipu kopa 7T; un vertibu kopa ir
i-ta speletaja darbibu kopa S;. Principa ¢-tais speletajs zina savu tipu,
savu izveleto stratégiju, bet nezina pretspeletaja tipu. Varam aprekinat i-
ta speletaja sagaidamo ieguvumu, ja vins ir ar tipu ¢; un izspeles strategiju

s(-) = (8i(), 5-i()):
Ui(si(t:), s—i(+), t;) = Z wi(si(t:), s—ilt_i,t1, ..oy tn)) - pi(t_i|t;).

t_ €T
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Beijesa-Nesa lidzsvars

DEFINICIJA. Strategiju kombinaciju s*(-) spele I'? sauc par Beijesa-Nesa
lidzsvaru, ja katram speletajam ¢ € N un jebkuram vina tipam t; € T; ir speka
nevienadiba

Ui(si(ti), s; (), ti) > Ui(si(ti), s2;(), ti)

Aplukosim ekonomiska rakstura piemeru (Kurno duopola modelis ar nepilnigu
informaciju). Apskatisim viena veida produkcijas divus razotajus. Produkci-
jas cena tirgu abiem ir vienada un ta ir atkariga no abu raZotaju piedavatajiem
produkcijas apjomiem: ¢ = A — s1 — So, kur A noteikta konstante. RaZotaju
ieqguvumu funkcijas ir u; = si(t; — s1 — s2), © = 1,2, t; — raZotaju tipi,
kas noteikti ar sakaribu t; = A — k;, i« = 1,2, Seit ar k;, i = 1,2, tiek
apziméta i-ta raZotaja saraZotas produkcijas vienas vienibas izmaksas. Abi
razZotagi zin, ka t; = 1, bet 1.raZotags nezin, kads precizi ir otra speletaja tips:
tor = % vai tog = %, tapec vins pienem, ka abi tipi ir vienlidz iespejami, t.i.,
p1(tar|tr) = p1(taslty) = % Janoskaidro $is spéles Beijesa-Nesa lidzsvars.

Péc Beijesa-Nesa lidzsvara definicijas formali mums ir jaatrod tads strategiju
paris (s}, s3(+)), kurs apmierinatu nevienadibas:

U1(8T7 S;(')atl) Z Ul(sla S;(')7t1)7 V31 € Sl = R)
Ua(sy, s5(ta1),ta1) > Us(sq, s5,t21), Vsy € S =R,
Us(s7, 85(ta2), taa) > Us(sy, s5,t22), Vsy € Sy =R.

Mums ir zinams, ka razotaji censas maksimizet lietderibas funkciju vertibas.
Ta otrais razotajs maksimize funkciju

uy = 83(ta — 87 — s2), tad

(7u2
T ) — st — 28y =0
832 2 S1 So
un iegusim, ka s3(t2) = £ (t2 — s7) jeb konkretak:
siltn) = 53(2) = 302 — 50), .
s3(ta2) = 53(3) = 5(3 — 57) -
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Savukart arl 1.razotajs censas maksimizet savu lietderibas funkciju vy =
s1(t; — s1 — s3), bet ta ka vins nezina, kada tipa speletajs ir otrais razotajs,
tad maksimizeta tiek funkcija

Ui(s1,85(-), 1) =
p(tarlti)si(tr — s1 = s5(t21)) + p(tazlte)si(ts — s1 — s5(t)) =
= 5 (tl S1 — Sz(tzl) + tl — 8§71 — 8;(t22)) =
= % (2 — 281 — S;(tgl) — S;(tgg)), tl,
37 = 2(2 — 82(t21) — S2(t22)) — 281 = O, tﬁdéjadl

st = 1(2 = s5(tan) — s3(t22)) (%)

Sav1et030t (*) un (**), 1egu81m atbildi uz sakotnejl formuléto jautajumu:
st =3, 53(ta1) = 2 un sh(te2) = 31 ir Beijesa-Nesa lidzsvars.
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DRAUDI

Pamatidejas
Sadaltjumi
a-kodols

Pamatidejas

Saja lekcija pienemsim, ka speletaji tiecas koopereties, bet, nemot vera strate-
gisko savstarpejo atkaribu, kas raksturiga spelem normalforma, tagad speletaji,
izveloties savu strategiju, rekinas ar iespejamo citu speletaju reakciju. Drau-
dot viens otram, speletaji var stabilizet samera plasu gajienu kopu. Tapec
draudus varam apskatit ka kooperacijas mehanismu.

Ilgaku laiku kooperacija ka savstarpeji bridinosi draudi ir tikusi petita
ekonomiskaja literatura saistiba ar oligopola problemam. Piemeéeram, Kurno
duapola gadijuma gajiens, kas dod vislielako kopgjo pelnu, nav Nesa lidzsvars,
jo vienpusejs firmas piedavajuma apjoma palielinajums un cenas samazinajums
palielina tas tekoSos ienakumus. Tas liek otrai firmai arl samazinat cenu
un palielinat piedavajuma apjomu, kas gala rezultata noved pie ta, ka abi
speletaji zaude salidzinajuma ar sakuma stavokli. Saja gadijuma katra firma
veic tadus gajienus, kuru rezultata citas firmas veic savukart tadus atbildes
gajienus, kas rada zaudéjumus visai nozarei.

Bridinajumi ir sameéra iespaidigs kooperacijas mehanisms. Lai sasniegtu
norunu stabilitati, speletaji draud viens otram, t.i., pazino noteiktu reagesanas
shemu, ja netiks ieverotas norunas. Ta ka norunas neieverojosajam speletajam
var but slikti, ja draudi tiks izpilditi, tad vins baidisies norunas nepildit, tapec
neobligata vienosanas izradisies stabila. Tadejadi bridinajumi ir sapratiga
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potencialo speku izmantosana. Sekmigi ir tie draudi, kuri nekad netiek re-
alizeti.

Sadalijumi

Piemers. Cietuma dilemmas kooperativais atrisinajums.

Cietuma dilemmas nekooperativs atrisinajums ir (atzities, atzities), kas
abiem dod samera lielu cietumsodu. Lai dabutu pavisam mazu cietumsodu
un tiktu izdarits gajiens (neatzities, neatzities), javeido kooperacija, kura
katrs speletajs pasludina savas uzvedibas principus: ”"ka tu, ta art es”, t.i.,

{ ja tu atzisies, tad es arT atzisos, (1)
ja tu neatzisies, tad es arl neatzisos.
Nemot vera Sos draudus, katram no speletajiem ir izdevigak neatzities, jo
tas dod abiem lielaku ieguvumu (mazaku cietumsodu) neka atzisanas. Tada
veida izpauzas draudu (1) stabilitate.

Divpuseji draudi neveido pielaujamo darbibu pari. Lai realizetu tadu
uzvedibu, kada tiek izteikta draudos (1), speletajam ir jazin partnera riciba.
Ja speletaji izvelas strategijas uzreiz un galigi, tad tikai viens no speletajiem
var but tada stavokli, ka zina otra speletaja gajienu. Cietuma dilemma ir
simetriska spele, mes veletos, lai kooperativo iznakumu nodrosinatu bridinajumu
scenarijs, kura speletajiem ir simetriskas lomas. Lai parvaretu §is grutibas,
varam iedomaties, ka spele var atkartoties un speles vinnests biis abu spelu
vinnesti kopa. Jaislaicigi ienakumi no nekooperativas novirzes parklajas ar il-
glaicigiem zaudejumiem, kas rodas tipa (1) reakcijas rezultata, tad bridinajumu
scenarijs nodrosina stabilu kooperativu iznakumu. m

Seit més izveidosim no matematikas viedokla raugoties saméra vienkarsu
konstrukciju kooperacijas formalizacijai uz draudu pamata. Speletajiem tikai
nepiecieSamas norunas par daziem speles iznakumiem un katram speletajam
ir jaizvelas draudi, kas to bridina par novirzem no dota iznakuma.

Definicija. Pienemsim, ka G = (X;, u;; ¢ € N) ir spele normalforma (N
— speletaju kopa, ¢ € N, X; — stratéegiju kopa i-tajam speletajam, u; —
i-ta speletaja ieguvumu funkcija jeb deriguma funkcija, © = (x;);eny C Xy
— speles gajiens). Par bridinajuma scenariju sauc komplektu (z, {5 i € N),
kur ¥ € Xy — speles G gajiens, {; visiem ¢ € N apzime draudus speletajam
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i, t.i., {; ir tads attelojums no X; kopa Xy g, ka

vy € Xi\{wit o wilyi, §5(0i) < wi(x).

[lustresim bridinajuma scenariju ar speli, kura tiek izspeleta bezgaliga
laika intervala. Katra konkreta laika momenta katrs speletajs izvelas savu
strategiju, pie tam vins var nomainit savu stratégiju jebkura laika momenta.
Spele tiek speleta atklati, t.i., visu speletaju stratégijas ir visiem zinamas.
Tas ir galvenais pienemums par informaciju, kurs padara neiespejamu slepenu
norunu neieverosanu.

Speletajs, kurs ievero norunu, sakuma izvelas ar citiem speletajiem saskanoto
strategiju z; un pec tam novero citu speletaju strategijas y, Kamer y, =z,
tikmer speletajs ¢ saglaba strategiju xz;, bet tiklidz, piemeram, speletajs j iz-
manto stratégiju y; # x;, speletajs ¢ parsledzas reiz par visam reizem uz i-to
koordinati {,(y;). Stabilitates nosacijumi (2) nozime, ja visi speletaji izpilda
norunu, kas balstas uz bridinajuma scenariju, tad nevienam speletajam nero-
das nekadi iemesli (vienpuseji), lai lauztu norunu. Ieguvums bezgaliga laika
intervala vienmer parsniedz ieguvumu jebkura intervala ar galigu garumu.

Definicija nemti vera tikai atsevisku speletaju novirzes. Nakosaja paragrafa
apskatisim visparinajumu gadijumam, ja norunu neievero koalicija.

Protams, reizem ir griiti izpildit prasibu, ka spele tiek speleta atklati.
Specialgadijuma pie miusdienu brunojuma negaidits iebrukums klust aizvien
bistamaks. Tadejadi demilitarizetu zonu izveidosana, kuras redzamas visas
agresivas darbibas, vai vienosanas par kodolierocu savstarpejam inspekcijam
ir divi piemeri informacijas apmainai pie bridinosiem draudiem. No otras
puses, anglu-japanu vienosanas par kara kugu razoSanas ierobezoSanu ne-
paredzeja specialu punktu par norunas izpildes kontroli, jo noruna tika parakstita
tajos laikos, kad tadu objektu slepena celtnieciba skaitijas neiespejama.

Lemma 1. 1. Pienemsim, ka (z, {;; ¢ € N) ir bridinajuma scenarijs.
Tad gajiens x ir individuali racionalakais, t.i., :

sup inf u; (y;, y;) < ug(z) visiem ¢ € N, (3)
vi Y7
2. Pienemsim, ka X; ir kompaktas kopas, bet u; ir nepartrauktas funkci-
jas, 2 € N. Tad spele G eksiste vismaz viens individuali racionalakais gajiens.
Katram tadam gajienam z visiem ¢ € N eksisté tads draudu komplekts &,
ka (z, {; 4 € N) ir bridinajuma scenarijs.
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Pieradijums. No (2) seko, ka

151Af wi(Yi, yp) < ui(yi, Eyi)) < wi(x) visiem y; € X
7
No sSejienes seko lemmas pirmais apgalvojums.

Pieradisim otro — apgriezto apgalvojumu. Bet vispirms dosim vienu
definiciju un lemmu (bez pieradijuma).

Definicija. Normalformas spele (X;, u;; ¢ € N) x; sauc par i-ta speletaja
piesardzigo stratégiju, ja izpildas vienadiba

Lemma. Pienemsim, ka X; ir kompaktas kopas, bet u; ir nepartrauktas
funkcijas, ¢ € N. Tad i-ta speletaja piesardzigo stratégiju kopa nav tuksa, ta
ir kompakta un skelas ar nedomingjoso strategiju kopu.

Pie miusu topologiskajiem pienemumiem katram no speletajiem ir vismaz
viena piesardziga strategija, apzimesim to ar z;. Tad strategiju kombinacija
(gajiens) x = (;);en ir individuali racionals gajiens.

Talak, katram ¢ € N un katrai strategijai y; € X;, y; # x;, izvelamies
tadu elementu y; = {{y:) € Xmay, ka

ui(yi, y;) = inf wi(yi, z;) < supinf uy(z;, 2;) < wiw).
7 )
Tas pabeidz Lemmas 1 pieradijumu. m

Definicija. Par sadalijumu spele G = (X;,u;, i € ) sauc optimalo peéc
Pareto individuali racionalo gajienu. So spéles G sadalfjumu kopu apzimesim
ar I(G).

(Atgadinasim, ka spelé normalforma (X, u;, i € ) gajiens x € X dominé
pec Pareto par gajienu y € Xy, ja

Vie N w(y) < ux),
FeN wly) <ulx).

Gajienu x sauc par optimalu pec Pareto, ja tas nedominé pec Pareto.)

Lemma 2. Pienemsim, ka katram speletajam ¢ € N kopa X; ir kompakta
un funkcija u; ir nepartraukta. Tad spele G eksiste vismaz viens sadalijjums.
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Pieradijums. Visu speles G gajienu kopas apakskopu, kas sastav no
individualajiem racionalajiem gajieniem, apzimesim ar I R(G), ta ir netuksa
un kompakta kopa. Izvelesimies tadu z € I R(G), kurs§ maksimize » u; kopa

iEN
IR(G). Tad sis x ir péc Pareto optimals gajiens. Pienemsim no preteja, ka
gajiens y dominé péc Pareto gajienu z. Tad y € IR(G) un

iEN iEN
[egtita pretruna nosledz lemmas pieradijumu. m

Sadalijums ir optimals pec Pareto gajiens un dod katram speletajam vis-
maz ta garanteto vinnestu. Pec Lemmas 1 katrs sadalijums ir optimals pe
Pareto bridinajuma scenarija gajiens. No otras puses, divas minimalalas
prasibas kooperativai norunai ir tiesi individuala racionalitate un optimalitate
pec Pareto. No sejienes seko, ka kopa I(G) ir maksimalais apgabals kooperacijas
sarunam. Lielakaja vairuma spelu kopa I(G) sastav no daudziem gajieniem
un izvele starp tiem rada asas konflikta situacijas.

Piemers. "Tirgus” spele.

1.speletajs pardod (nedalamu) preci 2.speletajam. 1.speletajam jaizskiras,
vai preci pardot par augstu vai zemu cenu. Pircéjam principa ir pienemamas
abas cenas, bet vins var veikt pirkumu un var no ta atteikties.

2.speletajs . .
1 speletajs pirkums | atteikums
augsta cena (2,1) (0,0)
zema cena (1,2) (0,0)

Gajiens (I, I) ir domingjoso strategiju Iidzsvars, pie tam tas ir optimals pec
Pareto. Ja speletajiem nav iespejams apmainities ar informaciju, tad Sis
gajiens acimredzot bis speles rezultats. Diemzel tas nav vienigais speles
sadalfjums. Cits sadalijums ir gajiens (/7,I). Lai 1.spelétajs vinnetu (t.i.,
pardotu preci par augstako cenu), vin$ var pazinot, ka pardos preci tikai
par augstako cenu, t.i., uznemties Iidera lomu. No otras puses, 2.speletajs
var vinnéet, piedraudot pardevejam: ”Es pirksu tikai preci par zemako cenu
un atteikos no darifjuma, ja biis augstaka cena.” ST uzvediba, kas lickas
nesapratiga (par cik pircejs ir gatavs atteikties no izdeviga darijjuma), var
izradities samera noderiga, ja tikai pardevejs notic siem draudiem. No kooperacijas
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viedokla mes nevaram dot prieksroku nevienam no nosauktajiem bridinajuma
scenarijiem.

Apskatamaja piemera pircejs vinne, izmantojot radikalus draudus: ”Je-
bkuras tavas novirzes gadijuma es reagesu, minimizejot tavu ieguvumu funkciju
(t.i., izvelesos prieks tevis pasu sliktako atbildi).” Sis radikalisms var novest
pie ta, ka draudu izpilde var izradities pazudinosa abiem speletajiem. Pirceja
pazinojums, ka vins atteiksies no darijjuma pie augstakas cenas, ir tikai, ka
vins iecerejis, bridinoss signals. Bet, lai draudi raditu iespaidu, nepieciesams,
lai nerastos Saubas par to, ka sie draudi tiks izpilditi. Sada nozime pat loti
parliecinosi un sekmigi draudi ir riskanti, ja pazinota reakcija uz novirzem
nesakrit ar draudosa speletaja labakajam atbildem. m

Piemera apskatito situaciju var visparinat uz patvaligu divu speletaju
speli.

Apskatisim divu speléetaju speli (X, X, ug, ug), kura kopas X; un X,
ir kompaktas un u; un us ir nepartrauktas funkcijas. Speletajam ¢ labakais
sadalfjums ir tads gajiens 2%, ka

'€ I(G) w(a') = sup uy(x),
z€l(Q)

ko ekvivalenta veida var pierakstit sadi:

' € I(G)  w(z") = sup {ul(:c) | uj(x) > sup igfuj(yj,yl-) } : (4)

Yj

Vel vairak, jebkuri divi sadalijumi, kas apmierina nosactjumu (4), dod vienu
un to pasu vinnestu abiem spéeletajiem:

[z apmierina (4)] = [u;(z) = ui(z"), j=1,2].
Lasttajs var patstavigi pieradit iepriekv s izteiktos apgalvojumus. Mes pieradisim
sadu lemmu:

Lemma 3. Pienemsim, ka 2' ir sadalijums, kur§ apmierina nosacijumu
(4). Pienemsim, ka &; ir i-ta speletaja (agresivie) draudi:

{ Vy; € X\ x5} u(yy, &lyy)) = iilifuj(ywyi)- 5)
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Pienemsim, ka ; ir j-ta speletaja draudi (”piesardzibas soli”) :

&(ai) = af,
{ Vi € X\ (o} w60, m) = infuy(y;,9:). (6)

Tad (27, &;,&;) ir bridinajuma scenarijs.
Pieradijums. No (5) iegusim

Vy; € X\ {25} wi(y;, &ilyy)) < supinfuy(z, 2).

Ta ka gajiens 2’ ir individuali racionals (2 € IR(G)), tad ieglisim
Vy; € Xp\ a5} u(y;, &(yy)) < uy(a).
No otras puses, no (6) seko, ka

Yy € X\ {zi}  u;(&(y), ) = infsup (25, ).

J

Fiksesim strategiju v;, y; # x!, un piepemsim, ka

wi(&5(yi), yi) > us(ah).

Pedejas divas nevienadibas kopa ar nosactjumu z' € TR(G) lauj apgalvot,
ka y = (&(vi), vi) € IR(G). Pec musu topologiskajiem pienemumiem eksiste
tads optimals pec Pareto gajiens z, kuram izpildas nevienadibas

ui(y) < wi(z),  uiy) < uy(2).
Tadejadi sadalijumam z izpildas nevienadiba
ui (') < u(2).
legiita pretruna nosledz pieradijumu. m

Nosauksim draudus, kas tiek izteikti sakara ar vadosa speletaja draudiem,
par piesardzibas soliem. Tadas atbildes reakcijas var but pietiekosi ies-
paidigas. Taja momenta, kad nepieciesams draudus izpildit, speletajam ne-
piecieSsams vai nu attteikties no racionalas izveles (raugoties no islaicigam
interesem), vai arl tomer draudus neizpildit. Tadejadi sekmiga draudu iz-
mantoSana piesardzibas noliukos prasa, lai draudosais speletajs spetu savus
draudus art izpildit vai vismaz tiem jabiut tik ticamiem, lai visi tiem noticetu.
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a-kodols

Definicija. Pienemsim, ka dota spele G = (X;,u;; @ € N). Par speles G
a-kodolu sauc apakskopu no tadiem gajieniem x*, kuriem izpildas:
jebkurai koalicijai 7" C N un jebkurai kopejai strategijai xr € X eksiste
kopiga papildinajuma koalicijas tada strategija xpc € Xpo, ka neizpildas
nosacijums

wi(xr, xpc) > wi(z*) visiem i € T,
u;(zr, vpc) > w;i(x*) vismaz vienam i € T
Speles G a-kodolu apzime ar C,(G).

Sts definicijas formulégjuma netika izmantots bridinajuma scenarijs, kura
koalicija reagetu uz papildinajuma koalicijas kopéjam novirzem. Formali
koaliciju bridinajuma scenariju var definet ka komplektu

(ZL‘*, £T, T C N),

kur £7¢ — tads attelojums no Xp kopa Xpc, ka neeksiste koalicija T" C N
un kopiga strategija xr € Xp, kuriem izpilditos

wi(xp, Epe (7)) > ui(x*) visiem i € T,

wi(xr, Ere (7)) > ui(x*) vismaz vienam i € 7.
Tadejadi «* pieder kopai C,(G) tad un tikai tad, ja katrai koalicijai T C N
eksiste tadi koalicijas T¢ draudi pret potencialajam koalicijas 7" novirzem,
ka (x*, &r; T C N) — koalicijas bridinajuma scenarijs.

Péc a-kodola definicijas gajiens x* atrodas speles G a-kodola taja gadijuma,
ja jebkurai koalicijas T' novirzei xp var pretl likt papildinajuma koalicijas
TC gajienu zc, kurs bridina vismaz vienu koalicijas T locekli no lemuma
izveleties strategiju xr, jo Saja gadijuma Sis speletajs zaude:

wi(zr, xpc) < wi(z")
(vai visi koalicijas T speletaji iegust tadu pasu vinnestu ka ieprieks

VieT wu(xp,xpe)=u;(z*) ).

Pielietojot So ipasibu pakapeniski koalicijam 7" = N un T' = {i}, i € N,
iegtisim, ka jebkurs gajiens no a-kodola ir ar1 sadalijums:

C.(G) € I(G).
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Divu speletaju speles a-kodols sakrit ar sadalijuma kopu, tapec tas nav
tuksa kopa. Bet interesanti atzimet, ka speles ar vismaz trim speletajiem
a-kodols var izradities tukss.

Piemers. Kondorse paradokss.

Pienemsim, ka N ir sabiedriba, kas sastav no nepara skaita dalitbnieku,
kuriem no galigas kopas kandidatu A ir jaizvelas viens. Kandidats tiek
izvelets ar balsu vairakumu: katrs speletajs balso par vienu kandidatu, vinne
tas, kuram ir visvairak balsu.

Apzimesim ar u; speletaja ¢ (i € N) deriguma funkciju kopa A. Jebkuri
divi deriguma iznakumi kopa A tiek uzskatiti par atskirigiem, tapéc eksiste
tiesi p! prieksrocibas attiecibu, kur p = |A| — kopas A apjoms.

i-ta speletaja strategijas veido kopa X; = A. Par balsosanas likumu tiek
uzskatits jebkurs tads attelojums 7 : Xy — A, kurs Vo € Xy

m(x)=a=|{ie Nl|x;=a}| > |[{i € N|z; =b}| visiem be A. (7)
Fiksetam Funkcijam w;, ¢« € N, izveidojas Sada spele normalforma
G={X;,u;om; i € N).

Atradisim Saja spelé kooperacijas stabilitates gajienus. Pienemsim, ka z* €
Xy ietilpst a-kodola, un apzimesim a = w(z*). Atzimesim, ka jebkura
koalicija T, kura atrodas vairak par pusi speletaju (|7 > &), var nodrosinat
jebkura kandidata b ievelesanu, ja visi koalicijas locekli balsos par b (tas seko
no (7)):

[z; = b visiem i € T'| = [7(xp, xpc) = b visiem zpc¢ € Xpe .
Tada gadijuma nevienadiba
VieT wui(b) > u;(a) (8)

btitu pretruna ar gajiena x* piederibu a-kodolam. Tadejadi visam koalicijam
T, kas satur lielako balsu dalu, un visiem kandidatiem b, b # a, 1pasiba (8)
nedrikst izpildities. Sis apgalvojums ekvivalenta veida var tikt noformulets
sadi:

{i € N|ui(a) > u;(b)}| > @ visiem b, b # a. 9)

Ta ka |N| ir nepara skaitlis, tad vai nu pati koalicija satur lielako dalu
speletaju, vai ar1 tas papildinajums ir ar lielako dalu speletaju. Ja izpildas
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1pasiba (9), tad teiksim, ka kandidats a ir uzvaretajs pec Kondorse ar prieksrocibu
sakartojumu u;, © € N. Tads kandidats radis zaudejumus jebkuram citam
kandidatam, salidzinot pa pariem. Tadejadi esam pieradijusi, ka

[2" € Co(GQ)] = [r(z") ir uzvaretajs pec Kondorse pie (u;)ien |-

Apgrieztais apgalvojums art ir speka.

Dotam prieksrocibu sakartojumam wu;, ¢« € N, atbilst ne vairak ka viens
uzvaretajs pec Kondorse (seko no (9)). lespejami ir tikai divi gadijumi.

1.gadijums. Prieksrocibu sakartojumam u;, ¢ € N, ir uzvaretajs pec Kon-
dorse, pienemsim a. Tad speles G a-kodols sastav no visiem tiem gajieniem
z, kuriem 7(x) = a: Co(G) = 77 (a).

2.gadijums. Prieksrocibu sakartojumam wu;, ¢ € N, neeksiste uzvaretajs
peéc Kondorse. Tad speles G a-kodols ir tuksa kopa:

Co(G) = 0.

2.gadijums literatura ir pazistams ar nosaukumu ” Kondorse paradokss”,
tas ir daudz petits.

Lai izveidotu tadu prieksrocibu sakartojumu, pie kura nav uzvaretaja péec
Kondorse, pienemsim, ka p > 3 un |N| =n > 3. Izvelesimies tr1s kandidatus
a, b, ¢ un tris naturalus skaitlus ny, ny, ng ta, ka izpildas ( |N| ir nepara
skaitlis!):

ny + No + Ny = n,
{ ng + ng > n,, visiem {k, [, m} = {1, 2, 3}.

Pienemsim, ka sabiedriba N sadalas trijas vienadi domajosas grupas ar dalibnieku
skaitu ng, k =1, 2, 3, pie tam

Vie Ny ui(a) > ui(b) > ui(c) > wiw),
Vie Nyt u(b) > ui(e) > ui(a) > u(a),
Vie Ng:  wi(c) > ui(a) > ui(b) > u(a),
visiem o € A\ {a, b, c}.

Dalibnieki no Ny U N3 dod prieksroku kandidatam a salidzinajuma ar b. Par
cik ny +ng > ng, tad b nevar bt uzvaretajs pec Kondorse. Lidzigi vairakums
no N; U Ny dod prieksroku kandidatam b salidzinajuma ar ¢, bet vairakums
no Ny U N3 dod prieksroku kandidatam c salidzinajuma ar a. m

Speles ar tuksu a-kodolu kooperativa stabilitate nevar tikt sasniegta tikai
bridinoso draudu del. Pat tas fakts, ka novirzes var izdarit tikai atklata veida,
negarante, ka neeksiste tada koalicija, kurai novirzes ir izdevigas, neatkarigi
no atbilstosam citu speletaju darbibam.



LEKCIJA NR. 12

DINAMISKAS SPELES

Speles ekstensivas formas definicija
Piemers

Speles ekstensivas formas definicija

Dinamiskas lemumu pienemsanas situacijas, kuras speletaja riciba ir atkariga
no ta informetibas par pagatne izdaritiem gajieniem, visvienkarsak var analizet
ar speles koka palidzibu, t.i., ekstensivo speles formu. Tapec vispirms pre-
cizesim, kas ir spele ekstensivaja forma. Speles ekstensivaja forma meginasim
ietvert ar1 varbutiska rakstura situacijas.

DEFINICIJA. Teiksim, ka spele ir uzdota ekstenswaja forma, ja par
speli ir dota sekojosa informacija:

(1) mezglu kopa K;

(2) zaru kopa A C K x A, kas kopigi ar K veido speles koku (sakarigu
grafu bez cikliem);

(3) kopas K skaldijums {P,, P, ..., P,, E}, kur
Py ir gadijuma notikumu mezglu kopa,

P; ir i-ta speletaja lemumu pienemsSanas mezglu kopa,
FE ir galamezglu kopa;

(4) katram speletajam dots skaldijums P, informacijas apgabalos I}, ...,
1=1,2,...,n, M; ir i-ta speletaja informacijas kopu skaits;

(5) katram informacijas apgabalam I7 dots no I’ mezgliem izejoso zaru
skaldijums Z(I7), kur katram z € Z(I7) atbilst viens no I’ izejoss gajiens un
katrs mezgls k € Il-j satur tiesi vienu no k izejosu zaru;

(6) katram mezglam k € Py un katram no k izejoSam zaram ir piekartota
realizacijas varbtitiba wy;

M

1 Y
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(7) katram galamezglam e € E dots ieguvumu vektors (uq(e), ..., u,(€)).

Ar kopas X skaldijumu saprot tadu kopas X apakskopu X7, ..., X, sistemu,
ka X1UX2UUXn =X un XZQX] :(Z), Z#], Z,j = 1,2,...,77,
Talak definesim speletaju dazada veida strategijas ekstensivaja spele.

DEFINICIJA. Par i-ta speletaja, i = 1,2, ..., n, tiro stratégiju ckstensivaja
spele sauc funkciju s;, kura jebkuram 1 speletaja informacijas apgabalam I/
piekarto vienu gajienu s;(I7) € Z(I}).

DEFINICIJA. Par i-ta speletaja, i = 1,2,...,n, jaukto stratéjiju ek-
stensivaja spele sauc tiro strategiju kopas varbiitibu sadalijumu.

DEFINICIJA. Par i-ta speletaja, i = 1,2,...,n, uzvedibas stratejiju
ckstensivaja spele sauc sistemu o; = (041, ..., o4, ), kur 0,4 i Z(I7) varbiitibu
sadalijums un o;; ir varbutiba, ar kadu ¢-tais speletajs izvelas gajienu z, ja
vien vins atrodas informacijas apgabala I Z] :

DEFINICIJA. Uzvedibas strategiju sauc par pilnigi jauktu, ja ta katram
informacijas apgabalam I un katram gajienam z € Z(I) piekarto pozitivu
gajiena varbutibu o;;(z) > 0.

Minetas definicijas neattiecas uz spéelem ar atminas zudumiem, t.i., tadam
spelem, kuras speletajs neatceras, kadus gajienus vins ir izdarijis ieprieks.
Mes apskatisim speles ar perfektu atminu, t.i., tadas speles, kuras izdaritie
gajieni tiek ieveroti un tie nav izdzisusi no speletaju atminas.

Piemers

Pienemsim, ka Py = {1} un w(l) = p un w(r) =1 —p.

Tiras strategijas 2.speletajam 12.1.zimejuma attelotaja spele ir pavisam
astonas: r1 = (L, Lo, L3), ro = (L1, Lo, R3), r3s = (L1, Ry, L), ry = (L1, Ro, R3),
s = (Rl, Lg, Lg), e = (Rl, LQ, Rg), rr = (Rl, RQ, Lg), rs = (Rl, RQ, Rg)

Jauktas strategias varctu but, piemeram, ¢(r1) = 1, ¢(r7) = 2 un visam

Uzvedibas strategija varetu but, piemeéram, o9 (L) = %, o21(Ry) =
022(L2) =0, 022(R2) =1, 093(L3) = %, o93(R3) = %

?

Wi
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12.1.z1m.

Jaukto un uzvedibas strategiju situacijas varam izrekinat varbutibas, ar
kadam spele varetu tikt sasniegts katrs no galamezgliem (12.2.zimejums).

0'21(L1) =D %

€1 €9 €3 €4 € | €g | €7 | €8
plI1—p]2 2
Sl E 12y Z(1 =
¢ |3 3 gp §( p)[ 00|00
p — D
- | — | =p| =(1— 0[10]07]0
o2 | 5 | =5 | 37| 3(1-P)
12.2.7z1m.

Ka redzams, tad abas tabulas rindinas ir vienadas. Ta nav nejausiba, bet
ta bus arl ne vienmer. Speka ir sads rezultats:

TEOREMA. Spélés ar perfektu atminu jebkurai jauktai strategijai ek-
siste tada uzvedibas strategija, kas dod vienus un tos pasus ieguvumus.



LEKCIJA NR. 13

DINAMISKAS SPELES II

” Alus-kukas” speles apraksts
Speles atrisinajums

” Alus-kukas” speles apraksts

[zanalizesim “alus-kukas” speli, kura piedalas divi speletaji. Ar varbutibu %
1.speletajs var but agresivi noskanots, bet ar varbutibu % 1.speletags ir laba
un saticiga noskanojuma. 1.speletajs ir iegajis kafejnica un paslaik izvélas
alu var kukas. Kafejnica ir tikar viena briva vieta pie galdina, uz kuru tatad
pretende 1.speléetajs. kafejnica ierodas 2.spéletajs, kurs redz brivo vietu pie
galdina un redz 1.speletaju, pasutot alu var kukas. 2.spéletajam ir divas
tespejas — iet projam no $is kafejnicas vai apsesties brivaja vieta un ta,
tespejams, uzsakt stridu ar 1.spelétaju, ja tas ir agresivi noskanots. Spéles
ekstensiva forma dota 13.1.ziméjuma, kur Ky, Ky, By, By ir 1.spélétaja
iespejamie gajieni (K — kuku izvele, B — alus izvele), Hy, Hy, Wi, Wy
ir 2.speletaja iespejamie gagieni (H — palikt kafejnica, W — doties prom).
Ka rikoties 2.speletajam?

Atgriezoties pie ekstensivas speles formas apraksta, varam sacit, ka Saja
spele ir dota sekojosa informacija (skatit art 13.1.zimejumu):
Py = {O}a P = {b,C}, Py = {x,y,u,v,},
II={b} =11un I = {c} =: 1.2,
L ={z,y} =21, I = {u,v} =: 2.2,
Hy = {xey,yes}, Wi = {zes, yey},
Hy = {ues,ver}, Wy = {ueg, ves}.



” Alus-kukas” spéles apraksts

30

€x €g (& €
(1,0) (3,1) (0,1) (2,0)
13.1.z1m.
xy|uv xy|uv xy|uv xy|uv
H, H, H, W, Wi Hy | Wi W
1 2
ble | 1 2 ~(3, 1)+ 2(2,0) =
BB, | 3L0)+3(0.)=") 377 3 utt.
— (l 2) = (2§> g)
373
—(1,0)+ =(1,1) =
B K 9
-1z
( 73)
K, By
K Ky

13.2.z1m.
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Varam speli pierakstit art normalforma (13.2.z1méjums), ta¢u necentisimies
tabulu aizpildit — Saja spele tirajas strategijas NeSa lidzsvara nav.

Sai spélei iespejama ari cita interpretacija: 1.spéléetajs ar varbutibu % razo
labu produkciju un ar varbutibu % sliktu produkciju. Abos gadijumos vinam
pastav iespeja reklameties (B; vai By) vai to nedarit (K vai K5). 2.peléetajs
ir interpretejams ka potencialais konkurents, vinam ir jaizlemj, vai iesaistities
tirgt (H; vai Hy) vai to nedartt (W) vai W5).

Speles atrisinajums

Par to, ka Nesa lidzsvara nav, var parliecinaties sekojosa veida: 1.speletaja
optimala reakcija uz otra speletaja gajienu (H;Hs) ir

Rl(HlHQ) == (BlKQ),
savukart 2.speletaja optimala reakcija uz 1.speléetaja gajienu (B K3) ir
RQ(BlKQ) == <H1W2)

Nesa lidzsvara gadijuma te biitu jabuit abpusejai sakritibai. Parbaudot parejos
speletaju gajienus un nosakot pretspeletaja optimalas reakcijas, var parliecinaties,

Pienemsim, ka mums ir zinama 1.speletaja uzvedibas strategija:

011(K1) = ki = P(K;|1.1) =varbutiba, ar kadu 1.spelétajs izvelas gajienu
K, ja vins atrodas informacijas apgabala 1.1,
o11(By) = by = P(By|1.1)=varbutiba, ar kadu 1.speletajs izvelas gajienu By,
ja vins atrodas informacijas apgabala 1.1,
o12(K3) = ko = P(K,|1.2)=varbutiba, ar kadu 1.speletajs izvelas gajienu Ko,
ja vins atrodas informacijas apgabala 1.2,
012(Bs) = by = P(Bs|1.2)=varbutiba, ar kadu 1.speletajs izvelas gajienu Bs,
ja vins atrodas informacijas apgabala 1.2.
Ta ka darbojamies ar varbutibu sadalijumu, tad jaizpildas sakaribam, ka
]ﬁ:l—bl unkgzl—bg.

Tagad noteiksim 2.speletaja optimalo uzvedibas stratégiju attieciba uz
pirma speletaja uzvedibas strategiju o;.
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Ja 2.speletajs atrodas informacijas apgabala 2.1, tad vins var izrekinat
varbiitibas, ar kadam vins atrodas mezglos x un y:

P(ZL‘) . %/{31 . ]{31
P(z vai y) %kl + %kg ki + 2ky’

P(y) _ 2k
P(x vaiy) ki + 2ky

P(z|2.1) = P(z|x vai y) =

P(y[2.1) = P(y|x vai y) =

un var izrekinat sagaidamo ieguvumu:
+1- P(y|2.1) - o21(H1) + 0+ P(y[2.1) - 091 (W) =

= P(x]2.1) - 091(W1) + P(y|2.1) - (1 — o9y (W1)) =

ki - oa(Wh) + 2ky - (1 — 091(W1))

ky + 2ks

(k?l — 2]{?2) . 0'21(W1) + 2]{?2
ky + 2k .
Ta ka 2.speletajs censas sagaidamo ieguvumu no o9 (W) maksimizet, tad
vina optimala reakcija informacijas apgabala 2.1 ir:
Ugl(Wl) = ]_, k’l — 2]{32 > 0,
0'21(W1) =0, k1 — 2kq < 0,
0'21(W1) S [O, 1], ]{?1 - 2]{32 =0.
Ja 2.speletajs atrodas informacijas apgabala 2.2, tad vins var izrekinat
varbuitibas, ar kadam vins atrodas mezglos v un v:
b
by + 2bsy’

sagaidamais ieguvums tad ir:

2by

P(u]2.2) = 2
(ul2-2) by + 20y

P(v|2.2) =

(b1 — 2by) - 092(W3) + by
by + 2b, ’
2.speletajs censas art o sagaidamo labumu no og95(WWs) maksimizet, un vina
optimala reakcija informacijas apgabala 2.2 ir:
022(W2) = 1, b1 — 2[)2 > O,
O'QQ(WQ) =0, by — 2by < 0,
O'QQ(WQ) € [0, 1], b1 - ng =0.

E(U,]2.2) =
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Gadijuma, ja ky — 2ko # 0 un by — 2by # 0, 2.speletaja optimala reakcija ir

miisu interesi izraisa gadijums, ja
k‘l—Qk:g:Ounbl—ng:O.
Ta ka dotais varbuitibu sadalijums ir

klzl—bl,
ky=1— by,

tad pirma vienadiba k; — 2k; = 0 noved pie pretrunas, jo no §is vienadibas
seko vienadibas 1 — by = 2 (1 — by) izpilde, bet:

2by = 1+ by > by,

tad by — 2b, < 0 un talab Saja gadijuma 2.speletaja optimala reakcija ir
o99(W3) = 0, t.i., informacijas apgabala 2.2 tiks izvelets gajiens H,, tad
1.speletaja optimala reakcija informacijas apgabala 1.2 ir izveleties gajienu
K, (81 izvele vinam garanté ieguvumu 1 vai 3, kur tani pasa laika By izvele
dotu 0 ieguvumu), bet tas nozime, ka o12(Ks) = ko = 1. Pedgja vienadiba
kopa ar k1 — 2ky = 0 dod izteiksmi k; = 2, kas nevar bit, jo darbojamies ar
varbuitibam.
Taka by =1—k; un by = 1 — ko, tad no otras vienadibas

b1—2b2:1—/€1—2+2]€2:2k2—]€1—1:O

seko, ka 2k = 1+ k1 > ky jeb 2ke — k1 > 0, jeb ar1 k; — 2k < 0. 2.speletaja
optimala reakcija informacijas apgabala 2.1 sada gadijuma ir o491 (W;) = 0 jeb
o91(Hy) = 1. Attiecigi 1.speletaja optimala reakcija informacijas apgabala
1.11ir 011(By) = by = 1 (51 izvele vigam garanté ieguvumu 1 vai 3, kur tant
pasa laika K izvele dotu 0 ieguvumu). Ta ka b; — 2bs = 0, tad no Sejienes
seko, ka by = 091(Bs) = %

Tatad 1.speletaja uzvedibas strategija Nesa lidzsvara situacija ir:

Ull(Kl):l—bl :0, Ull(Bl):la
1 1
012(K2):1—52: 57 012(32)25-

0'21(W1) = O, 0'21(H1) =1.
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Ta ka 1.speletajs informacijas apgabala 1.2 gajienus K, un Bs izvelas ar
vienadam varbiuitibam, tad abi Sie gajieni vinam ir vienadi labi, tapéc
E(Us|Ky) = E(Us| By).
No Sejienes seko, ka
1-091(Hy) +3-091(W1) =0 092(Hy) + 2 - 092(W3) jeb

1-143-0=0+42- 0a(Wa).

Tegusim, ka 0o(Wa) = 5 un 092(Ha) = 1 — 092(Wa) = 3.

Tatad galarezultata 2.speletajs, ja 1.speletajs pasiita kiikas, tad vins paliek
kafejnica, bet, ja 1.speletajs pasuta alu, tad, piemeram, met monetu, lai
izskirtos par savu ricibu.



LEKCIJA NR. 14

ATKARTOTAS SPELES

Galigi daudz reizes atkartota spele
Bezgaligi daudz reizes atkartota spele
Speéles lidz bankrotam

Galigi daudz reizes atkartota spele

DEFINICIJA. Ja pamatspéle G tiek atkartota ar tiem pasiem speletajiem
vismaz otru reizi, tad speles GG atkartojumus visus kopa sauc par atkartoto
speli I'. G atkartojumi tiek saukti par periodiem, un tos mées apzimesim ar
t=1,2,...

3436 3+46 3+4463+25 1+351+46 14461426 4436446 44464426 2+362+46 2446 2426
3436 3446 346 3+25 4+354+46 446 4426 1+351+46 146 1426 24362446 246 2426

14.1.z1m.

Spelu teorijas kursu mes sakam ar cietuma dilemmas analizi. Mes to ap-
skatijam ka vienreizeja notikuma speli. Bet tikpat labi varam pielaut tadu
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gadijumu, kad spéeles situacija tiek atkartota otru reizi. Sadas spéles ek-
stensiva forma dota 14.1.zimejuma, pie tam ieguvumi sada spele nav gluzi
tie pasi, kas vienreizeja notikuma spele. Atkartotas speles laika gaita iegu-
vumi mainas.

Ta ka mes zinam, ka vienreizeja notikuma spele lidzsvaru dod strategiju
paris (N, N) ar ieguvumu (2;2), tad apaksspeles (otraja laika perioda) at-
tiecigi kopa bus 4 Nesa lidzsvari (N2, N?) ar ieguvumiem (3 + 2§;3 + 26),
(1 + 260544 25), (4+ 251+ 20), (24 25;2 + 20). Savukart tada gadijuma
vienreizgjas speles Nesa Iidzsvaru dos strategiju paris (N', N1) ar ieguvumu
(2+28;2+26). Ja spele atkartotos vairak neka 2 reizes, tad ar sadu te pasu
"atmugurisko” spriedumu palidzibu mes secinatu, ka atkartotas speles Nesa
lidzsvaru veido gajieni, abiem speletajiem izveleties N. Jautajums paliek
tikai tads, kads bius speletaju ieguvums, piemeram, pec 100 reizes atkartotas
speles? Varam to izrekinat:

1— 5100

2425 +28% 4+ .. +207 =21+ 5+ + ... +57)=2. T

(pie pienémuma, ka § < 1).

Bezgaligi daudz reizes atkartota spele

Ieprieks apskatita spele bija tada, kura tas speletaji zina, cik reizes spele
tiks atkartota. Varam apskatit arl tadas speles, kuras ar noteiktu varbutibu
tiek atkartotas noteiktu skaitu reizu. Piemeram, 14.2.zim¢juma paradits tas
pasas cietuma dilemmas speles koks divos laika periodos, kur otrais laika
periods risinas ar varbutibu p, bet ar varbutibu 1 — p spele péc pirma laika
perioda ir jau noslégusies. Spele ar tadu pasu varbutibu p péc otra laika peri-
oda var turpinaties talak. Principa ta ir spele ar bezgaligi daudziem mezgliem
(pastav varbutiba, ka spéle turpinas visu laiku talak) un taja spelétajiem ir
bezgaligi daudz stratégiju. Un tomer So speli var meginat analizet.

Noskaidrosim, kadu ieguvumu var sasniegt, ja visu laiku abi speletaji
izvelas gajienu A. 3 ir ieguvums par speli pirmaja laika perioda, par atkartoto
speli ieguvums pieaug par 39, bet ta ka atkartota spele ir ar varbutisku
raksturu, tad ieguvums pec otra laika perioda ir 3 + p - 36.
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14.2.z1m.

Bezgaligi daudz reizu atkartotas speles ieguvums bis:

Ex(U;) =3+ 3pd +3p*6% + ... =3(1+pd + (pd)* + ... + (pd)" + ...) =
3
1 —pd’
(pie nosacijuma, ka 6 < 1). Ja abi speletaji izlemj, ka izdaris gajienu A tik
ilgi, kamer pretspeletajs neizdara gajienu N, tad sads lemums noved pie ta,
ka visu speles laiku abi speletaji izdara gajienu A. Bet, ja 1.spéletajs nolemj
Iidz kaut kadam laika periodam t izdarit gajienu A, pec tam N, tad

BE(UY) =34 3p6 4+ ... + 3(p0)12 + 4(pd)t" + 2(pd): + ... + 2(pd)HF + ... =
30— (00 | yopier 2000

1—pd 1—p(5:

_ 34+(pd) "1 (1-2pd)
- 1-pd )

sis lielums E(U;) bus lielaks par E4(Uy), ja 1 —2pd > 0. Tadejadi esam

i=1,2,
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paradijusi, ka bezgaligi atkartotu spelu gadijuma ieguvumu noteikSana, ka
ar1 Nesa lidzsvara atrasana biis sarezgitaka neka parastaja situacija.

Speles lidz bankrotam

Apskatisim tadas speles, kuras ir dazi ierobezoti resursi. Katra speles solt
resursi vienam no speletajiem samazinas par vienu vienibu. Ugzvar tas, kurs
iztere sava pretinieka resursus (liek tam bankrotet). Iespejams arl cits vari-
ants, kad katra speles soli speletajs laime punktu; tad uzvares tas speletajs,
kurs pirmais savaks fiksetu punktu skaitu. Skaidrs, ka pirmaja gadijuma abu
speletaju kopejo resursu lielums samazinas par viens, lidz ar to abas Sis speles
vienmer beigsies pec noteikta solu skaita.

Sapratigi risinat Sis speles, virzoties no beigam uz sakumu. Kopegja ideja
slepjas tani apstakli, ka katru soli var apskatit ka atsevisku speli. Kad
strategijas Sim solim ir izveletas, tad laimestu var noteikt vai ka parastu
ieguvumu (ja daudzsolu spele ir pabeigta), vai ka pienakumu izspelet nakoso
speles soli.

Ta ka parasti mums ir darisana ar matematiskajam ceribam, tad mes
varam pienakumu izpelet nakamo speles soli aizstat ar atseviskas speles vertibam.

Piemers. Apskatisim speli ar matricu

ap;; Iy
, 14.1
( Ty are ) ( )

kur ar I'y un I's ir apzimetas iesp€jas izspelet divas speles ar Sadam matricam

b11 612 C11 C12
r,= , Iy= . 14.2
! ( b21 622 2 Co1  C22 ( )
Ja spelu I'y un I'y vertibas ir vy un vs, tad matematiskas ceribas perspektiva
spelet §is speles ir vienadas ar vertibam vy un vy. Tapéc matricu (14.1) varam

alzmainit ar matricu
G U (14.3)
V2  A12 . .

Tagad var atrisinat speli ar matricu (14.3), tas atrisinajums dos mums op-
timalas stratégijas un speles (14.1) vertibas.

Tapec speles Iidz bankrotam analizi saksim ar visu to spelu analizi, kuras
abi speletaji uzsak ar tikai vienu resursa vienibu. Ta ka tadai spelei ir
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jabeidzas tulit pec viena sola, tad to var atri atrisinat. Izmantojot $is speles
vertibas, més varam pec tam atrisinat visas tas speles, kuras abu speletaju
resursu kop@jais lielums ir t1Ts vienibas. Sie atrisinajumi dod iespéju atrisinat
speles ar ¢etram resursu vienibam, pec tam ar piecam, u.t.t.

Visparigi runajot, spéelem ar nelieliem resursu daudzumiem (t.i., spelem,
kuras beidzas péc neliela solu skaita) vertibas un optimalas strategijas var
atrast tiesi. Spelem ar lielu solu skaitu katra soli var izvest vertibu rekurences
vienadojumus. Sie rekurences vienadojumi parasti ir diferencu vienadojumu
forma, kurus dazreiz var viegli atrisinat, bet citkart atrisinat gruti. Ja iz-
dodas atrisinat So diferencu vienadojumu, tad speles vertibu katra soli var
izmantot optimalo strategiju atrasanai. Ja diferencu vienadojumu atrisinat
nevar, tad vienalga var izradities, ka iespejams atrast sapratigus tuvinajumus

Piemers. (Inspekcijas spele) I speletejs (parkapejs) velas veikt kaut kadu
aizliegtu ricibu, kuru vins var izdarit kada no N laika periodiem. II speletajs
(inspektors) velas noverst aizliegto darbibu, vins var veikt tikai vienu in-
spekciju Sajos laika periodos. leguvums ir 1, ja aizliegta darbiba tiek realizeta
un netiek konstateta; ieguvums ir -1, ja parkapejs tiek piekerts (tas bus taja
gadijuma, ja aizliegtas darbibas realizacija notiek taja pasa laika perioda,
kad inspektors veic parbaudi); ieguvums vienads ar 0, ja parkapéjs neizdara
aizliegto darbibu vispar.

Pirmaja speles perioda (pirmaja soli) katram speletajam ir divas alter-
nativas. [ speletajs var veikt aizliegto darbibu un var to nedarit, tapat II
spceletajs var inspcet un var to nedarit. Ja I speléetajs realize darbibu un 11
speletajs inspice, tad spele tiek pabeigta un ieguvums ir -1. Ja I speletajs
realize darbibu, bet II speletajs neveic inspekciju, arl tad spele ir pabeigta
un tas ieguvums ir 1. Ja I spelétajs neveic darbibu, bet II speletajs veic
inspekciju, tad I speletajs var veikt aizliegto darbibu nakosaja laika perioda
(pie piepémuma, ka N > 1), tapec ieguvums ir tapat 1. Ja I spelétajs neveic
aizliegto darbibu un II speletajs neinspice, tad mes varam pariet uz nakamo
speles soli, kas atskiras no iepriekseja tikai ar to, ka Iidz speles beigam paliek
mazak laika periodu. Tadgjadi speles pirma sola matrica izskatas sada:

-1 1
(1) i
Tas lauj rekursivi definet

-1 1
v, = val ( 1 on ) : (14.5)



Speles lidz bankrotam 90

kur val A nozime speles ar matricu A vertibu. Skaidrs, ka vy_; < 1; seko,
ka matricai (14.5) nav sedlu punkta (t.i., nav tada strategiju para, kuram
atbilstosais matricas elements a;; butu vienlaicigi lielakais sava kolonna un
mazakais sava rinda). Tad var izmantot sadu rezultatu:

Teorema. Ja A ir (2 x 2)-matricu spele, kurai nav sedlu punkta, tad tas
vienigas optimalas strategijas un speles vertcibu var aprekinat pec formulam:

A
T AT
AT
Y= Ja gt

A
JAJT

kur A* ir A piesaistita matrica, |A| ir matricas A determinants un J = (1;1).
Varam izmantot §is teoremas pedejo formulu un iegiit diferenc¢u vienadojumu

uy—1+ 1
= 14.6
UN —UN=-1 + 3, ( )

kas kopa ar sakumnosacijumu

definé vy. So vienadojumu var atrisinat ar substitiiciju

1

In=—— 14.8
N Uy — 17 ( )
kas dod jaunu diferencu vienadojumu
tn =tn-1 — 3, (14.9)
1 =—1. (14.10)
Sim vienadojumam ir atrisinajums
N +1
v=—"5—
no kurienes iegtisim
N —1
VN = ——. (14.11)
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Tadejadi (14.11) dod iespeju atrast speles vertibu katra speles soli. Tad mes
varam izskaitlot optimalas stratégijas katram speletajam katra soli. Konkretak,

speles (14.3) matrica ir sada
—1
( ) ) . (14.12)

Augstak minetas teoremas formulas lauj atrast optimalas strategijas visiem
N >2

-
[\o}

N+ 1" N+1”
1 N
yN = ( ). m

N+1 N+1



LEKCIJA NR. 15

STOHASTISKAS SPELES

Stohastiskas speles jedziens
Atrisinajuma eksistence un unitate
Piemers

Stohastiskas speles jedziens

Seit apskatitas speles ir lidzigas atkartotajam spelem, bet ir a1 savas atskiribas.
Sajas speles ir tikai galigs skaits notikumu, bet spéle var atgriezties atpakal
pie kada jau ieprieks sasniegta notikuma, tapec teoretiski sada spele var
turpinaties bezgaligi ilgi. Pie tam katra speles gajiena parasti tiek noteikts
ieguvums, tapec teoretiski ari bezgaligi liels ieguvums ir iespejams. Tacu
speles noteikumi paredz randomizaciju, kura garante, ka pie jebkuras strategiju
izveles bezgaligas partijas iespejamibas varbiitiba ir 0 un ieguvuma matematiska
ceriba ir galiga.

Stohastiska spele tiek uzdota ar p "speles elementu” kopumu jeb speles
poziciju I'y, aprakstu. Katrs no speles elementiem ir matrica ar izmeriem
my, X nyg, kuras elementi ir sada izskata:

p
afj = afj + 3 qulrl, (15.1)
=1
a5 >0, (15.2)
p
l_zquj < 1. (15.3)

Izteiksme (15.1) definetais elements ozfj nozime, ja k-taja speles elementa I
speletajs izvelas savu i-to tiro strategiju, bet 11 speletajs izvelas savu j-to tiro
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strategiju, tad ieguvums ir vienads ar afj, pie tam ar varbutibu qikjl visiem
[=1,2,...,,p tiek izspelets [-tais speles elements, bet ar varbuitibu
P
k0 kl
@ =1-> g (15.4)
=1

partija tiek pabeigta. Nosacijums (15.3) nozime, ka katra spéles solivarbutiba,
ka partija beigsies, ir pozitiva. Tadejadi varbiitiba, ka spéle biis bezgaliga,
ir vienada ar 0 un ieguvuma matematiska ceriba ir galiga.

DEFINICIJA. Visiem k = 1,2, ..., p un visiem veseliem skaitliem ¢ > 0
I speletaja strategija ir my-vektoru 2 kopums, kas apmierina nosacijumus

mg
Soak =1, (15.5)
=1
okt > 0. (15.6)

Analogiski tiek defineta II spéletaja strategija, kura ir ng-vektoru y* kopums.
Stratégiju sauksim par stacionaru, ja visiem k vektori z** nav atkarigi no t.

Isi sakot, skaitlis 2} ir varbiitiba, ka I speletajs speles t-taja soli speles
elementa I'y izvelesies savu i-to tiro strategiju. Ta ka elements 'y var tikt
izspelets vairakas reizes, tad I speletajam nav noteikti jaizmanto viena un ta
pati varbiitiba katru reizi, kad Sis elements tiek izspelets. Ja tomer speletajs
izvelas vienu un to pasu randomizacijas shemu, kad tiek izspelets Sis speles
elements, tad saka, ka strategija ir stacionara. Dabigi, ka no vienkarsibas
viedokla raugoties, stacionara strategija ir vislabaka.

Ja ir dots strategiju paris, tad ieguvuma matematisko ceribu var izrekinat
jebkuram k£ = 1,2, ...,p pie pienemuma, ka pirmaja speles soli tiks izspelets
speles elements I'y. Tadéjadi ieguvuma matematisko ceribu stratégiju parim
var apskatit ka p-vektoru. Tad var definet optimalas strategijas un speles
vertibu, pie tam speles vertiba bis p-vektors v = (vy, va, ..., v,).

Skaidrs, ja vertibu vektors eksiste, tad iespejams speles elementu 'y aiz-
mainit ar v, vertibu. No Sejienes seko, ka eksiste

v = val By, (15.7)

kur By, ir (my x ny)-matrica ar elementiem (bf;), kurus atrod pec formulas

p
b = af + > b, (15.8)
=1
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un ar val B tiek apzimeéta speles vertiba matricas B gadijuma.
Ta pagaidam ir nepilniga definicija, jo mums ir japarada, ka eksiste tiesi
viens vektors (vy, va, ..., vp), kas apmierina vienadojumus (15.7) un (15.8).

LEMMA. Pienemsim, ka A = (a;;) un B = (b;;) ir tadas divas (m x n)-
matricas, kas apmierina nosacijumu

dk i < bij + k’, 1= ]_,2, e, m, ] = ]_,2, e, n. (159)

Tada gadijuma val A < val B + k.
Pieradijums. Pienemsim, ka v = val B un y ir II speletaja optimala

strategija spele B (t.d., > bj,y; <v,i=1,2,...,m). Tada gadijuma visiem ¢
j=1
izpildas

Zaijyj < szjy] —HnyJ < ’U"—k,
=1 j=1 j=1

tadejadi y ir augseja robeza zaudejumam spele A, kura ir mazaka par v+k. m

Atrisinajuma eksistence un unitate

TEOREMA. Eksisté tiesi viens vektors, kas apmierina nosacijumus (15.7)
n (15.8).

Pieradijums. Vispirms pieradisim unitati. Pienemsim, ka eksiste divi
tadi vektori v un w, kas apmierina minetas prasibas. Pienemsim, ka k ir
tas vektora koordinatas numurs, kuram starpiba |vy — wy| ir vislielaka, un
pienemsim, ka v, — wy = ¢ > 0.

Definésim divas matricas By un By ar vienadibam

by; = aj; +Zq o, by = dl +Zq
Skaidrs, ka
bz]| < qul|’ljl

un no ieprieksejas Lemmas seko, ka

val By, < val By, + c.
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Bet ta ka pec definicijas v un w abi apmierina (15.7) un (15.8), tad
U < Wi + C.
Bet més pienémam, ka v, —wjy, = c¢. ST pretruna noslédz unitates pieradijumu.

Tagad pieradisim eksistenci. Saja noluka konstruésim vektoru virkni,
kura konverges uz prasito vertibu vektoru. Virkni definesim induktivi:

v = (0,0, ...,0), (15.10)

bEr :afﬁig@%{, r=1,2,.., (15.11)

vt = val By, = val (bf). (15.12)
Nepieciesams pieradit, pirmkart, ka vektoru virkne v" = (o], ...,v;) kon-

verge, un, otrkart, robezai piemit nepiecieSsamas prasibas (15.7) un (15.8).

Apzimesim
p
kl
§ = max E M 15.13
k5 { I=1 qU } ( )

Saskana ar (15.3) un ieverojot, ka indeksu k, i, j kopas ir galigas, iegusim,
ka s < 1. Ja meés apziméjam

t, = max{lep! — f]},

tad, izmantojot Lemmu, var pieradit, ka ¢, < st,._q, tapec ¢, < s"ty. No
Sejienes seko, ka vektoru v" virkne ir Kost virkne un talab ta konverge.
Apzimesim $o robezu ar v. Tagad pienemsim, ka

wy, = val By, = val (bfj),

p
k _ k § kl
=1

Paradisim, ka visiem k izpildas vienadiba wy = wv,. Izvelesimies katram
patvaligam ¢ > 0 tik lielu r, lai visiem k izpilditos nevienadibas

v — vk| < 5, (15.14)

ot — | < £, (15.15)
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No (15.14) un Lemmas seko, ka visiem k izpildas nevienadiba v ™' —wy| < £;
81 nevienadiba kopa ar (15.15) nozime, ka visiem k izpildas

|wp — vg| < €.

Ta ka e ir brivi fiksets, tad robezpareja ¢ — 0 iegtsim, ka vy = wy.

Teoremas otra dala ir konstruktiva. Ta dod iespeju aproksimeét speles el-
ementu [';, vertibas efektiva veida. Ja mes pienemam, ka spéle turpinasies ka
stohastiska, kamerta nebus izspeleta r reizes, bet pec tam ta beidzas (ja vien
ta jau nav beigusies), tad mes iegusim bankrota speli, kas nav stohastiska.

Ja mes atrisinasim So bankrota speli ar bankrota spelu metodem, tad mes
ieglisim v" vertibu un optimalas strategijas matricas speles Bj. Skaitlim
s, kurs definéts ar formulu (15.13), piemit tada 1pasiba: varbutiba, ka spele
turpinasies vairak ka r solus, lai ar1 kadas strategijas netiktu izveletas, neparsniedz
s". Tadejadi, ja r ir pietiekosi liels, tad s" klust salidzinosi mazs, un mes
varam aproksimet stohastisko speli ar tadu speli, kas tiek noskelta (pabeigta)
pec r soliem. Tada ir arm vektoru virknes v" jéga. Pie tam noskelto spelu
opti malas strategijas ¥ un y*" konverge uz optimalajam stacionarajam

Piemers

['un IT speletajam kopa ir piecas naudas vienibas. Katra speles soli I speletajs
izvelas vai nu gerboni, vai nu kapeiku; II speletajs, nezinot I speletaja izveli,
izdara analogisku izveli. Ja izveles sakrit, tad II speletajs maksa I speletajam
vai nu tris, vai vienu vienibu atkariba no ta, kas ticis izvelets, gerbonis vai
kapeika. Ja izveles nesakrit, I speletajs maksa II speletajam divas vienibas.
Péc katra sola tiek mesta moneta, lai noteiktu, vai turpinat speli vai ne; pie
tam spele tiek pabeigta, ka tikai viens no speletajiem ir bankrotejis. Mes
pienemam vel vienu papildus nosacijumu — neviens no speléetajiem nevar
maksat vairak neka vinam pieder.

So spéli var stadities prieksa ar sekojosiem ¢etriem speles elementiem T,
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kur k ir tas lielums, kas pieder I speletajam dota sola sakuma,

54 L 1
I, = 2 r, | (15.16)
3
3 =2
Iy = r 15.17
2 -2 1+ -3 ) ’ ( )
2
94 Lt
Iy = 2 (15.18)
3 5 N Fl 1 . F4 )
2 2
94 L2
Iy = T, 2 . (15.18)
—24 = 1

2

Ja mes izmantojam induktivas formulas (15.10)-(15.12), tad ka vertibu
sakuma tuvinajumus mes iegtisim

(%
v
(%

(%
v

= (0;0;0;0),

= (0,33; -0, 13; -0, 29; —0, 5),
= (0, 26; —0, 19; —0, 29; —0, 53),
= (

= (

0,26; —0,19; —0, 31; —0, 55),
0,26; —0,19; —0, 32: —0, 55),

un v* ir vertibu vektors ar precizitati divas zimes aiz komata. Tagad varam
izmantot v*, lai atrastu optimalas stratégijas katra no spéles elementiem.

Tatad

2,72 -1
Bl_( —1 o,91>’
3 -2
-2 0,84 )"
2 1,87
B?’_(— .87 0,72 )

1
1 -21
21 1 )
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un Sim matricu spelem atbilst sadas optimalas strategijas

2! = (0,34; 0,66), y' = (0,34; 0,66),
22 = (0,38; 0,62), y' = (0,38: 0,62),
23 = (0,40; 0,60), y' = (0,40; 0,60),
24 = (0,50; 0,50), y' = (0,50; 0,50).

Sie vektori ir arT optimalas (stacionaras) stratagijas stohastiskaja spele. m



MAJAS DARBU UZDEVUMI

1l.uzdevums.

Izdomat divu personu speli, kur katram ir tris strategijas. Sastadit iegu-
vumu matricu kada Jusuprat ta varetu but), meginat noteikt dominejosas
strategijas un Nesa lidzsvaru vai Iidzsvarus.

2.uzdevums.
Pircejs (2.speletajs) ir atnacis uz tirgu nopirkt abolus. Pardevejs (1.speletajs)
izmanto tadus svarus, ka vinam ir iesp€jamas divas strategijas:
- godigi nosvert 1 kg abolu;
- apmanit pirceju par 200 gramiem.

Pircejam art ir divas strategijas:
- ticet pardevéjam, samaksat naudu un aiziet;
- nosvert nopirktos abolus uz kontrolsvariem un gadijuma, ja tiek konstateta
krapsanas, pieprasit atlidzibu.

Pienemot, ka ieguvumu matrica situacija godigs pardevejs un vinam ticoss
pircéjs tiek interpreteta ar (0,0),

1) sastadit ieguvumu matricu;

2) noskaidrot Nesa lidzsvaru;

3) noskaidrot domingjoso strategiju lidzsvaru;

4) noskaidrot maxmin-stratégiju atrisinajumu.

3.uzdevums.

Dota spele A:

1.gajiens: speletajs 1 izvelas skaitli  no kopas {1;2}.

2.gajiens: speletajs 2, zinot, kadu skaitli izvelejies speletajs 1, izvelas skaitli y
no kopas {1;2}.

3.gajiens: speletajs 1, zinot, kadu skaitli izvelgjies speletajs 2, un atceroties,
ko pats izvelgjies 1.gajiena, izvelas z no kopas {1;2}.

Pec tam, kad izveleti tris skaitli x, y, z, speletajs 2 maksa speletajam 1 summu
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M (z,y, z), kur

Dota spele B:

1.gajiens: speletajs 1 izvelas skaitli  no kopas {1;2}.

2.gajiens: speletajs 2, zinot, kadu skaitli izvelejies speletajs 1, izvelas skaitli y
no kopas {1;2}.

3.gajiens: speletajs 1, nezinot, kadu skaitli izvelejies speletajs 2, un atceroties,
ko pats izvelgjies 1.gajiena, izvelas z no kopas {1;2}.

Pec tam, kad izveleti tris skaitli x, y, z, speletajs 2 maksa speletajam 1 summu

M (z,y, z), kur samaksa noteikta ka spele A.

Jusu uzdevums:
1) Attelot abas speles ekstensivaja formal
2) Ka vel varetu izmainit speles A gaitu, lai speles ekstensivaja forma saglabatos
speles A koks, bet izmainttos informacijas kopas?
3) Uzradit speles A un B Nesa lidzsvarus, ja tadi eksiste!

4.uzdevums.
Harijam ir 200 Ls, vins gribetu savu naudu uz vienu gadu noguldit banka.
Vins doma, ka ar varbutibu 0,1 banka §1 gada laika var bankrotet, bet ar
varbiitibu 0,9 tas nenotiks. Cik lieliem ir jabtit bankas procentiem, lai Harijs,
kurs ir riska neitrals, veletos savu naudu noguldit banka?

5.uzdevums.
Divi fermeri audze vienadas Skirnes zemenes (homogena prece).
x — kopejais zemenu daudzums noteiktas mervienibas,
x;, 1 = 1,2, — fermera raza.
Darba izmaksas ir K; = 22, i = 1,2.
Kopegjais pieprasijums tirgti pec zemenem ir x = 60 — 0, 5p, kur p ir preces
cena.

Cik daudz zemenu viniem ir japiegada, lai gutu maksimalo pelnu? Kadai
jabut cenai p? Cik liela ir pelna?
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6.uzdevums.

Uzneémejs plano ienakumu palielinasanos par E naudas vienibam, ja vien vina
klientiem tiks izdalits reklamas prospekts. Vins uzaicina darba studentu, lai
tas izdalitu prospektu, un ir gatavs vinam maksat attalgojumu L < E. Ta
ka students var prospektu art vienkarsi aizmest prom, tad uznemejs bridina,
ka vins veiks kontroli. Studentam ir jaizskiras: aizmest vai izdalit? Ja vins
prospektu izdala, tad art vinam rodas zinami izdevumi M < L. Ja uznemejs
veic kontroli, tad ta vinam izmaksas K > L naudas vienibas. Ja kontroles
rezultata tiek konstatets, ka students nav prospektus izdalijis, tad students
samaksu nesanem. Uznemejam ir jaizskiras: veikt kontroli vai ne. Abi ir
riska neitrali un abiem vienlaicigi jaizskiras, ka rikoties.

Jusu uzdevums:
1) aprakstit situaciju matricu forma;

3) kas mainisies, ja M > L?

7.uzdevums.
Pienemsim, ka cietuma dilemmas ieguvumus apraksta Sada matrica:

2.speletajs
1.speletajs S21 522
S11 (—8, —8) (0, —10)
S12 (—]_0, O) (—1, —1)

Noskaidrot Nesa lidzsvaru speles jauktaja turpinajumal

8.uzdevums.

Divas personas ir iesaistitas disputa.

1.persona nezin, vai 2.persona ir vaja vai stipra, vina pienem, ka ar
varbuitibu « 2.persona ir stipra.

2.persona ir pilniba informeta.

Abas personas var strideties vai piekrist. Personas ieguvums ir 0, ja ta
piekrit, un ieguvums ir 1, ja ta stridas, bet oponents piekrit; ja abi stridas,
tad ieguvums ir (—1;1), ja 2.persona ir stipra, un (1;—1), ja 2.persona ir
vaja.

Formulgjiet So situaciju ka Beijesa speli un atrodiet tas Nesa lidzsvaru,
Jaa< %
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9.uzdevums.

1.speletajs sastav no diviem agentiem: Speletaja un Partnera. Speletajam un
2.speletajam tiek dotas divas kartis ”jaunaka’un ”vecaka”’. Abi uzskata, ka
kartis sadalitas vienadi. Speletajs ar vecako karti sanem dolaru no speletaja
ar jaunako karti un vinam ir iespeja vai nu speli pabeigt vai turpinat partiju.
Ja partija turpinas, Partneris, nezinot karsu sadalijumu (un ieguto summu)
var ieteikt Speletajam mainities ar 2.speletaja karti vai saglabat savu karti.
Atkal speletajs ar ”vecako” karti ieguist dolaru no otra, kuram ir ”jaunaka”
karts.

Uzzimet speles koku un noradit 1.speletaja ieguvumu pie katra galamezgla!

10.uzdevums.
Aizpildiet 13.2.zimejuma tabulu un noskaidrojiet, ka nav Nesa lidzsvara tirajas



