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KURSA PRASIBAS

KURSA ANOTACIJA
Kursa merkis ir iepazistinat studentus ar dinamisko sistemu briniskigajam
sekam — fraktalo geometriju. Fraktala geometrija peta komplicetas apakskopas
geometriski vienkarsas telpas (tadas ka R, R? un C). Determinéta fraktala
geometrija fokusejas uz tadu apakskopu pétijumiem, kuras tiek iegutas ar
vienkarsam telpas geometriskam transformacijam. Kursa paredzets iepazities
ar labi zinamiem fraktaliem (Serpinska trissturis, Koha likne, Dzulija kopas,
Mandelbrota kopa, u.c.), noskaidrot fraktalu ipasibas, iemacities konstruet
fraktalus.
REZULTATI
Beidzot kursu, jaorientejas kursa jedzienos un problematika: jazin ieverojamakie
fraktali, japarzin telpu transformaciju veidi, japrot konstruét fraktali, jazin
fraktalas geometrijas lietojumi.
PRASIBAS KREDITPUNKTU IEGUSANAI
1. Jaizpilda semestra laika uzdotie majas darbi, laika Iidz eksamenam
jaatrada visu majas darbu atrisinajumi rokraksta (10%).
2. Gala parbaudijuma janokarto rakstisks tests (jautajumi un uzdevumi par
semestra laika apguto), kas arl nosaka gala vertejumu (90%).
LITERATURA
Macibu pamatliteratiira
1. M.Barnsley, Fractals everywhere. 2nd ed., Academic Press, Morgan
Kaufmann, 1993.
2. A.Bunde, S.Havin (ed.), Fractals in Science. Springer-Verlag, 1995.
Papildliteratura
3. H.O.Peitgen, H.Juergens, D.Saupe, Chaos. Chaos and Fractals. New
Frontiers of Science, 2nd ed., Springer-Verlag, 2004.
4. Chaos und Fraktale/mit Einf. von H.Juergens. Heidelberg: Spektrum
der Wissenschaft Verlagsgesellschaft, 1989.
5. R.M.Crownover, Introduction to Fractals and Chaos, Jones and Bartlett
Publishers, 1995 (krieviski: R.Kronover, Fraktali i haos v dinamieskih sis-
temah, Tehnosfera, Maskava, 2006).
Periodika, interneta resursi
6. CHAOS (starptautisks zurnals)
7. http://classes.yale.edu/fractals/
8. http://en.wikipedia.org/wiki/Fractal
9. http://www.ultrafractal.com/showcase.htm



NODALA NR. 1

Ievads

Anotacija. Fraktala jedziens. Veésture. B.Mandelbrots. Fraktala definicijas.
Paslidzibas veidi. Fraktalu veidi. Fraktali ka maksla.

Termins ” fraktalis” ir radies no latipu valodas: darbibas varda 'frangere’
— lauzt un Ipasibas varda ’fractus’ — dalveida, neregulars. So terminu
izveidoja 1975.gada Benua Mandelbrots (Benoit Mandelbrot), kurs tad art
tiek uzskatits par fraktalas geometrijas pamatliceju.

B.Mandelbrots ir dzimis Polija, Varsava, 1924.gada 20.novembr Lietuvas
ebreju gimene. 1936.gada gimene parcelas uz Parizi, kur dzivoja un stradaja
Benua tevocis Szolems Mandelbrots, kur§ piedereja pie plasi pazistamas
matematiku grupas ar nosaukumu Bourbaki. Kad B.Mandelbrots ieguva
doktora gradu matematika, vins devas prom no Parizes uz ASV, kur 1958.gada
saka stradat IBM izpetes centra Nujorka. (B.Mandelbrota majas lapa:
http://www.math.yale.edu/mandelbrot)

1.1.ztim. B.Mandelbrots

Fraktalas geometrijas pirmsakumi meklejami jau 17.gadsimta, kad vacu
matematikis un filozofs Leibnics apskatija rekursivu paslidzibu (kludaini
uzskatot, ka tikai taisne ir paslidziga sada nozime). 1872.gada K.Veierstrass



deva piemeru funkcijai, kura ir nepartraukta, bet kura nav neviena punkta
diferencejama, — Sodien Sadas funkcijas grafiku mes sauktu par faktali.
1904.gada zviedrs Helge fon Kohs (Helge von Koch) deva geometrisku definiciju
lidzigai funkcijai, kuru tagad deve par Koha litkni un kas ir viens no de-
terminetajiem frsaktaliem. 1915.gada polu matematikis Vaclavs Serpinskis
(Waclaw Sierpinski) konstrueja Ipasu trissturi, velak arl cetrsturi (paklaju).

Ap 1920.gadu funkciju uzvedibu kompleksaja plakneé saka petit francu
matematiki Pjers Fatu (Pierre Fatou) un Gastons Dzulija (Gaston Julia).
Tomer vinu fascinejosie darbi palika nezinami vel ilgu laiku citu matematiku
vidii. 1945.gada B.Mandelbrotu vina tevocis iepazistinaja ar Dzulijas dar-
biem, bet Mandelbrots tolaik tam nepieversa lielu ieveribu. Uzmanibu Sim
darbam Mandelbrots pieversa 70-tajos gados, kad vins stradaja IBM Vat-
sona Pétniecibas laboratorija ASV, kur vinam bija pieejami vismodernakie
datori. Tas lava veikt sarezgitus aprekinus un ar datorprogrammas palidzibu
tika raditi pirmie grafiskie atteli. Var teikt, ka fraktalu geometrijas tapsana
nenoliedzami visnozimigaka loma bija tiesi datoriem. Sis darbibas rezultata
tad ar1 radas 1982.gada B.Mandelbrota darbs ”"Dabas fraktalu geometrija”
(The Fractal Geometry of Nature), kas uzskatams par pirmo nopietno darbu
jaunaja matematikas virziena — fraktala geometrija.

Literatiira ir sastopamas vairakas fraktala jedziena definicijas. Seit tiek
piedavati tris varianti.

http://www.termini.lv Liela terminu vardnica (pievienots 1998.g., LZA
Terminologijas komisija):

Fraktalis — attela ietverta geometriska figura (kontura), kas precizi saglaba
savu apveidu neatkarigi no ta, ka tiek palielinats vai samazinats pats attels
(piem., krasta linija, makonis, koks, u.c.).

http://astronomy.swin.edu.au/ pbourke/fractals/fracintro:
B.Mandelbrota def.: Fraktalis ir neregulara vai sadrumstalota forma, kuru
var sadalit mazakas dalas ta, ka jauniegutas dalas ir sakotnejas formas
samazinata izmera kopijas.

Formala matematiska def.: Fraktalis ir punktu kopa, kuras fraktala
dimensija ir lielaka par tas topologisko dimensiju.

Tomer neviena no iepriekseéjam definicijam netiek uztverta ka visparpienemta
definicija, jo katra no tam neietver kadu no objektiem, kuru vajadzetu saukt
par fraktali.

Parasti ar jedzienu ” fraktalis” saprot tadu kopu F', kurai piemit vairakas
specifiskas Tpasibas:

* kopa F' ir ar smalku struktiiru, t.i., ta satur dalas patvaligi maza
meroga. jo vairak attels tiek palielinats, jo precizak redzama ta struktura;

* F' ir parak neregulara, lai to varetu apskatit tradicionalas geometrijas



valoda gan globali, gan lokali;

* biezi kopai F' ir kada no paslidzibas formam (stingra, dalgja vai statis-
tiska);

* parasti kopas F' fraktala dimensija ir lielaka par tas topologisko dimen-
siju;

* biezi vien kopa F' tiek defineta vienkarsa veida (piemeéram, rekursivi).

Pec fraktalu izveides veida tos var iedalit:

1) iterativas funkciju sistémas (piem., Kantora kopa, Serpinska paklajs,
Koha sniegparsla);

2) escape-time fraktali (piem., Mandelbrota kopa, pilditas Dzilija kopas);

1.2.zim. Mandelbrota kopa un viena no Dzilija kopam

3) gadijuma fraktali (piem., Brauna kustiba, dabas fraktali).

Fraktali var tikt iedaliti atkariba no to paslidzibas pakapes:

* stingra paslidziba (ezact self-similarity) — fraktalis ir identisks jebkura
meroga. Fraktali, kuri defineti ar iterativam funkciju sistemam, ir stingri
paslidzigi.

* daleja paslidziba (quasi-self-similarity) — fraktalis ir aptuveni iden-
tisks dazados merogos. Daleji paslidzigi fraktali satur mazakas visa fraktala
kopijas sagrozita un deformeta forma. Parasti escape-time fraktali ir daleji
paslidzigi.

* statistiska paslidziba (statistical self-similarity) — vajaka paslidzibas
forma. Fraktalis ir identisks tikai zinamas meroga robezas. Visi gadijjuma
fraktali ir statistiski paslidzigi.

Vel visus fraktalus iedala divas lielas grupas: determinétie fraktali (de-
terministic fractals) un gadijuma fraktali (random fractals).

Determinetie fraktali tiek veidoti, izmantojot matematiskas konstruk-
cijas. Butiba tie ir iteraciju (rekursiva algoritma) rezultats. Formali par
fraktali var saukt tikai tadu objektu, kuram iteracijas ir izpilditas bezgaligi



daudzas reizes. Figtiras, kuras veidojas iteraciju laika, deve par pirms-
fraktaliem (prefractals) lieluma k, kur k norada izpildito iteraciju skaitu.
Redzes izskirtspejas del pec zinama skaita iteracijas soliem iegtitais pirms-
fraktala attels jau sakritis ar 1sta fraktala attelu. Determinetie fraktali ir
Kantora kopa, Koha likne, Serpinska trissturis un paklajs, art Mandelbrota
kopa un Dzulija kopas.

Gadijuma fraktaliem ir daudz lielaka praktiska nozime neka determinétajiem.
Gadijuma fraktali biezi tiek modeléti un péc tam analizeti tadas nozares ka
kimija, fizika, biologija. Butiska gadijuma fraktalu iezime ir ta, ka fraktala
veidoSanas procesa ir iesaistits nejausibas moments. Lidz ar to viena un ta
pasa procesa rezultata var tikt ieguti atskirigi fraktali. Gadijuma fraktali
pamata ir dabas fraktali, tadi ka papardes lapa, zibens Sautra, krasta linija,
kalnu konturas, asinsvadu sistéma, bronhu sazarojums.




1.3.ztim. Dabas fraktali

Fraktalas geometrijas konstrukcijas var ieraudzit daudzos makslas dar-
bos un kulturas piemineklos. Tac¢u apzinati veidotas fraktalu konstrukcijas
ka makslas darbi ir radusas nesen. Sobrid daudzas interneta vietnes var
atrast fraktalu galerijas, kur apskatamas acij ttkamas un sirdi aizkustinosas
fraktalu gleznas. Saja determinéto fraktalu izveide pamatlomu spéle datora
dotas iespejas. Par labakajam bildem tiek pieskirtas art premijas.



1.4.ztim. Darbi no fraktalu galerijam

Divas galeriju adreses interneta:
http://www.fractalism.com/fractals/geometry.htm
http://www.dmoz.org/Science/Math/Chaos_and_Fractals/Fractal _Art/



NODALA NR. 2

Klasiskie fraktali

Anotacija. Klasisko fraktalu piemeri: Kantora putekli, Serpinska trisstuiris
(Sierpinski Triangle or Gasket), Serpinska paklajs (Sierpinski Carpet), Mengera
suklis (Menger Sponge), Koha likne un sniegparslina (Koch Curve and Snowflake),
Durera piecsturis (Duerer pentagon), Davida fraktalis (David Fractal), Pitagora
koks (Pythagorean Tree), to konstrukcija un dazas ipasibas. Paskala trissturis.
Peano liknes.

Klasiska Kantora kopa jeb Kantora putekli nosaukta Georga Kantora
varda, kurs So kopu aprakstijis 1883.gada. Patiesiba Kantora puteklu eksis-
tenci pirms tam jau bija konstatejis Henrijs Smits (Henry Smith) 1875.gada
vai pat atrak. Kantora puteklu fraktalajam ipasibam ir milziga nozime, jo
daudzi zinamie fraktali ir tuvi radinieki Sai kopai.

Co

Cq

Co

C; — — == - - - =

Cy -- -- -- - -- -- -—- --
2.1. zim.

Kantora kopas parasti konstrue iterativa procesa. Sak ar intervalu Cy =
[0; 1], no kura vidus izyem valgju kopu ]%, %[, tad paliek firmsfraktalis C7 =
[0; %] U [%, 1]. Nakosaja soli tiek izslegta videja tresdala no atlikusajiem 2
intervaliem, t.i., izsledz intervalus |$; 2[ un |5; 8], tad Co = [0; $] U [3; 3] U

[%; %] U [%;1]. So procesu var turpinat, izsledzot videjo tresdalu no at-

10
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likusajiem intervaliem katra soli (2.1.zim&juma paraditi Kantora videjas
tresdalas kopas konstrukcijas pirmie ¢etri soli). Robezkopu C, kuru var
iegut ka kopu C,, n = 0,1,2, ..., 8kelumu, tad arl sauc par Kantora kopu
jeb Kantora putekliem.

Kantora kopai piemit vairakas interesantas ipasibas;

1. Kantora kopa nesatur intervalus — Sadas kopas sauc par galigi ne-
sakarigam kopam (totally disconnected).

2. Intervalu, kuri tika izmesti no kopas C' konstrukcijas gaita, garumu

summa ir precizi vienada ar 1. Proti, pirma izmesta intervala garums ir %

Lai iegutu C5, tika izmesti divi intervali, kur katra garums ir (%)2, u.t.t.
Tada gadijuma izmesto intervalu garumu summa ir:

12 22 =1 I /2\" 1 1
§+?+?+...+ 3 —|—...:3Z<3> :g' 2 =1.

n=0 3
Varetu iedomaties, ka kopa C nekas daudz nav palicis no sakotnejas kopas
Cy, bet ta tas nebut nav.

3. Parsteidzosu rezultatu dod Kantora kopas un vienibas intervala salidzi-
najums, jo nakas secinat, ka abu kopu apjomi ir vienadi. Divam kopam
ir vienads apjoms, ja eksisté viennozimiga atbilstiba (bijekcija) starp So
kopu punktiem. Galigu kopu salidzinasana ir triviala. Bet bezgaligu kopu
salidzinasana péc apjoma nav tik vienkarsa (Ieverojiet, ka intervals [0;1]
ir ar tadu pasu apjomu ka divreiz garakais intervals [0;2]! Saja gadijuma
bijekcija ir f(x) = 2z, x € [0;1].).

Pirms pieradisim pamatteoremu par Kantora kopas apjomu, noskaidrosim,
ka var pierakstit vienibas intervala [0; 1] punktu z skaitiSanas sistéema ar bazi
N, N > 2. Sadalisim intervalu [0; 1] skaita N vienados intervalos, kura ka-
tra garums ir % Sanumuresim $os intervalus no 0 lidz N — 1. Ja izradas,
ka punkts = pieder intervalam ar numuru 5, tad pienemsim, ka z; = 5.
Pec tam sadalisim So intervalu N intervalos, kur katra intervala garums
ir ﬁ Sanumurejam atkal Sos intervalus no 0 Iidz N — 1 un precizejam,
kura intervala atrodas punkts x: ja punkts x atrodas intervala ar numuru
3, tad pienemsim, ka xzo = 3. Turpinot So proceduru, iegusim bezgaligu
virkni (zp,)nen, kur katra x,, vertiba norada intervalu, kur§ satur punktu
x sadaliSsanas procediiras n-taja soli. Skaitli x tadejadi var pierakstit bez-

galigas virknes veida, kur

X1 €2 €3

$:N+W+W

+ ...,

katram tadam izvirzijumam atbilst punkts no intervala [0;1]. Isi $adu
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punktu var pieraksttt
x = 0.x12923... (pie bazes N),

to sauc par skaitla x pierakstu skaitiSanas sistéma pie bazes N. Decimala
sistema, kura mes esam radusi pierakstit skaitlus, ir specialgadijums skaitiSanas
sistemai (Seit baze 10).

Pieversisim uzmanibu daziem skaitiSanas sistemu matematiskajiem as-
pektiem. Vispirms ieverosim, ka daziem skaitliem ir vairak neka viens
izvirzijums skaitiSanas sistema pie bazes N. Tie ir skaitli izskata Nik, kur j
un k ir pozitivi veseli skaitli. Sadiem skaitliem var uzradit divus izvirzijumus
skaitiSanas sistéma pie bazes N: viens beidzas ar bezgaligi daudzam 0, bet
otrs ar bezgaligi daudziem N — 1. Piemeéeram, x = % divnieku sistema var
pierakstit

1 1
5= 0.100000000... wvai 5= 0,011111111...

~» ir pierakstams skaitiSanas sistema

Jebkurs cits skaitlis, kas atskirigs no
pie bazes N viena vieniga veida.

Teorema 2.1. Kantora kopas C' apjoms ir vienads ar intervala [0; 1]
apjomu (tatad kontinuums).

Pieradijums. Mums ir nepiecieSams atrast viennozimigu atbilstibu (jeb
bijekciju) starp kopas C' un kopas [0; 1] punktiem. Sim noliikam bis ne-
pieciesams apskatit binaro (baze 2) un triadisko (baze 3) skaitiSanas sistemu
punktiem no intervala [0;1]. Lai izvairitos no divdomibas gadijumos, kad
punktam ir divi izvirzijumi apskatamajas skaitiSanas sistémas, vienosimies
izveleties to izvirzijumu, kur§ beidzas ar vieniniekiem binaraja sistema un
beidzas ar divniekiem triadiskaja sistema.

Teverosim, ka punkts noklust Kantora kopa C' tad un tikai tad, ja triadiskaja
pieraksta sistema nav vieninieku, tas ir, pieraksta ir tikai 0 un 2. Tada
gadijuma meklejama attieciba starp C' punktiem un vienibas intervala punk-
tiem tiek realizeta, aizvietojot skaitla x visus 2 triadiskaja sistema ar 1. Tada
veida iegutais binarais pieraksts define realu skaitli y. Piemeram, ja x € C
ir izskata x = 0.2022022002... (triadiskaja sistema), tad y = 0.1011011001...
(binaraja sistema). Aprakstita procedura definé viennozimigu atbilstibu
starp z € Cuny € [0;1]. m

4. Kantora kopa ir slégta un ierobezota (telpa R sadas kopas saucam par
kompaktam), ta ir galigi nesakariga kopa (skat. 1.punktu) un ta ir perfekta
kopa, t.i., katrs kopas punkts ir tas robezpunkts (atgadinasim, punktu zy €
R sauc par kopas A C R robezpunktu, ja katram § > 0 eksisté tads punkts
a € ANjzg — d;x0 + I[, ka a # xo). Dazkart Kantora kopu definé ar §im
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trim Tpasibam un pec tam pierada, ka Kantora putekli ir Kantora kopa.
Minetas 1paSibas garante, ka jebkuras kopas telpa R, kuras ir kompaktas,
perfektas un galigi nesakarigas, ir savstarpgji transformejamas viena par
otru (izomorfas kopas). Bet taja pasa laika atskirigam Kantora kopam var
atskirties fraktalas dimensijas.

Serpinska trissturis (siets) (Sierpinski Triangle or Gasket or Sieve)

2.2.z1m. V.Serpinskis

Sekojosu konstrukciju devis polu matematikis Vaclavs Serpinskis ( Wa-
claw Sierpinski) (1882-1969): sakuma ir dots regulars trisstiiris. Ertibas
labad var pienemt, ka trisstura malas garums ir viena vieniba. Savieno-
jot visu malu viduspunktus, iegusim atkal regularu trissturi, kuru izgriezam

ara no sakotneja trisstiira. Paliek tris mazaki trisstiiri, kuru malu garumi

ir % vienibas. NakoSaja soli atkartojam So proceduru ar katru no trim

. .. _ L 2
trissturiem, rezultata iegusim 9 regularus trissturus ar malas garumu (%) .
Turpinot So procediru, n-taja soli mes iegisim 3" regularus trissturus, kuru

. 1\n . . — _ .
malas garums ir (5) . Ja pielaujam, ka proceduru var atkartot bezgaligi

daudzas reizes, tad ka robezgadijumu iegusi Serpinska trissturi.
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2.3.zim. Serpinska trisstiira pirmas 6 iteracijas

Ieverosim, ka Serpinska trissturis ir stingri paslidzigs, jo jebkura ta dala ir
lidziga kopumam. Vel vairak, laukumu, kuri konstrukcijas gaita tika izgrizti
ara, summa ir vienada ar sakotneja tristura laukumu A. Proti, pirmaja solt
tika izgriezta 711A’ otraja soli tika izgriezti 3 trissturi, kuru laukumi ir (%1)2 A,
utt. Tatad izgriezto laukumu summa ir

1 1\? o (1)° 23t 1A 3"
1A+3 (Z) A+3 (Z) At =AY “—=2) (Z) = A
n=1 n=1
Lidz ar to Serpinska trisstura laukums ir 0.
Serpinskis klasisko fraktalu galerijai ir pievienojis vel vienu objektu —
Serpinska paklaju (Sierpinski Carpet). Saja gadijuma 0.solis ir kvadrats

plakne. Tas tiek sadalits 9 mazos kvadratinos, no kuriem videjo iznem ara.
Process tiek atkartots bezgaligi daudzas reizes.

2.4.z1m. Serpinska paklaja pirmas 4 iteracijas

Ar Iidzigu konstrukeiju ka Serpinska paklajs ir izveidots Mengera siuiklis
(Menger Sponge), kuru ta autors K.Mengers (Karl Menger) izdomaja 1926.gada.
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2.5.ztm. Mengera siikla pirmas 3 iteracijas

Saja gadijuma sakuma ir vienibas kubs. Sis kubs tiek sadalits 27 mazakos
kubinos un 1.sol1 (1.iteracija) no ta tiek iznemts ara vidéjais centralais kubs
un tam piegulosie 6 kubi. 2.iteracija katrs no atlikusajiem 20 kubiem atkal
tiek sadalits 27 mazakos kubos, no kuriem 7 tiek izpemti ara. Ta Sis process
tiek turpinats bezgaligi un robezgadijuma iegutais objekts ir Mengera suklis.
Var pieradit, ka Mengera stikla tilpums ir ar meru 0.

Viens no visbiezak minetajiem determinetajiem fraktaliem ir Koha likne
(Koch Curve). Zviedru matematikis Helge fon Kohs (Helge von Koch) to
izveidoja 1904.gada. Pienemsim, ka sakuma dots nogrieznis Ky. 1.solt
iznemsim no 81 nogriezna ara videjo treSdalu un pievienosim klat divas tadas
pasas treSdalas ka tas redzams 2.6.zimejuma. legtuto kopu apzimesim ar
K. Atkartosim doto proceduru bezgaligi daudzas reizes, katra iteracija
nogriezna videjo tresdalu aizvietojot ar diviem citiem tada pasa garuma no-
griezniem. n-taja soll ieguito figiru apzimesim ar K,. Intuitivi ir skaidrs,
ka likpu virkne (K, )nen konverge uz kaut kadu robezlikni K (teoretiski tas
butu japierada; tapat ar ieprieks apskatitajos fraktalu gadijumos).
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2.6.zim. Koha liknes veidoSana (pirmie Cetri soli)

Koha Iiknei piemit viena svariga ipasiba — ta ir bezgaligi gara. Proti,
ja mes pienemam, ka sakotnejais nogrieznis Ky ir vienu vienibu gars, tad
_ . .42 . . ..
liknes K garums ir %, bet Ky garums ir 4;. Turpinot aprekinus, iegisim,

32
ka mn-taja soli iegutas liknes K, garums ir g‘—z. Robezgadijuma iegiisim:
471
Jim g = oo

Savietojot kopa 3 Koha Iiknes, iegtist noslegtu likni, kuru sauc par Koha
sniegparslinu (Koch Snowflake). Interesants ir fakts, ka sniegparslina
actmredzami ierobezo galigu laukumu, bet tas perimetrs ir bezgaligi liels.
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2.7.z1im. Koha sniegparslina

Parasti matematiskas analizes kursa apskatitas Iiknes ir gludas vai ga-
baliem gludas un tam ir galigs garums (par ko var parliecinaties ar integrala
palidzibu). B.Mandelbrots ir publicéjis vairakus interesantus darbus, kuros
petijis Lielbritanijas krasta linijas merisanas problemu. Modelesanu vins vei-
cis ar fraktalu likni, kura lidziga Koha liknei, bet kuras veidoSana ietverts
gadijuma moments, kas raksturigs dabai. Rezultata ieguts, ka liknes, kura
apraksta krasta lmiju, garums ir bezgaligs.

Piecus gadsimtus atpakal makslinieks Albrehts Durers (Albrecht Duerer)
ir uzzimejis fraktali (precizak, pirmsfraktali), kura pamata ir regulars piecstiris.
Pirmaja iteracija piecsturis ir sadalits seSos mazakos piecstiros un piecos
izoletos trisstiiros, Sie trisstiri tiek izmesti no zimejuma (skat.2.6.ztm.). ST
procedura tiek turpinata talak ar katru jauno piecturi bezgaligi daudzas
reizes, rezultata robezgadijuma iegustot fraktali — Durera piecsturi (Duerer
pentagon).

P() Pil) P{2)
2.8.ztm. Direra piecstiira pirmas 3 iteracijas

Lidzigu konstrukciju var veikt ar regularu sessturi, kuru sadala seSos
mazakos regularos sestiiros, seSos trisstiiros un ar Davida zvaigzni centra.
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Trissttirus un Davida zvaigzni izpem no zimejuma. Konstrukciju atkarto
ar katru palikuso regularo sessturi, robegadijuma iegustot ta saukto Davida
fraktali. Ar Davida fraktali literatura diezgan biezi saprot arl citada veida
konstruetu fraktali, ta pamata ir trissturis (skat.2.7.zim.).

2.9.zim. Davida fraktala pirmas 3 iteracijas

Vel viens briniskigs fraktalis tika radits 1957.gada, ta autors ir vacu
matematikis A.E.Bosmans (Bosman) (1891-1961). Sakuma stavokl ir dots
kvadrats; pirmaja iteracija augsejai malai tiek pievienots trissturis (kurs
pats neietilpst fraktala ziméjuma), uz kura brivajam malam tiek uzkon-
strueti kvadrati (skat. 2.8.zim.). Konstrukciju bezgaligi daudzas reizes
turpinot, robezgadijuma tiek ieguts fraktalis, kas nosaukts par Pitagora
koku (Pythagorean tree). Seit ir iespejamas variacijas par tému — trisstiiris
var nebiit vienadsanu, tad izveidosies koks ar "noskiebtu” lapotni.
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§tina un ja iekrasojam visas tas Stnas, kuras atrodas nepara skaitli, tad
ieguisim 2.9.zimejumu (taja paraditas pirmas 16 rindinas). Loti parsteidzosi,
bet ieraudzit mes varam Serpinska trisstiira konstrukcijas gaitu!

1 |

1!D|21D|25!|21D|1!D| 4E| 1I]| 1 |

3

55|155|33I]| | |33IJ|155| 55| 11| 1 |

1I]|
1

2.11.z1m. Paskala trissturis

Ka mes redzesim velak, tad Koha liknei un citam nepartrauktam Itknem
plakne, kuras iegtitas iteraciju veida, fraktala dimensija btus starp skaitliem 1
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un 2. Dabigi rodas jautajums, vai varetu eksistet iznpemuma gadijums ar di-
mensiju 27 Izradas atbilde ir pozitiva un tas risinajums atrodams jau talaja
1890.gada. Tad Dzuzepe Peano bija piedavajis konstrukciju nepartrauktai
liknei, kura ir defineta vienibas intervala un vertibu kopa ir kvadrats plakne.
Likni plakne pienemts saukt par Peano likni jeb likni, kas aizpilda plakni.
Peano likne it ka nav fraktalis pec Mandelbrota definicijas, bet tani pasa
laika ta ir interesants piemeérs funkcijai, kas attelo kopu ar dotu dimensiju
par kopu, kuras dimensija ir lielaka.

Apzimesim ar I = [0;1] un S = I x I, ti, S = {(x,y) | =,y €
I}. Konstrukcija tiek izmantots vienibas intervala I skaitlu izvirzijums
skaitiSanas sistema pie bazes 9. Pirmaja soli sadala kopu S devinos vienados
kvadratinos, sanumuréjot tos no 0 Iidz 8. Nepartraukta likne P (z), z € I,
kas skerso visus kvadratinus, sakas punkta (0; 0) un iet caur punktiem (3; %),
(3:0), (133), (3:2), (35 3), (0:3), (3;1), (3;3), beidzas punkta (1;1).Ieguita
lauzta Imija ir konstrukcijas pirma iteracija.

©;1) (1;1)

6 7|8
5|4 3
0 112
©;0) (1;0)
2.12.zim. Peano liknes konstrukcija — redzama pirma

iteracija P;(x)

Talak katrs no deviniem kvadratiniem tiek sadalits devinos vienados
mazakos kvadratinos, caur kuriem nepartraukta likne P(z) tiek defineta
analogi ka pirmaja iteracija. Atkartojot aprakstito konstrukciju bezgaligi
daudzas reizes, katra no reizem sadalot katru kvadratinu devinos mazakos
kvadratinos, konstrugjot likni caur visiem apakskvadratiniem ta, lai tas gala-
punkti sakristu, robezgadijuma iegusim Iikni, kura aizkraso visu vienibas
kvadratu.

Peano likni var definet ar attelojumu, kurs piekarto punktam = € I, kas
pierakstits sistema pie bazes 9 izskata 0.z1zox324..., punktu P(z) € S péc
sada likuma:

P(x) atrodas kvadrata ar indeksu x1 pec pirmas iteracijas,
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P(z) atrodas kvadrata ar indeksu xj29 péec otras iteracijas,
P(x) atrodas kvadrata ar indeksu xjzox3 pec tresas iteracijas, utt.

Teoréma 2.2. Peano likne ir nepartraukta funkcija, kas attélo vienibas
intervalu I vienibas kvadrata S; pie tam attelojumu iteraciju virkne P (z),
Py(z), P3(x),... konverge:

lim P,(z) = P(x), x € I.

Pieradijums. Mes pieradisim stipraku apgalvojumu neka tikai robezas
eksistenci. Proti, mes konstateésim faktu, ka konvergence ir vienmeriga, no
ta seko, ka robezfunkcija ir nepartraukta. Vienmerigas konvergences kon-
statesSanai izmantosim Kot kriteriju sada forma:

Ve>03dK e N>0Vm,neN:m>n>KVeel: d(Ppy(z),P(r)) <e,

kur d(P,,(x), P,(z)) ir Eiklida attalums starp diviem dotajiem punktiem.
Pienemsim, ka 0 < n < m. Apskatisim vienibas kvadrata tiklu, kurs
izvietots par punktiem {(3%, 3%), 0 < k,l < 3"}. Piepemsim, ka N = 32"
un punkti zg = 0 < 21 < 9 < ... < xy = 1 sadala nogriezni [0; 1] vienada
garuma intervalos skaita 32". Ieverosim, ka P,(z) parvietojas pa tikla G,
kvadrata diagonali, mainoties  no z; lidz zj1;. No otras puses P, (z)

noteikti atrodas tani pasa kvadrata, ja m > n, tapec visiem x € [z}, xj41]:

d(Ppy(x), Py(x)) < \3/3

Izdaritie spriedumi nav atkarigi no ta, kuram tiesi intervalam [z, ;4]
pieder punkts z, t.i., augstak pierakstita nevienadiba ir speka visiem x € I.
Tadejadi fiksetam € > 0 izveloties atbilstoso K no nosacijuma SLK? < g, mes
konstatesim Kost kriterija izpildiSanos. m

Peano Iikne nenodrosina viennozimigu atbilstibu starp kopu I un S punk-
tiem. To principa nevar izdarit ar nepartrauktas funkcijas palidzibu. Punk-
tam, kur$ atrodas uz kopéjas divu kvadratinu malas, atbilst divi nogriezna
punkti. Vel vairak, vienam punktam, kas ir ¢etru kvadratinu kopeja vir-
sotne, atbilst nogriezna cetri atskirigi punkti.

Par Peano liknem parasti sauc visas tadas liknes, kuru robezgadijums
aizpilda visu kvadratu. Viens no tadiem variantiem redzams 2.13.zimejuma.
2.14.zimejuma redzamas liknes konstrukcijas ideja pieder D.Hilbertam.
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NODALA NR. 3

Fraktala dimensija

Anotacija. Topologiska dimensija. Fraktalas dimensijas (fractal dimension
or similarity dimension) jedziens. Piemeri. Fraktalas dimensijas noteiksana.
Lineala dimensija. KastiSu dimensija.

Ieprieks tika minets, ka paslidziba ir svariga fraktalu 1pasiba. Tacu sada
1pasSiba piemit arl taisnei, kvadratam, kubam un daudzam citam figuram,
kuras pienemts neuzskatit par fraktaliem. Tani paSa laika ir tadas kopas,
kuras nav stingri paslidzigas, bet kuras uzskatamas par fraktaliem. Tas
nozime, ka vajadzetu atrast kadu citu raksturojumu, kas piemit fraktaliem,
bet kas nav ne-fraktaliem. Viena no iespejam ir izmantot fraktala matematisko
definiciju, kas saka, ka fraktalim fraktala dimensija ir lielaka par topologisko
dimensiju. Tatad Saja nodala noskaidrosim, kada ir atSkiriba starp Siem
dimensiju jedzieniem. Vel jaatzime, ka minétie divi dimensiju veidi nav
vienigie, ar kuriem raksturojamas kopas.

Definicija 3.1. Saka, ka kopai A ir topologiska dimensija 0, ja jebkuram
kopas A punktam eksiste tada apkartne, kuras robeza neskelas ar kopu A.
Saka, ka kopai A ir topologiska dimensija k > 0, ja jebkuram kopas A
punktam eksiste tada apkartne, kuras robezas skelums ar kopu A ir kopa
ar topologisko dimensiju k£ — 1 un k ir mazakais pozitivais veselais skaitlis,
kuram §1 Tpasiba izpildas.

Veselo skaitlu, racionalo skaitlu un iracionalo skaitlu kopas ir pazistamakas
kopas ar dimensiju 0. ArT Kantora kopas topologiska dimensija ir 0. Plakne
jebkurai kopai, kas sastav no izoletiem punktiem, topologiska dimensija ir
0. Ar topologisko dimensiju 1 ir taisne un rigka Iinija, jo gan vienas, gan
otras kopas jebkura punkta apkartnes robezas skelums ar pasu kopu ir divi
izoleti punkti, bet kopas ar diviem punktiem topologiska dimensija ir O.
Topologiska dimensija 2 ir plaknes figuram diskam, kvadratam, u.t.t.

Apskatisim tris paglidzigas labi pazistamas figtiras: nogriezni, kvadratu
un kubu. Samazinot divas reizes nogriezna garumu, iegisim divas ta samazinatas
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kopijas; ja samazinasim sakotnéja nogriezna garumu tris reizes, iegisim tris
kopijas. Savukart kvadrata ietilpst Cetras kopijas, kuru malas garums ir div-
reiz mazaks ka sakotneja kvadrata malas garums; ja kopijas malas garums
trisreiz mazaks — bus 9 kopijas. Lidzigi varam aplikot kubu, tant ietilpst
8 kopijas ar divreiz mazakam malam un 27 kopijas ar trisreiz mazakam
malam.

D=1 D=2 D=3
B =2 : .
N=2 <
N =4
N=28
T

N=9

N=rn

3.1.ztm. N — kopiju skaits, 7 — meérogosanas konstante

Apzimesim ar N kopiju skaitu un ar r skaitli, kas rada, cik reizes samazinata
figira (skatit 3.1.ziméjumu), tad iegiitos rezultatus varam apkopot tabula:

figura dimensija | 7 N
nogrieznis 1 2] 2=21
nogrieznis 1 3] 3=3!
kvadrats 2 2| 4=22

kvadrats 2 3| 9=32
kubs 3 2| 8=2°
kubs 3 3127=233
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Pedeja tabulas kolonna uzskatami atspogulo sakaribu, kura pastav starp
figuras kopiju skaitu samazinataja meroga un tas dimensiju: kopiju skaits ir
vienads ar merogosanas konstanti kapinatu topologiskaja dimensijas pakape
D, ti.,

N =P,

No §is formulas var izrekinat dimensiju D, ja zinam kopiju skaitu N un

merogosanas konstanti 7:
D_ In N

" Inr

(3.1)

Ka redzams, §1 dimensijas noteiksanas formula (3.1) atrod topologisko di-
mensiju nogrieznim, kvadratam, kubam. Formulu (3.1) izmantosim ari
paslidzigu kopu dimensiju noteiksanai, atrasto lielumu sauksim par apskatamas
kopas fraktalo dimensiju (saka ar1 — lidzibas dimensija) (fractal dimen-
sion or similarity dimension). Jédziens par fraktalo dimensiju pirmo reizi
paradijies jau 1919.gada F.Hausdorfa darba, tomer tikai Mandelbrots apvienoja
§1s idejas un uzsaka sistematisku fraktalu petisanu. Jedzienu par fraktalo
dimensiju Mandelbrots izveidoja 1977.gada.

Aprekinasim iepriekséja nodala apskatito determineto fraktalu fraktalas
dimensijas!

Fraktalas dimensijas noteikSanai paslidzigam kopam jakonstate pirmaja
iteracija ieguto sakotnejas kopas kopiju skaits N un jafikse meérogosSanas
konstante r. Ta klasiskas Kantora kopas jeb puteklu (jeb videjas tresdalas
Kantora kopas) gadijuma pirmaja iteracija kopiju skaits ir N = 2 un tas
abas ir r = 3 reizes mazakas ka sakotn€jais nogrieznis, tapec

In2
D( videjas tresdalas Kantora kopa ) = ™ ~0,63.
n
Ja tiek apskatita videjas piektdalas Kantora kopa (t.i., no nogriezna vidus
pirmaja iteracija tiek izsleégts nogrieznis, kura garums ir viena piektdala no
visa nogriezna garuma), tad kopiju skaits gan bus N = 2, bet mérogosanas
konstante ir cita. Saja gadijuma katrs no palikuSajiem nogriezniem ir % no
sakotneja nogriezna, tatad merogosanas konstante ir r = %, citiem vardiem
sakot, palikus§ie nogriezni ir divas ar pusi reizes 1saki ka sakotnéjais nogriez-
nis, talab
e In2
D( vidgjas piektdalas Kantora kopa ) = ms ~ 0, 756.
n =
2
Skaidrs, ka izmetot no nogriezna loti mazu ta dalu, fraktala dimensija pieaugs!
Pieméram, ja izmetam no nogriezna vienu simtdalu ta garuma, tad palikuso
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nogrieznu garums ir %?00 no sakotnéja nogriezna garuma, t.i., N = 2 un
r= %, tad
Ce In2
D( videjas simtdalas Kantora kopa ) = Lo~ 0, 986.
n 200
99

Rodas jautajums, vai eksisté Kantora kopa ar dimensiju 17 Atbilde ir
pozitiva, ta¢u 81 kopa atrodas telpa R? (un tapéc ir fraktalis). 0.soli tiek ap-
skattts vienibas kvadrats. Katra nakamaja soli esoSie kvadrati tiek aizstati
ar 4 mazakiem kvadratiniem (skat. 3.2.ziméjumu). Robezgadijuma iegusim
Kantora kopu K¢ (ta patiesam ir Kantora kopa, jo ta ir kompakta (slegta
un ierobezota R? apakskopa), galigi nesakariga (t.i., nesatur intervalus) un
perfekta (katrs kopas punkts ir tas robezpunkts)). Saja gadijuma N = 4 un
merogosanas konstante arT ir 7 = 4, jo maza kvadratina malas garums ir 4
reizes mazaks ka sakotneja kvadrata malas garums, tadejadi

In4
D( Kantora kopa K¢ (plakne) ) = ln—4 =1
n

3.2.z1m. Kantora kopas konstrukcija, kuras fraktala dimen-
sija ir 1.

Serpinska trisstura pirmaja iteracija tiek ieguti N = 3 trissturisi, kuru
malu garumi ir uz pusi mazaki ka sakotnéjam trissturim, t.i., r = 2, tapec
. I In3
D( Serpinska trissturis ) = — ~ 1,585.
In2
Serpinska paklaja pirmaja iteracija ir NV = 8 kvadrata kopijas, kuru malas
ir r = 3 reizes mazakas ka sakotnejam Cetrstiirim, tatad
In8
D( Serpinska paklajs ) = — ~ 1,893.
In3
Mengera stkla gadijuma pirmaja iteracija tiek iegtitas N = 20 kuba
kopijas, kur kubinu malas garums ir 3 reizes mazaks par sakotn€ja kuba
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malas garumu, t.i., r = 3,:

In 20
D( Mengera suklis ) = 225 2,73.
In3
Koha liknei pirmaja iteracija tiek iegiitas N = 4 sakotneja nogriezna
kopijas, kuras ir » = 3 reizes mazakas par sakotnejo nogriezni, tapec

In4

D( Koha likne ) = 3
n

~ 1, 26.
Parsteidzosi, bet tiesi tapat var spriest par Koha sniegparslinas fraktalo
dimensiju.

Diirera piecstiira gadijums ir sarezgitaks, jo janoskaidro, cik reizes mazaka
ir piecstiira mala pirmaja iteracija. Veidojot 2.8.zimejumu, netika noradits,
kadi izmeri ir izgrieztajiem trisstiiriem un ka panakt, ka visi pieci palikusie
piecsturi ir vienadi. Izradas, ka trisstura garakas malas attieciba pret isako
malu veido ta saucamo zelta skelumu (golden ratio), proti, g = 137‘/5 Tatad
katra iteracija piecsturu malas garums tiek samazinats 1 4 g reizes. Lidz ar
to Direra piecstiira fraktala dimensija ir

In5 In5

D( Durera piecsturis ) = = ~ 1,67.
In(1+9)  In(14 L55)

2.9.ztimejuma redzamas Davida zvaigznes pirmaja iteracija sakotngéja trisstira
malu var uztvert ka sadalitu 3 vienadas dalas un pirmaja iteracija katrai
malai ir pievienoti divi nogriezni, kur katrs no tiem ir tresdala no sakotneja
trisstura malas. Domajot lidzigi ka par Koha likni un sniegparslinu, varam
nemt N =5 un r = 3, tad

Inb
D( Davida fraktalis no 2.9.zim.) = 1n—3 ~ 1,465.
n

Principa ieprieks izstradato ideju par kopiju skaitisanu ar noteiktu merogu
var visparinat un aplukot pat tadus fraktalus, kas nav paslidzigi. Tapec
turpmakaja apskatisim metrisku telpu (X, d). Piepemsim, ka A ir netuksa
kompakta telpas X apakskopa. Fiksesim skaitlie > 0. Ar B(z,¢) apzimesim
slegtu lodi, kuras radiuss ir € un centrs atrodas punkta x € X. Apzimesim ar
N (A, e) tadu veselu skaitli, kas ir mazakais iespejamais slegto lozu B(x,¢),
x € X, skaits, kas ir nepieciesams, lai parklatu kopu A. Tas ir,

N
N(A,e) = tads mazakais pozitivais veselais skaitlis N, ka A C U B(xy, ),

n=1
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kur lozu centri {z,/n =1,2,..., N} C X.

Vai tads skaitlis eksisté? Ja, jo kopa A ir kompakta. Proti, ja izvei-
dojam kopas A parklajumu ar valgjam lodem, kuru radiusi ir € un cen-
tri atrodas kopas A punktos, tad kopas A kompaktibas del no jebkura
valeja parklajuma var izveleties galigu apaksparklajumu, kas parklaj kopu
A. Izveidojot parklajumu no apaksparklajuma lodém, kas tiek apskatitas
ka slegtas lodes, ieglisim parklajumu ar slegtam lodem. Pienemsim, ka Sis
parklajums sastav no N slegtam lodem. Pienemsim, ka ar C' apzimeéts kopas
A parklajums pie lielakais N slegtam lodem ar radiusu e. Tad C satur vis-
maz vienu lodi. Pienemsim, ka funkcija f : C' — {1,2,3, ..., N} tiek definéta
sadi:

f(c) = lozu skaits parklajuma c € C.
Tad {f(c)|c € C} ir pozitivu veselu skaitlu galiga kopa, no kuras var
izveleties mazako veselo skaitli N(A,¢).

Intuitiva ideja fraktala dimensijas atraSanai ir Sada: mes varetu teikt,
ka kopai A ir fraktala dimensija D, ja

3C >0: N(A,e)~Ce P, (3.2)

Aptuvenibas zime Seit lietota tada nozime, ka abu pusu funkciju attieciba,
e tiecoties uz 0, tiecas uz 1. Ja no (3.2) izsakam D, iegusim:

InN(A,e) —InC
T .
3

InN(A,e) ~InC + Dlne™ ! jeb D ~ 1
n

InC
Ini
1>

Teverosim, ka dalijjums tiecas uz 0, jae — 0.

Definicija 3.2. Piegemsim, ka A ir metriskas telpas (X,d) netuksa
kompakta apakskopa. Pienemsim, ka katram € > 0 ar N (A, €) tiek apzimeéts
mazakais skaits slegto lozu ar radiusu € > 0, kurs nepiecieSams, lai parklatu

kopu A. Ja robeza
InN(A, e
D = li NS
e—0 In=
€
eksiste, tad ieguto robezskaitli D sauc par kopas A fraktalo dimensiju.
Ka 81 definicija saskanojas ar ieprieks zinamo un aprekinato?
Apskatisim, pieméram, izoletu punktu a telpa R?, t.i., A = {a}. Tad
katram ¢ > 0 izpildas N(A,e) = 1. No Sejienes seko, ka

— =0.
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Tatad punkta fraktala dimensija ir 0, kas sakrtt ar topologisko dimensiju.
Apskatisim vienibas nogriezni: A = [0;1]. Izvelesimies € > 0. Seit
varam lozu skaitu atkariba no radiusa e definét ar vienadibu

N(A,e) = — [—215

Ta ka visiem 0 < 2¢ < 1 izpildas

} , kur ar [-] apziméta reala skaitla vesela dala.

_ g In([-5) _ In(N(Ag)

1= 1 T = I <
ln% ln% lnE
o (gt _ 2 n(142)-In2e _ In(l426)+In 5 )
=~ In L ~ InL T In L - n L —e—0 1,
2e 2e 2e 2e

tad péc teoremas par robezpareju nevienadibas (”divu policistu teorema”)
seko, ka
In(N(A,e
L In(N(4,))

=1.
e—0 Ini
I3

Tatad esam pieradijusi, ka vienibas nogriezna fraktala dimensija ir 1.
Veikt pieradijumu ar patvaliga izskata € > 0 dazkart ir loti apgritinosi,
tapec nakamajas teoremas paradisim, ka to vienkarsot.

Teorema 3.1. Pienemsim, ka A ir netuksa kompakta metriskas telpas
(X, d) apakskopa. Definesim katram naturalam n = 1,2, ... atbilstosu skaitli
en=0r", kur 0 <r <1lun C > 0. Ja robeza

D= lim In(N(A,¢e,))

n—oo  Int
En

eksiste, tad D ir kopas A fraktala dimensija.
Pieradijums. Pienemsim, ka atrasti tadi skaitli » un C, ka noradits
teoremas nosacijumos, un izveidota virkne E = {e,|n = 1,2, 3, ...}. Definésim
f(e) = max{e, € Ele, < e}. Piepemsim, ka ¢ <r. Tad
f) <= < MmN p(0) 2 N(a2) = v(a, L)),
r r
Ta ka Inz ir augosa pozitiva funkcija, ja = > 1, tad
In N (4, L&) _ImN(4,2) _ N4, f(2)

1 — T

1 _—
In 7 In < In 1O)

(3.3)

Pienemsim, ka N(A,e) — oo, ja ¢ — 0 (pretgja gadijuma pieradijums
pabeigts). Nevienadibas (3.3) labas puses robeza ir $ada:

InN(A InN(A InN(A InN(A
m n ( 7f(€)) . hm | (T7€7’l) _ hm n ( 7677») . hm n ( 75n)'

B 1
En

li = =
al—>0 In f(TE) n—oo In

- n—oo Iny 4+ InL  n—oo In
n En
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Savukart nevienadibas (3.3) kreisas puses robeza ir sada:

mN(4, 1y
— 1 = hm

lnN(A,lan_l) ~ lim lnjl\f(A,En_l) ~ lim lnN(A,En)'
lrl m n—oo ln a n—oo ln P —+ ].n

n—00 In ai
n

En—1

Jae — 0, tad (3.3) laba un kreisa puse konverge uz vienu un to pasu vertibu.
Péc robezparejas nevienadibas teoremas (”divu policistu teoremas”) tad ek-
sisté ar1 (3.3) videjas izteiksmes robeza, kas vienada ar to pasu vertibu. m

Teorema 3.2 (Kastisu skaitisanas teorema (The Box Counting Theo-
rem)). Pienemsim, ka A ir netuksa kompakta R™ apakskopa ar Eiklida
metriku. Parklasim R™ ar slegtiem kvadratiem ar malas garumu 2% (skatit,
pieméram, 3.2.ziméjumu, Seit n = 2 un m = 2). Apzimeésim ar Np(A)
kvadratu skaitu ar malas garumu %, kuri parklaj kopu A. Ja robeza

AP

n—oo  In 2"

eksiste, tad D ir kopas A fraktala dimensija.

3.3.zim. Slegti kvadrati ar malas garumu 2% parklaj R?;
Seit n = 2.

Pieradijums. leverosim, ka m = 1,2, 3, ..., izpildas nevienadibas
_ 1 ..
27™N,—1 < N(A, 2—71) < Nin visiem n = 1,2,3, ...,

kur k(n) ir mazakais veselais skaitlis k, kur§ apmierina nosacijumu
k>n—1+ %logQ m. Pirma nevienadiba ir pareiza, jo lode ar radiusu 2%
parklaj lielakais 2™ rezga kvadratus ar malas garumu 2,%1 Otra nevienadiba
seko no fakta, ka kvadratu ar malas garumu s var ievietot lode ar radiusu
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rojar?t > (5?4 (5)%*+ ...+ (5)* =m- ($)* (pec Pitagora teoremas). Ta
— k(n)
ka =+ — 1, tad

n

N|&n

In Nk(n) . 2k(n) In Nk(n)
= =D.
n—oo In2n n=oo In 27 In 2k(n)
Tad ar1
. In27"™N,,_1 . InNV,,_1
Iim —— = =D,
n—00 In 27 n—oo In2n—1

Teoremas 3.2 apgalvojums seko no Teoremas 3.1, izveloties r = % [

Apskatisim vienibas kvadratu Ko C R? (skatit 3.4.zimejumu). Tas
tiek parklats ar kvadratiem, kuru malas garumi ir 2% Varam saskaitit, ka
N1 (Kn) =4, Na(Kn) = 16, N3(Kn) = 64, Ny(Kn) = 256,..., N, (Kp) = 4",

kurn=1,2,3,....

3.4.zim. Vienibas kvadrata sadalijums mazakos kvadratos.

No ieprieksejas Teoremas 3.2 seko, ka

In N, (K, In 4
D(Ko) = lim nEo) "y

n—00 In 27 n—oo n 27

Tatad vienibas kvadrata fraktala dimensija ir 2, kas sakrit ar ieprieks zinamo
topologisko dimensiju.

Pienemsim, ka Serpinska trisstiira S malas garums ir viena vieniba
un tas novietots plakne ka 3.5.zimejuma. Veidosim Serpinska trisstira
parklajumu ar kvadratiem, kuru malas garumi ir 2%, n=12,...
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3.5.z1m. Serpinska trisstura parklasana ar kvadratiem.

Varam ieraudzit, ka Ni(S) = 3 (kvadratu ar malas garumu j skaits, kas
parklaj visu Serpinska trissturi), Na(S) = 9, N3(S) = 27, N4(S) = 81 un
vispariga gadijuma N, (S) = 3". No Teorémas 3.2 seko, ka

D(S) = lim In N, (S) . In3" In3

n—oo  In2"  nooln2?  In2

Vienkarsosim vel vairak fraktalas dimensijas aprekinasanas iespejas, pielausim,
ka $ vieta var but jebkurs skaitlis no ]0; 1[.
Teorema 3.3. Pienemsim, ka 0 < r < 1. Apskatisim R" apakskopu S,

kur n =1,2,3. Robeza
. InN(r¥)
lim ————=

k—oo In
-
eksiste tad un tikai tad, ja eksisté fraktala dimensija D(C'), pie tam

D(C) = lim M

k—oo In %
T

(3.4)

Pieradijums. Pienemsim, ka 0 < ¢ < r, un piegemsim, ka k ir tik liels
pozitivs vesels skaitlis, ka
il < e < rk.

Tada gadijuma N(r*) < N(e) < N(r¥*!). Ta ka naturalais logaritms ir

augosa funkcija un 0 < r < 1 seko, ka

1 1 1
lnr—k < lng < lnm un In N(r*) <In N(e) < N(r*+1).
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Tadel

InN(r*)  InN(r*) _InN(e) < InN(r*)  InN(r*1)
1 T

1 - 1 1
].nr*,C lnm hlr

hl%k-l—ln% IDT,C%

Ja viena no sekojoSajam robezam eksiste, tad eksisté arl parejas,

In N (rk In N (rk In N (rk+!
7n1 (r )1 = lim 20 (17‘ ) = lim B T (r )1.
k—oco IHTT—FIH; k—oco 1HTT k—oo h’lm—ln;
In N (r*) In N (¢)

Tadel lim
k—oo ML
ir, tad abas robezas ir vienadas. ®

— eksiste tad un tikai tad, ja eksiste liIT(l) , un, ja ta
T e

Ini
€

Apskatisim videjas treSdalas Kantora kopu C. Kopa C tiek iegita
no intervala [0; 1], izsledzot ara videjo tresdalu, tad videjo tresdalu no katra
atlikusa intervala, utt. Katra nakamaja soli ir divas reizes vairak intervalu
garuma. Ta ka N(3) = 2, tad N(Sik) = 2% katram k > 1. Izvéloties r = £
Teorema 3.3, atradisim, ka

In N(35) i 28 kln2 In2

= 1m —- = 1m = —.
£ koo In3kF  k—oco kln3 In3
3k

D(C) = lim

k—oco In

Piezime. Apskatisim kopu

A={0;1; j et

.1. .1
’3""’n

N |

Interesanti atzimeét, ka kopas A topologiska dimensija ir 0 (izolétu punktu
kopa), bet fraktala dimensija ir % Ka to var iegtt?

Teverosim, ka starpiba starp diviem sekojosiem skaitliem ir

11 k—k+1 1
E—1 k  k(k—1)  k(k—1)

Izvelesimies tadu e, lai

#<E<;
kk—1) = S k—Dk—2)

Pirmaja tuvinajuma ¢ ~ k:% jeb k =~ ﬁ Lai parklatu kopu {1; %; %; sl ﬁ},

mums nepiecieSami (k — 1) intervali (jeb k — 1 ~ % -1< %) ar garumu
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2¢, kuri centréti Sajos punktos. AtlikuSos punktus {%, k%rl; .; 0} var parklat
1 s 1. 1
ar 5 (jeb 5z ~ 3=

_ 1
QL € 2e
e

) intervaliem ar garumu 2e. Tatad kopéjais
intervalu ar garumu 2¢ skaits, lai parklatu kopu A, ir
1 1 3
NAeg)=—+-—7=—.
SR AN PN
Tad pec Definicijas 3.2 ieguisim, ka

D — lim InN(A,¢)

In 52 In3—In2—1ine In2 —llne
T = lim 2\1/5211111 2 = lim —2—2
e=0  In_ e—=0 In =< e—0 Inl—1Ine e—~0 —lIne
Veidojas robezu nenoteiktiba >, var lietot Lopitala teoremu un iegit:
_1.1
2

L1 1
D = lim - =,.1
e—=0 —= 2

Kas notiek ar fraktalo dimensiju kopa, ja kopa tiek deformeta? Nakosa

teorema paradis, ka metriski ekvivalentam kopam ir vienadas fraktalas di-
mensijas. Bet pirms tam noskaidrosim, ko vispar nozime metriski ekviva-
lentas telpas.

Definicija 3.3. Divas metrikas d; un ds telpa X sauc par ekviva-
lentam, ja eksiste divas tadas konstantes 0 < ¢; < ¢ < 00, ka
V(z,y) e X x X

Cldl(xay) < dZ(x’y) < Cle(‘T7y)'

Definicija 3.4. Divas metriskas telpas (X1, d;) un (X3, d2) sauc par
metriski ekvivalentam, ja eksiste tada bijekcija h : X1 — X9, ka metrika
d telpa X1, kas defineta ar sakaribu

VJ?;Z/GXl CZl(-f,y) :dg(h(.%'),h(y)),
ir ekvivalenta metrikai d;.

Pieméram, telpa X3

= [1;2] ar metriku Vz,y € X, : di(z,y) = |z — y|
ir metriski ekvivalenta telpai Xo = [0;1] ar metriku Vz,y € Xo : da(x,y) =
2|z — y|. Saja gadijjuma var izveleties h(x) =z — 1. Tad

di(h(z), h(y)) = da(h(2), h(y)) = 2|(x — 1) = (y = )| = 2|z — y|.

ST metrika ir ekvivalenta metrikai dy(z,y), ja izvelas konstantes, piemeram,
sadas: ¢ = T un e = 3, t.i, V(z,y) € X1 x X3

1 .
cidy(z,y) = 1 |z —y| <di(z,y) =2 | —y| < cadi(z,y) = 3|z —yl.
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Teoréma 3.4. Pienemsim, ka metriskas telpas (X;,d;) un (Xo,dg) ir
metriski ekvivalentas. Pienemsim, ka 6 : X7 — Xs ir bijekcija, kas nodrosina
telpu ekvivalenci. Pienemsim, ka A1 C X7 ir netuksa kompakta kopa, kuras
fraktala dimensija ir D. Tad kopai Ay = 0(A;) ar1 ir fraktala dimensija D,
t.d., D(A1) = D(6(A2)).

Pieradijums. Ta ka divas telpas (X1,d;) un (Xa,ds) ir ekvivalentas,
ko nodroSina transformacija 6, tad eksisté divas tadas konstantes e; > 0 un
es >0, ka

Vi,y € X1 erda(0(x),0(y)) < di(x,y) < eada(0(z),0(y)). (3.5)

Nemazinot visparigumu, varam pienemt, ka e; < 1 < ea. No (3.5) seko, ka

Vae,y € X1 da(6(x),0(y)) < M

el
Savukart no Sejienes seko, ka
Ve X1 0(B(z,€)) C BO(x), ei)). (3.6)
1

No skaitla N(Aj,e) definicijas ir zinams, ka eksisté tada punktu kopa
{z1,29,....,28} C X1, kur N = N(A44,¢), ka slegto lozu kopa

{B(zn,e)ln=1,2,3,..., N(A1,¢)}
veido A parklajumu. Tad kopu sistéma
{Q(B(:L‘nv 5))‘” = 17 27 3a ey N(Al) 5)}

veido Ag parklajumu. No (3.6) ieklavuma seko, ka

€

{B(O(zyn),—))In=1,2,3,..., N(A,¢e)}

€1

veido As parklajumu. Tatad

N(Az,ei) < N(Aj,e).
1

Ja e <1, tad
In N (A3, ) _ InN(Ay,e)

1
€

In % - In
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No sejienes talak seko, ka

In N (A In N (A2, & InN(A
lim sup ng,e) = lim sup # < lim Lll’e) = D(A4;).
e—0 n_ e—0 n- e—0 In z
(3.7)
(Seit pieraksta lim sup vieta rakstits lim sup, lidzigi talak pieraksta lim inf
€=0 )0 e—0 e—0 £€)0;e]

vieta rakstits lim ié1f )
E—>
Tagad meklésim nevienadibu preteja virziena. No nevienadibas (3.5)

seko, ka
Vr,y € Xo di(07H(x),0(y)) < eada(z,9).

Tas lauj sacit, ka
Vr e Xy 071 (B(z,e)) € B0 (z), es¢)),
nosejienes seko:
N (A1, eze) < N(Aze).
Tadel, ja € < 1, izpildas nevienadiba

In N(Ay, e2¢) < In N(Az,¢)

1 — 1
lng ].ng

Savukart no Sejienes seko, ka

In N(Aj,e) In N(Aj, ex¢)

D(Ay) =1 =1l < liminf ——————=. (3.
( 1) al—r% In % al_I)I(l) In é - Han—}(gl In % (3 8)
Kombingjot (3.7) un (3.8), iegusim
In N(A In N(A
liminlez’e) = D(A;) = limsupo’g).
e—0 n : e—0 n -

No pedejas vienadibas seko, ka

D(A) = lim InN(4z.¢) _ D(4),

e—0 Ini
13

kas arT nosledz pieradijumu. m
Nakosa definicija paplasina Definicijas 3.2, ta define fraktalo dimensiju
plasakai kopu saimei.

Definicija 3.2°. Piegemsim, ka A ir (pilnas) metriskas telpas (X, d)
netuksa kompakta apakskopa. Pienemsim, ka katram e > 0 ar N(e) tiek
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apzimets mazakais skaits slegto lozu ar radiusu € > 0, kurs nepieciesams, lai
parklatu kopu A. Ja robeza

In N(é
D =lim sup n N ()
=0 el 1p

M| =

eksiste, tad ieguto robezskaitli D sauc par kopas A fraktalo dimensiju.

Var pieradit, ka Definicija 3.2’ ir saskanota ar Definiciju 3.2: ja kopai
eksiste fraktala dimensija un ta ir D saskana ar Definiciju 3.2, tad kopai ir
ta pati fraktala dimensija D saskana ar Definiciju 3.2’. Plasaka definicija
nodrosina fraktalas dimensijas jedziena izmantoSanu dazos tados gadijumos,
kuros iepriekseja Definicija 3.2 nebija lietojama.

Ertibas labad pieraksta lim sup vieta turpmak rakstisim lim sup.

€=U 2€)0;e| e—0

Teorema 3.5. Apskatisim telpu R™ ar Eiklida metriku. Tad jebkurai
netuksai un kompaktai kopai A C R™ eksiste fraktala dimensija D(A).
Piepemsim, ka B C A ir netuksa un kompakta kopa. Apzimeésim ar D(B)
kopas B fraktalo dimensiju. Tad

0<D(A) <D(B) <m.

Pieradijums. Mes pieradijumu veiksim gadijumam m = 2. Telpa
R? eksisté tads kvadrats K, ka A C K. No Sejienes seko, ka visiem & >
0: N(A,e) < N(K,e). Tadejadi visiem ¢, kuri 0 < e < 1, izpildas
nevienadibas:

< In N(A,¢) < lnN(K,s).

0
- In % - In %
Tada gadijuma
InN(A In N(K
lim sup Ll’g) < lim sup Ll’g)
e—0 nz e—0 ng

Labas puses robeza eksiste un ir vienada ar 2, tad arl kreisas puses robeza
eksiste un ir ierobezota no augsas ar 2. Tatad fraktala dimensija D(A) ir
definéta un ierobezota no augsas ar 2. Péc definicijas D(A) > 0.

Ja A un B ir netuksas un kompaktas kopas un A C B, tad péc ieprieks
pieradita kopam A un B eksisté fraktalas dimensijas. Aizvietojot iepriekséja
pieradijuma K ar B, varam pieradit, ka D(A) < D(B). m

Nakosa teorema var palidzet izskaitlot fraktalo dimensiju divu kopu
apvienojumam.
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Teorema 3.6.Apskatisim telpu R" ar Eiklida metriku. Pienemsim, ka
A, B C R™ ir netuksas un kompaktas kopas. Pienemsim, ka kopa A ir tada,
kuras fraktalo dimensiju var izskaitlot ar formulu

Pienemsim, ka ar D(B) un D(AUB) ir atbilstosi apzimetas kopu B un AUB
fraktalas dimensijas. Pienemsim, ka D(B) < D(A). Tada gadijjuma

D(AUB) = D(A).

Pieradijums. No ieprieksejas Teoremas 3.5 seko, ka D(AUB) > D(A).
Atliek paradit, ka D(AU B) < D(A). Saksim ar noverojumu, ka visiem
€ > 0, izpildas

N(AUB,e) < N(A,e) + N(B,e).

Seko, ka

. A . A
D(AUB) = hr?jélp % < hr?jélp In(N( ,laergN(B,g)) _
In N(A,e)+In(N(Ae)+N(B,e))—InN(Ake) <
I =

= limsup T
e—0 €
N(B,e)
. InN(Ag) | 1: In 14+ 575
< limsup ——= + limsup ——— =
In 2 In 2
e—0 € e—0 €
N(B.e)

Pieradijums tiks pabeigts paradot, ka N(AS ir mazaks par 1, ja € ir pietiekosi
mazs. Tad pedejas izteiksmes otrais saskaitamais ir vienads ar 0, bet pirmais
konverge uz D(A).
Teverosim, ka
In N(B,é)
sup ———=

E<e In

M=

ir dilstosa funkcija ar pozitivu mainigo €. Tapec pietiekosi maziem ¢ > 0
izpildas
In N(B,¢)

1
€

< D(A).

In

Ta ka noraditas dalas robeza eksiste, seko, ka visiem pietiekosi maziem € > 0
izpildas

InN(B,e) InN(4,¢)

1
€

< D(A).

In % In
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Tas lauj secinat, ka visiem pietiekosi maziem € > 0

N(B,¢)
m <l m

Seit apskatitas nav vienigas fraktalu dimensiju definicijas. Pladi iz-
platitas ir arT citas dimensijas definicijas, no kuram dazas var pielietot tikai
atseviskam fraktalu klasem, piemeéram, Itknem.

Daudzas dimensiju definicijas ir ietverta ideja par méru meroga €. Visiem
€ tiek merita kopa un tiek ignoretas neregularitates, kuras ir mazakas par
€, tad merjjumi tiek salidzinati, meriSana tiek atkarota, aizvien mazakam
e (td., e — 0). Apskatisim plaknes likni F. Ar N.(F') apzimesim linealu
skaitu, kas nepiecieSams, lai parklatu Itkni F'. Teiksim, ka liknes F' lineala
dimensija ir s, ja eksiste tadas konstantes ¢ un s, ka

N(F) =,

Logaritmejot abas izteiksmes puses, iegusim

InN.(F)~Inc—slne=1Inc+slne?,

no kurienes, ja € — 0, ieglisim lineala dimensiju s:

s — lim In N.(F) — tim lnNE(F).
e—0 Ine~! e—0 —Ine

Lineala metodi biezi izmanto tiesi liknu, kas ir frkatali, dimensiju noteik-
Sanai, piemeram, krasta linijas dimensijas noteikSanai. Metodes apraksts ir
atrodams 1967.gada B.Mandelbrota darba ” How Long is the Coast of Great
Britain? Statistical Self Similarity and Fractional Dimension”, Sciences,
V.155, P.636-638. Saja raksta konstatéta parsteidzosa ipasiba, ka krasta
linijas izmeritais garums ir atkarigs no meroga izveles. Empiriska parlieciba
liek domat, ka jo mazaka bus mervieniba, jo garaks bus izmeritais garums.
Ja krasta Iija tiks merita kilometros, tiks iegiits isaks rezultats neka, ja
merisana tiktu veikta ar mazu linealu. Tiek skaitits noteikta garuma linealu
daudzums, kas nepiecieSams no liknes sakuma lidz beigam. Ta ka linealam
ir noteikts garums, merot liknes garumu, noteikti tiks izlaisti dazi Iiknes
posmi, kuri neieklaujas lineala garuma. Lidz ar to iegtitais liknes garums biis
mazaks par patieso. Tomer empiriskie petijumi parada likumsakaribu, proti,
izmeritais garums tiecas uz noteiktu robezu, kamer meroga vieniba tiecas
uz 0. Empiriski lineala dimensiju iegtist, apskatot aizvien 1sakus linealus un
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sastadot noverojumu tabulu — linealu skaits N.(F'), kas nepieciesams, lai
parklatu krasta Imiju, atkariba no lineala garuma e. Apskatot dalfjumu

In N.(F)
—Ine
tiek izdarits secinajums par krasta linijas (liknes F') aptuveno fraktalo lineala

dimensiju. Ta Lielbritanijas krasta Imijas fraktala dimensija ir apméram
1,25, bet Norvegijas — apmeram 1,52.

r—

3.6.z1m. Lielbritanijas krasta parklasana ar linealiem.
http://www.absoluteastronomy.com/topics/How_Long_Is_the_Coast_
of Britain%3F _Statistical_Self—Similarity_and_Fractional
Dimension#encyclopedia

Kastisu skaitiSanas vai kastiSu dimensija ir viena no visplasak li-
etotajam dimensiju definicijam. Tas popularitate izskaidrojama ar iesp&ju
relativi vienkarsi veikt matematiskos aprekinus un empirisko novertejumu.

Pienemsim, ka F ir netuksa slégta un ierobezota R™ apakskopa un N, (F')
ir mazakais kopu skaits ar diametru vienadu vai mazaku par €, ar kuru var
parklat kopu F. ApaksSejas un augsSejas kopas F' kastiSsu dimensijas
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attiecigi tiek definetas ar apaksgjam un augsejam robezam:

dimF = lim In Ne(F) Ns(F),
e—=0 — Ine

N —InN.(F

dimF = limnia().
e—0 —lne

Ja abas dimensijas sakrit, kopiga vertiba tiek saukta par kopas F kastisu
skaitiSanas dimensiju vai kastiSu dimensiju:

In N.(F
dimF = limnia().
e—0 —lIne

(3.9)

Turpmak pienemsim, ka 0 < e < 1, lai —Ilne > 0.

Eksiste vel citas ekvivalentas kastiSu dimensijas definicijas, kuras dazkart
ir ertak izmantot. Aplukosim kubu saimi — e-tiklu telpa R"™, t.i., kubus
forma

[mie, (m1 + 1)e] X ... X [mpe, (my, + 1)g],

kur myq, ..., my, ir veseli skaitli. (Ieverojiet, ka R! kubs ir intervals un R?
kubs ir kvadrats. Vards "kubs” tiek lietots, runajot telpas R" gadijumu,
neskirojot specialgadijumus, kuros ir savi nosaukumi.) Pienemsim, ka N/ (F)
ir e-tikla kubu skaits, kas parklaj kopu F'. Tikpat labi var izveleties patvaligas
kopas ar diametru e./n, kuras parklaj kopu F; ja mazakais skaits, kas ne-
pieciesams, lai to izdaritu, ir Ns\/ﬁ(F)7 tad

N m(F) < N.(F).

Ja ey/n <1, tad
In N, (F) - In N/(F)
—In(ey/n) — —Iny/n—Ine’

un, rekinot robezas, kad ¢ — 0, iegisim

In N/ (F
dimF < lim 2N (3.10)
=—0 —lIne
— __IN{(F
JimF < T 2N (3.11)
e—0 —lIne

No otras puses, jebkura no kopam ar diametru, kas neparsniedz ¢, ir parklata
ar 3" kubiem no tikla ar malas garumu e (t.i., pem kubu, kas satur kadu
kopas punktu, un visus ta kaiminus). Lidz ar to

N./(F) < 3"N.(F),



42

izrekinot logaritmus un robezu, kad € — 0, ieglisim pretéjas nevienadibas
(3.10) un (3.11), kas pamato vienadibu esamibu. Tatad, rekinot kastisu
dimensiju kopai F', N.(F') — patvaligu kopu ar diametru ¢ skaits, kas parklaj
kopu F' — vieta var nemt N/(F') — e-tikla kubu skaitu, kas parklaj kopu F.

3.7.zim. F — muSmires baltie plankumi, kas redzami
fotoattela;

a) parklajums muSmires plankumiem ar slégtam lodem ar
dotu radiusu ¢;

b) parklajums musmires plankumiem ar slegtiem kvadratiem
ar dotu malas garumu ¢;

c) parklajums muSmires plankumiem ar kvadratu, kuru
malas garums ir &, tiklu;

d) parklajums mu$mires plankumiem ar patvaligam kopam,
kuru diametrs ir mazaks vai vienads ar ¢;

e) musmires plankumu parklasana ar disjunktam slegtam
lodem ar radiusu € un centriem plankumos.

St definicijas versija plasi tiek lietota empiriski. Lai atrastu kastisu di-
mensiju plaknes kopai F', tiek uzzimets tikls no kvadratiem (skatit 3.7.zime-
juma c) gadijumu) vai kastitém ar malas garumu ¢ un tiek atrasts skaitlis
N (F), apskatot gadijumus daudzam pietiekami mazam e véertibam. Dimen-



43

siju varetu noteikt aptuveni ka skaitlis s no formulas

_InN.(F)

N e T

apskatot aizvien mazakus . Diemzel praktiski ir neiespejami apskatit aizvien
mazakus . Toties, ja Dekarta koordinatu sistema atlickam uz = ass Ine ™!
vertibas un uz y ass In No(F') vertibas, tad taisnes, kura vislabak aprak-
sta iegutos punktus plakne, virziena koeficients ir uztverams ka dotas kopas
kastisu (fraktalas) dimensijas tuvinajums.

Apskatita definicija sniedz kastisu dimensijas interpretaciju. Tikla kvadratu
ar malas garumu ¢ skaits, kas parklaj kopu, norada, cik loti izversta vai
neregulara ir kopa, kad to apluko £ meroga. Turpretim dimensija norada,
cik strauji neregularitate pieaug, kad € — 0.

Cita kastisu dimensijas definicija tiek ieguta, ja par N.(F) tiek nemts
mazakais skaits no patvaligiem kubiem telpa R™ ar malas garumu ¢, kur$
nepiecieSsams, lai parklatu kopu F'. Definicijas ekvivalence izriet no ta fakta,
ka visiem kubiem ar malas garumu ¢ diametrs ir ey/n, un no ta, ka visas
kopas ar diametru, kas neparsniedz ¢, ir ieklaujamas kuba ar malas garumu
€.

Lidzigi tiktu iegutas tas pasas vertibas, ja kastisu dimensijas definicija
par N (F) tiktu nemts slegto lozu ar radiusu e skaits, kas nepieciesams, lai
parklatu kopu F'.

Ne tik acimredzama ekvivalence ir kastisu dimensijas definicijai, ja N (F')
ir lielakais skaits tadam disjunktam (varetu teikt — atdalamam) lodéem, kuru
radiuss ir € un centri kopa F. Apzimesim $o skaitu ar N/(F) un piepemsim,
ka By, Bg,..., By:(r) ir 818 disjunktas lodes ar radiusu ¢ un centriem kopas
F punktos. Ja punkts x pieder kopai F, tad x jaatrodas kada no lodem
vai arl z ir jaatrodas attaluma, kas neparsniedz €, no kaut kadam lodem, jo
citadi lode ar centru x un radiusu € var tikt pievienota, palielinot disjunkto
lozu saimi. Tadejadi lodes skaita N./(F), kuru centri sakrit ar B; centriem,
bet radiusi ir 2¢ (toties diametri 4¢), parklaj kopu F', tapec

Ny < N/(F). (3.12)

Ar Uy, Us,,..., Up apzimésim patvaligu kopu saimi, kura ietilpstoso kopu
diametri ir mazaki vai vienadi ar ¢ un kura parklaj kopu F. Ta ka U;
japarklaj disjunkto lozu B; centri, tad katra no lodem B; satur vismaz vienu
kopu U;. B; ir disjunktas, tadel U; ir vismaz tikpat daudz, cik kopu B;.
Lidz ar to

N.(F) < N.(F). (3.13)
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Aprekinot logaritmus un atbilstosas robezas no (3.12) un (3.13), redzesim,
ka kastisu dimensija nemainas, ja N.(F') — patvaligu kopu ar diametru e
skaits, kas parklaj kopu F' — vieta var nemt N/(F) — disjunktas (atdalamas)
lodes ar radiusiem € un centriem kopas F' punktos.

Tadejadi miusu riciba ir kopas F' vairakas ekvivalentas kastisu dimensijas
definicijas, ko apraksta robeza (3.9) (ja vien ta eksiste), kuras atskiras ar
to, kadas kopas tiek saskaititas, t.i., N.(F') var but

a) mazakais slegto lozu ar radiusu e skaits, kuras parklaj kopu F;

b) mazakais kubu ar malas garumu ¢ skaits, kuri parklaj kopu F’;

¢) to e-tikla kubu skaits, kuri skelas ar kopu F

d) mazakais kopu ar diametru mazaku vai vienadu ar e skaits, kuras
parklaj kopu F

e) lielakais skaits no disjunktam (atdalamam) lodém ar radiusiem € un
centriem kopa F'.

Tlustracija augstak apskatitajiem gadijumiem ir paradita 3.7.zimejuma
plaknes situacijai (F C R?).

Dazadu geometrisku fraktalu un dabas fraktalu fraktalas dimensijas ir
atrodamas vietne:

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_fractals_by_Hausdorff_dimension
Piemeéram, te var atrast jau ieprieks apskatitos fraktalus, bet te atrodams
ar1 fraktalas dimensijas novertejums cilveka smadzenu virsmai — 2,79 un
plausu virsmai — 2,97.



NODALA NR. 4

L-sistemas

Anotacija. A.Lindenmaijers (Lindenmayer). L-sistemu jeédziens. L-sistému
izmantosana fraktalu konstrukcija.

1968.gada biologs Aristids Lindenmaijers (Aristid Lindenmayer) (1925.-
1989.) izveidoja L-sistemas jedzienu. Vins studéja algu izaugsmi laika gaita
un mekleja celus, ka parbaudit izstradato teoriju par noteikta tipa algu
uzvedibu. A.Lindenmaijers uzskatija, ka So algu Sunas var atrasties viena no
diviem stavokliem: augsana (b) vai reprodukcija (vairosanas jeb sadalisanas)
(a). Alge augsanas stavokli izaug Iidz reprodukcijas stavoklim, bet alge, kas
atrodas reprodukcijas stavokli sadalas par divam stinam, no kuram viena ir
augsanas stavokli, bet otra reprodukcijas stavokli. Sads attistibas modelis
paradits 4.1.z1m€juma.

|
TN

N
ATA

a b a b
a b a a b a b a

4&.1. Zim.
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Lindenmaijera gramatiku (Lindenmayer Grammar) — pierakstu, kas
atspogulo objekta uzvedibas likumsakaribas, médz saukt par L-sistemu (L-
system). L-sistémas jedziens ciesi saistits ar paslidzigiem fraktaliem. Sakuma
L-sistemas tika izmantotas ne tikai biologijas selekcijas modelos, bet art
formalo valodu petijjumos. Ar to palidzibu var konstruet daudzus pazistamakos
pashidzigos fraktalus, ieskaitot Koha sniegparslinu un Serpinska paklaju. Art
dazas citas konstrukcijas (piemeram, Peano un Hilberta liknes) ir ieklaujamas
Saja sistema. L-sistemas paver bezgaligu celu, ka izveidot daudzveidigus
jaunus fraktalus. Tas ir iemesls, kapec §is sistemas guvusas plasu lietojumu
datorgrafika, lai konstruetu fraktalveidigus kokus un augus.

L-sistemas grafiska izpilde izmanto ta saucamo brunurupucu grafiku
(turtle graphics). Punkts (brugurupucis) parvietojas pa monitoru diskrétiem
soliem, likumsakarigi iekrasojot savas pedas, bet nepiecieSamibas gadijuma
var parvietoties arl bez zimesanas. Miusu riciba ir tris parametri (z, y, «), kur
(x,y) ir brugurupuca koordinatas, bet o norada virzienu, kura brugurupucis
skatas. Brunurupucis ir apmacits izpildit komandu virkni, kas uzdota ar
kodetu vardu, kura burti tiek lasiti no kreisas uz labo pusi. Kodétais vards
ietver sevi L-sistémas darba rezultatu un var bit veidots no sadiem burtiem:

I — parvietoties uz priekSu par vienu soli, uzzimejot sliedi;

b — parvietoties uz prieksu par vienu soli, nezimejot sliedi;

[ — atvert zaru;

| — aizvert zaru;

+ — palielinat lenki o par 6;

— — samazinat lenki « par 6.

Sola garums L un lenkis 6 tiek uzdoti darba sakuma un paliek nemainigi
brugurupuca parvietosanas laika. Ja sakuma virziena lenkis o (lepkis tiek
merits no pozitivas koordinatu ass preteji pulkstenraditaju virzienam) nav
noradits, tad tiek pienemts, ka tas ir 0.

Formali runajot, determineta L-sistema sastav no alfabeta, sakuma varda
(initiator), ko sauc arl par Aksiomu (aziom), un Veidosanas Likuma (pro-
duction rule), kurs norada, ka japarveido vards parejot no viena limena uz
otru (no iteracijas uz iteraciju).

Piemers 4.1. Aplukosim Koha liknes un sniegparslinas pamatelementus
konstrukcijai ar L sistemu. Saja gadijuma L-sistemu apraksta:

* pagriesanas lenkis 0 = %;

* sola garums L = %;

* Aksioma: I

* Veidosanas Likums: F+ F — —F + F.

Veidosanas Likums saka, ka janomaina jebkura Iinija (precizak, F', piegemot,
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ka tas ir taisnes nogrieznis vienu vienibu gars) ar virkni F + F — —F + F.
Ka tas notiek, redzams 4.2.zimejuma.

F r—e

F+ F
'>1200
F+F—-—F
F+F— —F + F

“'../‘600

4.2. 7z1m.

L-sistema, kas rezultata dod Koha sniegparslinu (2.7.zimejums), ir sada:

* pagriesanas lenkis 0 = %;

* sola garums L = %;

* Aksioma: F'+ + F + + F;

* Veidosanas Likums: FF — F'4+ + F — F.
Aksiomas F'++ F++ F grafiskais attéls ir regulars trissturis: Brunurupucis
veic vienu soli uz prieksu, tad lenkis « tiek palielinats par %” un brunurupucis
izdara vel vienu soli uz prieksu, atkal tekosSais lenkis tiek palielinats par 2%
un brunurupucis izdara vel vienu soli.

Pirmaja iteracija katrs burts F' sakuma varda F' + + F + + F' tiek aiz-

vietots ar F'— F'+ + F — F, rezultata tiek iegits:

(F—F++F-F)++(F-F++F—-F)++(F—-F+ +F-F).
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Nonemot iekavas, biis vards:
F-F++F-F++F-F++F-F++F-F++F-F.
Atkartojot So procesu, otraja iteracija dabusim:

F—-F++F-F++F—-F++F—-F++F—-F++F—-F++
F-F++4+F-F++F—-F++F—-F++F—-F++F—-F++
F-F++F-F++F-F++F-F++F—-F++F-F.

Atkartojot procesu bezgaligi daudzas reizes (bet realitate — redzes izskirt-
spejas robezas), gala rezultata iegusim Koha sniegparslinu. m

Koha liknes un sniegparslinas gadijuma bija diezgan actmredzami, cik
gar§ sola garums ir jaizvelas brunurupucim katra iteracija. Katra iteracija
mes samazinajam garumu tris reizes, bet situacija var but sarezgitaka dau-
dzos citos gadijumos. Nav visparigas teorijas, kas noteiktu, ka jaizvelas
merogs veidojamajai liknei. Tapec vienigais praktiskais cels, lai darbotos, ir
izdarit sakuma pienémumu par patvaligu sola garumu, teiksim viena vieniba;
tad izskaitlot kopuma brunurupuca komandu virknes grafisko interpretaciju
un tad izveleties tadu merogu, lai varetu erti redzet attelu monitora vai uz
izdrukatas lapas.

Piemérs 4.2. Saja piemeéra konstruesim vidéjas tresdalas Kantora kopu.
Atkal sakuma izvelésimies taisnes nogriezni, kurs tiks sadalits trijas vienadas
dalas un videja dala tiks izgriezta ara. Sis process tiek atkartots bezgaligi
daudzas reizes. Lai iegutu L-sistéemu, mes noformésim So proceduru ar
likumu F'bF (t.i., mes aizvietosim taisnes nogriezni ar trim nogriezniem,
no kuriem videjais netiks uzzimets). Tatad L-sistema ir:

* sola garums L = %;

* Aksioma: F

* VeidoSanas Likums: F'b F.
4.3.z1mejuma ir redzamas Sis L-sistemas pirmas tris iteracijas.

F

1) FbF

2) FbFbFbF _ _

3) FbFbFbFbFbFbFbF — — — — — — — —

4.3. z1m.
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Skaidrs, ka tas nav tas, ko mes gribeéjam ieraudzit. Kur mekléjama
kluda? Aplukosim otro iteraciju uzmanigak. Varam novérot, ka videja
neuzzimeta intervala garums ir par mazu: tas ir tris reizes mazaks, ka tam
vajadzetu biit. So neuzzimeto intervalu reprezenté dotaja L sistema viens
pats simbols b. Sis atseviskais simbols b ir iegiits no ta b, kurs tika radits jau
pirmaja iteracija. Actmredzot to vajadzétu aizvietot ar triju simbolu virkni
bbb (tas reprezentétu tris reizes garaku tuksumu ka viens pats b). Lidz ar
to videjas tresdalas Kantora kopas L-sistema ir janorada gan tas likums, kas
norada, ar ko aizvietosies nakamajas iteracijas simbols F', gan likums, kas
norada, ar ko aizvietosies b. Rezultata iegtisim:

* sola garums L = %;

* Aksioma: F

* VeidoSanas Likums: F' — FbF un b — bbb.

F

1) FbF

2) FoFbbbFbF _

3) FbFbbbFbFbbbbbbbbbFbFbbOFbOF
4.4. zim.

Patiesam, 4.4.zimejums rada sagaidamo rezultatu. Sis vienkarsais piemérs
demonstre, ka ir viegli iespejams kludities, veidojot atbilstosu L-sistemu
konkretam piemeram. m

Piemers 4.3. Interesanti, ka ar Itknes palidzibu var konstruet Serpinska
trissturi, Sis konstrukcijas galamerki gan sauc savadak — Serpinska bulta
(Sierpinski Arrowhead). 4.5.zimeéjuma redzams, ka §1 likne veidojas. Ser-
pinska bultas veidoSanu var aprakstit art ar L-sistemu, bet tad nepieciesams
sarezgitaks veidoSanas likums ka iepriekséjos gadijumos. Acimredzami, ka
pagriesanas lepkis eit bus # = 60°. Tad mes varam 4.5.ziméjuma otra
attela likni aprakstit ar + F — F' — F+. Pirmais un pedejais simbols + ir
nepiecieSams, lai brunurupucis prastu izveleties piemerotu virzienu pirma-
jal un nakamajai iteracijai. Apzimeésim $o simbolu virkni ar L. Tad péc
definicijas brunurupucis interpretées So simbolu L ka virkni + F — F — F+.
4.5.zi1mejuma tresa attela likni varetu aprakstit ar + R — L — R+, kur R
tiek interpretets ka — F' + F 4+ F—. Kombin€jot apziméjumus, nonaksim
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pie sadas L-sistemas:

* Aksioma: L;

* Veidosanas Likums: L - +R— L— R+, R— —-L+ R+ L—, + — +,
—

* pagriesanas lenkis 6 = 7.

4.5.zim. Serpinska bultas konstrukcija.

Apskatita L-sistema l.iteracija dod simbolu virkni
+R—-L— R+

(4.5.z1mejuma otra attela Iikni),
2.iteracija dod simbolu virkni

+-L+R+L——+R-—L-R+——L+R+L—+

(4.5.z1mejuma tresa attela likne),
bet 3.iteracijai atbilst simbolu virkne

+—~+R-L-R++—-L+R+L—++R-L-R+— —+
~L+R+L—- -+ R—L—R+——L+R+L—+ — —
+R-L-R++-L+R+L—++R-L—- R+ —+

(4.5.ztmejuma ceturta attela likne). Protams, ta var turpinat bezgaligi,
laujot lasttajam paSam stadities prieksa gala rezultatu. m

Piemérs 4.4. Sunu virknes aizstasana ar simbolu virkni ir viegli sapro-
tama, bet ka mes varétu reprezentet sazarotu strukturu (piemeéram, tada
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ir tipiska kokiem) ar simbolu virkni, kas ir tikai linears simbolu saraksts?
Sai problémai ir vienkarss risinajums: més izveidosim jaunu simbolu, kas
apzimes sazarosanas punktu — to mes apzimesim ar kreiso iekavu [. Sai
kreisajai iekavai jasaskan ar atbilstosu nosleédzoso labo iekavu |, kas norada,
ka Saja punkta zarosanas definicija ir pabeigta. Piemeéram, apskatisim sim-
bolu virkni

ABA[BBAA][CCBB|ABA[AABB]ABA.

Izmetot ara sazaroSanas dalu, pari paliek virkne
ABAABAABA,

kura reprezenté auga stumbra dalu, no kuras izaug tris zari.

Ka brunurupucis interpretés jaunos simbolus? Vispirms, sastopoties ar
simbolu [, vinam ir jaatceras ta tagadeja pozicija un virziens. Tehniski
izsakoties, brunurupuca stavoklis tiek ierakstits atmina un saglabats. Tad
tiek uzzimets zars, vienkarsi interpretejot iekavas esoSo komandu virkni.
ZaroSanas beigas norada simbols |. Tad brugurupucim ir jaatgriezas atpakal
uz to sazaroSanas punktu, kur§ noglabats atmina.

Apskatisim dazus vienkargus piemeérus. Vispirms apskatisim kadu zalaugu.
Tam biis stumbrs ar tris segmentiem un diviem galvenajiem zariem. Jebkurs
segments un jebkurs zars izskatisies tads pats (t.i., tie sastavés no trim
mazakiem segmentiem un diviem zariem). Atbilstosa L-sistema ir sada:

* Aksioma: I

* Veidosanas Likums: F' — F[+ F|F[— F]F}

* pagriesanas lenkis 6 = 45°.

s
NS

N

4.6.zim. L-sistemas (zalaugs) pirmas divas iteracijas.
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4.6.z1mejuma redzamas divas pirmas iteracijas. Pirmajai iteracijai atbilst
simbolu virkne

F[+ F|F[- F|F,

bet otras iteracijas aprakstu veido simbolu virkne:
F[+ F|F|- F|F[+ F[+ F|F|- F|F|F[+ F|F |- F|F |- F|+ F)F[- F|F|F[+ F)F[- F|F.

Turpinot talak, Sis augs ”apaugs” ar sikakiem zariniem-lapinam, klustot
aizvien Iidzigaks daba redzamajamiem.
Lai gutu vel lielaku realitates iespaidu, var pielaut iespeju, ka sazaroSanas
notiek atskirigi dazadiem zariem (t.i., katram ir savs veidosanas likums) vai
sazaroSanas notiek ar zinamu varbutibu (stochastic plant). m
Dazu L-sistemu aprakstu un darbibu var atrast
http://www.math.ubc.ca/ ~cass/courses/m308-03b/projects-03b/skinner/index.htm



NODALA NR. 5

Saspiedejattelojumi un Hausdorfa metrika

Anotacija. Saspiedéjattelojums. Saspiesanas koeficients (Lipsica konstante).
Nekustigais punkts. Nekustiga punkta eksistences teorema (Banaha teoréma)
un dazi svarigi novertejumi. Hausdorfa attaluma D divas ekvivalentas defini-
cijas. Hausdorfa attalums ir metrika. Telpas (H, D) pilniba un kompaktiba.

Pienemsim, ka (X, d) ir metriska telpa.
Definicija 5.1. Attélojumu T : X — X sauc par saspiedejattelojumu
(contraction mapping), ja eksisté tads skaitlis s: 0 < s < 1, ka

Vo,y € X d(T(x),T(y)) < sd(z,y).

Skaitli s sauc par saspieSanas koeficientu. Saspiedéjattélojums ir special-
gadijums visparigakam gadijumam, kur 0 < s < co, — to sauc par LipSica
attelojumu un s tad deve par LipsSica konstanti. Tadejadi varam teikt,
ka saspiedejattelojums ir LipSica attelojums ar LipSica konstanti, kas mazaka
par 1.

Viegli parliecinaties, ka diferencejama reala mainiga funkcija f(z) ir
Lipsica attelojums, ja visiem x € R: |f/(z)] < s < oo. Ja pie tam esam kon-
statejusi faktu, ka s < 1, tad f ir saspiedéjattelojums. Piemeram, f(z) =
%sinx ir saspiedgjattelojums kopa R, jo |f/(z)| = %cosx un |f/(z)| < % In-
teresants piemers ir funkcija cos x intervala [0; 7], tas nav saspiedejattelojums
slegtaja intervala, jo tad s = 1, bet jebkuram a €|0; §[ funkcija cosz ir
saspiedejattelojums intervala [0; a].

Saspiedejattelojumu teorijas pamatrezultati ir saistiti ar nekustigo punktu
teoriju. Punktu z € X sauc par attelojuma f : X — X nekustigo punktu,
ja f(x) = x. Nekustiga punkta jedzienam ir liela nozime matematika, kaut
arl ta varbit tas neizskatas no pirma acumirkla. Nekustiga punkta metode ir
pamatinstruments matematiskaja analize, lai pieraditu eksistences teoremas.

53
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Ar tas palidzibu var, pirmkart, pieradit dazadu vienadojumu (algebrisku,
diferencialvienadojumu, integralvienadojumu, u.c.) atrisinajumu eksistenci,
un otrkart, konstruet So atrisinajumu. Piemeram, plasi pazistama Niitona
metode, kas mekle vienadojuma saknes, balstas uz nekustiga punkta ek-
sistenci. Mes §is teorijas rezultatus izmantosim, lai pieraditu kopu virk-
nes robezas eksistenci (precizak, konvergenci uz fraktali), un izstradasim
visparigu shemu dazada veida fraktalu konstrukcijai.

Piegemsim, ka f : [a;b] — [a;b], f ir diferencéjama un Vz € [a;b] :
|f'(x)| < s < 1, ti., f ir saspiedejattelojums. Iteraciju metode, kas atrod
nekustigo punktu, ir sekojosa. Apzimésim ar zg patvaligu punktu no in-
tervala [a;b]. Konstruésim iteraciju virkni:

Tn = f(Xp-1),n=1,2,3, ...

Teoréma 5.1, kuru pieradisim talak, apgalvo, ka z, konvergée uz nekustigo
punktu z, pie tam ir tikai viens vienigs nekustigais punkts. Konvergences
procesu var attelot grafiski ar ta saucamo grafisko analizi jeb tiklveida dia-
grammu. Diagramma tiek veidota sadi: sakam punkta (zg, z1), parvietojamies
uz punktu (z1,z1), péc tam uz (x1,x2), utt. Visparigi runajot, parejam no
punkta (zp—1,2n) Uz (Tn,xy,), pec tam uz (z,,x,+1). Attelojot Sos solus
zimejuma, ieraudzisim konvergences procesa n — oo grafisko reprezentaciju
(skatit 5.1.zimejumu).

X2l T

Xt :

b

X1 XX

5.1.zim. Tiklveida diagramma (jeb grafiska analize).
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Protams, uzskatams ziméejums iespéjams tikai realvertigas funkcijas gadi-
juma. Tomer precizi tads pats analitiskais rezultats ir speka jebkuram
saspiedejattelojumam, kurs definéts pilna metriska telpa.

Lemma 5.1. Piegemsim, ka (X, d) ir metriska telpa, T : X — X —
saspiedejattelojums ar konstanti s, xg € X — patvaligs punkts. Apskatisim
iteraciju procesu zy = T'(zr_1), k = 1,2,3,.... Tada gadijuma visiem k
izpildas nevienadiba

d(zo,xg) < l%sd(wo,ml).

Pieradijums. Vairakas reizes izmantojot trisstiira nevienadibu, iegtisim:
d(zo, xg) < d(xo,x1) + d(x1,22) + d(22, 23) + ... + d(T)—1, TK).
Katru labas puses locekli d(z;, x;41) varam novertet sadi:
d(@s, wig1) = d(T(wi-1), T(2i)) <
< sd(xi—1, i) = sd(T(xi—2), T(xi—1) <
< s%d(zi_9,7i 1) < ... < s'd(xg,11).

Tevietosim Sos novertejumus nevienadiba un, izmantojot geometriskas pro-
gresijas summas formulu, iegisim

d(zo, zx) < d(zo, 1) + sd(xg, 21) + s2d(xg, 1) + ... + sF71d(xg, 21) =
=d(zo,z1)(1+s+ s>+ ... +s1) <

<d(zo,r1)(1+s+s2+.. +s14.)=
1
= Ed(:co,xl). |

Nakosa teoréma izmanto pilnas metriskas telpas jedzienu. Atgadinasim
svarigakas definicijas.

Definicija 5.2. Metrisku telpu (X, d) sauc par pilnu metrisku telpu,
ja jebkura telpas X Kos1 virkne konverge uz telpas X punktu.

Definicija 5.3. Metriskas telpas (X, d) virkni (x,)n,en sauc par KoSt
virkni, ja

Ve>03INeNVn,m>N: dx,zm) <e.

Musu gadijuma ir svarigi zinat, ka telpa R™ ar Eiklida metriku, t.i.,
attalums starp jebkuriem diviem telpas punktiem x = (x1,z2,...,2y), ¥y =
(y1,Y2, -, Yn) € R™ ir definéts ar vienadibu

d(z,y) = /(w1 = y1)? + (22 = y2)2 + o + (€0 — yn)?,
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ir pilna metriska telpa. Pie tam apakskopa X telpa R™ ar Eiklida metriku
ir pilna metriska telpa tad un tikai tad, ja X ir slegta kopa.

Telpa R™ ir pilna metriska telpa arl ar citam metrikam, piemeram, ar
maksimuma metriku, kas defineta sadi:

Vo = (21,22, Tn), Y = (Y1,Y2, -y Yn) € R?2
dmaz(z,y) = max{ |z1 —y1|, |z2 —y2|,. .., |20 — yn| },

vai rezga jeb modulu metriku, kas defineta sadi:

Vo = ($17x27“-7xn)7 Yy = (y17y27 7yn) S R2
d(,y) = |21 —y1| + [v2 — g2 + ... + |20 — Yal.

Racionalo skaitlu kopa nav pilna metriska telpa, jo eksiste Kos1 virkne
no racionaliem skaitliem, kura konverge, bet robeza nav racionals skaitlis.
Piemeram, tada virkne ir

xnzzn:(_l)k n=123, ...
k‘702k+17 b B

St virkne konverge uz iracionalu skaitli 7.

Teoréma 5.1. (polu matematika S.Banaha (1892-1945) teorema) Pienemsim,
ka (X, d) ir pilna metriska telpaun 7' : X — X ir saspiedéjattelojums. Tada
gadijuma attelojumam T eksiste telpa X viens vienigs nekustigais punkts,

t.1.,
' e X T(z") =a".

Ka ar1 iteraciju virkne (z,)nen, kas veidota sadi:
Tp =T(xp-1), n=1,2, ..,
jebkuram sakumpunktam xg € X konverge uz nekustigo punktu x*, t.i.,

lim z, = z*.
n—oo
Pieradijums. Vispirms pieradisim unitati, proti, ja nekustigais punkts
eksiste, tad tas ir viens vienigs. Apzimésim ar s attelojuma T saspieSanas
koeficientu. Pienemsim, ka attélojumam 7' eksisté divi nekustigie punkti x*
un 20, tad
d(z*,2%) = d(T(z*), T (z°)) < sd(z*, 2°).

Ta ka s < 1, tad nevienadiba var izpildities tikai tad, ja attalumi ir 0, t.i.,

x* = 20,
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Izvelesimies patvaligu punktu zg € X un pieradisim, ka iteraciju virkne
(Zn)neN, kas veidota ar sakaribu z,, = T(x,—1), n = 1,2, ...,, ir Kos1 virkne.
Teverosim, ka

d(l‘nal‘nJrl) = d(T(xnfl)aT(xn)) < Sd(In,1,$n) = Sd(T($n72)aT(xnfl)) <
< s%2d(xn_2,7n1) = ... < 8" d(zg,21) = 8" d(z0, T(z0)).
Tapec
d(fl)n, :L'ner) < d(i‘n, anrl) + d(l‘n+1, $n+2) +...+ d(l'nerfla anrm) <
< (8" 4 s 4 s d (g, T(2g)) =

= " (g, T(20)) < £ dl(zo, T(20)).
Taka0<s <1, tad
lim s d(l’o, T(JJ())) = 0,

un tapec jebkuram e > 0 eksisté tads N € N, ka visiem n > N izpildas

nevienadiba .

1—-s
Bet tada gadijuma visiem n > N un visiem m > 0 izpildisies nevienadiba

d(zg, T(x0)) < e.

d(ZEn, xn—l—m) <g,

t.i., virkne (zp,)nen ir Kost virkne. Ta ka telpa X ir pilna metriska telpa,
tad §1 Kost virkne konverge uz punktu z* € X:

lim 2,41 =2" € X.
n—oo
Attelojuma T nepartrauktibas del, izpildas robezvienadibas
¥ = lim zp4 = lim T'(z,) = T(z¥).
n—oo n—oo

Tatad z* = f(x*), t.i., 2* ir T nekustigais punkts.
Parejot uz robezu (m — oo) augstak pieraditaja nevienadiba

n

° S d(@o, T(20)),

d(ajnal‘n—‘rm) < 1
ieglisim novertejumu

d(xp,x")

IN
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Viens no galvenajiem fraktalu teorijas matematiskajiem aspektiem ir
jautajums par noteikta tipa kopu virknes konvergenci uz fraktali. Piemeéram,
lai konstruetu Serpinska trisstiiri, mes izvelamies slegtu trissturi, no kura
katra iteracija izsledzam ieksejo videjo trissturi, iegustot aproksimejosu kopu.
Liekas pilnigi skaidrs, ka robezkopa patiesam ir fraktalis.

Pirmais uzdevums — noskaidrot, ko nozimé kopu virknes robeza. Sadam
nolukam nepiecieSams definet atbilstosu metriku mus interesejoso kopu telpa.
Metriku, kuru mes tulit definesim, sauc par Hausdorfa metriku. Hausdorfa
metrika tiek defineta kopa H — telpas R" visu netukso un kompakto
kopu kopa. Tadedadi kopas H punkti ir kompaktas kopas. Telpa R?
kopas H punkti ir slegtas plaknes figuras ka, piemeéram, trissturis, rinkis,
ka arT Serpinska trissturis un daudzi citi fraktali. Kompaktas kopas prasiba
neierobezos musu iegustamos rezultatus, jo visas musu konstrukcijas mes
izmantosim tiesi kompaktas kopas (atcerieties, ka telpa R™ kompakta kopa
ir sinonims slégtai un ierobezotai kopai), pie tam, izradas, ka robezkopas —
fraktali — vienmer ir kompaktas kopas. Neskatoties uz to, ka par pamat-
metriku telpa R™ mes izmantojam Eiklida metriku, definicijas un teorémas
no §1s nodalas biis lietojamas patvaligai pilnai metrikai. Principa katrai pil-
nai metriskai telpai ar to metriku, kas rada telpas pilnibu, atbilst kaut kada
Hausdorfa metrika kopa H.

Definesim attalumu starp punktu z € R™ un kopu E C R" sadi (5.2.zimejums
ilustre situaciju telpa R?)

dis(z, F) = min{d(z,y) |y € E}.

5.2. z1m.

Piezime. Attalumu Seit un talak $aja nodala nevajadzétu automatiski
interpretet ka metriku. Dazi attalumi, ko mes Seit apskatisim, neapmierina
metrikas aksiomas. m

Precizi matematiski runajot, dis(x, E) definicija min vieta parasti lieto
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inf. Bet, ta ka mes apskatam tikai kompaktas kopas F, tad inf{d(z,y) |y €
E} sakitt ar min{d(z,y) |y € E}.

Visparinasim attaluma jedzienu no punkta lidz kopai, apskatot attalumu
starp divam kompaktam kopam E un F', defingjot to sadi (5.3.zimejums
ilustre situaciju telpa R?):

dis(E, F) = max{ dis(xz, F) |z € E}.

5.3. z1m.

Precizi matematiski runajot, dis(E, F') definicija max vieta parasti lieto
sup. Bet atkal, ta ka mes apskatam tikai kompaktas kopas F un F', tad
sup{d(z, F) |z € E} sakrit ar max{d(z,F)|x € E}. Pie tam vienmer
eksisté tadi punkti xg € E un yo € F, ka dis(E, F) = d(xo,yo)-

Dabigi jautat, vai attalums dis(F, F') ir metrika? Acimredzami ta nav.
Neizpildas jau pati pirma metrikas aksioma gadijuma, ja E C F un E # F,
jo tad dis(E, F) = 0. Acimredzami, ka neizpildas arT simetrijas aksioma.

Definicija 5.4. Piegemsim, ka F, F' € H. Par Hausdorfa attalumu
starp kopam E un F' sauc skaitli

D(E,F) =max{dis(E, F), dis(F,E) }.

5.4. z1im.
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Mes pieradisim, ka Hausdorfa attalums ir metrika, parbaudot metrikas
aksiomas. Bet dazas pieradijuma nianses tiek atstatas lasitaja zina ka vin-
grinajumi, proti, var pieradit, ka
1)ja ECF,zeR" tad dis(z, F) < dis(z, E);
2)ja E# F, tad dis(E, F) # 0 vai ar1 dis(E, F) # 0;

3) ja E,F,G € H, tad dis(E'U F,G) = max{ dis(E,G), dis(F,G) }.

Teorema 5.2. Hausdorfa attalums ir metrika visu telpas R™ netukso
un kompakto kopu kopa H.

Pieradijums. D(E, F) > 0 — st ipasiba seko no dis(E, F') un dis(F, E)
definicijam, abi Sie lielumi ir nenegativi.

Ja E = F, tad acimredzami, ka D(E, F') = 0. Savukart, ja D(E, F) =0,
tad pec Hausdorfa attaluma definicijas tas iespejams tikai tad, ja dis(E, F') =
0 = dis(F, E). Saskana ar piebildi 2 pirms teorémas seko, ka E' = F.

D(E,F) = D(F, E) — seko tiesi no Hausdorfa attaluma definicijas.

Atliek pieradit trisstura nevienadibu, t.i., jebkuram kopam E, F,G € H
jaizpildas nevienadibai

D(E,G) < D(E,F)+ D(F,G).
Vispirms paradisim, ka jebkuram kopam F, F,G € H izpildas nevienadibas
dis(E,G) < dis(E, F) + dis(F,G) un (5.1)
5.1
dis(G,E) < dis(G, F) + dis(F, E).
Teverosim, ka visiem nenegativiem skaitliem a, b, ¢, d izpildas
max{a+b, c+d} <max{a, c}+max{b, d}.
Tada gadijuma
D(E,G) = max{dis(E,G), dis(G,E) } <
<max{dis(E, F)+dis(F,Q), dis(G,F) + dis(F,E) } <
< max{dis(E, F), dis(F,E) } + max{ dis(F,G), dis(G, F) } =
= D(E,F)+ D(F, Q).

Pieradisim pirmo no (5.1) nevienadibam, otru var pieradit analogi. Pienemsim,
ka x € E. Tad
dis(z,G) = min{d(z,y) |y € G }.
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Katram z € F izpildas:

dis(z,G) <min{d(z,2) +d(z,y) |y e G} <
<d(z,z) +min{d(z,y) |y € G} <
< dis(x,F) +max{dis(z,G) |z € F } <
<dis(xz,F) + dis(F,G).

Ta ka nevienadibas ir patiesas jebkuram z € FE, tad
dis(E,G) < dis(E,F)+ dis(F,G). =

Paskatisimies, ka var izmantot Hausdorfa metriku. Pienemsim, ka (X, d)
ir metriska telpa. Atgadinasim, ka telpas X punktu virkne (z,),en konverge
uz punktu x € X metrikas d nozime, ja li_)m d(xp,x) = 0. Ja punkti ir
netukSas kompaktas kopas E,, un E un tieTL iozomantota Hausdorfa metrika,
tad apgalvojums par konvergenci bus pierakstams Sadi:

lim E, =FE < lim D(E,,FE)=0.
n—oo n—oo

Prakseé noskaidrot Hausdorfa attalumu starp divam kopam var nebut
vienkarsi. Prakse tiek izmantota alternativa pieeja, kas lauj dzilak saprast
Hausdorfa metrikas jedzienu.

Apskatisim patvaligu kopu £ C R"™ un fiksésim skaitli » > 0. Kopas
F paplasinajums par radiusu r, kuru apzime ar F + r, tiek definets ka
vektoru summa E + B(0,r), kur B(0,r) ir slégta lode ar radiusu r un centru
koordinatu sakumpunkta. To var pierakstit arl cita ekvivalenta veida

E+r= U B(z,r).
zel

Dazkart literatura paplasinajumu define ar valeju lozu palidzibu, bet
definicija ar slegtam lodem atvieglina pieradit nakamo rezultatu.

Teorema 5.3. Pienemsim, ka F un F' ir divas netuksas kompaktas R"
apakskopas un € > 0. Tad Hausdorfa attalums apmierina sakaribu:

DE,F)<e s (ECF+eun FCFE+¢).

Pieradijums. Mes paradisim, ka dis(E, F) < ¢ tad un tikai tad, ja
E C F + ¢. leverojot simetriju, novertejums dis(F, E) < ¢ izpildas tad un
tikai tad, ja F' C F + €.
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Pienemsim, ka dis(E, F') < . Tada gadijuma jebkuram punktam = € E
izpildas dis(z, F') < e, no Sejienes seko, ka x € F' + ¢, tapec E C F + ¢.

No otras puses, ja F C F + ¢, tad katram x € F eksiste tads punkts
y € F, ka d(z,y) < e. no Sejienes seko, ka dis(z, F') < ¢ visiem = € F, un
tapec dis(E,F) <e.m

Ieverojot Teoremu 5.3, Hausdorfa attalumu starp divam kopam var ek-
vivalenti definet sadi:

Definicija 5.5. Pienemsim, ka FE, ' € H. Par Hausdorfa attalumu
starp kopam F un F' sauc skaitli

DE,F)=min{e >0|ECF+cun FC E+e¢}.

EF

¢E

5.5. z1m.

5.5.z1mejuma apskatitas divas kopas F un F', kuru konttras uzzimetas
ar zilu krasu. Ar sarkanu krasu iezimeétas to apkartnu robezas, ar kuram
izpildas ieklavumi (ar mazakajam iespejamajam ep un ep vertibam)

FCE+ecgun ECF+ep.

Takaeg >ep,tad F C E+egun E C F + ¢g. Tatad Saja gadijuma
D(E,F)=c¢p.
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Teoremas 5.3 Sekas 5.1. Pienemsim, ka £ un E,, n = 1,2,3, ..., ir
netuksas kompaktas kopas telpa R™. Tad

lim £, =F

n—oo

Hausdorfa metrikas nozime tad un tikai tad, ja

Ve>0dNeNVn>N: E,CE+cun ECE,+-c¢.

Sekas 5.2. Pienemsim, ka F,, n = 1,2,3,..., ir netukSas kompaktas
kopas telpa R", kas sakartotas ieklavuma seciba:

Ei1DFEy,DE3D ...

Tada gadijuma kopa
oo
E=()En
n=1

ir netuksa un kompakta un eksiste robeza

lim E, = F
n—oo
Hausdorfa metrika.
Pieradijums. Izvelesimies katra kopa E,, punktu z,, n =1,2,3,.... Ta
ka visi Sie punkti pieder kopai E7, kura ir kompakta kopa, tad kopas kom-
paktibas del punktu virkne (z,,),en satur konvergentu apaksvirkni (@, )ren:

lim z,, = .
k—o0

Taka Fy D EFs D Es D ... unx, € E,, n = 1,2,3,..., tad katram
k=1,2,3,.. visi virknes locekli {x,, Tpn,_,,... } pieder kopai E,, . Virkne
(2, )ken konverge uz punktu z, kopa E,,, ir slegta kopa (jebkura kompakta
kopa ir slegta kopal) , tapec z € E,, jebkuram n, t.i.,

[o.¢]
T € ﬂ Ey,.
k=1

Bet kopu ieklavuma del ir speka vienadiba

00 0o
ﬂ Enk = ﬂ En7
k=1 n=1
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tatad
[oe) x
T € ﬂEnun ﬂEn#@
n=1 n=1

Slegtu kopu skelums ir slégta kopa; kompaktas kopas slegta apakskopa ir
kompakta kopa, tatad kopa F ir netuksa kompakta kopa.

Lai pieraditu kopu virknes konvergenci Hausdorfa metrika, saskana ar
Sekam 5.1 nepiecieSams pieradit, ka

Ve>0dNeNVn>N: E,CE+cun ECE, +e¢.

Ta ka kopas sakartotas ieklavuma seciba, tad F C E,, tapec japierada tikai
E, C E+e¢. Kopa E+ B(0,¢) (3eit B(0,¢) ir valgja lode ar centru punkta 0
un radiusu €) ir valgju lozu apvienojums, tapéc ta ir valeja kopa un ietilpst
kopa E +¢. Ta ka kompaktu kopu, kas ieklaujas viena otra, skelums ietilpst
valeja kopa, tad arl paSas kompaktas kopas ietilpst valeja kopa. Tadejadi
kompaktas kopas E,, n =1,2,3,..., ieklaujas kopa ' +¢. m

Tikko pieraditajam sekam ir ciesa saistiba ar tiem fraktaliem, kuri tiek
veidoti, izmetot katra iteracija noteiktu valeju kopu no sakotnejas kopas.
Piemeram, tada ir Kantora kopa, ar1 Serpinska trissturis un paklajs. Saskana
ar Sekam 5.2 katra konstrukcijas solt iegtitas kopas veido konvergentu kopu
virkni Hausdorfa metrika, kuras robeza ir netuksa un kompakta kopa, viena
gadijuma ta ir Kantora kopa (putekli), otra Serpinska trisstiris vai paklajs.

Teorema 5.4. Pienemsim, ka H ir visu netukSso un kompakto R"
apakskopu kopa un D ir Hausdorfa metrika. Tada gadijuma telpa (H, D) ir
pilna metriska telpa.

Pieradijums. Piepemsim, ka (A,)nen ir telpas H tada punktu (katrs
punkts ir netuksa kompakta kopal!) virkne, kura apmierina Kost kritéeriju
Hausdorfa metrika, tas nozime, ka

IM >0 D(A1,A,) <M, n=23/4,..,

tapec
A, C A1+ M.

Definésim kopu:

E,=(AyUAp 1 UAp0U.), n=1,23, ..

(svitra virs apvienojuma nozimé kopas sléegumu, t.i., ta ir mazaka slegta
kopa, kas satur kopu apvienojumu).
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Kopas E,, ir slegtas un ierobezotas telpa R", tatad tas ir kompaktas
kopas. Apzimésim
o
E= () En
n=1

Ta ka kopas E, ir sakartotas ieklavuma seciba, tad no Sekam 5.2 seko,
ka kopu virkne E, konverge uz kopu E Hausdorfa metrika, ja n — oo.
Paradisim, ka E ir arT kopu virknes (A4, )nen robeza Hausdorfa metrika, t.i.,

E = lim A,. (5.2)

n—oo

Izvelesimies patvaligu € > 0. Eksistée tads naturals skaitlis Ny, ka visiem
n > Nj izpildas
EFECE,+eun FE, CFE +e.

Otrais ieklavums nozime, ka visiem n > N
(A, UA, ;1 UAp0U.) C E+e,

ti., A, C E4e. Taka (An)nen apmierina Kosikritériju Hausdorfa metrika,
tad eksiste tads naturals skaitlis Ns, ka visiem n, m > N izpildas

A, CA,+eun A, CA, +e.
Fiksesim n > Ns. Jebkuram m > N bus speka

(ApUAn1UAp UL C A, +e,

E,=(AnUAp1UApn2U ) C A, +e,

(o.)
E= () E,CA,+e.

m=1

Tadejadi, ja n > max{ N1, No }, tad A, C E+ecun E C A, + ¢, kas arl
nozime (5.2) izpildisanos. m

Telpas R™ ar Eiklida metriku apakskopa ir kompakta tad un tikai tad, ja
ta ir slegta un ierobezota. Patvaligas metriskas telpas (X, d) gadijuma kopu
sauc par kompaktu kopu, ja jebkurai telpas X punktu virknei (z,)pen
eksiste tada apaksvirkne (z,, )ren, kura konverge uz telpas X punktu z €
X. Var paradit, ka &1 definicija ir ekvivalenta ar augstakmineto, ja X C R™.

Var pieradit, ja X apakskopa ir kompakta kopa, tad ta ir slegta un
ierobezota, var paradit, ka ta ir ar1 pilna telpa, bet preteja virziena ar Siem
nosacijumiem ir par maz, lai apgalvotu, ka kopa ir kompakta. Vispariga
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gadijuma apgrieztajam apgalvojumam nepiecieSams pilnigas ierobezotibas
jedziens. Metrisku telpu (X, d) sauc par pilnigi ierobezotu, ja jebkuram
r > 0 telpa X eksiste galigs r-tikls, t.i., eksiste tada kopa A C X, ka

Vee XJye A dz,y) <e.

Viegli parliecinaties, ka jebkura pilnigi ierobezota kopa ir ierobezota. Bet
pretejs apgalvojums nav patiess: eksiste tadas ierobezotas kopas, kuras nav
pilnigi ierobezotas. (skatit L.D.Kudravcev, Kurs matematic¢eskogo analiza,
T.3, Moskva, Vissaja skola, krievu val.) Ir speka apgalvojums: metriska
telpa (X, d) ir kompakta tad un tikai tad, ja ta ir pilna metriska telpa un
pilnigi ierobezota.

Nemot vera ieprieks pieraditos rezultatus par Hausdorfa metriku un ies-
tarpinajumu par kompaktam telpam (kopam), var secinat

Teoréema 5.5. Pienemsim, ka A ir telpas R™ kompakta kopa un K ir
visu kopas A netukso kompakto apakskopu kopa, tad metriska telpa (K, D)
(D — Hausdorfa metrika) ir kompakta telpa.



NODALA NR. 6

Metrisku telpu transformacijas

Anotacija. Lineara transformacija. Parbide. Afma transformacija. Izometrija.
Lidzibas transformacija ar lidzibas koeficientu r. Rimana sfera. Mebiusa
transformacija.

Fraktala geometrija peta sarezgitas kopas geometriski vienkarsas telpas
ka R, R? un C. Determinétaja fraktalaja geometrija tiek apskatitas tadas
telpu apakskopas, kuras tiek veidotas ar samera vienkarsam geometriskam
transformacijam, kuras attelo telpu sevi. Vienkarsa geometriska transforma-
cija ir tada, kuru bez grutibam var aizstat vai paskaidrot ar kadu citu.
Parasti to var pilnigi precizét ar nedaudzu parametru kopu. Piemeéram,
telpas R? afinas transformacijas var aprakstit ar 2 x 2 matricam un 2-
dimensionaliem vektoriem.

Vispariga gadijuma transformacijas var apskatit metriska telpa (X, d).
Par transformaciju telpa X sauc funkciju f : X — X, kura katram
punktam x € X piekarto tiesi vienu punktu f(x) € X. Ja S C X, tad
f(S) = {f(z)|z € S}. Transformaciju sauc par injekciju, ja jebkuri
z,y € X, kuriem f(z) = f(y), ir vienadi: « = y. f ir sirjekcija, ja
f(X) = X. Saka, ka funkcijai f eksiste inversa funkcija, ja ta ir injekcija
un sirjekcija; Saja gadijuma iespéjams definet inverso funkciju (jeb trans-
formaciju) f~! : X — X ar vienadibu: f~!(y) = z, kur x ir tas vienigais
punkts, kuram y = f(z).

Neskatoties uz to, ka piemeéros mes apskatisim plaknes transformacijas
(t.i., no telpas R? telpa R?), visi rezultati ir visparinami n-dimensiju telpam
R™.

Definicija 6.1. Attelojumu L sauc par telpas R" linearu trans-
formaciju (linear transformation) telpa R™, ja jebkuriem z, y € R™ un
jebkuriem skalariem A, u € R izpildas

LAz + py) = AL(z) + pL(y)-

67
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Piemeram, plaknes lineara transformacija ir
L(z,y) = (bx —y,2x + 3y), x,y € R.

Matricu forma So transformaciju var pierakstit sadi:

w[pp=3 3]

Teoréma 6.1. Pienemsim, ka L : R® — R™ ir lineara transformacija.
Tada gadijuma eksiste tada matrica A ar izmeériem m X n, ka

L(z) = Az, zeR" (6.1)

Pieradijums. Apskatisim telpas R" standartbazi

1 0 0
0 1 0
e1 = 0 , 6o = 0 B T 0
0 0 1
un vektoru z € R™:
X1
1)
xr =
Tp

Tada gadijuma
r =x1€1 + To€2 +T3€3 + ...+ TpeEp.
Un izmantojot linearitates nosacijumu (6.1), iegusim
L(x) = x1L(e1) + xoL(eg) + xgL(e3) + ... + znL(en).

Vektori L(ey), L(ez), L(es), ..., L(ey) ir kolonnu vektori ar izmeéru m x 1,
jo L vertibas pieder telpai R™. No Siem kolonnu vektoriem varam sastadit
m x n matricu A. Veicot matricu reizinasanu, redzams, ka L(z) = Ax:

Ax = [L(e1) L(e2) ... L(en)] =L(z).m
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Linearas transformacijas viena no svarigakajam ipasibam ir ta, ka trans-
formacija nogrieznus parveido par nogriezniem. Lai par to parliecinatos,
apskatisim vektorfunkciju

St)=ty+(1—-t)z, 0<t<1, =z, yeR"

ta, mainoties t, izstaiga nogriezni no punkta x Iidz punktam y. Pienemsim,
ka L ir lineara transformacija. Peéc linearas transformacijas definicijas, bus
speka vienadiba

Lty + (1 —t)x) =tL(y) + (1 — t)L(x).

Tatad transformacija L parveido nogriezni [x;y| par nogriezni [L(x); L(y)].
Pie tam kreiso orginala nogriezna galapunktu x attelo par kreiso galapunktu
attela nogriezni un labo orginala nogriezna galapunktu y attelo par labo
galapunktu attela nogriezni. Sasummeéjot So informaciju, varam secinat, ka
lineara plaknes transformacija L attelos trissturi ar virsotnem z, y, z par
trissturi ar virsotném L(z), L(y) un L(z), pie tam orginala trisstura ieksejie
punkti transformesies par otra trisstura ieksejiem punktiem.

Definicija 6.2. Attelojumu T sauc par telpas R"™ parbidi vai parnesi
(translation), ja jebkuram x € R™ un dotam konstantam vektoram a € R™

T(x) =z +a.

Parbides T lietojums patvaligai kopai telpa R™ nozime, ka §1 kopa parvietosies

(parbidisies) par vektoru a (6.1.zimejuma apskatita figuras parbide telpa
R?).

6.1.ztm. Parbide T'(z) = = + a.
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Definicija 6.3. Linearu transformaciju un tai sekojosu parbidi sauc par
telpas R™ afinu transformaciju (affine transformation).

Nemot vera ieprieks teikto, jebkuru afinu transformaciju T telpa R™ var
definét matricu forma sadi:

T(x)=Ax +a, z€R"™

Telpas R? gadijuma afina transformacija izskatisies matricu forma sadi:

1 a1 B 1 M
T — + )
(ab-laallz]-5]
Matricu A var pierakstit ar1 forma

A= [a5] 51 . 7"100891 *TQSiD@Q
| ag B2 | | risinf; rocosfy

kur (rq,01) ir punkta (a1, ) polaras koordinatas un (rg, 62 + 5) ir punkta
(B1, B2) polaras koordinatas.

Mes izmantosim afinas transformacijas, lai konstruetu fraktalus ar ite-
rativu funkciju sistemu palidzibu, par to precizak runasim nakamaja nodala.
Serpinska trisstura afinas transformacijas paraditas 6.2.ziméjuma, bet mat-
ricu forma tas izskatas sadi:

1

X1 - 5 0 T 0
Tl(_m_)—_o %__m_‘f'_o )

r 7 ri1 1T b r1

X1 _ b 0 T b)
T2(_x2—) _0 %__m2_+_0 Y

- - -1 4 - - _1

Tl o 5 0 1 1
T3(-$2-)_-0 %--$2-+ \{13]

6.2.zim. Serpinska trisstiira afinas transformacijas.
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Acimredzami, ka tadas transformacijas ka parbide, pagrieSana un atspo-
gulosana attieciba pret kadu no asim, saglaba attalumus. Minetie parvei-
dojumi ir izometrijas specialgadijumi.

Definicija 6.4. Transformaciju T : R™ — R" sauc par izometriju
(Eiklida metrika d), ja visiem z, y € R™ izpildas vienadiba

d(T(x), T(y)) = d(z,y).

Izometrija telpa R”™ ir vienmer afina transformacija, tas nav ieraugams
uzreiz no dotas definicijas, tapec meés to pieradisim.
Atgadinasim, ka divu vektoru z, y € R" skalarais reizinajums ir

n
(z,y) =2y =)z
=1

un divi nenulles vektori z, y ir perpendikulari (vai ortognali) tad un
tikai tad, ja to skalarais reizinajums ir 0: (z,y) = 0. Kopu, kas sastav no
n pa pariem ortognaliem vektoriem, kuru garumi ir viena vieniba, sauc par
telpas ortonormetu bazi. Kvadratiskas matricas @ ar kartu n kolonnas
veido ortonormeétu bazi, ja QTQ = QQT = I, kur I ir vienibas matrica ar
kartu n (vieninieki uz diagonales, paréjie elementi 0). Kvadratisku matricu
ar kartu n, kuras kolonnas veido ortonorméetu bazi, sauc par ortognalu
matricu.

Lemma 6.1. Ja telpa R" izometrijas T nekustigais punkts ir 0 (t.i.,
T(0) = 0), tad T saglaba skalaro reizinajumu, t.i.,

v,y € R" (T(x), T(y)) = (,y).

Pieradijums. Vispirms atgadinasim, ka par vektora z € R™ Eiklida
normu sauc skaitli

z|| = VaTa = \/x% + 23 + 23+ .22

Matematskaja analize tiek pieradita vienadiba, ka skalaro reizinajumu var
izteikt ar vektoru normam:

(z,y) = 5 (2l +1lyl* = llz = ylP?).

N | —

Tada gadijuma
(T(),T(y)) = 3 (IT@I + 1T = IT(=) = Tw)II?)
=5 (IT@) =TI + [|T(y) = TO)* = [|T(z) = T()I*) =
=5 (1[I + [lyl? = llz - y|I*) =
=(r,y). =
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Teorema 6.2. Izometrija T : R" — R" ir afina transformacija un
eksiste tada ortognala matrica ) un kolonnas vektors b, ka

T(x) =Qx+0b.

Pieradijums. Apzimesim b = 7'(0) un 73 (x) = T'(z)—b. Tada gadijuma
Ty ar ir izometrija, pie tam 77(0) = 0. Péc Lemmas 6.1 attelojums T}
saglaba skalaro reizinajumu un lidz ar to arT normu.

Apskatisim telpas R" standartbazi ey, eo,..., e,, kura, protams, ir ortonormeta
baze. No ieprieksejam piezimem seko, ka vektori

q =Ti(e1), @2 =Ti(e2),..., g = T1(en)

arT veido telpas R’ ortonormeétu bazi. Jebkuru telpas R™ vektoru x viena
vieniga veida var pierakstit ka linearu kombinaciju ar Siem ortonormeétajiem
bazes vektoriem:

T =a1q1 +a2q2 + ... + anqn,

pie tam izvirzijuma koeficienti ir izsakami ar skalaro reizinajumu
a; = (z,q;), 1=12,...,n.

Tada gadijuma 77 (x) var pierakstit sadi:

n n n

Ti(x) =) (Ti(=),q) @ = Y (Th (), Ti(e:)) gi = > (%, ) gi-

i=1 i=1 i=1

Tatad transformacija 77 ir x lineara funkcija. Pie tam, ieverosim, ka T}
pierakstu matricas izskata veido izteiksme

Ti(z) = Qx,

kur @ ir ortognala matrica, kas sastadita no kolonnas vektoriem ¢, ¢o,...,
qn- Tadejadi T ir afina transformacija:

Tx)=Ti(z)+b=Qr+b. m
Izometrijas visparinajums ir Iidzibas transformacija, ar kuras palidzibu
var tikt iegtti daudzi fraktali.

Definicija 6.5. Transformaciju S : R™ — R" sauc par lidzibas trans-
formaciju ar Iidzibas koeficientu r, (r > 0), ja

Ve, y e R" d(S(x),S(y)) =rd(z,y).
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Nakosa teoreéma paradis, kads ir [idzibas transformacijas visparéjais izskats
telpa R".

Teoréema 6.3. Lidzibas transformacija S : R" — R" ar lidzibas koefi-
cientu r > 0 ir afina transformacija, kuru var pierakstit sadi:

S(x) =rQx+b,

kur @ ir ortognala matrica un b ir kolonnas vektors.

Pieradijums. Apzimesim T'(z) = 1(S(z) — 5(0)) un b = S(0). Tada
gadijuma 7' ir izometrija, pie tam 7(0) = 0. Péc Teoremas 6.2 izometriju 7'
var pierakstit Sadi:

T(z) = Qa,

kur @ ir ortognala matrica. Tad

S(x)=rQx+S0)=rQzr+b. =

Plaknes afinas transformacijas var aprakstit arm ar komplekso skaitlu
palidzibu. Divu kompleksu skaitlu 21 = x1+7y; un zo = xo+1y2 saskaitiSsana
un reizinasana tiek definéta ar formulam

214 20 = (z1 4+ z2) +i(y1 + y2),
2122 = (x122 — y1y2) +i(T1y2 + T2u1)

Par kompleksa skaitla z = x + iy kompleksi saistito skaitli sauc z = = — 1y.
Vektoru telpu R? var apskatit ka kompleksu skaitlu kopu

C={z+iy|lz,ye R},

izveidojot viennozimigu atbilstibu starp abam kopam
[ 5” ] o +iy
y :

Tad saskaitiS8anas un reizinaSanas ar skalaru darbibas starp vektoriem aiz-
vietojas ar saskaitiSsanu un reizinaSanu starp atbilstoSajiem kompleksajiem
skaitliem. Afinas transformacijas piemers kompleksajos skaitlos ir funkcija
(a = a1 +iag, b = by 4+ iby € C — konstantes, z = x + iy € C — mainigais)

L(z) =az +b.

S1 transformacija matricu forma pierakstama Sadi:

W[ p]=[o el ]+ n]
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Ne visas afinas transformacijas var pierakstit forma L(z) = az +b. Patvaliga
afina transformacija kompleksaja pieraksta ir izskata

L(z) =az+ bz + ¢,

kur a, b, ¢ ir kompleksas konstantes.

Afmu transformaciju plakneé realizacijai ar kompleksajiem skaitliem ir
zinamas prieksrocibas raugoties no programmeésanas viedokla. Algoritmu
izpilde butiski vienkarsojas, ja tiek izmantota tada programmesanas valoda,
kura iebuveta komplekso skaitlu aritmetika. Pie tam, komplekso skaitlu
pieraksts atvieglina geometrisko interpretaciju pateicoties tam, ka ar kom-
pleksajiem skaitliem erti stradat polaraja koordinatu sistéma:

z=x+1y = Tie,
kur r ir skaitla z modulis vai absoluta vertiba, proti, r = \/x2 + y2, bet
0 sauc par z argumentu, tas ir lenkis (ar precizitati 27) starp Oz asi un
vektoru, kas savieno koordinatu sakumpunktu ar punktu (z,y) (izpildas
sakarbas cosf = ¢ un sinf = 2).

Divu kompleksu skaitlu z; = r1e1 un zo = roe'?2 reizinajums izsakams
ar formulu

2129 = riroe(01102),

Tadejadi, ja mes fiksejam kompleksu skaitli @ = re?, kur § — patvaligs
lenkis, bet 0 < r < 1, tad afina transformacija L(z) = az + b bus saspiedéj-
attelojums ar saspieSanas koeficientu 7. Geometriski s transformacijas
iedarbibu uz figuru plakneé var stadities prieksa vairaku solu veida:
1. pagriezt figuru attieciba pret Ox asi par lenki 0,
2. samazinat (saspiest) figuru koordinatu sakumpunkta virziena % reizes,
3. parbidit figuru par vektoru b.

Serpinska trisstura transformacijas kompleksaja forma izskatisies sadi:

Ti(z) = %z,
TQ(Z) = %Z + %,
Ty(z) = Lz 41 44¥3,

Apskatisim vél vienu interesantu transformaciju veidu. Meébiusa trans-
formacija ir defineta paplasinataja kompleksaja plakné (t.i., kompleksajiem
skaitliem tiek pievienots klat bezgaligi talais punkts): C = C U {co}. Lai
saprastu tadu konstrukciju, apskatisim kompleksos skaitlus ka punktus uz
sferas — Rimana sferas. Dazos gadijumos komplekso skaitlu sferiska reprezentacija
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atvieglina pieradijumus. Sferiskas reprezentacijas principala prieksrociba ir
ta, ka ta satur bezgaligi talo punktu. Sis jedziens tiek apzimets ar oo un
tiek uztverts ka viens no kopas C punktiem.

Lai definetu Rimana sferu, lietosim stereografisko projicesanas metodi,
ta ir ta pati metode, ko dazkart lieto, lai uzzimetu pasaules karti. Lai
labak situaciju vizualizetu, iedomasimies sferu ar diametru 1 un tas centrs
atrodas telpas R? punkta (0;0; %) zy-plakne reprezenté komplekso plakni
un pieskaras sferai punkta (0;0;0) jeb dienvidpola (skatit 6.3.zim&jumu).

north pole !

south pole = complex origin imaginary axis |
/ / I I Y | |
2 2002 Encyclopaedia Britannica, Inc. |

6.3.z1m. Rimana sfera.

Ziemelpola koordinatas telpa R? ir (0;0;1). Ja meés velkam staru no
Ziemelpola uz punktu kompleksaja plakne, tad tas krusto sferu tiesi viena
punkta, kurs atskiras no (0;0;1). Ja mes velkam staru uz punktu, kura
modulis lielaks par 1, tad stars krusto sferas augsejo dalu. Ja mes velkam
staru uz punktu, kur§ atrodas uz rinka Iinijas ar radiusu 1, tad stars krusto
sferu ekvatora. Ja mes velkam staru uz punktu, kura modulis ir mazaks
par 1, tad stars krusto sferas apaksejo dalu. Lai iegutu atbilstibu starp
punktiem uz feras un punktiem kompleksaja plakne, més piekartosim katram
kompleksajam skaitlim to punktu uz sferas, caur kuru iet stars, kas savieno
(0;0;1) ar doto plaknes komplekso skaitli. Geometriski acimredzami, ka
§is piekartojums ir injekcija un sirjekcija starp visiem kompleksas plaknes
punktiem un punktiem uz sferas, iznemot (0;0;1). Ja mes piekartojam
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punktam (0;0;1) bezgaligi talo punktu oo, tad atbilstiba ir injekcija un
sirjekcija starp sféras punktiem un CU{co}. Tapéc par Rimana sféru runa ka
par paplasinato komplekso plakni. Funkcijas uz Rimana sferas tiek definétas,
izmantojot parasto C algebru ar divam papildus 1pasibam. Ja f ir funkcija,
kas defineta kompleksas plaknes apakskopa, tad

f(o0) = lim f(z),

Z—00

ja vien &1 robeza eksiste. Ka ar, ja

lim f(z) = oo, tad f(a) = oco.

z—a
Definicija 6.6. Transformaciju M : C — C sauc par Mébiusa trans-
formaciju (Mdébius transformation), ja

az+b
cz+d’

kur a, b, ¢, d € Cun ad—bc # 0. Jac # 0, tadM(—%):oounM(oo):%.
Ja ¢ =0, tad M(o0) = 0.

M(z) =

Mebiusa transformacijai ir vairakas interesantas ipaSibas. Pirmkart, ta
vienmer attelo rinka linijas uz Rimana sferas par rinka linijam. Ta ka kom-
pleksas plaknes taisne klust par rinka Imiju caur oo paplasSinataja kom-
pleksaja plakne, tad no Sejienes seko, ka kompleksas plaknes rinka Imijas
un taisnes tiek attelotas par kompleksas plaknes rinka linijam un taisnem.
To var ieraudzit, pamanot, ka katru Mebiusa transformaciju var uzrakstit
ka kompoziciju M(z) = f4°f3°f2°f1(2) no vienkarsakam transformacijam
forma

filz)=z+ g — parbide par %,
fo(z) =1 — inversa funkcija un refleksija
(atspogulojums attieciba pret realo asi)
fa(z) = w> -z — izstiepSana un rotacija
fi(z) =2+ % — parbide par %.
Piemeéram, transformacija
142 1
T(z) = (1+ z')z +
(1-2i)z+1

attelo kompleksas plaknes realo asi par vienibas rinka Iiniju.
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Iterativu funkciju sistemas

Anotacija. Iterativu funkciju sistemas jedziens. Atraktors. Atraktora
eksistence. Fraktalu konstrukcija ar IF'S palidzibu pakete MATHEMATICA.
Kondensacijas transformacija. Kondensacijas kopa. IFS ar kondensacijas
transformaciju. Identiskais attelojums. Kolazas.

Saja nodala més iepazisimies ar vienu no lielakajiem fraktalu konstrucsanas
sasniegumiem — iterativu funkciju sistémam. Matematiskos aspektus tika
izstradajis Australijas matematikis John Hutchinson 1981.gada, bet pati
metode kluvusi plasi pazistama, pateicoties Michael F. Barnsley gramatai
”Fractals everywhere”; kas pirmo reizi publiceta 1988.gada. Iterativu funkciju
sistemas izmantoSana dod labu matematisko bazi daudzu klasisko fraktalu
matematiskai izpetei un visparinajumiem.

Jedziens ”iterativu funkciju sistéma” ir uztverams ka sinonims jedzienam
”Multiple Reduction Copy mashine” (saisinati MRCM), kas tiek izmantots
vairak praktiskajos lietojumos.

Tacu janem vera, ka ar iterativu sistéemu palidzibu iegutais rezultats
(to medz saukt par atraktoru) ne vienmer ir fraktalis. Ta var but jebkada
kompakta kopa, ieskaitot nogriezni vai kvadratu. Tani pasa laika iterativo
funkciju sistéemu apguve ir svariga fraktalu geometrija, jo ar So sistemu
palidzibu var konstruét bezgaligi daudz dazadus fraktalus.

Pienemsim, ka H ir visu netukso, slégto un ierobezoto telpas R? apakiskopu
sistéma. Pienemsim, ka Fy, Fy,..., F}, ir telpas R? saspiedéjattelojumu saime
ar saspieSanas koeficientiem s1, s3, ..., s,. Definesim funkciju F' sadi:

VS e H F(S)=Fi(S)UFy(S)U...UFy(S).

Mes sauksim F' par funkciju Fy, Fb,..., F, apvienojumu (literatura 1 funkcija
pazistama ar nosaukumu Hutchinson operator). Ja Fi(S), Fa(S),..., Fn.(S)
ir disjunktas kopas, izyemot varbut robezpunktus, un S = F(S), tad kopu
S sauc par paslidzigu.

7
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Definicija 7.1. Iterativu funkciju sistéma (saisinati IFS) sastav no
1) kopas Ey € H, kuru

2) saspiedejattelojumi Fy, Fh,..., F,, ar saspiesanas koeficientiem s1, S, ..., Sp
attelo telpa R?, un
3) funkciju Fy, Fs,..., F, apvienojuma F' iteracijam attieciba uz kopu

Eo: Ey = F(Ey), By = F(EY),..., Ep = F(Ep_1),... .

IFS teorijas pamatuzdevums ir noskaidrot, kados gadijumos IF'S izveido

robezkopu E: E = lim E, Hausdorfa metrikas konvergences nozime. Ja
n—oo

robeza eksiste, tad to sauc par IFS atraktoru. Atraktors biezi vien ir
fraktalis, bet ne vienmer.

Matematiskas idejas, kuras ir nepieciesamas konvergencei, tika izstradatas
5.nodala. Vajadzetu tikai pieradit, ka F ir saspiedéjattelojums telpa (H, D).
Tada gadijuma atraktors E ir attelojuma F' nekustigais punkts.

Lemma 7.1. Piegemsim, ka F) ir saspiedéjattelojums (ar koeficientu
s1) telpa R? ar Eiklida metriku d, tad tas ir saspiedejattelojums ari telpa
H (t.i., visu netukso, slegto un ierobezoto telpas R? apakskopu sistéma) ar
Hausdorfa metriku D.

Pieradijums. Izvelamies A, B € H. Pieradisim, ka jebkuram a € A
eksiste tads b € B, ka d(a,b) = dis(a, B). Lai to pieraditu, ieverosim, ka
kopa G = {d(a,z) |z € B} ir ierobezota no apaksas ar 0. Ja realu skaitlu
apakskopa ir ierobezota no apaksas, tad tai eksiste lielaka apakseja robeza
d > 0. Tad dis(a, B) = 6. Turklat eksiste tada virkne (by,)nen kopa B, ka
nango d(a,by) = 4.

Ta ka B ir slegta un ierobezota (kompakta kopa metriska telpa), tad
eksiste tada (b,)nen apaksvirkne (by,)ien, kura konverge uz b € B. Tada
gadijjuma

d(a,b) < d(a,by,) + d(by,,b).
Ta ka Z'li]q[)lo d(a,by;) = d un ih%lod(b”“b) = 0, tad d(a,b) < §. Bet pec 6
definicijas d(a,b) > 6, tapec d(a,b) = § = dis(a, B).

Ja Fy ir saspiedejattelojums (ar koeficientu s;) telpa R? ar Eiklida

metriku d, tad

d(Fi(a), F1(b)) < s1d(a,b) = s1dis(a, B) < s1D(A, B).

Ta ka jebkuram a ir atrodams tads b, ka izpildas d(Fi(a), F1 (b)) < s1D(A, B),
tad D(F(A),F(B)) <s1D(A,B).m

Lemma 7.2. Pienemsim, ka F|, F»,..., F}, ir telpas R? saspiedejatte-
lojumu saime ar saspieSanas koeficientiem s1, s9, ..., s,. Tad apvienojuma
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funkcija F'
vSe H F(S)ZFl(S)UFQ(S)U...UFN(S)

ir saspiedéjattelojums ar saspieSanas koeficientu

s = max{ s1, S2, ..., Sp }

Pieradijums. leveérosim, ka jebkurai kompaktai kopai A izpildas a €
A+ r tad un tikai tad, ja eksiste tads elements b € A, ka d(a,b) < r. No
Sejienes seko, ja A C B + r, tad jebkuram attelojumam F; izpildas

F;(A) C F;(B) + sir-

Pec definicijas nevienadiba Hausdorfa metrika D(A, B) < ¢ ir ekvivalenta
ar pierakstu kopu valoda (Teorema 5.3)

ACB+eun BC A+e.
Piepemsim, ka r = D(A, B). Ja A C B +r, tad
Fi(A) C F;(B) + sir, i =1,2,...,n.
Tatad
F(A) C F(B) + sr.

Ja apmainam vietam A ar B, iegusim
F(B) C F(A) + sr.

Tadejadi
D(F(A),F(B))<sr=sD(A,B). m
Apvienojot visu, kas uzrakstits saja nodala un 5.nodala, varam izdarit
sledzienu

Teorema 7.1. Ja I, Fy,..., F,, ir telpas R? saspiedéjattelojumu saime,
tad apvienojuma saspiedejattelojumam F' eksiste viens vienigs atraktors A €
H un jebkurai kopai B € H iteraciju virkne F"(B) konverge uz A Hausdorfa
metrika.

Pieraditie rezultati ir visparinami art telpas R" gadijuma, tikai ilustracijas
més apskatisim tomer telpa R?.

Praktisku fraktala attela izveidi ar iterativajam funkciju sistémam aplukosim
pakete MATHEMATICA (Seit noderiga ir C.Getz un J. Hemstedt gramatas
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” Grafhics with MATHEMATICA. Fractals, Julia Sets, Patterns and Natural

Forms”, Elsevier, 2004, 5.nodala). Atkariba no MATHEMATICA versijas,

var rasties nepiecieSamiba speciali no interneta adreses

http://ckw.phys.ncku.edu.tw/public/pub/Notes/Mathematica/Maeder/
ProgrammingInMathematica/?C=M;0=A

izkopet R.Maeder paketes (makrokomandas) AffineMaps.m un IFS.m un

iekopet tas MATHEMATICA darba lapa. Péc tam janem vera, ka komanda

AfﬁneMap[(ﬁ, ¢> rs,e, f]

genere afinu attelojumu ar rotacijas lenkiem ¢, 1, saspieSanas koeficientiem
r, s un parbides vektora koordinatam e un f. Komanda

AffineMap[matriz]

izmanto 2 x 3 matricu, lai generétu afinu attelojumu.

Apskatisim trissturi ar virsotnem (0;0), (3;2), (2,5;0,5). Ka uz So trissturi
iedarbojas sadas affinas funkcijas

11
AfﬁneMap[O,O,ﬁ,E,O,O]
AffineMap|[2F,22,0.5,0.5,0,0]
21 2

AffineMap[,57,0.5,0.5,-1,1]

AffineMap[0,0,1,-1,0,0]
tas redzams 7.1.zimejuma.

2

7.1.ztim. Afmu funkciju iedarbiba.

Savukart komanda

IFS[{maps...},{options...}]
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izveido iterativu funkciju sistemu.
Ja abas augstak minétas komandas ir Jusu riciba, tad, pieméram, ko-
mandu

ifs1=IFS[{ AffineMap[0,0,0.5,0.5,0,0],AffineMap|0,0,0.5,0.5,1,0],
AffineMap[0,0,0.5,0.5,0,1]}];

DlZPOIngH[{{Q 0}7 {07 2}7 {27 0}}]7
t[z_,n_]:=Graphics[Nest[ifs1,x,n],Axes—True,AspectRatio—1,
AxesOrigin— {0, 0}, Ticks— {{1,2},{1,2}}];

Show|[GraphicsArray[t[D1,3],t[D1,6]]]

darbibas rezultata tiks izveidoti Serpinska (taisna lenka) trisstura divi pirm-
fraktali (3.iteracija un 6.iteracija), .

7.2.zim. Serpinska (taislenka) trisstura 3. un 6.iteracija.

Magzliet pamainot parbides vektorus un par sakuma kopu izveloties regularu
trissturi, iegusim tadu Serpinska trissturi, kadu apskatijam §t kursa sakuma
(2.3.zimejums). Seit arl esam atmetusi koordinatu asis.
ifs1=IFS[{ AffineMap[0,0,0.5,0.5,0,0],AffineMap[0,0,0.5,0.5,0.5,0],

AffineMap[0,0,0.5,0.5,0.25,%3]}];
D1=Polygon[{{0,0},{0.5,0}, {1, ¥} }};
t[z_,n_]:=Graphics[Nest[ifs1,x,n],AspectRatio— Automatic,PlotRange— All];
Show|GraphicsArray[{t[D1,3],t[D1,6]}]]
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7.3.zim. Serpinska (regulara) trisstiira 3. un 6.iteracija.

No ieprieks aprakstitas teorijas seko, ka neatkarigi no poligona izveles
IFS konverge uz vienigo nekustigo punktu — noteikta izskata kopu. Ta,
pieméram, ja iepriekseja gadijuma nomainisim poligonu pret cetrsturi

D1=Polygon[{{0,0}, {2,0}, {2.1},{0,2}}];
tad galarezultata iegusim to pasu fraktali. 7.4.zimejuma redzama 7.iteracija

daudz neatskiras no 7.3.zimejuma 6.iteracijas attela, abos gadijumos kon-
vergence notiek uz vienu un to pasu kopu — Serpinska trissturi.

j'v , 'i;.

7.4.zim. Serpinska trisstura 0., 3. un 7.iteracija.

Vel viena iespeja izveidot savadaku Serpinska trissturi ir aizstajot kadu
no affino attelojumu parbides vektora koordinatam ar komandu Random][],
kas genere patvaligu skaitli vienibas intervala. Zemak apskatitaja piemera
aizstatas ir divas koordinatas un iegutais rezultats (precizak, pamatpoligons,
1.iteracija un 6.iteracija) redzami 7.5.ziméjuma.

ifs1=IFS[{ AffineMap|0,0,0.5,0.5,0,0],AffineMap[0,0,0.5,0.5,0.5,Random[ ||,
AffineMap[0,0,0.5,0.5,Random| | ,?] H;

D1=Polygon[{{0,0}, {1,0}, {0.5, %2 }}];

t[z_, n_]:=Graphics[Nest[ifs1,x,n],AspectRatio—Automatic,PlotRange— All];
Show[GraphicsArray[{t[D1,0],t[D1,1],t[D1,6]}]]
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7.5.z1m. Serpinska trisstura 0., 1. un 6.iteracija ar ran-
domizetiem afmo attelojumu koeficientiem.

Talak apskatisim vel citas idejas, kas kopa ar IFS, var palidzet kon-
struet dazada veida fraktalus. Piemeram, viena no idejam ir Pitagora koka
(2.10.ztmejums) konstrukcija — Seit konstrukcijas n-taja solt tiek pievienots
kaut kas klat, pilniba saglabajot iepriekseja n — 1 sola konstrukciju.

Apskatisim atkal netukso, slegto un ierobezoto telpas R? apakskopu kopu
H ar Hausdorfa metriku D.

Definicija 7.2. Piepemsim, ka C' € H. Attelojumu T : H — H sauc
par kondensacijas transformaciju (condensation transformation), ja

VAe H To(A)=C.

Saja gadijuma kopu C' sauc par kondensacijas kopu (condensation set).

Pec definicijas jasecina, ka T¢ ir telpa H konstants attelojums, bet
fraktalu teorija attelojumam dots cits vards.

Ieverosim, ka kondensacijas transformacija T : H — H ir saspied€éjattélojums
metriska telpa (H, D) ar saspieSanas koeficientu 0:

VA,Be H D(T(A),T(B))= D(C,C) =0,

ka saspiedéjattélojumam tam ir viens vienigs nekustigais punkts telpa (H, D),
proti, kondensacijas kopa. Tada gadijuma Teorema 7.1 ir visparinama
tadam IFS, kuras satur kondensacijas transformacijas.

Teorema 7.2. Pienemsim, ka dota IF'S, kas sastav no saspiedéjattélojumiem
Ty, Ts, ..., T, ar saspiesanas koeficientiem si, so, ..., Sy, un kondensacijas
transformacijas Tp. Tad attélojumu apvienojums

VA€ H T(A)=U"yTh(A)

ir saspiedejattelojums pilna metriska telpa (H, D) ar saspiesanas koeficientu
s = max{ s1, S2, ..., Sm } un jebkurai kopai A € H iteraciju virkne C} =
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T(A), Cy = T(Cy) = T?(A),..., C, = T(Cp—1) = T"(A),... konverge uz
vienu vienigu kopu (jeb atraktoru) E.

Lietojumos nozimigaka var izradities Sada teorema:

Teorema 7.3. Pienemsim, ka 7 : H — H ir saspied¢jattelojums un Id
ir telpas R? identiskais attelojums (t.i., jebkuram z € R? :  Id(x) = =,
tad arT jebkurai kopai C € H :  Id(C) = C). Apzimesim w = IdU7. Tada
gadijuma
1) jebkurai kopai A € H virkne (w"(A))nen Hausdorfa metrika konverge uz
kadu kopu F € H;

2) jebkurai citai kopai B € H (A # B) virkne (w"(B))nen Hausdorfa
metrika konverge iespejams uz kadu citu kopu F' € H.

Pieradijums. Fiksesim patvaligu kopu A € H.

Pienemsim, ka C4 ir telpa H kondensacijas transformacija ar kondensacijas
kopu A, t.i., jebkurai kopai V izpildas C4 (V) = A, un apzimesim v = C4UT.
Ta ka C'4 un 7 ir saspiedejattelojumi, tad tads ir ar1 v, tapec tam pec Ba-
naha teoremas ir tads viens vienigs nekustigais punkts F € H, ka visam
kopam V' € H virkne (v™"(V'))nen konverge uz E.

Mes paradisim, ka visiem n € N izpildas vienadiba w™(A) = v"™(A). Tad
no Sejienes sekos, ka (w™(V))nen konverges uz E.

Ar indukciju pieradisim, ka w"(A) = AUT(A)U...UT"(A).

Indukcijas baze n = 1 izpildas, jo

wh(A) = Td(A) UT(A) = AUT(A).
Pienemsim, ka apgalvojums izpildas pie n € N:

W(A) = AUT(A) UT(A) U...UT"(A). (7.1)

= Td(w"(A)) Ur(w"(4)) =

(AuT(A)ur?(A)u..ut"(A) = (pec(7.1))
(A Ur?(A)u..urrtl(4) =
=AUT(A)UT(A)U..UT(A)UT"(A).

Lidzigi ar matematisko indukciju var paradit, ka v™(A) ir tadas pasas
vertibas.

Indukcijas baze izpildas: v!(A) = Ca(A)UT(A) = AUT(A).

Pienemsim, ka apgalvojums izpildas pie n € N:

V"(A) = AUT(A) UTA(A) U ...UT"(A). (7.2)
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Tad

v A) = v(V™(A)) =
= Ca(v"(4))Ur(v"(4)) =
—AUT(AUT( yuTt? A)U UT"(A)) = ( pec(7.2))
= AUT(A)UT2(A)U...uTH(A)UTTLI(A).

Otro teorémas dalu var konstatet ar vienkarsa piemera palidzibu kaut vai
telpas R situacija (R? gadijums biis apskatits zemak piemeros). Pienemsim,
ka A= {1} un B = {2}, un 7(x) = 5. Tad

11
w”(A):{1,§ VR 5 1 U{0}, jan — oo,
kamer 11
w"(B) ={2,1, 37 -} U{0}, jan — com

Praktiskaja realizacija ar afinam funkcijam pakete MATHEMATICA
Teorema 7.2 nozime, ka sakuma uzdotais poligons ir kada no attelojumu
kondensacijas kopam, t.i., afinais attelojums uz o kopu iedarbojas ka iden-
tiskais attelojums. Ka piemeéru apskatisim Pitagora koka konstrukciju, to
realize sadas MATHEMATICA komandas

fr1[z_, n_]:=Show|[Graphics[Nest[IFS[{ AffineMap]0,0,1,1,0,0],

o o 1 1
AffineMap[30°, 30°, Zz, f,o 1],

AffineMap[—30°, —30 ’\f \/5, 0.5 1—1—1/ |,x,n]]
Axes—TFalse, AspectRatio— Automatic, AxesOrlgln—> {0,0}];
P1=Polygon[{{0,0}, {1,0}, {1, 1}, {0, 1}}]
Show[GraphicsArray[{fr1[P1,0],fr1[P1,1],fr1[P1,6]}]]

Ka attelu iegtisim 7.6.zimejumu.

7.6.zim.  Pitagora koka konstrukcija (poligons, 1. un
6.iteracija).
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Bet janem vera, ka rezultats bus atskirigs, ja poligona vieta izvelesimies
citu figuru nevis kvadratu (Teorema 7.3!). Tas noverojams 7.7.zimejuma,
kurs izveidots tiesi ar tam pasam MATHEMATICA komandam ka 7.6.zTméjums,

tikai poligons ir trissturis:
PO
v ¢ §
e

P1=Polygon[{{0,0},{2,0},{1,1}}]

7.7.zim. ”Pitagora koka” konstrukcija (poligons, 1. un
6.iteracija), ja sakuma kopa ir trissturis.

Bet IF'S ar kondensacijas transformaciju var tikt labi izmantoti, lai kon-
struetu fraktalus, kas lidzigi dabas objektiem. Piemeéram, ja poligona vieta
izvelas Iikni, tad rezultata var iegut kadu zalaugu (7.8.zimé&jums).

fr1[z_, n_]:=Show|[Graphics[Nest[IFS[{ AffineMap]0,0,1,1,0,0],
o o 1 1

AffineMap[30°, 30 Vet T7 —10.5, 1.5],

AffineMap[—30°, —30°, NERVEL 0, 1]}],x,n]],

Axes—False,AspectRatio— Automatic,AxesOrigin— {0, 0}];

P1=Line[{{0,0}, {0, 1}, {—0.5,1.5}}]

Show[GraphicsArray[{fr1[P1,0],fr1[P1,6]}]]

7.8.ztm. Zalaugs (poligons un 6.iteracija).
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Koku ziema iegtisim, ja poligona vieta izvelesimies kadu vertikalu daudzstari.
Piemers redzams zemak. Vel var pamainit saspieSanas koeficientus uz negativiem
skaitliem un bis vel interesantaki fraktalu koki.

fr1{z_, n_]:=Show|Graphics[Nest[IFS[{ AffineMap]0,0,1,1,0,0],
AffineMap[40°,40°,0.4,0.6,0.1,1.8],
AffineMap[15°,15°,0.3,0.5,0.6,2.3],

AffineMap|—25°, —25°,0.3,0.5,0.7,2.5)],

AffineMap[—50°, —50°,0.3,0.5,0.6,2.3] }],x,n]],

Axes—TFalse, AspectRatio— Automatic,AxesOrigin— {0, 0}];
P1=Polygon[{{0, 0}, {1,0}, {0.8,2},{1.2,2.5},{0.6,2.5},{0.1, 1.8} }]
Show[GraphicsArray[{fr1[P1,0],fr1[P1,6]}]]

7.8.zim. Koka konstrukcija (poligons un 6.iteracija).

Apskatisim uzdevumu, kas ir pretejs IFS atraktora atrasanai. Pienemsim,
ka misu riciba ir kaut kads attels, un ir nepiecieSams atrast afino saspiedej-
attélojumu saimi, kurai dotais attels ir atraktors. Sadu uzdevumu atrisinasanai
ir liela nozime praktiskos lietojumos, kas sastiti ar attelu saspieSanu un
parraidi. Viena no attelu saspieSanas iespéjam varetu but tada, ka doto
attelu sadala vairakos mazakos attelos, kurus var uztvert ka kaut kadas IFS
atraktorus. Ta ka jebkuru afinu attelojumu nosaka tikai sesi koeficienti, tad
pilnu attelu principa var nokodet ar samera mazu afino koeficientu skaitu.
Tad var parraidit koeficientus, bet attelu var iegut ar Siem koeficientiem
izpildot noteiktu IFS algoritmu.

Piemeram, ja nepiecieSsams parraidit Serpinska trissturi ar izmeriem 512 x
512. Neizmantojot saspieSanu, nepiecieSams parraidit 262 144 biti lielu in-
formaciju (nuli vai vieninieku katram pikselim). No otras puses, ja mes
parraiditu tikai 18 afinos koeficientus, kas atbilst trim afinajam transformacijam,
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tad varetu pilniba atjaunot orginalo zimejumu. Saja gadijuma tiktu sas-
niegta saspiesana 262144 : 18 = 14563 : 1.

Lidz ar to rodas jautajums, ka atrast afino saspiedejattelojumu saimi
dotam atraktoram. Seit mes tikai pieskarsimies $ai jaunajai petijumu nozarei,
apskatot vienu no metodem — kolazas metodi, kas balstita uz elementaram
fraktalu 1pasibam.

Pienemsim, ka kaut kads attels X ietver sevi apvienojumu (kolazu) no
N kopam, kuras neskelas un kuras saistitas ar X ar [idzibas transformacijam
Ty, Ts,..., T, ar lIidzibas koeficientiem s1, So,..., Sy, kuri mazaki par 1. Tada
gadijuma X ir IFS atraktors nosauktajiem attélojumiem. Pieméram, Ser-
pinska trissturis ir kolaza no trim sevis kopijam, kas samazinatas uz pusi.
Zemak redzamaja 7.9.z1mejuma ar1 redzamo attelu var uzskatit par kolazu
no trim dota attela kopijam (tas ievilktas taisnsturos).

collagel[z_,n_]:=Graphics[Nest[IFS[{ AffineMap[—2°, —2° 0.02, 0.6, —0.14, —0.8],
AffineMap[0,0,0.6,0.4,0,1.2],

AffineMap|—30°, —30°, 0.4, 0.7, 0.6, —0.35)],

AffineMap[30°,30°,0.4,0.65, —0.7, —0.5] }|,x,n],
Axes—False,AspectRatio—Automatic,AxesOrigin— {0, 0}];
Show|[collagel[Point[{0, 0}],8]]

7.9.z1m. Kolaza.

Visparigi runajot, var izmantot ne tikai lidzibas transformacijas. Pro-
tams, viens no sarezgitakajiem jautajumiem ir afino attelojumu atrasana.
Bet pieversisimies problemas galvenajam matematiskajam aspektam. Novertesim
Hausdorfa attalumu starp doto attelu un konstruéto atraktoru. Sadu novertéjumu
dod nakama teorema.

Teoréma 7.4. Pienemsim, ka A ir netuksa kompakta kopa (dotais
attels), T, Ts,..., T), ir saspiedéjattelojumu saime ar saspiesanas koeficien-
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tiem s1, So,..., Sm, E ir IFS vai IFS ar kondensacijas transformaciju atrak-
tors, kas saistits ar minétajiem attélojumiem un s = max{si, s2, ..., S, }. Ja
dotam ¢ > 0 izpildas nevienadiba

D(A, UL, Ti(A)) < e),

tad
€

1—s5s

D(A,E) <

Teorema prasa atrast tadu IFS, kuras atraktors ir tuvu vai izskatas
tuvu dotajai kopai; ir nepiecieSams censties atrast tadu saspiedéjattelojumu
transformaciju saimi piemeérota telpa, lai dotas kopas attela kolaza ar trans-
formacijam butu tuvu dotajai kopai, kur tuvums tiek meérits Hausdorfa
metrika.

Vienkarss piemers telpa R ar Eiklida metriku. Ieverosim, ka [0;1] =
[0;2] U [3;1]. Par atraktoru varam uzskatit kopu [0;1], ja atrodami tadi
saspiedejattelojumi 73, 75 : R — R, kuriem 77 ([0; 1]) = [0; 3] un T5([0; 1]) =
[2;1]. Tadi attelojumi ir 71 (z) = 3z un To(z) = 3z + 1. Vienibas intervals
ir kolaza no divam mazakam sevis kopijam.



NODALA NR. 8

Dzulija kopas un Mandelbrota kopa —
fraktali kompleksaja plakne

Anotacija. Pilditas Dzulija kopas un Dzulija kopas, to konstrukcija un
dazas Tpasibas. Mandelbrota kopa, dazas tas 1pasibas. Konstruesana ar
MATHEMATICA.

Saja nodala nedaudz iepazisimies ar visslavenakajiem fraktaliem — Dzulija
kopam un Mandelbrota kopu.

Fran¢u matematikis Gastons Dzilija (Gaston Julia) (1893-1978) savu
199 lapaspuses biezo meistardarbu sarakstija 25 gadu vecuma (Mémoire sur
Uiteration des fonctions rationelles, J.Math.Pure Appl., V.4, 1918, 47-245).
Tac¢u ta pa 1stam §is darbs tika ierauzits un novertets krietni velak.

Pienemsim, ka f : C — C, kur C ir komplekso skaitlu kopa. Par punkta
2o € C orbitu O(zp) sauc kopu, kas sastav no pasa punkta un visam ta
iteracijam pie attelojuma f:

O(ZO) = {207 f(z())v f2<20), f3(ZO)a }

Definicija 8.1. Par attelojuma f pildito Dzulija kopu (filled Julia
set) sauc kopu

K(f) ={z¢€ C|O(z) ir ierobezota kopa }.

Attelojuma f Dzulija kopa J(f) ir pilditas Dzulija kopas K (f) robeza vai
ekvivalenti to var definet ka robezu ”izbeguso punktu” kopai (escape set)

E={zeC]||f"(z)] = o0, jan — o0 }.

Parasti funkciju klase, kurai tiek apskatiti Sie jedzieni, ir kvadratiskie
attelojumi Q.(z) = 22 + ¢, kur c ir kompleksa konstante. Atbilstogo pildito

90
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Dzilija kopu apzimesim ar K. un Dzilija kopu ar J.. Var pieradit, ka jebkurs
kompleksais 2.pakapes polinoms P(z) = az? + 3z + v ir topologiski saistits
ar kvadratisku komplekso attelojumu forma Q.(z) = 2% + ¢ ar noteiktu ¢
vertibu. Ja o # 0, 8, v € C, tad par saites attélojumu h starp Q. un P
der h(z) = az + g Tapec, lai veiktu kvadratisku polinomu izpéti telpa
C, pietiek apskatit polinomus (.. Vispariga gadijjuma var pieradit Sadu
rezultatu:

Teorema 8.1. Pienemsim, ka f ir diferencéjama kompleksa funkcija un
p ir tas periodisks punkts ar pirmperiodu k. Ja [(f*)(p)| < 1, tad eksiste
tada punkta p apkartne, kuras punkti ar funkcijas f* iteracijam konverge
uz punktu p (t.i., p ir pievelkoss periodisks punkts). Ja |(f*)(p)| > 1, tad
eksisté tada punkta p apkartne, kuras visi punkti ar funkcijas f* iteracijam
iziet arpus §is apkartnes (t.i., p ir atgrudoss periodisks punkts).

Piemers 8.1. Apskatisim funkciju Qo(z) = 22. Vienigie nekustigie

punkti (nekustigie punkti ir periodiski punkti ar periodu 1!) ir 0 un 1. Ta
ka Q((0) = 0 un Q(1) = 2, tad 0 ir pievelkoSs nekustigais punkts un 1 ir
atgrudoss nekustigais punkts.

Ja z = e tad

Ta ka |QB(2)| = r?", tad

z tiek pievilkts 0 < |2z| < 1 un
z tiek atgrusts < |z| > 1.

Lidz ar to Ky ir vienibas rinkis, bet Jy ir vienibas rinka Inija kompleksaja
plakné (8.1.zimejums).

8.1.ztm. Jy un Kj.
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Ja |z| = 1, funkcijas Qo dinamika klust interesantaka. Ar S apzimesim
vienibas rinka Imiju. Tad varam rakstit Qo : S — S. Pienemsim, ka
arg(z) = 0. Tad arg(Qo(z)) = 260; iegustam rigka liijas dubultosanas
attelojumu. Sis attélojums ir haotisks, tapec Qg(z) = 22 ir haotisks attelojums
kopa S. m

Kompleksas funkcijas gadijuma teiksim, ka punkta orbita ir ierobeZota,
ja eksiste tads pozitivs reals skaitlis, ka jebkurs orbitas punkta modulis ir
mazaks par So realo skaitli. NakoSais apgalvojums parada, ka funkcijas Q.
orbitas ir sadalamas divas kopas: tadas, kas ir ierobezotas, un tadas, kuras
konverge uz bezgalibu.

Teorema 8.2. Kompleksa skaitla orbita pie kompleksa kvadratiska poli-
noma iteracijam ir vai nu ierobezota vai arl punkts atrodas bezgalibas sta-
bilitates kopa.

Pieradijums. Ta ka visi kompleksie kvadratiskie polinomi ir topologiski
saistiti ar funkcijam forma Q.(z) = 22 + ¢, tad ir pietickami apgalvojumu
pieradit tikai Sai polinomu saimei.

Teprieks tikam pieradijusi, ka apgalvojums izpildas funkcijai Qo(z) = 22.
Piepemsim, ka c ir nenulles komplekss skaitlis un Q(z) = 22 + ¢. Vispirms
paradisim, ja w ir tads komplekss skaitlis, ka |w| > |c|+1, tad w ir bezgalibas
stabilitates kopa.

Ta ka Q(w) = w? + ¢, tad

Q(w)| = [w? + ¢ = [w?] —[e| = (le] + 1)* = |e] = |e]* + [e| + 1.
Apskatisim funkcijas @) otro iteraciju punkta w:

Q*(w)| = |Q(Q(w))] = [(Q(w))* + ¢| > |Q(w)* = |e| > (|e|* + |e] +1)* = |e| =
= [e[* +2[ef® + 3lc|* + |e] +1 > 3c]* + | + 1.

Turpinot sadi talak, ar matematisko indukciju var paradit, ka
Q™(w)] = (2" = 1)[e|* + | + 1.

Ta ka laba puse tiecas uz bezgalibu, kad n tiecas uz bezgalibu, tad ari
kreisa puse tiecas uz bezgalibu un w atrodas bezgalibas stabilitates kopa, ja
|w] > |c| + 1. Savukart, ja

meN QM w)| > el +1,
tad saskana ar ieprieks pieradito w € W*(00). Pretéja gadijuma

Vne N [Q"(w)| <[ +1,
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t.i., punkta w iteracijas ir ierobezotas.m

Teorema 8.3 (Izbegsanas kriterijs (the Escape Criterion)). Ja
2| > max{2, [c[ },

tad lim |Q7(2)| = oo.

Pieradijums. Piegemsim, ka z € C un |z| > max{2, |c| }, tad

|Qe(2)| =122+ | >z — || >

> |2 = || >
> 22 = |zl = (jo|z] > |e])
= [2l(z] = 1)

Ta ka |z| > 2, tad eksiste tads n > 0, ka |z| — 1 = 1 + . Savietojot ar
ieprieks atrasto nevienadibu, iegiisim

Qe(2)[ > (1 +n)lz].

Ar matematisko indukciju péc iteraciju skaita n tad var secinat, ka

Qe (2)] > (1 +n)" ||
un talab lim [Q7(z)| =o0c. m

Pilditas Dzulija kopus ziméSanas algoritms (vienkarsakais vari-
ants)

Apzimesim 7(c¢) = max{|c|, 2} — So skaitli sauc par Q. sliekSpa radiusu
(threshold radius). Ieverosim, ka péc Teoremas 8.3 jebkuram z € C eksisté
tada iteracija k € N, ka |Q¥(z)| > r(c); acimredzami, ka $aja gadijuma
punkta z orbita ”aizbég” uz bezgalibu un tapéec z ¢ K.. Nemot vera 3o
piezimi, var izveidot algoritmu, kur§ genere kopu K..

Izvelamies rinki ar centru koordinatu sakumpunkta un radiusu r(c) un
izveidojam $aja rinki tiklu ar noteiktu sola garumu (var izveléties art kvadratu
ar viduspunktu koordinatu sakumpunkta un ar malam, kuras divreiz lielakas
par 7(c)). Nofiksejam vislielako pielaujamo iteraciju skaitu N. Tad parstai-
gajam tikla acis z, meklejam So punktu iteracijas un veicam $adu darbibu:

1. ja 3k < N: |Q¥(2)| > r(c), tad iekrasojam punktu z baltu (vai —
neiekrasojam vispar);

2. ja Vk < N: |QF(2)| < r(c), tad iekrasojam punktu z melnu.
Tekrasotie punkti melnaja krasa veido pilditas Dzilija kopas aproksimaciju.
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m Definésim
Ly={z€C|lz| <r(c)}.
Apzimésim
L= Qc_l = {Z e C ‘ QC(Z) € Lo}

Var apgalvot, ka L_1 C L. Ja ta nebutu, tad eksistétu tads w € L_1 \ Lo,
kuram |w| > r(c). Pec Izbégsanas kriterija seko, ka |Q.(w)| > |w| > r(c),
kas ir pretruna ar Q.(w) € Lo.

Definesim kopas

Loo=Q; (L), Los=Q: (L2), s, Lop1 = Q. (Lp)-..

Tad jebkura kopa L_,, ir netuksa, jo ta satur vismaz divus ). nekustigos
punktus (tie ir vienadojuma 22 + ¢ = 2 saknes 219 = % + %\/1 —4c¢ € Ly).
Izpildas art ieklavums

LoDL 1DL 2D>...DL_,D..

un katra no kopam L_, ir slegta un ierobezota. Turklat

o
K. = ﬂ L_,=lim L_, (Hausdorfa metrika).
n—oo
n=0

Teverosim, ka Q. ' (K.) = K., jo L_,,_1 = Q. *(L_,). Bez tam, ta ka Q.
ir sirjekcija, tad Q.(K.) = K., t.i., K, ir invarianta kopa pret attelojumu
Q.. Lidzigas ipasibas var pieradit arT attieciba uz kopu J,. legiitais apkopots
sada teorema:

Teorema 8.4. Kopas K. un J. ir netuksas, slegtas, ierobezotas un
invariantas apakskopas kopa C.

Lai padaritu K. ziméjumu interesantaku, var katru no L_,, kopam iekrasot
atskiriga krasa vai ar1l L_o, iekrasot melnu, bet L_o,_1 baltu,n =0,1,2,...;
te paradas variaciju iesp€jas.

Talak analizesim kopu K, struktiiru. Nakosa lemma dos izpratni par K,
izskatu.

Lemma 8.1. Pienemsim, ka I' ir gluda (smooth), vienkarsa (simple) un
slegta (closed) likne (curve) telpa C. Tad kopai

QM) ={weC|Q.(v)el}

ir sadas 1pasibas:
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1. ja c atrodas I ieksiene, tad Q. (I') arT ir gluda, vienkarsa un slegta
likne. Eksisté injekcija starp Q. (T) ieksieni un I' ieksieni.

2. ja c atrodas uz I robezas, tad Q;1(I') ir gluda, astonniekam lidziga
likne. Eksiste injekcija starp abu pusu iekSienem un I iekSieni.

3. ja c atrodas arpus I', tad Q. (T) sastav no divam slégtam gludam
liknem un eksiste injekcija starp abu iekSienem un I' iekSieni.

Pieradijuma shema. Vispirms par terminologiju. Pienemsim, ka I C R
ir realu skaitlu intervals. Par Iikni sauc nepartrauktu funkciju I' : I — X,
kur vispariga gadijuma X ir topologiska telpa. Likni sauc par vienkarsu, ja
ta ir injekcija, t.i., Va,y € I: T'(z) = I'(y) = « = y. Likni sauc par slegtu, ja
I = [a;b] un I'(a) = I'(b). Par gludu likni sauc tadu likni I : I — R", kura
ir nepartraukti diferencéjama (Saja gadijuma X = R™ un likni var uztvert
ka vektorfunkciju) un kurai atvasinajuma modulis ir atskirigs no 0 jebkuram
intervala I punktam.

Seit apskatisim tikai ieskicetu gadijumu, ja I ir rinka linija. Pienemsim,
kazeT un z—c= |z —c|e?. Tad

wz:l:\/z—c::lz\/|z—c|e%.

Tris minetie gadijumi tad izskatas sadi:
1. ja c atrodas I iekSiene, tad attelojums z—c parbida rinka linijas centru
no sakumpunkta uz I ieksieni. Tapec Q. 1(I) izskatas ka 8.2.ziméjuma.

8.2.z1m.

2. ja c atrodas uz I' robezas, tad attelojums z — ¢ parbida rinka linijas
centru no sakumpunkta par punktu uz rinka Iiniju, precizak, par —c un mes
ieglistam rigka Imiju ', kura iet caur sakumpunktu. Tad Q(I") izskatas
ka 8.3.zZi1mgjuma.
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8.3.z1m.

3. ja c¢ atrodas arpus I', tad attelojums z — ¢ parbida I' par rinka
Iiniju I', kuras centrs atrodas arpuse. Saja gadijuma Qc_l(F ) izskatas ka
8.4.z1mejuma.

8.3.z1m.

Definicija 8.2. Kopu B C C sauc par sakarigu (connected), ja ta nav
apvienojums no divam disjunktam valejam netuksam C apakskopam. Kopu
B C C sauc par celveidigi sakarigu (pathwise connected), ja jebkuriem
diviem punktiem z; un zo no B eksiste tada nepartraukta funkcija F : [ =
[a;0] — B, ka f(a) = 2z un f(b) = z3. So funkciju F sauc par celu no z; uz
Z9.

Celveidigi sakariga kopa vienmer ir sakariga kopa, bet ne jebkura sakariga
kopa ir celveidigi sakariga. Gadijuma, ja B ir valeja kopa, tad Sie jedzieni ir
ekvivalenti.

Teorema 8.5. Ir speka sadi divi apgalvojumi:

1. Ja 0 € K., tad Dzilija kopa J. ir celveidigi sakariga.

2. Ja 0 ¢ K., tad Dzulija kopa J, ir pilnigi nesakariga un ir Kantora
kopa.
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(Kopu sauc par pilnigi nesakarigu, ja tas vienigas netuksas sakarigas apakskopas
ir viena punkta kopas.)

Dzilija kopas izskats var but loti atskirigs dazadam c vertibam. J.
var but vienkarSa slegta likne, ta var but sarezgitaka izskata likne, ta var
bit likne, kura neieklauj kopu ar ieksieni un J. var btut pilnigi nesakariga
kopa un Kantora kopa. Dzulija kopa ir simetriska attieciba pret koordinatu
sakumpunktu. Dazi piemeri apskatiti talakajos zimejumos.

8.5.ztim. J g3 un K_g3.

e
‘Iit_, ?“”‘Mg
io qu.._:rs\‘,w" 05 ?:}1;7
&
£

ol

8.7.zim. J_; un K_j.
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8.8.zim. K_q3.

8.9.ztim. K_14.

8.11.ztm. J_g1+0.8; un K_g1+0.8i (the Douady Rabbit).

Zimejumu kvalitate ir atkariga no izpildito iteraciju skaita. Ieprieks
redzamie zimé&jumi ir ieguti ar MATHEMATICA palidzibu, izpildot nelielu
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skaitu iteraciju, tapec nav uzskatami par preciziem Dziilija kopu attelojumiem.
8.12.zimejuma redzams, ka atskiras pilditas Dzulija kopas attels (pie ¢ =
0.36237 4 0.32¢), mainoties iteraciju skaitam (attels iegtts no
http://eldar.mathstat.uoguelph.ca/dashlock/ftax/Julia.html).

10 tterations 20 iterations 40 tterations

80 tterations 160 tterations 320 tterations

8.12.ztm. Ky 36237+0.32; attels, atkariba no ieraciju skaita.

Taja pasa interneta vietne atrodams precizaks Ky 36237+0.32; attels, kurs
iegtits, izpildot 600 iteracijas (8.13.ziméjums).

8.13.ztm. Ky 36237+0.32; attels, ieglits ar 600 iteracijam.
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Ka realizet MATHEMATICA? Dzilija kopu var iegtit ar sadu komandu
palidzibu:

wlz_]:={Vz — k,—V2z — k};
juliae_, z—, m_]:=ListPlot[{ Re[#],Im[#] } &@Nest [Flatten|
(Mapw,#].k—c),1]& {z},m],
AspectRatio—Automatic,Prolog—PointSize[0.004]];
julia[-0.39-0.581,2+1,15]
Konkretaja gadijuma tiks iegtit 8.10.zimejuma Dzilija kopa J_g.39_0.58;- Lai
ieglitu citas Dzilija kopas, pedeja rindina janomaina pirmais kompleksais
skaitlis, kur§ atbilst ¢ vertibai. Otrs skaitlis norada, ar kadu punktu ir
veiktas iteracijas, bet tresais skaitlis norada iteraciju skaitu. Ka jau mineéts
augstak, 8.5.-8.11.zimejumos iteraciju skaits nav liels.

Lai iegutu pilditas Dzulija kopas attélu, var izmantot sadu MATHE-
MATICA komandu virkni:

DensityPlot|[Length[FixedPointList[#2+0.377-0.2481 &,x+1 y,50,
SameTest— (Abs [#] > 2.0&)]],{x,-1.6,1.6}, {y,-1.2,1.2},
PlotPoints—100,AspectRatio— Automatic,
ColorFunction— (If[# > 1,RGBColor|0,0,0],RGBColor[1,1,1]]&)]

Seit ¢ vertiba ir noradita pirmajas ickavas. Iegitais attels redzams 8.14.zZimejuma.

(3813

b

=03

8.14.zim. K

ArT krasainu attelu var iegit ar MATHEMATICA palidzibu. Komandas,
kas dod 8.15.zimejuma redzamo attelu, ir sadas:

DensityPlot|[Length|Fixed PointList[#2+0.377-0.2481 & x+1 y,50,
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SameTest— (Abs[#2] > 2&)]], {z,—1.6,1.6}, {y,—1.2,1.2},
PlotPoints—100,AspectRatio— Automatic,
ColorFunction— (If[# > 1,RGBColor[0,0,0],Hue[#]]&)]

8.15.ztm. K.

Aizstajot skaitlus 50 un 100, pieaugs attela kvalitate un tas precizak
aproksimes atbilstoso pildito Dziilija kopu.
Dazi citi zimejumi no http://commons.wikimedia.org/wiki/Julia_set

8.16.ztim. Uzminiet, pie kadas ¢ vertibas?



8.17.z1m. K_(.15684—0.64971i-

8.18.z1m. Ko 285+0.013i-

n vel dazi no http://users.erols.com/ziring/mandel.html

8.19.z1m. K_.824-0.1711i

102
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8.20.z1m. K _(.496140.5432i

8.21.z1m. Ky .300283+0.48857

Mandelbrota kopa salidzinajuma ar Dzulija kopam ir daudz komplicetaka
kopa, bet arT daudz pievilcigaka un interesentaka kopa. To atklaja 1970.gadu
beigas Benua Mandelbrots. Kvadratiskas attelojumu saimes Q.(z) = 2% + ¢
gadijuma Mandelbrota kopa, kuru apzimesim ar M, ir izvietota parame-
tra c telpa un to var definet sadi:

M = {ce C|O(0) ir ierobezota orbita pie Q. }.

Citiem vardiem sakot, Mandelbrota kopa M sastav no tam parametru c
vertibam, kuram atbilstosas punkta 0 orbitas pie funkcijas ). netiecas uz
bezgalibu. Dabigi rodas jautajums, kapec interesejamies tieSi par punkta
0 orbttam un ko mes varam par tam pateikt? Idejas atbildei dod ieprieks
apskatita Teorema 8.5, no kuras varam konstatet sadu dihotomijas prin-
cipu:

Sekas Teoremai 8.5 (Principle of Dichotomy) Kvadratiskai attélojumu
saimei Q.(z) = 22 + c izpildas viens no diviem gadfjumiem:
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1. ¢ € M un atbilstosa Dzulija kopa J. ir celveidigi sakariga (pathwise
connected) vai

2. ¢ ¢ M un atbilstosa Dzulija kopa J. ir pilnigi nesakariga (var pieradit,
ka ta ir Kantora kopa).

Sis sekas dod noderigu Mandelbrota kopas raksturojumu. Varam teikt,
ka
M = {ce C|J, ir celveidigi sakariga kopa }.

Bet kapéc mes intereséjamies tiesi par punkta 0 orbitam? Atbildi dod sada
teorema:

Teoréma 8.6. (var but Fatou, Julia ka autori 777) Pienemsim, ka P ir
polinoms un zg ir pievelkoss polinoma P periodisks punkts. Tad eksiste tads
polinoma kritiskais punkts, kura orbita neiziet arpus punkta zg pievilkSanas
apgabala (saka, ka sads kritiskais punkts ietilpst 2z stabilitates kopa).

Sekas Teoremai 8.6. Ja polinomam (). eksisté pievelko§ periodiskais
punkts, tad ¢ € M.

Pieradijumu var atrast R.L.Devaney gramatas An Introduction to Chaotic
Dynamical Systems, sec.ed., Westview Press, 2003, 281-282.1apaspuses.

Atceresimies, ka punktu zg sauc par funkcijas f kritisko punktu, ja
f'(z0) = 0. Atliek pamanit, ka 0 ir vienigais kvadratiska polinoma Q.(z) =
2% + ¢ kritiskais punkts.

Talak izstradasim Mandelbrota kopas zimesanas algoritmu un meginasim
ieglit sapratni par ziméjuma ipasibam. Vispirms paradisim, ka Mandelbrota
kopa ietilpst noteikta ierobezota kompleksas plaknes apgabala.

Teorema 8.7. Mandelbrota kopa ietilpst slegta rinki ar radiusu 2 un
centru punkta 0, t.i.,
Mc{c|lcf <2}

Pieradijums. Pieradijums no preteja. Piepemsim, ka |¢| > 2. Ja
|z| > ||, tad

Quta)l = 12 e = 2 o+ £] 2 121 (121 = ) 2 sl = 0 = ke,

where k = |c¢| — 1 > 1. Tada gadijuma:
Qc(0) =c,
QZ(0)] = Qc(c)| = e[,

e

Qe (0)] > |efk™.
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Pedejo nevienadibu var pamatot ar matematisko indukciju: indukcijas baze
ir izpildita; ja tiek izdarits induktivais piepemums |Q7(0)| > |c[k" "L, tad

QETH0)] = Qe(Q2(0))] = Q2 (0) |k > |[k".
No iegutas nevienadibas seko, ka

lim [Q""1(0)| > lim |c|k™ = oo,
n—oo n—oo

tas nozime, ka ¢ ¢ M, tapéc kopa M var saturét punktus tikai no rinka ar

radiusu 2 un centru punkta 0. m

Mandelbrota kopas M zimeéSanas algoritms (vienkarsakais vari-
ants)

1. Fiksejam pielaujamo iteraciju skaitu N.
2. Izvelamies rezgi kompleksaja plakne kvadrata ar virsotnem

(=2-2), (=2;2), (2;2), (2, -2).
3. Katram c no rezga izskaitlojam punkta 0 pirmas N iteracijas

{Qc(0), Q2(0), ..., QX (0) }.

4. Ja 3k < N, ka QF(0) pamet fikséto kvadratu, tad ¢ ¢ M, un %o c
iekrasojam baltu (vai neiekrasojam vispar). Ja Vk < N iteracijas Q¥(0)
neiziet arpus fikseta kvadrata, tad pienemam, ka ¢ ¢ M, un $So ¢ iekrasojam
melnu.

St algoritma rezultata tiks iegiits atbilsto$s ziméjums, kas uzskatams
par vienu no Mandelbrota kopas aproksimacijam (skatit 8.22.zimejumu).
Jo lielaku iteraciju skaitu algoritma sakuma izvelesimies, jo precizaka biis
aproksimacija. Tapat zimejuma kvalitate bus atkariga no rezga izveles.
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-z -1k -1 -0k o 0.k

8.22.ztm. Mandelbrota kopa

Veiksim talak Mandelbrota kopas analizi, precizejot, kadas kompleksas
parametra vertibas c noteikti pieder Sai kopai. 8.22.zimeéjuma redzams,
ka Mandelbrota kopa satur kreisaja puseé rinki un labaja pusé kardioidu.
Kardioidas ieksienei piederosie ¢ visi ir tadi, ka Q.(z) eksiste pievelkoss
nekustigais punkts. Lai to pieraditu, pienemsim, ka z* ir Q.(z) pievelkoss
nekustigais punkts. Tad péc Teoremas 8.6. Sekam ¢ € M. Bez tam

Qe(2) =2 +c=zun (8.1)

|Qe(2)] =122] < 1.

Sadu punktu robeza ir |z| = % val z = %eia, 0 < 0 < 2m. Ievietojot &1s z

vertibas nekustigo punktu atrasanas vienadiba (8.1), iegtsim

Lo 1 o
c=ge" — e,
sis vienadojums apraksta kardoidu, ja 6 mainas no 0 lidz 27. (Tas atbilst
r = % — icos 0, 0 < 0 < 2m, polaro koordinatu sistema.) Tatad visas
parametra vertibas ¢, kuram @Q.(z) eksiste pievelkoss nekustigais punkts,
atrodas kardoidas ieksiene; 81 kardoida krusto x asi pie ¢ = % (ja @ =0) un
pie c = —2 (ja 0 = m).
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Ieverosim, ka no (8.1) nekustigie punkti ir

1—+1—4e¢

* *
7= ——F—— un 2y =

1++v1—4c
5 .

2

Tatad
QL) =1-vV1—4c un Q.L(z3)=1++1—4c,

tapec z; ir vienmer atgriidoss nekustigais punkts, bet 2] ir pievelkoss visam
tam c verttham, kuram |1 — /1 — 4c| < 1. Si pedeja nevienadiba izpildas
visiem tadiem realiem skaitliem c, vkuriem —% <c< %. Punkta ¢ = % varam
ieraudzit saddle node bifurcation. SIsituacija precizi atbilst reala attélojuma
Qc(z) = 2% + ¢, —% <ec< %, bifurkaciju diagrammai, kura redzams viens
zars (skatit 8.23.zimejumu).

I
|
| &
,
} ”||r
| (=

8.23.zim. Q.(r) = x? + c bifurkaciju diagramma (pakete
Phaser 3.0)

,

Bet 2] zaude pievilkSanas sp€jas, ja ¢ < —%, un paradas pievelkoss cikls
ar periodu 2 (t.i., funkcijai ir periodisks punkts ar periodu 2 un $aja punkta
funkcijas otras kartas iteracijas atvasinajums pec modula ir mazaks par 1).
Lai atrastu visus pievelkogos ciklus ar periodu 2, ir jaatrod Q?(z) nekustigie
punkti. Proti, ir jaatrisina vienadojums

(24 +c=2 vai (2424140 (2> +c—2)=0.
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(Funkcijas Q.(z) otrajai iteracijai Q2(z) ir jaiet caur nekustigajiem punk-
tiem, t.i., 22 4+ ¢c— 2z = 0, tapec (22 + ¢)? + ¢ — z dalas ar 22 + ¢ — z bez
atlikuma un dalijums ir vienads ar 22 + z + 1 +c¢.)
Vienadojuma
24 z4+14c=0 (8.2)

saknes Z] un Z ir Q.(z) periodiskie punkti ar periodu 2 (veido ciklu), tapéc
P2 yec=3% uni+c=3.
Ta ka
QP (2) = (2 +0)* + ¢) = 2(2% + ¢) 22 = 42(z% + 0),

tad
QP (51) = 451(5 + ¢) = 451 5.

Tiesi tapat otra periodiska punkta gadijuma:
QY (22) = 45:(3 + ¢) = 451 5.

Péc Vjeta teoremas vienadojuma (8.2) saknu reizinajums ir vienads ar vienadojuma
brivo locekli, t.i.,
Z1Z29 =1+ c.

Lai periodiskie punkti ar periodu 2 butu pievelkosi, funkcijas otras iteracijas
atvasinajumam periodiskaja punkta pec modula jabut mazakam par 1 (Teoréma
8.1), t.i.,

QDY (21)] = [(QP) (22)] = [4212] = |41 + ¢)| < 1.

Tadejadi parametra c vertibas, kuram eksisté pievelkoss Q.(z) cikls ar pe-
riodu 2, atrodas rinka |1+ ¢| = i ieksiene. ST rinka centrs ir punkta (—1;0)
un radiuss ir i. Uz x ass Sis rigkis atrodas starp —% un —%, bifurkaciju
diagramma 8.23.ztimejuma ir redzami divi zari, ja —% <c< —%

Ka redzams 8.22.zimejuma bez kardoidas un rinka Mandelbrota kopa
satur daudzus dazadus izvirzijumus (starus un sipolus (rays and bulbs)).
Nemot paliga bifurkaciju diagrammu no 8.23.ziméjuma, var izdarTt secinajumu,
ka katram Mandelbrota kopas izvirzijumam atbilst noteikts fragments bi-
furkaciju diagramma, kas pasaka, ka noteikts izvirzijums ir to parametru c
vertibu kopa, kuram eksiste Q.(z) noteikta perioda periodisku punktu kopa,
kura ir pievelkosa.

Teorema 8.6 apgalvo, ja Z ir kompleksa polinoma periodisks punkts, tad

tas pievelk kritisko punktu. Kvadratiskajam attelojumam Q.(z) vienigais
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kritiskais punkts ir 0. Izvelamies kadu no Mandelbrota kopas izvirzijumiem
un orientejosi nosakam ta centru ¢. Tada gadijuma orbita {Q%(0)} tiek
pievilkta noteiktam ciklam, kuru var noteikt skaitlosanas veida (eksperi-
menta ar datoru). Tam c vertibam, kuras tuvu izvirzijumu robezai, skaitlosanas
analize klust aizvien grutaka. Analitiska cikla noteikSsana daudzos gadijumos
var bt sarezgita.

Mandelbrota kopa ir simetriska attieciba pret realo asi, jo z? + ¢ ir
topologiski saistits attelojums ar 22 + ¢ (¢ = a — bi ir kompleksa skaitla
¢ = a + bi saistitais kompleksais skaitlis), tapéc to dinamika ir vienada.

Zimejot Mandelbrota kopu, ir jabut loti akuratam, lai no redzeta attela
nevaretu izdarit aplamus secinajums, jo gan dators, gan cilveks pielauj
skaitloSanas kltidas un 1pasi tadas rodas pie noapalosanas. Ja zimejot Man-
delbrota kopu izvelets slikts rezgis vai tiek veikts neliels skaits iteraciju, tad
var izveidot tadu zimejumu, kura Mandelbrota kopa sastav no vairakam
atdalitam kopam, bet ta tas nedrikstetu but.

Teorema 8.8. Mandelbrota kopa ir sakariga.

Pec Definicijas 8.2 tas nozimé, ka Mandelbrota kopa nav apvienojums
no disjunktam valegjam kopam. Teorémas pieradijums balstas uz ideju, ka
Mandelbrota kopu var apskatit ka Rimana sferas C = C U {oco} apakskopu,
izmantojot stereografisko projekcijas metodi. Tad Mandelbrota kopa ir
sakariga, ja tas papildinajums kopa C ir sakariga kopa, t.i., ja taja nav
"caurumu”. Rimana teoréma par attelojumiem apgalvo, ka tada sakariga
kopa, kas nav visa kompleksa plakne, ir homeomorfa vienibas rinkim. Ir
speka armT Rimana teorémas par attelojumiem apgriezts apgalvojums: ek-
sisté attelojums no vienibas rinka A = { z| |z| < 1} Mandelbrota kopas M
papildinajuma (uz sferas), tapec M papildinajums ir sakariga kopa. Minétais
attelojums ¥ : A — C tiek definets sadi:

1
U(z) = ;+b0+b12+b2z2+....

Attelojums W parada iespeju, ka uzzimet Mandelbrota kopu ar citu metodi
neka ieprieks tika aprakstits. Attélojuma ¥ sakuma dala z — % attelo
vienibas rinka A iekSieni par ta arieni, preteja orientacija, pie tam centru 0
attelojot par oo. Pakapju rindas b + b1z + baz? + ... locekli pievieno mazas
deformacijas, padarot M arienes attélu pie ¥ par A arieni. Rinka Iinijas
|z| =7, r < 1, attels pie ¥ ir vienkarsa sleégta likne, kas ierobezo apgabalu,
kura atrodas M.

Pakete MATHEMATICA Mandelbrota kopas ziméjumu var iegtit ar sadu
komandu palidzibu:
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DensityPlot[Length[Fixed PointList[#2 +x+1y &,x+1 y,50,
SameTest—(Abs[#2] > 2.0&)]], {z, —2,0.5}, {y, —1.2,1.2},
Mesh—False,AspectRatio— Automatic,Frame— False, Axes— True,
PlotPoints—300, ColorFunction— (If[# > 1,RGBColor[0,0,0],Hue[#]]&)]

Saja gadijuma ir izmantots vienkarsakais zimesanas variants, parstaigajot
parametra c iespejamo punktu kopu, proti, realas vertibas no —2 Iidz 0.5 un
imaginaras vertibas no —1.2 lidz 1.2. Iteraciju rekinasana tiek apstadinata,
ja
1) iteraciju skaitam neparsniedzot skaitu 50, iteracijas vertiba ir lielaka vai
vienada ar 2 (Teorema 8.7, ka arl noverojums, ka punkta 0 un punkta c
orbita pie Q. konverge uz vienu un to pasu robezu: 0, ¢, c2+¢, (c2+c)%+c,...)
— Saja gadijuma c nepieder Mandelbrota kopa, bet, lai iegtitu krasainaku
ziméjumu, atkariba no ta, cik iteracijas ir izpilditas, punktu iekraso noteikta
krasa;

2) iteraciju skaits sasniedz 50 un iteraciju vertibas ir mazakas par 2 —
Saja gadijuma tiek uzskatits, ka ¢ pieder Mandelbrota kopai un punkts tiek
iekrasots melna krasa.

Izpildito komandu rezultata iegutais atteéls redzams 8.24.zimejuma.

-z -1.&8 -1 -0 & o] oL

8.24.ztm. Mandelbrota kopa

8.25.zimejuma redzamas krasu joslas norada uz izpildito iteraciju skaitu,
pie kura iteracijas vertiba ir lielaka vai vienada par 2 un tadejadi pamet Man-
delbrota kopas apkartni. Krasu joslu var iegut ar sadam MATHEMATICA
komandam:
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DensityPlot[x, {z, 1,50}, {y, 0,1} ,PlotPoints— {50, 2},AspectRatio— 0.1,
ColorFunction—(If [# > 1,RGBColor[0,0,0],Hue[#]]&)]

n o i1 4 1)

8.25.zim. Krasas, kas parada, pec cik iteracijam ¢ pamet
Mandelbrota kopas apkartni (> 2)

Saglabajot So krasu spektru, bet atskirigs ir iteraciju skaits, veidoti
nakamie ¢etri zimejumi.

Mandelbrota kopa tiek uzskatita par daleji paslidzigu. To var noverot,
apskatot aizvien tuvak un tuvak dazadus kopas izvirzijumus. Nakamie
zimejumi ieguti ar tam pasam MATHEMATICA komandam ka pati Man-
delbrota kopa, tikai mainits apskatamais apgabals, iteraciju skaits un rezga
blivums.

8.26.z1mejuma c izvelets no taisnstira, kuram reala dala ir no —1.5 Iidz
—1.3 un imaginara dala no —0.1 lidz 0.1, iteraciju skaits — 100, PlotPoints
— 300.

—0.05

-0.1 - L
-1.& -1l.4% -1l.4 -1.2E& =13

8.26.ztm. Mandelbrota kopas dala

8.27.z1méjuma c izvelets no taisnstira, kuram reala dala ir no —1.5 lidz
—1.45 un imaginara dala no —0.025 lidz 0.025, iteraciju skaits — 200, Plot-
Points — 300.
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0.0l

-0.01

-0.02

-1.5 -1.49 -1.48 -1.47 -1.46 -1.45

8.27.ztim. Mandelbrota kopas dala

8.28.zimejuma c izvelets no taisnstura, kuram reala dala ir no —1.458
lidz —1.456 un imaginara dala no —0.001 lidz 0.001, iteraciju skaits — 300,
PlotPoints — 350.

o.o0L -

o.oons

—0.000s

—0.001 |
-1l.458 -1 4575 -1.457 -1.4565 -l.45%

8.28.z1m. Mandelbrota kopas dala

8.29.zTmejuma c izvelets no taisnstiira, kuram reala dala ir no —1.4565
lidz —1.4560 un imaginara dala no —0.00025 Iidz 0.00025, iteraciju skaits —
300, PlotPoints — 350.
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o.oooz b

0.0001 Fpy o

-0_0001 F

—0_000E -I L

-1_ 4865 -1_4864 -1_4863 -1 _486Z -1_4861 -1_4E86

8.29.ztim. Mandelbrota kopas dala

Lidzigu attelu (8.30.zimejums) ka pati Mandelbrota kopa var ieraudzit,
ja c izvelets no taisnstiira, kuram reala dala ir no 0.347 Iidz 0.367 un ima-
ginara dala no 0.636 lidz 0.656, iteraciju skaits — 200, PlotPoints — 350.

0. 655

0.&45

0_35 0.3E5 0.2 0. 365

8.30.zim. Mandelbrota kopas dala

8.30.ztimejums no iepriekseja atskiras tikai ar krasu salikumu; Seit no-
mainita komanda Hue[#] ar Hue[l — #].
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0. 658

0. &4k

0.3k 0. 3EE 0. 2e 0,368

8.31.ztim. Mandelbrota kopas dala

Komplekso funkciju dinamika ir parsteidzosa un glaba vel daudzus noslépumus.



