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Kompleksa mainiga funkciju teorija

Kompleksa mainiga funkciju teorija ir matematiska analize
funkcijam ar kompleksu mainigo.

@ Kompleksie skait|i un ar tiem saistita imaginara vieniba
i = +/—1 pirmo reizi mingta Dz. Kardano darbos 1545. gada.

@ Sistematisku komplekso skaitu teoriju izveidoja L. Eilers
(1707-1897).

o Talaka kompleksa mainiga funkciju teorijas attistiba lieli
nopelni ir O. Kosr (1785-1857), K. VeierStrasam (1815-1866)
un B. Rimanim (1826-1857).
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Komplekso skait|u pielietojumi

o Kompleksie skaitli izradas piemerots matematiskais modelis
dazadu fizikalu procesu aprakstiSanai (optika, kvantu
mehanika u.c.).

@ Kompleksie skait|i un ar tiem saistita funkciju teorija veido
realu praktiska rakstura uzdevumu risinasanas metodi.

@ Petot funkcijas ar kompleksu mainigo, iespgjams daudz dzilak
un pilnigak izprast vairakas reala mainiga funkciju Tpasibas.




Kompleksie skait]i

Komplekso skait|u definicija
Par komplekso skait|u kopu C sauc sakartotu realo skait|u paru
(x; y) kopu, ja katriem diviem pariem (x1;y1) un (xo; y2) no $is
kopas aksiomatiski ir defineta vienadiba, summa un reizinajums
sada veida:
@ (x1;y1) = (x2:¥2), tad un tikai tad, jax; = xp un y; = y»
Q (x1:y1) + (x2iy2) = (a + x2iy1 + y2)
Q (x1iy1) - (x2iy2) = (axe — y1yai xay2 + xoy1)




Kompleksie skait]i Funkcijas Atvasinajums Integralis

@ Komplekso skaitlu geometriska interpretacija.

e Komplekso skait|u trigonometriska forma (kompleksais skaitlis
pierakstits polarajas koordinatés)un eksponentforma.

o Kompleksa skait|a arguments ¢ = Arg z := arctan £ + 27k,
kur k € Z.
o Kompleksa skaitla modulis r = |z| := 1/x? + y2.
x + iy = r(cos ¢ + isin @) = r - e/® (leglistam, izmantojot
Eilera formulu.)

@ Algebriskas darbibas ar kompleksajiem skait)iem: starpiba,
dalfjums, kapinasanas un saknes vilk$anas darbibas (daudzas
veértibas iegust, nemot dazadus k).

o Eksponentoperacija: €7 := eXt¥ = eX(cosy + isin y)

o Logaritms Lnz :=In|z| + i(argz + 27k), k € Z



Kompleksie skait]i

Trigonometriskas un hiperboliskas operacijas

. iz e—iz
sinz := -
2i
eiz+ e iz
CoS Z =
2
Si cos z
tgz = tgz := —
cos sin z
Z z
—e
shz:=
2
e+ e ”?
chz:=
2
sh z chz
thz .= — hz:=—
chz shz




Kompleksie skait]i Funkcijas Atvasinajums Integralis

@ Liniju uzdosana kompleksaja plakne:
o Parametriska forma: z = x(t) + iy(t) vai z = r(t) - /), kur
t € [a,b] C R (piem. nogrieznis)
o Apslépta forma: F(Re(z),Im(z),|z|,arg(z)) = 0 (piem. rinka
linija)
@ Apgabali kompleksaja plakne.
Apgabala definicija
Kopas akumulacijas punkts
Apgabala kontiirs 9D = D\D
n-kart sakarigs apgabals
Apgabalu uzdosana
o F(Re(z),Im(z),|z|,arg(z)) <0
@ Uzdodot konturus un noradot to apejas virzienu.



Funkcijas

Bezgaligi tala punkta jedziens
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Kompleksa mainiga funkcija

Par kompleksa mainiga funkciju f : D — E sauc attelojumu, kas
katram z € D piekarto w € D (D, E c C).

@ |zskir vienvertigas un vairakvértigas funkcijas.
@ Vienlapaina funkcija

@ Funkciju uzdosanas veidi




Atvasinajums

Kompleksa mainiga funkcijas robeza

Skaitli wy € C sauc par funkcijas w = f(z) robezu, kad z — zy (2o
ir akumulacijas punkts), ja

Ve>0 30>0:0<|z—2| <0 = |f(z0) — wp| <e.
Atskiriba no reala mainiga funkcijam Seit tiekSanas notiek no
bezgaligi daudziem virzieniem.

Robezas Tpasibas

w=f(z),w=u+iv,z=x+iy
© Unitate.

© RobeZa komuté ar saskaitianu, reizinaganu, dalidanu*.

© Ilim f(z)=u+ ivo< lim u=upun lim v =y
z—2Z z—2Z) Zz—2)




Atvasinajums

Funkcijas nepartrauktiba

Funkciju w = f(z) sauc par nepartrauktu punkta z, ja
lim f(z) = f(z).
z—2Z)

Punkta zg nepartrauktu funkciju summa, reizinajums, dalijjums*,
kompozicija ir punkta zy nepartraukta funkcija.

Funkcijas atvasinajums

Par funkcijas w = f(z) atvasinajumu punkta zy sauc
. f(z20+ Az) — f(z)
lim

Az—0 Az

Ipasibas analogas reala mainiga funkcijas atvasinajumam.




Atvasinajums

Atvasinajuma eksistences pietiekamie un nepiecieSamie nosacijumi

Lai funkcijai w = u + iv = f(z) (z = x + iy) eksistétu
atvasinajums punkta zg € D ir nepiecieSami un pietiekami, lai
@ Funkcijas u un v ir diferencéjamas punkta zy
@ Kosi-Rimana nosacijumi:

Ju Ov
(1) X @
ou ov
Q @ = _87
Ja funkcijai w = f(z) eksiste atvasinajums punkta z = x + iy, tad
tas aprekinams ka w’ = f/(z) = Ou = i@
G N  Ox  Ox

Analttiska funkcija

Ja funkcija ir w = f(z) ir atvasinama kada punkta zy apkartng,
tad to sauc par analitisku punkta zp.




Konformie attelojumi

Attelojumu sauc par konformu punkta zy, ja
@ Sis attelojums punkta zy saglaba lenkus starp [Tnijam.
@ Deformacijas koeficients jebkurai gludai lnijai punkta zy ir
viens un tas pats.

Analitiskas funkcijas ir 1. veida konformi attelojumi.

Apgabalu kontiru atbilstibas princips

Ja apgabalu D ierobezo vienkarsa, gluda linija L un attélojums

f : D — G ir konforms apgabala D un nepartraukts slegta
apgabala D, tad funkcijas w = f(z) attelo apgabala D kontiiru par
apgabala G konturu.




Atvasinajums

Rimana teorema

Ja vienkartsakarigu apgabalu D un G konturi 0D un JG sastav no
vairak ka viena punkta, tad eksisté tada analitiska funkcija f(z),
kas konformi attelo D par G. Pie tam sadu funkciju ir bezgaligi
daudz.

Lai funkciju noteiktu viennozimigi, var izmantot kadu no Sadiem
normesanas nosacrjumiem:

o wi = f(z1), wo = f(22), wz = f(z3),

® wy = f(z0) un arg f'(zy) = ap.




Integralis

Integralis

@ Ja f(z) ir nepartraukta, tad integralis (1) eksiste.

@ Integralis ir linears funkcionalis.
@ Vc € L(a,b) ir pareiza vienadiba:

/ f(z)dz + f(z)dz = / f(z)dz.
L(a,c) L(c,b) L(a,b)

O [/, f(2)dz| < [, [f(2)] |dz|
Q Jiapydz=b-a




Integralis

KosT teorema vienkartsakarigam apgablalam

Ja funkcija f(z) ir analitiska apgabala D tad jebkuram apgabala D
esosam konturam C

féf(z)dz = 0.

KosT teorema vairakkartsakarigam apgabalam

Ja funkcija f(z) ir analitiska apgabala D, un nepartraukta slegta
apgabala D un apgabala D pilnais kontirs I sastav no galiga
skaita rektificejamam [inijam, tad

j{ f(z)dz =0.




Integralis

Integralis ar mainigu augsejo robezu

Apskatam funkciju f, kas ir analitiska integracijas konturu saturosa
vienkartsakariga apgabala D. Tas nozimée, ka integrala vertiba nav
atkariga no cela formas, bet tikai no galapunktiem. Aplukojam
integrali ar mainigu augsejo robezu

F(z) = / “f(2)dz

© F(z) ir analitiska
@ F'(z) = f(z), jeb f ir funkcijas F primitiva.




Integralis

Integralis ar mainigu augsejo robezu
F(z) = / f(2)dz
a

Nutona-Leibnica teorema
Analitiskai funkcijai f(z)

/z ? f(2)dz = F(z) — F(z),

1

kur F(z) ir jebkura funkcijas f(z) primitiva funkcija.




Integralis

Kosr integrala formula

Ja funkcija f(z) ir analitiska un ierobezota vienkartsakariga
apgabala D un nepartraukta D, tad Vz € D

KosT integralas formulas sekas.

Funkcijas f(z) augstakas kartas atvasinajumiem

, n! F(¢
Fi(z) = o ]gD (= (Z))n+1dC




Integralis

Modula maksimuma princips

Ja funkcija f ir analitiska apgabala D, nepartraukta slegta
apgabala D un f(z) # const, tad |f(z)| savu maksimalo vértibu
sasniedz uz apgabala D pilna kontiura.

Modula minimuma princips

Ja funkcija f ir analitiska apgabala D, nepartraukta slégta
apgabala D un f(z) # const, un |f(z)| # 0 tad |f(z)| savu
minimalo vertibu sasniedz uz apgabala D pilna kontura.

Liuvilla teorema

Ja funkcija f ir analitiska un ierobezota valgja kompleksa plakng C,
tad f(z) = const.

Morera teorema

Ja funkcija f ir nepartraukta vienkartsakariga apgabala D un katrai
slegtai nijai L C D ir speka [, f(z) =0, tad f(z) € A(D).




Funkciju rinda

Par funkciju rindu apgabala D sauc

+0o0
S(z) = Z fo(2).
n=0

Veierstrasa teorema

Ja funkciju rindas locekli f,(z) ir analitiskas funkcijas apgabala D,
nepartrauktas apgabala D un funkciju rinda vienmerigi konverge uz
apgabala D pilna kontura I, tad

o funkciju rinda konverge vienmérigi apgabala D,

e rindas summa S(z) ir apgabala D analitiska funkcija,

@ apgabala D rindu var atvasinat pa locekliem pec patikas
daudz reizu,

@ atvasinajumu rinda vienmerigi konverge katra apgabala
Dy C D.




Pakapju rinda

Par pakapju rindu sauc

+oo

5(z) =) calz — 20)".

n=0

1. Abela teoréma

Ja pakapju rinda konvergg punkta z; # zj, tad ta absoluti
konverge rinki |z — zy| < |z1 — 29|, bet ja ta diverge punkta z, tad
ta diverge apgabala |z — z| > |22 — 2]




Rindas

Konvergences radiusa atrasana

@ Dalambera formula:

. o)
R= lim 7.
N—+00 | Cpiq
@ Kosi-Adamara formula:
= limsup 1/ |cn

@ Ja M ir to punktu kopa, kuros S(z) nav analitiska, tad

R = mi — Zz9|.
znéll\r}\z 70|
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