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1 Teoretiskais pamatojums
Teorema 1 Silvestra kriterijs:

Lai simetriska n X n -matrica A butu pozitia, t.i., A > 0 , nepieciesami
un pietiekama, lai visi tas galvenie minori butu nenegativi.

Teorema 2 Ja
(i) funkcija f:[a;b] x R x R — R pieder klasei C3([a;b] x R x R)

(i1) katram realam x funkcija (u,§) — f(x,u,§) ir izliekta attieciba pret
saviem argumentiem

(i11) funkcija ug : [a;b] — R apmierina Eilera vienadojumu

d
|l uo(@), ©lemiyio)]| — £il 002 humanio) = 0, @ € (a,0)

un robeznosacijumus

up(a) = A wuy(b) = B,

tad ug 1r problemas

ue CY(
u(a) = A
u(b) = B

atrisinajums.
Teorema 3 Ja
(i) funkcija f:[a;b] x R x R — R pieder klasei C3([a;b] x R x R)

(i1) katram realam x funkcija (u,§) — f(x,u,§) ir izliekta attieciba pret
saviem argumentiem



(i1i) funkcijaug : [a;b] — R apmierina Filera vienadojumu ar robeznosacijumiem

d
i w0(@), Olemiyio)]| = Filw 1 0@ hamanio) = 0, @ € (a,)

fé($7u0($)7£)|£:u6(m), e=a = 0, fé(l'a u()(£)a€)|§:u6(z), e=b =0

tad ug ur problemas

I(u) = [ f(z,u(z),d(x))dx — min

atrisinajums.



2 Uzdevumi

1. uzdevums:

1
:fu’2+38x uldz — min
L0

Atrisinajums:

Saja uzdevuma zemintegrala funkcija ir
fz,u, &) = & + 382%u

Acimredzami, ka §1 funkcija ir analitiska visiem tas argumentiem, tatad
ietilpst C3([0;1] x R x R) klase un izpildas [Teorema 2] pirmais nosacijums.
Lai paraditu [Teoréma 2] otro nosacijumu, japarada, ka funkcijas (u,§) —
f(z,u, &) otras kartas atvasinajumu matrica pec argumentiem w un & ir
pozitiva jeb ta ir izliekta attieciba pret Siem argumentiem. ST matrica ir

T fhL_ (20
1/1,,5 ;,u - 00

un viegli parbaudit, ka tas visi tr1s galvenie minori ir nenegativi. Pec [Teorema
1] seko, ka matrica ir pozitiva.

Tatad, ja Eilera vienadojumam ar robeznosacijumiem eskistes atrisinajums,
tas ar1 bus problemas atrisinajums. Risinam Eilera vienadojumu:

d 2
dx[2u< x)] — 38z =0

19
u’(x) = gx + Cl
1
u(z) = 1—23: + Ciox + Cy

Ievietojot robeznosacijumus, atrodam konstantes:

Co=0 = Cy = 12
B4+C1+Cy=0 Co =0
Tatad problemai atrisinajums eksiste un tas ir

u(z) = (o'~ 2)
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Minimala funkcionala I(u) vertiba ir
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2. uzdevums:

1

I(u) = [ gzu*de — min
0

ue Ct

u(0) =0

u(l) =1

Atrisinajums:

Saja uzdevuma zemintegrala funkcija ir

g = ¢

1+
Acimredzami, ka §1 funkcija ir analitiska visiem tas argumentiem un ietilpst
C3([0;1] x R x R) klase un izpildas [Teorema 2] pirmais nosactjums. Lai
paraditu [Teorema 2] otro nosacijumu, japarada, ka funkcijas (u, &) — f(x,u,§)
otras kartas atvasinajumu matrica pec argumentiem u un £ ir pozitiva jeb ta
ir izliekta attieciba pret siem argumentiem. ST matrica ir

" " 12 ¢2
(5 5= o)
un redzams, ka tas visi tris galvenie minori ir nenegativi, jo z +1 > 0 un
£? > 0. Pec [Teorema 1] seko, ka matrica ir pozitiva.



Tatad, ja Eilera vienadojumam ar robeznosacijumiem eskistes atrisinajums,
tas arl biis problemas atrisinajums. Risinam Eilera vienadojumu:
d 4
dx [1 +x
4
1+z

u'(:zc)?’} =0

u'(z)? = Cy

)
4

330 4 ~ 330
u) = 2L ni v o, 6 =3

levietojot robeznosacijumus, atrodam konstantes:

le“‘CQ:O
Ci2v/2+Cy =1

W(2) = {f (1 +2)s

N 1
{ Cr = 2V2-1
C2= 37

Tatad problemai atrisinajums eksiste un tas ir

(I+z)yVi+z—1
2v/2 -1

u(z) =

0. 8¢

0.6}

0.4;

0.2




Minimala funkcionala I(u) vertiba ir

1+ 2)YT+a—1 64
I<( Tovite ) = ~ 0,675182. ..
2v2 -1

C27(292 —1)3
3. uzdevums:

1
I(u) = [[u”+ u* + z*u)dx — min
0

Atrisinajums:
Zemintegrala funkcija ir

flz,u,&) =& +u” +2°u

ST funkcija ir analitiska visiem tas argumentiem un tadel arT ietilpst klase
C3([0;1] x R x R) un izpildas [Teorema 3| pirmais nosacijums.

[Teorema 3] otro nosacijumu pierada, paradot, ka funkcijas (u,§) +—
f(z,u, &) otras kartas atvasinajumu matrica pec argumentiem w un & ir
pozitiva jeb ta ir izliekta attiectba pret argumentiem u un &. ST matrica

ir
et ) "\ 2

Acimredzams, ka tas visi tris galvenie minori ir pat pozitivi. Pec [Teorema

1] seko, ka matrica ir pozitiva. Tatad izpildas [Teoréma 3| (7i) nosacijums.

Tatad, ja Eilera vienadojumam ar robeznosacijumiem eskistes atrisinajums,
tas arT bis problemas atrisinajums. Risinam Eilera vienadojumu:

di:lt [2u’(:v)} —2u(z) —2* =0

2u"(z) — 2u(z) —2* =0

Ta ka st diferencialvienadojuma harakteristiskas saknes ir +1, tad st homogena
diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir forma

up(z) = Cre” + Cre™™

Ta ka st diferencialvienadojuma nehomogena dala ir otras kartas polinoms,
tad arl parcialais atrisinajums biis otras kartas polinoms Ax? + Bx + C.
levietojot, iegtisim konstantes A, B un C"

4A —2A2° —2Bx —2C — 22 =0



—2B =
—2A—1=
—_1

2

B=0
=1

_1

12 —1 un sakotngja diferencialvienadojuma

Tatad parcialais atrisinajums ir u,(x) =
visparigais atrisinajums ir

1
u(z) = Cre® + Che™™ — §$2 -1

Konstantes C; un Cy atrodam, ievietojot visparigo atrisinajumu Eilera robeznosacijumos:

{ fé(%’,u(m),f)k:u,(x)’ 2=0 =0
ffl(x7 u(x)7§)|§:u’(x), =1 — 0

{ u'(0) =0

wW(1)=0
Ta ka v/(z) = Cie” — Cre™™ — x, tad
Cl — 02 =0 o o (&
{ Cre—G—1 7 G=C=5
Tevietojot, ieglist, ka u(z) = 5% (e” + ¢ ™) — 32% — 1, kas pec [Teorema 3]

ar1 ir problémas atrisinajums. Funkcionala vertiba Sai funkcijai ir I(u) =
137-17¢% .,
G0 0.z ~ —0,029702. ..
-0.15
-0.155
-0. 16
-0. 165
-0.17
-0.175

0.2 0.4 0.6 > 1
-0.185

4. uzdevums:

1
I(u)= [ [(1 + u?)u? + —=u? + usin u} dx — min
0

1+x
ueC!



Atrisinajums:

Saja uzdevuma zemintegrala funkcija ir

u? + usinu

fla,u, &) = (1+u”)€" +

1+z

Fiksejam = € [0; 1]. Novertejot funkciju f no apaksas, iegustam:

flz,u, &) = (1+u?)* + H—%UQ + usinu > %u2 + usinu
Tagad apskatam divus gadijumus:

o u € (—o0;—2) U (2;400)

o uc[—2;2]
Apskatot pirmo gadijumu, izmantojam apsverumu, ka

usinu = —|u| - |sinu| = —|ul

Tadel f(x,u,§) > %uZ — |u|. Vienkarsu apsverumu de] secinam, ka dotaja
intervala (—oo; —2)U(2; +-00) funkcija $u®—|u| pienem tikai pozitivas vertibas.

4

3t

-4 - 2 4

Tadejadi arT f(z,u, &) > 0, kad v € (—o0; —2) U (2; +00).
Apskatot otro gadijumu, izmantojam faktu, ka usinu > 0, kad v atrodas
intervala [—2, 2], jo abu funkciju « un sinu zimes sakrit:



Tadejadi f(z,u,§) > ju® + usinu > tu® > 0. Viegli pamanit, ka f var
pienemt nulles vertibu tikai tad, kad u = 0.

Tatad mes ieguvam, ka funkcija f pienem nenegativas vertibas. Tadel
1

art [(u) = [ f(z,u,&)dz > 0. Vienkarsi parbaudit, ka funkcijai u(z) = 0
0

funkcionala I(u) vertiba ir 0. Lai paraditu, ka tas ir problémas atrisinajums,
ir japarada, ka jebkurai citai funkcijai no C*([0; 1]) klases funkcionala vertiba
parsniedz 0.

Pienemsim, ka funkcija u(z) nav ekvivalenta 0. Tatad 3z : u(zg) # 0.
Ta ka u € C'([0;1]) D C([0;1]), tad

Je>0: Ve e[z—gax+e|Nn[0;1], u(x) >0

Vienkarsibas péc kopu [z — ;2 4+ €] N [0; 1] apzimésim ar B. Ta ka kopa B
ir kompakta un u ir nepartraukta, tad

dz,, € B: Vx € B, u(z) > u(zr,) =90>0

Skaidrs, ka B ir nenulles garuma intervals, tadel |B| = L > 0. Apskatam
sakotnejo funkcionali I(u):

I(u):/lf(x,u,g)dx:/f(x,u,{)dx+ / fz,u,&)dx >

reB z€[0;1\B



> / flz,u,&)dx > / ddx > |B|-d = Lo >0,
z€B o
kas ar1 bija japierada.
Tatad problemas atrisinajums ir funkcija u(z) = 0 un funkcionala vertiba
Sai funkcijai ir 0.
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