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MĪLIJA MAŠĪNAS
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Pieņemsim, ka 〈Q, A,B, ◦, ∗〉 ir Mı̄lija maš̄ına un λ ∈ M ⊆ A∗, tad

q′ ∼
M

q ⇔
def

∀u ∈ M q′ ∗ u = q ∗ u.

Šai gad̄ıjumā teiksim, ka stāvokļi q, q′ ir neaťsķirami kopā M . Pretējā gad̄ıjumā
teiksim, ka stāvokļi q, q′ kopā M ir aťsķirami, un lietosim pierakstu q′ 6∼

M
q.

Kopā A∗ neatšķiramus stāvokļus q, q′ sauc par neaťsķiramiem stāvokļiem,
un lieto pierakstu q′ ∼ q. Kopā A∗ atšķiramus stāvokļus q, q′ sauc par
aťsķiramiem stāvokļiem, un lieto pierakstu q′ 6∼ q.

[q]M ↽ {q′ | q′ ∼ q},
RV (M) ↽ {[q]M | q ∈ Q}.

Defin̄ıcija 1. Kopas Q sadal̄ıjumu S sauc par kopas Q sadal̄ıjuma S ′ apakšsadal̄ıjumu,
ja

∀s ∈ S ∃s′ ∈ S ′ s ⊆ s′.

Pieņemsim, ka M un N ir kopas A∗ apakškopas, tad

MN ↽ {uv |u ∈ M ∧ v ∈ N}

Lemma 2. RV (M ∪ AM) ir sadal̄ıjuma RV (M) apakšsadal̄ıjums.

2 Ja q′ ∼
M∪AM

q, tad q′ ∼
M

q.

Lemma 3. Ja RV (M) = RV (M ∪ AM) un q1 ∼
M

q2, tad q1 ∼ q2.

2 Pieņemsim, ka

K ↽ {{q1, q2} | q1 ∼
M

q2 ∧ q1 6∼ q2}

Katram kopas K pārim eksistē tāds vārds v(q1, q2), ka

q1 ∗ v(q1, q2) 6= q2 ∗ v(q1, q2),

taču visiem ı̄sākiem vārdiem v ir spēkā vienād̄ıba q1 ∗ v = q2 ∗ v.
Apskatam kopu

K ′
↽ {v(q1, q2) | {q1, q2} ∈ K}
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Šai kopā K ′ ir pats ı̄sākais vārds v′ tai noz̄ımē, ka visi pārejie š̄ıs kopas vārdi
v nav garāki par šo vārdu v′. Pieņemsim, ka {q′1, q′2} ∈ K un q′1 ∗ v′ 6= q′2 ∗ v′.
Ja reiz v′ ∈ K ′, tad šāds pāris {q′1, q′2} eksistē.

(i) Vai |v′| = 1?
Pieņemsim, ka |v′| = 1, tad eksistē tāds a ∈ A, ka v′ = a. No šejienes

q′1 ∗ a 6= q′2 ∗ a un a ∈ M ′
↽ M ∪ AM,

jo λ ∈ M . Tā kā RV (M) = RV (M ′), tad q′1 ∼
M ′

q′2. Pretruna, jo tikko

secinājām, ka q′1 ∗ a 6= q′2 ∗ a.
Tātad |v′| 6= 1.
(ii) Pieņemsim, ka |v′| > 1, tad v′ = au, kur a ∈ A un u ∈ A+.
Ko var teikt par stāvokļiem q′1 ◦ a un q′2 ◦ a?
Skaidrs, ka q′1 ∗ a = q′2 ∗ a, jo |a| = 1 < |v′|, un kopā K ′ nav par vārdu v′

ı̄sāka vārda. No šejienes q′1 ◦ a 6= q′2 ◦ a. Citādi nav iespējams, ka

(q′1 ∗ a)#(q′1 ◦ a ∗ u) = q′1 ∗ au = q′1 ∗ v′

6= q′2 ∗ v′ = q′2 ∗ au = (q′2 ∗ a)#(q′2 ◦ a ∗ u)

a) Vai q′1 ◦ a ∼
M

q′2 ◦ a?

Pieņemsim, ka tas tā ir, tad

{q′1 ◦ a, q′2 ◦ a} ∈ K un u ∈ K ′.

Pretruna, jo |u| < |v′|; kopā K ′ nav par vārdu v′ ı̄sāka vārda.
Atliek tikai otra iespēja.
b) Pieņemsim, ka q′1 ◦ a 6∼

M
q′2 ◦ a, tad eksistē tāds w ∈ M , ka

q′1 ◦ a ∗ w 6= q′2 ◦ a ∗ w

Skaidrs, ka aw ∈ M ∪ AM , tāpēc q′1 6∼
M ′

q′2. Saskaņā ar doto RV (M) =

RV (M ′), tādēļ q′1 6∼
M

q′2. Pretruna! Mēs taču pieņēmām, ka q′1 ∼
M

q′2.

L̄ıdz ar to kopa K = ∅. Lemma pierād̄ıta.

A0
↽ {λ}

Lemma 4. Ja |RV (M)| = m ≤ n = |Q| un q1 6∼ q2, tad q1 6∼
M ′

q2, kur

M ′ ↽
n−m⋃
i=0

AiM .
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2 Pieņemsim, ka q1 6∼ q2, taču q1 ∼
M ′

q2. Pieņemsim, ka

Mi ↽

i⋃
j=0

AjM, kur i ∈ 0, n−m,

tad q1 ∼
Mi

q2. Tā kā q1 6∼ q2, tad saskaņā ar iepriekšējo Lemmu 3

m = |RV (M0)| < |RV (M1)| < . . . < |RV (Mn−m)| ≤ |Q| = n.

Tas iespējams tikai tad, ja

|RV (Mn−m)| = n + (n−m) = n.

Tātad RV (Mn−m) sastāv no vienelement̄ıgām kopām. Tas noz̄ımē, ja q1 6= q2,
tad q1 6∼

Mn−m

q2. Pretruna! L̄ıdz ar to situācija

q1 6∼ q2 un q1 ∼
M ′

q2

nav iespējama.

Teorēma 5. Mı̄lija maš̄ınas 〈Q,A, B, ◦, ∗〉 atāvokļi q1, q2 ir aťsķirami tad un
tikai tad, ja tie ir aťsķirami kopā A|Q|−1.

2 ⇐ Saprotams, ja q1 6∼
A|Q|−1

q2, tad q1 6∼ q2.

⇒ Pieņemsim, ka q1 6∼ q2. Izvēlamies M ↽ {λ}, tad |RV (M)| = 1.
Saskaņā ar Lemmu 4

q1 6∼
M ′

q2, kur M ′ =
|Q|−1⋃
i=0

Ai{λ} =

|Q|−1⋃
i=0

Ai.

Tātad
∃i ∈ 0, |Q| − 1 ∃u ∈ Ai q1 ∗ u 6= q2 ∗ u.

Br̄ıvi izvēlamies kādu burtu a ∈ A. Pieņemsim, ka k = |Q| − 1− |u|, tad
q1 ∗ uak 6= q2 ∗ uak un uak ∈ A|Q|−1.

4


