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1.1. Tjuringa masinas modelis
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1.1. zim.: Tjuringa masinas principiala darbibas shema.
Tjuringa masinas butiska sastavdala ir bezgaliga atminas iekarta, kas
sadalita sunas:

....R_\,Ro,Ri,.... Ri, ...
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4 1. NODALA:

So atminas iekartu sauc par lentu. Ta ir abpuséji bezgaliga. Katra suna R;
ierakstits patvaligs kadas fiksetas galigas kopas

A={t,a1,aq,...,a,}

elements. Kopu A sauc par Tjuringa masmas aréjo alfabetu, kopas A ele-
mentus — par burtiem.

Otra Tjuringa masinas butiska sastavdala ir tas ieksejais alfabets jeb
stavokju kopa (). Tapat ka arejais alfabets ari ieksejais alfabets ir galigs,
proti, kopa () ir galiga. Tjuringa masina vienmer atrodas kada no kopas )
stavokliem. Citiem vardiem sakot katra laika momenta ir aktivizets kads no
stavokliem ¢; € Q.

Visbeidzot tresa sastadala ir vadibas iekarta, kas funkcioné saskana ar
ievietoto programmu. Programma — ta ir galiga komandu kopa

{K1,Ky,...,K}.
Katra komanda K, ir simbolu virkne izskata
q;ri — aXkq
Te
e ¢; un g ir stavoklu kopas () elementi;
e 7, un a ir alfabeta A burti;
e % ir viens no kopas {9, T,I"} elementiem.

Shematiski tas viss attelots 1.1. zimejuma. Attela Tjuringa masinai ak-
tivizets ieksejais stavoklis g; (ta atrodas stavokli ¢;). Tai pasa laika vadibas
iekartas galvina apluko i—to sunu, kura ierakstits alfabeta A burts r;.

Tagad aprakstisim Tjuringa masinas vadibas iekartas darbibu. Tjuringa
masina darbojas diskretos laika momentos

0,1,2,...,7,...

Pienemsim, ka laika momenta 7 Tjuringa masinas galvina apliiko stinu ar
ierakstu r; un ta atrodas stavokli ¢; (ilustraciju skatit 1.1. zimejuma). Tas
nozime, ka laika momenta 7 Tjuringa masma izpilda komandu

q;Ti — a%q,
proti,
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e Tjuringa masina Sai laika momenta 7 aizstaj ierakstu r; ar ierakstu a
un aktivize stavokli g;

e izlemj, kuru sunu galvina aplikos nakosaja laika momenta 7 + 1:

a) ja % =9, tad nakosaja laika momenta galvina apliikos ¢ — 1-mo $unu,
t.i., galvina parvietojas vienu stunu pa kreisi;

b) ja % = T, tad nakosaja laika momenta galvina aplukos to pasu i—to
sunu, t.i., galvina neparvietojas;

¢) ja % =T, tad nakosaja laika momenta galvina apliikos i + 1-mo $tnu,
t.i., galvina parvietojas vienu sunu pa labi.

Mes tomer ne katru galigu komandu kopu atzisim par Tjtiringa masinas
programmu. Pienemsim, ka

Q:{QO7Q17"'7(]m} un QO ~ Q\{QO}a
tad

® g; # qo, proti, stavokli gy uzskatisim par beigu stavokli, t.i., ja Tjirin-
ga masina aktivize stavokli qq, tad tas nozime, ka ta darbu ir beigusi
(apstajusies);

® ¢y # q1. Stavokli ¢ mes izmantosim ka Tjuringa masmas sakuma
stavokli, proti, Tjuringa masina vienmer darbu uzsak atrodoties sta-
vokli ¢;. Tatad |Q] > 2.

e Mes prasam, lai katram parim (g;,7;) € Qo X A atbilstu tiesi viena
programmas komanda
qjri — akq.
Ta rezultata katra Tjuringa masinas programma P sastav no m(n+ 1)
komandas, t.i., |P| = m(n +1).
Tagad mes varam atbildet uz jautajumu:
— Ka lietojama Tjuringa masina %7

Lietotajs, teiksim Alise, vispirms uzraksta Tjuringa masinas programmu

{K1, Ky, ..., K}.
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So programmu ievieto masina. Konkretas Tjuringa masinas realizacijas ga-
dijuma konstruktoram saprotams japaredz, ka §1 programma tiks ievadita
masina, tacu mius neinteresé konkreta Tjuringa masinas realizacija, tapec
mes uzskatisim, ka Alises vienigais pienakums ir korekti uzrakstit Tjuringa
masinas programinu, piemeram, uz papira.

Nakosais solis: Alise ievada Tjuringa masSinas atminas visas Sunas R;
sakuma datus, t.i., burtus r; € A. Tacu te ir viens butisks ierobezojums,
proti, tikai galiga skaita stinu drikst ierakstit burtus, kas atskiras no burta t.
Vel vairak, mes prasam, lai tiktu ieverots sads nosacijums:

ja Toe 7 Toriy tad Vi €0, (ruyy # ).

Visbeidzot konstruktori ir paredzejusi, ka nospiezot starta pogu Tjuringa
masina aktivize stavokli ¢, t.i., Tjuringa masina sak darbu; sakas diskréetu
laika momentu

0,1,2,....7,...

atskaite. Laika momenta 7 = 0 Tjuringa masimas galvina apliiko Stunu, kura
ierakstits burts

T, # 1, piedevam, Vi < (r;=1).

Sai situacija mes teiksim, ka galvina atrodas uz ieraksta sakuma. Jaatzime
viens iznemums, proti, ja visas stinas ierakstits burts ¢, tad Tjuringa masinas
galvina apliuko stunu Ry. Talako Tjuringa masmas darbibu mes jau esam
aprakstijusi ieprieks (skatit tekstu sakot ar teikumu ”Piepemsim, ka laika
momenta 7 Tjuringa masimas galvina apluko stunu ar ierakstu r; un ta atrodas
stavoklt ¢;”).

Ja kada laika momenta Tjuringa masina beidz darbu un tas galvina atro-
das uz ieraksta sakuma, tad vardu (t.i, burtu virkni)

Oky Ok+15 - -+ Ok+.

uzskatisim par Tjuringa masinas darba rezultatu. Te

Ok # U F# Ok, Vi <k (o =1) un Vi>k+u(o=1).

Atkal jaatzime viens izneémums, proti, ja visas Sunas ierakstits burts ¢, tad
tukso vardu uzskatisim par Tjuringa masinas darba rezultatu.

Skaidrojums. Parasti varda definiciju vel papildina ar norunu, ka drikst
lietot ar1 ta saukto tukso vardu, kas nesatur nevienu burtu. Sis vards ir,
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varetu sacit, vienkarsi tuksa vieta. Vienosimies tukso vietu apzimet ar grieku
burtu "lambda”: A.

Ja
Vi<s(rj=t), Vj€0,i(rey#t) un  Vj>sx+i(r;=t),
tad teiksim, ka Tjuringa masina ¥ vardu

Toes Vot 1y oo o 5 Taeti

parstrada par vardu

Oky Ok+15 -+ Ok+
JaVj (r; =t), tad teiksim, ka Tjuringa masina ¥ tukso vardu parstrada par
vardu

Ok Ok+1y - -+ Ok+.

Ja Vj (0; =), tad teiksim, ka Tjuringa masma ¥ vardu

T, 7”%4_1, .. 77‘,{4’_1‘

parstrada par tukso vardu . Ja gan Vj (r; = t), gan Vj (o, = t), tad
teiksim, ka Tjuringa masina ¥ tukso vardu A parstrada par par tukso vardu A.
Visos Sais gadijumos teiksim, ka rekinasana ar Tjuringa masimu ¥ konverge.
Parejos gadijumos teiksim, ka rekinasana ar Tjturinga masmu T diverge.

Turpmak mes Tjuringa masmu identificesim ar tas vienu butisku sastav-
dalu, proti, programmu. Ta, pieméram, tai vieta, lai teiktu, ka miisu riciba
ir Tjuringa masina, kuras programma ir

qlt — thO
@10 — 0Tq
gl — 17T q

mes teiksim:
— Pienemsim, ka dota Tjiringa masina

qlt — thO
@10 — 0T q
qll — 1qu
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Sadi mes reprezentejam Tjuringa masinu ar programmu {K1, Ky, K3},
kur
Ki=qt—1tTq, Ki=q0—=0Tgq, Ks=ql—1Tgq.
Dazkart ertibas labad to visu meés noformesim ka tabulu:

t 0 1
@ |t Tq|0Tq|1Tq|

1.2. Vardi

Mes jau iepriekseja paragrafa redzejam, ka Tjuringa masina parveido
vardus par vardiem. Tagad mes noprecizesim, ko 1sti mes saprotam ar ter-
minu " vards”.

Pienemsim, ka A — galiga kopa, ko turpmak sauksim par alfabetu. Parasti
alfabeta elementi ir konstruktivas dabas objekti. Gramatu lapas iespiestie
burti ir tipisks konstruktivu objektu piemers. No kopu teorijas viedokla var
uzskatit, ka alfabéts un kopa ir sinonimi (vismaz klasiskas matematikas iet-
varos). Alfabeta elementus, t.i., elementaros simbolus, sauc art par burtiem.

Katru kopas

o0
At <= | Jar
n=1
elementu u € AT sauc par alfabeta A netuksu vardu. Pienemsim, ka

u = (uy,ug, ..., u), v=(v1,V2,...,0n)

ir alfabeta A netuksi vardi, tad
UHU = (U1, Uty ..oy Ug, U1, V2, - ooy Upy).

So kopa A* definéto operaciju sauc par konkatenaciju.

Parasti varda definiciju vel papildina ar norunu, ka drikst lietot ar1 ta
saukto tukso vardu, kas nesatur nevienu burtu. Sis vards ir, varétu sacit,
vienkarsi tuksa vieta. Vienosimies tuksSo vietu apzimet ar grieku burtu
"lambda”: .

Saskana ar norunu

M = A, Vu € AT Mu = u = u#).
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Kopu
A = ATU{N}

sauc par alfabeta A vardu kopu. Kopas A* elementus sauc par vardiem.
Ka tas tradicionali pienemts, ja nerodas parpratumi, tad konkatenacijas
operaciju izlaiz un lieto pierakstu

UV = u#Hv,
bez tam
Uy ..U = (ug, Ug, . .., ug).
Jaa =u; =uy =... = u,, tad lieto ar1 pierakstu a” = wujus...u,. Savukart
a’ = \
= A\

Pienemsim, ka u € A", tad skaitli n sauc par varda u garumu, ko turpmak
apzimesim ar |u|. Saskana ar definiciju pienemsim, ka |A| = 0.

Trijnieku (u, v, ') sauc par varda v ieeju varda w, ja w = uvu'. Jaa € A
un w € A*, tad ar |w|, apzimesim burta a dazado ieeju skaitu varda v.

Piemers 1.2.1. Trijnieks (p,asaka, \) ir varda asaka ieeja varda pasaka.
Atzimesim, ka |pasakal, = 3, t.i., burts a varda pasaka ieiet 3 reizes.

Definicija 1.2.2. Varduv € A* sauc par vardaw € A* dalitaju jeb apasvardu,
ja eksisté tadi u € A* un v’ € A*, ka w = wvu'. Sai situdcija vardu v sauc
par priedekli, bet u' — par piedekli. Ja N # uw # w, tad u sauc par istu
priedekli; lidzigi, ja A # u' # w, tad v’ sauc par istu piedekli.

Pienemsim, ka A = {t,a;,as,...,a,}, tad

A = A\ {t} ={a1,aq,...,a,}.

Mes lietosim pierakstu
T(u) =w,

ja Tjuringa masina ¥ vardu u € A; parstrada par w € A*. Tatad ta vieta,
lai teiktu (skatit ieprieksejo paragrafu), ka Tjuringa masia vardu

T, T%+1, Ce 7T%+i

parstrada par vardu
Ok Ok+1y -+ -5 Ok+u
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mes lietosim pierakstu

T(T%Tnﬂ .. -T%+i) = OkOk+1 - - - Ok+.

un teiksim, ka Tjuringa masina ¥ vardu

Tolaet1 oo Tarts

parstrada par vardu
OkOk+1 -+ - Okt -
Piemeri 1.2.3. Dotajos piemeros uzskatisim, ka A = {t,0,1}.
(i) Tjuringa masina T,
ot — 0Tq

0 — 09q
qlll—>1(—|ql

vardam u € Aj prieksa pieraksta 0, proti, T;(u) = Ou. Shematiski tas
attelots 1.2. ziméjuma.

1.2, zim.: % (u) = Ou.

(ii) Tjuringa masina T,

gt — 19¢g
@0 — 07 q
nl — 17 q
Gt — t T q
0 — 07 ¢
@l — 19¢
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aiz varda u € Aj pieraksta 1, proti, To(u) = ul. Tjuringa masmas galvina
vispirms dodas uz varda beigam (stavoklis ¢, ), ieraksta 1 (stavoklis ¢;) un
aktivize stavokli ¢o, tad dodas uz varda sakumu (stavoklis ¢z) un apstajas uz
varda sakuma (stavoklis qg). Lidz ar to péc darba beigsanas galvina atrodas
uz ieraksta sakuma. Shematiski tas attelots 1.3. ziméjuma.

J o5 1

~

{ — l

JQO

ul

1.3. zim.: To(u) = ul.

(iii) Tjuringa masma T3 kope vardu, proti, T3(u) = utu. Ty vispirms
konstate, kurs burts jakope (stavoklis ¢;):

e ja galvina apluko burtu ¢, tad kopesanas darbi ir beigusSies, un atliek
galvinu novietot uz ieraksta sakumu (stavoklis gip);

e ja galvina apluko burtu 0, tad ar stavoklu ¢z, ¢4 palidzibu galvina nonak
lidz ieraksta beigam, ieraksta 0 (stavoklis ¢4), un atgriezas (stavokli
6, Gs), lai nolasitu nakoso burtu;

e ja galvina apliiko burtu 1, tad ar stavoklu g3, g5 palidzibu galvina nonak
lidz ieraksta beigam, ieraksta 1 (stavoklis gs), un atgriezas (stavokli
7, q9), lai nolasitu nakoso burtu.
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t 0 1
q |t Tqo|tT @ | tT g
@ [ tT g |07 q@ | 17 ¢
g3 | tT7 g | OF g3 | 17 g3
@ |0 9¢g |00 g | 1T gy
@ |1 9¢ |00 g | 1T gs
% [t Tg |0 Tqgs |17 gs
g |t Tq |0 Tqg | 17¢q
s |07 ¢ |0 T¢g | 17gs
@ |17 ¢ | 09¢g | 19¢q
qo | tT q@ |09 qo|1 T quo

(iv) Tjuringa masina T, kope vardu pilnigi blakus, proti, T,(u) = u?. T4
vispirms strada ka Tjuringa masina T3 (stavokli ¢; 1idz ¢10), tad pirmo vardu
nobida par vienu vietu pa labi, proti,

e icraksta ¢ un atceras, kadu burtu ir nodzesusi (stavoklis gi1);

e ja nodzesta 0, tad pariet stavokli ¢o;

e ja nodzests 1, tad pariet stavoklt ¢;3;

e stavoklis g2 nodrosina 0 ierakstiSanu un atceresanos, kads burts ir
nodzests;

e stavoklis ¢;3 nodrosina 1 ierakstiSanu un atcereSanos, kads burts ir
nodzests;

e ja paradas burts ¢, tad darbs ir padarits; ar stavokla ¢4 palidzibu
galvina atgriezas uz varda sakumu.
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(v) Par varda w apgriezto vardu w—' sauc vardu, kura burti pierakstiti

apgriezta seciba. Apgriezta varda formala definicija ir sada:

w, ja w € A,
uwla, ja w=au, kira€ Aunuc A",

{

=

1

w™

Tjuringa masma %5 vardam w prieksa konstrue apgriezto vardu, proti,

wtw.

55(11})

| | ;| = | o | o o S| I
SOIRSURSIESIRS A RSTRSU RS RS IRs] )
el N N N N S S S S e
|
y ~ =
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Rl K Nl ol o S S S O P o
wlololololoclolc|lo|o|lo
S| = ;| o | o o =| = & ©
RS IR RS RS RS RS RS RS IR
i 12N 2l S S S S S I
w|R[RO|H R | [O |||+
o =

— & ;M ¥ o © I~ 0 O =
ST T T TS o
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Tjuringa masinas %5 darbiba lidziga T3 darbibai. T5 vispirms konstate,
kurs burts jakope (stavoklis ¢):

e ja galvina apluko burtu ¢, tad kopesanas darbi ir beigusies, un atliek
galvinu novietot uz ieraksta sakumu (stavokli ¢io, ¢11);

e ja galvina apliko burtu 0, tad ar stavoklu ¢-, ¢4 palidzibu galvina nonak
lidz ieraksta sakumam, ieraksta 0 (stavoklis g4), un atgriezas (stavokli
6, Gs), lai nolasitu nakoso burtu;

e ja galvina apliko burtu 1, tad ar stavoklu g3, g5 palidzibu galvina nonak
lidz ieraksta sakumam, ieraksta 1 (stavoklis ¢5), un atgriezas (stavokli
47, Q9), lai nolasitu nakoso burtu.

(vi) Tjuringa masma T konstrue varda w apgriezto vardu w™?, proti,

Ts(w) = w1t

t 0 1
@ [t Tqo|t Te |t g
@ |t Tq [ 09¢ | 11q¢
@3 [t T¢g |0 Tq3| 17 g
@ |07 g6 | 0 Tqe |17 qu
¢ |17 g |0T¢g | 17gs
@6 | tT7 g | 0T g | 17 g
qr [ 1T q |07 g7 | 17 qr
qs O0r g |07 g | 17T gg
q9 17 g |00 g | 17 g
Go |t Taqu |t T qo|t T quo
G|t q |09 q1|1 T qn

Tjuringa masimas %g darbiba lidziga €5 darbibai. Vieniga atskiriba ir
komandas ar stavokli q;9. Tjuringa masina T4 nodzes sakotnejo vardu w.

(vii) Tjuringa masma T vardam w tiesi prieksa konstrue apgriezto vardu,
proti, T7(w) = w™lw. T vispirms strada ka Tjiringa masina Ts (stavokli
¢ 11dz q9), tad vardu w nobida par vienu vietu pa kreisi, proti,

e ieraksta ¢ un atceras, kadu burtu ir nodzesusi (stavoklis gio);

e ja nodzesta 0, tad pariet stavoklt qs;
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e ja nodzests 1, tad pariet stavokli ¢;1;

e stavoklis g2 nodrosina 0 ierakstisanu un atceresanos, kads burts ir
nodzests;

e stavoklis ¢;; nodrosina 1 ierakstiSanu un atceresanos, kads burts ir
nodzests;

e ja paradas burts ¢, tad darbs ir padarits; ar stavokla g¢;3 palidzibu
galvina dodas uz varda sakumu.

t 0 1
@ |t Tqo |t Tg | tTaqgs
@ [t Tq | 09q | 17q¢
g3 |t Tqg |0 T¢q |17 gqs
@@ |07 g | 0Tq [ 19q
e |17 g | 0%¢ |19g¢g
@6 [ tT7 g | 0T g | 17 gs
@ | tT g |07 g | 17 ¢
g |07 g |07 g |17 gg
G |17 q | 0T g |17 g
qo| tTq |t Tqe|tTqu
i |1 Tqs |1 Tq2|19qu
G2 |0 Tqi3]0 9 qi2 |09 qn
g3 | t7 q |0 Tq3|1 7 qs

Vingrinajumi 1.2.4. Uzrakstit Tjuringa masinu programmas!
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1.3. Tjuringa masinas definicija
Definicija 1.3.1. Algebru

= (Qo: Q. A, 5,490, ¢1,t,T)
sauc par Tiuringa masinu, ja:
() Qo= Q\ {w}:
(i) @, A — galigas kopas;
(i) QN A =0;

) Q

)

)

(iv) qo.q1 € QAN qo # @1;
(v) te A;

(vi) S={9,T,r};

(vil) T: Qo x A— AxX S xQ.

Intuitiva nozime tas viss mums jau ir pazistams.
Definicija 1.3.2. Vardu w € (Q U A)™ sauc par masinas vardu, ja
w = uqav,
kur u,v € A*, ¢ € Q, a € A.
M(T) = {w|w ir maSinas vards}.
Mes lietojam apzimejumu M (T'), lai uzsvertu, ka atskirigam Tjuringa

masinam var but dazadi masinu vardi. Viss atkarigs no alfabetiem @ un A.

Tagad definesim attelojumu M (7)) 5 M (T'). Tai vieta, lai rakstitu

F(w) = w', turpmak mes lietosim pierakstu w = w’, un teiksim, ka 7' tiesi
parstrada vardu w par w’. Pienemsim, ka

w=uqav, kur wu,v€ A% ¢q€Q, a€ A
(i)Ja T:qa—b9¢ un wu=A\ tad wkh thv.

/

(i) Ja T:qa—b9¢ un wu=uec, kurce A, tad wkht u'¢chv.
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(iii) Ja T :qaw—bTq, tad wk uq'bv.
(iv) Ja  T:qa—brq¢ un ov#A tad wkhk ubgv.
(v) Ja T:qa—brq un wv=2AX tad wkht ubgt.

Saka, ka T" maginas vardu w parstrada par masinas vardu w’, ja eksiste tada
magmas vardu virkne
W1, W2, ..., Wy, ka,

(i) w=ws;
(i) Vi € 2,n w1 b wy;
(iif) w, = w'.
Sai gadijuma lietosim pierakstu w I- w'.
Pienemsim, ka A; = A\ {t}. Definésim divus attelojumus
p: A} — M(T) un v M(T) —— A”.
P A= it

cu e quu, jau € A

thgoat™ — a, ja a € Af;
: tFgoaubt™ — aub, ja a,b € Af un u € A
parejos gadijumos attelojums 1 nav definets.

¥
2
(ii) 9 : thgot™ — N
(0
Y

Definicija 1.3.3. Saka, ka Tjuringa masina T vardu w € Aj parstrada par
vardu w' € A*, ja eksiste tada vardu virkne

w, wo, wy, w, ka
(i) p(w) = wo;
(11) Wo I+ w1,

(iil) YP(wq) = w'.
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Sai gadijuma lietosim pierakstu T(w) = w'. Saka, ka rekinasana vardam w
konverge, un lieto apzimeéjumu T (w) |, ja eksiste tads vards w', ka T(w) = w'.
Preteja gadijuma saka, ka rekinasana vardam w diverge, un lieto pierakstu

T(w) 1.

Ja ana,_1...a1a0 ir skaitla x € N pieraksts 2-nieku sistema, tad
z=2"a, +2" ta,_1 + ...+ 2a; + ao,
kur a, = 1 un visi a; € {0,1}. Sai situacija turpmak lietosim apziméejumu
()2 = apap_1 . ..a10a0.
Ta, pieméram, (2), = 10, (5)5 = 101, (9); = 1001 un (14), = 1110.

Definicija 1.3.4. Saka, ka Tjuringa masina T = (Qo,Q, A, S, qo,q1,t,T)
rekina funkciju f : N —— N| ja:

(i) {0,1} C A;
(i) z € Dom(f) = T((x)2) |,
(i) f(z) =y e T((2)2) = (y)2-

Definicija 1.3.5. Funkciju f : N —— N sauc par izrékinamu pec Tjuringa,
ja eksiste tada Tjuringa masina €, kas to rekina.

Piemeri 1.3.6. Sekojosas funkcijas ir izrekinamas pec Tjuringa.
(i) y=0
q1 t — 0T qo
@0 — t 7 q
a1 1 — |—> q1
Tjuringa masina nodzes ierakstu (z)s un ieraksta ciparu 0.

(il)) y=2x.

gt — 09 q
@0 — 07 q
nl — 17 q
Gt — t T q
20 — 07 ¢
@l — 1 9¢
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Mes nemam vera 2-ku sistemas specifiku, proti, ja

()2 = ay, ...a1a0,

tad
(22)2 = ay, ... a1a00.

Ta, piemeram,

(3)2 = 11,
(2-3), = (6)y = 110.

Lidz ar to T((x)2) = ()20, t.i., Tjuringa masma ¥ vardam (), pieraksta
0 gala (stavoklis ¢;) un atgriez galvinu uz ieraksta sakumu (stavoklis ¢s).

(i) y=ax+1.

gt — t9 g
@0 — 07 ¢
gl — 17 q
Gt — 1Tq
@20 — 17 ¢
@l — 07 ¢
g3t — t T q
30 — 07 g
31 — 1 9¢q

Vispirms galvina dodas uz varda (z), beigam (stavoklis ¢;), tad veic
pieskaitisanu (stavoklis ¢»). Piemeram,

(4)2 = 100. No sejienes 100+ 1 = 101 (komanda: ¢, 0+— 1 9 g3)
(19)2 = 10011. No Sejienes 10011 + 1 = 10100
(komandas: g2 1+—0 9 ¢ un ¢ 0—1 9 ¢)
(7);3 = 111. No Sejienes 11141 = 1000
(komandas: ¢o1+—0 9 ¢ un @gt— 1T q)

Visbeidzot galvina dodas uz ieraksta sakumu (stavoklis ¢3).
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Vingrinajumi 1.3.7. Pieradit, ka sekojosas funkcijas ir izrékinamas pec
Tjuringa!

) y=1L
)y =iz
(i) y=z+2
) y=ax—1.
Pienemsim, ka T = (21,2, ...,2,) € N, tad
(T)2 = (z1)2 % (T2)2 * ... * (7).

Definicija 1.3.8. Saka, ka Tjuringa masina T = (Qo,Q, A, S, qo,q1,t,T)
rekina funkciju f : N* —— N, ja:

(i) {*,0,1} C A;
(i) Z € Dom(f) = T((Z)2) |
(iii) f(z) =y < T((2)2) = (y)2.

Definicija 1.3.9. Funkciju f : N* —— N sauc par izrekinamu pec Tjuringa,
ja eksisté tada Tjuringa masina %, kas to rekina.

Piemeri 1.3.10. Sekojosas funkcijas ir izrekinamas pec Tjuringa.

(i) u(21, 0, 23, 74, T5, T6, 7) = T3.

t * 0 1
| tTq |[t7 @|tl |t q
Q| tTq@ |[tl g |tl o|tl ¢
3| tTq |[t7 g |07 gg|17T7 g3
@t Tqg|[tT7 q|[tl ga|tl ¢
g5 |t T g | * Vg |0 T g |1 T qgs
% [t 7 q|* T |0 Tqg |1 9 qgs

Nemam vera, ka sakuma ieraksts ir

(21)2 * (w2)2 * (w3)2 * (T4)2 * (T5)2 * (T6)2 * (T7)2,
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tapec janodzes vards
(z1)2 * (z2)2 % —  stavokli qi,qq,

tad jasaglaba vards
(x3)2 —  stavokis gs,

un janodzes vards
#(24)2 * (T5)2 * (T6)2 % (v7)2 —  stavokli g3, .

Visbeidzot galvina atgriezas uz ieraksta sakumu (stavokli — gs, ge).

i) z=z+y.
t * 0 1

7 * Mg |0 q |17 q
g2 * U oq | * T g3
ds LT gs 17 q | 17 g
44 07T g5 07 q | 0T g3
s t T qis |t Tge | T qr
6 * Tgs |0 T¢g | 17 gs
q7 ¥ Tq0 | 09¢7 |19 ¢q
qs * Tquo| 0 Tqg | 194g
o * Tqu |0 Tq | 17 q
quo | * 7 qu2 * T qia | * [ qua
qu | 1 r q13 1r q13 | 0 9 qi1
412 T qie

q13 Tqo |00 3|17 q3
q14 1T qs

q15 t T qis |t T qir
qie | t1q | *T q6 |07 qi6 |17 qis
Q17 1 9q9 |1 Tqs|1 7 qir
718 0 7qo |07 qs|0 7 qr
quo | t T qo 07 q|l T qo

Lielakas uzskatamibas labad mes tabula neierakstijam ¢ T ¢y, jo Sais
vietas vareja rakstit arm ko citu, piemeram, x ' q7. Sie ieraksti neietekme
saskaitisanas x + y rekinasanu. Ka masinas vards kortezs (1, 3) izskatas sadi:

1 =11.
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Tagad nodemonstresim, ka notiek rekinasana (mes praktiski visur atmetisim
burtus ¢ varda sakuma un beigas). Papildus meés atzimesim svarigakos re-
kinasanas etapus.

(a) Glx11 F1qg; %11 F1xgoll F 1% %q3l F 1% xlgst
F1xxlgsl

(b) Flxxg;1 Flxgrx1l F 1lgg*xl F gl = x1 F q1t0 * %1
F1gi30 % %1 F 10gi3 % x1  F 1g100 * *x1 F 1k qpo * %1
F1x0qex1 F1x0xqgl F1x0x1ggt F1x0xqgs5l

(¢) F1x0grx F1xg0x F 1gg * 0% F gl * 0% F q11t0 * Ox
F 1g130 %« 0x  F 10¢13 % 0% F 1g100 % Ox% F 1% g9 * O
F1x0g60%x F 1%00q¢ F1%00%qget F 1%00g5%

(d) F1%x0g150 F 1%qsg0 Flgig*0 F ¢19100 F q19t100
F ¢o100

(a) Tjuringa masina ieraksta vel vienu zvaigzniti, un galvina parvietojas
uz varda beigam (stavoklis ¢s):

111 — 1%%x11.

(b) Tjuringa masina pieskaita 1, atzimé nakoSo poziciju un galvina at-
griezas uz varda beigam (stavoklis gs):

Txx11 — 1x0x1.

(c¢) Tjuringa masSina pieskaita 2, atzime nakoSo poziciju un galvina at-
griezas uz varda beigam (stavoklis gs):

1%*0%x1 — 1%x00x% .

(d) Tjuringa masma nodzes visas zvaigznites un beidz darbu (stavoklis

QO)i
1 %00« — 100.

Vingrinajums 1.3.11. Uzrakstit Tjuringa masinas programmu, kas réekina
funkciju
8(1‘17 X2, T3, T4,T5,Le, CC7) = T3 + Ty .
Lielakas uzskatamibas labad dazus Tjuringa masimas programmas frag-

mentus mes biezi reprezentesim ar iezimetiem pseidografiem.
Ta, piemeram, pienemsim, ka A = {t,ay,as,...,a,} un
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1.4. zim.: Tjuringa masinas programmas fragments.

aq (05} Qp,
Gt T@la Tela Tqe|...|a e
q2 t |—> q2 t |—> q2 a9 |—> qs t |—) q2

ir Tjuringa masinas programmas fragments. Te atrasdamas stavokli ¢g; masina
galvinu parvieto vienu Stnu pa kreisi un pariet stavokli ¢;. Ja masina atrodas
stavokli ¢, tad tas darbiba ir nedaudz sarezgitaka.

e Ja galvina apluko ierakstu, kas atskiras no a, tad ieraksts tiek aizstats
ar ierakstu ¢; masina galvinu parvieto vienu stinu pa labi un paliek tai
pasa stavokli ¢s.

e Ja turpreti masimas galvina aplitko stinu, kura ierakstits burts as, tad
masina ierakstu nemaina, galvinu parvieto vienu stinu pa labi un pariet
stavoklt gs.

Sis programmas fragments attélots ar iezimétu pseidografu zimejuma
1.4.a. Formali lokam (¢, g2) butu japiekarto n + 1 iezimi, proti, iezimes

t/t9, a1/a1 9, asfas N, ... an/a, 9,

tacu sada iezimju piekartosana padara diagrammu neparskatamu. Mes dotaja
gadijuma lokam (¢, ¢2) piekartojam iezimi 1 .

Ja konkretie burti ar kadiem apzimeti stavokli nav butiski, tad pseido-
grafa mes virsotném vispar nepiekartojam burtus (skatit zimejumu 1.4.b).
Sai gadijuma mes uzskatam, ka ziméjumi 1.4.a un 1.4.b attaino vienu un to
pasu programmas fragmentu.
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Vingrinajums 1.3.12. Paradit, ka eksiste tada Tiuringa masina 9, ka
Vu € {0,1}" H(u) =ux*u

Definicija 1.3.13. Tjuringa masinu § = (Qo, @, A, S, qo, ¢1,t, F) sauc par
Tyuringa masinu

51 = (@, QAL S qo.qu.t, Fy),

F2 = (QF.Q% A2, 5, g0, ¢, t, )
virknes slequmu, ja:

(i) izveleta tada kopa Q3, ka
Ql=1Q° w  @NQ =

ja ga — bxq' ir programmas F} komanda un a’ € As\ Ay, tad ga’ — a'Tq
ir programmas £’ komanda;

(i) Q = QU Q3
(iii) izveleta bijekcija o : Q2 — Qp;
(iv) A=A U Ay;

)

(v

(vi) ja ga — bx ¢ ir programmas F; komanda un ¢’ # ¢, tad ga — b ¢ ir
programmas F komanda;

(vii) ja gqa +— b * qo ir programmas F; komanda, tad qa — b* o(qy) ir
programmas [’ komanda;

(viii) ja ga — bx ¢ ir programmas Fy komanda un o’ € A; \ As, tad
o(q)a’ — a’To(q) ir programmas F komanda;

(ix) ja ga +— b* ¢ ir programmas F, komanda un ¢’ # qo, tad
o(q)a— bxo(q') ir programmas F' komanda,;

(x) ja ga — b * qp ir programmas Fy komanda, tad o(¢)a — b * qo ir
programmas F' komanda;

Pienemsim, ka v € A}, §1(u) = v un Fa(v) = w, tad saskana ar F
konstrukciju §(u) = w, turklat F(u) | & Fi(u) | A Fa2(v) |. Ta rezultata
§(u) = F2(81(u)).

Piezime. Gadijuma ja u € A*, tad sadam vardam §(u) var ar1 konverget
kaut ar1 §(u) nav definets.



2. nodala

2.1. Universala Tjuringa masina

Definicija 2.1.1. Piepemsim, ka ¥ = (Qo, @, A, S, qo, q1,t,T) ir Tjuringa
masina un e(w) = wy, kur w € Af. Vardu wy sauc par masinas T sakuma
konfiguraciju, kas atbilst vardam w.

Ja neradisies parpratumi, tad lietosim 1saku izteiksmes formu, proti, vardu
wp sauksim par sakuma konfiguraciju.
Pienemsim, ka wy IF w; un w; = tFugevt™, turklat

e jau# A\ tad da € Au=au;
e jav# A\ tad 3be Av =1'b.

Sai gadijuma vardu ugev sauc par madinas T beigu konfiguraciju, kas atbilst
vardam w.
Mes lietosim pierakstu

TwkEw,

ja w' ir masinas T beigu konfiguracija, kas atbilst vardam w. Ja neradisies
parpratumi vai art mums nebis svarigi, kuram vardam w atbilst beigu kon-
figuracija w’, tad lietosim 1saku izteiksmes formu, proti, vardu w’ sauksim
par beigu konfiguraciju.

Apskatisim tikai tas Tjuringa masinas T = (Qo, @, A, S, qo, ¢1,t,T), kuram
A = {t,0,1} un eksiste tads vesels pozitivs skaitlis n, ka Q = {qo, q1, ..., ¢}
Ar M, apzimesim visu Sada tipa Tjuringa masmu veidoto kopu.

25
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Definicija 2.1.2. Piepemsim, ka AU {x} C A’". Tjuringa masinu ¥ =
(Q6, Q' A", S, g0, 1, t, T") sauc par kopas My universalo Tjuringa masinu, ja
eksiste tads attélojums
c: My — A7,
ka
VEeMVwe A (TwEw & T ¢(T)xwkEw)
Sai gadijuma vardu ¢(¥) sauc par masas T kodu.

Misu merkis — paradit, ka kopai 91, eksiste universala Tjuringa masina.

2.2. Programmu kodesana

Mes kodesim tikai kopas 91, Tjuringa masmas T = (Qo, @, A, S, qo, ¢1,t,T),

turklat mes pienemsim, ka komandas K, K», ... K,, programma P ir sakartotas
sadi:

K1 = qlt = ...

KQ = ql() = ...

K3 = qll = ...

K4 = QQtH

Vispirms definejam kodus kopu S un A elementiem:

9= 10 f—= 11
T<=11 0= 01
F = 01 1= 10

Ja u € {0,1}*, tad & varda kodu definejam induktivi, proti, ja u = va,
kur a € {0,1}, tad & — 7a.

Pienemsim, ka (k) ir naturala skaitla k € N pieraksts 2-ku sistema, tad
skaitla & kods ir k = (k), Ta, piemeram, ja k =5, tad

(5)2 =101 un  5=101 = 100110.
e Stavokla g kods gp = k.

e Komandas K = g;a; — asq kods K < ¢i00a;00a005004.
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e Programmas P = K1 K, ... K, kods P < K;0000K50000... K,,0000.

Lidz ar to programmas P kods P ir naturals skaitlis, kas pierakstits 2-ku
sistema. Ta ka katrai Tjuringa masinai ¥ atbilst viena vieniga programma
Ps, tad attelojums

c:My — A : T Px

Definicijas 2.1.2 nozimé define masinas ¥ kodu ¢(%).

2.3. Universalas masinas konstrukcija

Lai vizuali atslogotu jedzienu par masimas vardu, mes operésim ar prieksstatu
par bezgaligu abpuseju lentu, kas sadalita Stinas

o.,R1,Ry,Ry,...,R;, ...
Katra suna R; ierakstits patvaligs kada fikseta alfabeta
A={t,ay,a9,...,a,}

burts.

Tagad paskaidrosim, ko sada situacija nozimeé apgalvojums: Tjuringa
masima ¥ = (Qo,Q, A, S, q,¢1,t,T) vardu w parstrada par vardu w'. Tas
jasaprot sekojosi:

e sakuma vards w uzrakstits uz lentas sakot ar sunu R, katra Suna ie-
rakstot tiesi vienu varda w burtu, t.i., ja w = wow; . .. w,, kur visi w;
ir alfabeta A; burti, tad suna R, ierakstits burts wg, Suna R; ierakstits
burts wy, utt., suina R, ierakstits burts w,. Parejas Stnas ierakstits
burts t.

e Sakuma masina atrodas stavokli ¢; un apliiko burtu wy, t.i., "masinas
vards” ir
L ttquwtt ...

Tagad varam secinat: T(w) = w’ tad un tikai tad, ja bezgaligas lentas
gadijuma masina ¥ vardu

L ttquwtt ..

"parstrada” par "maSinas vardu”...ttqow'tt . ... Atzimesim, ka visas
komandas izpildamas ar1 bezgaligiem vardiem, jo svariga ir tikai in-
formacija, ko ”apluko dotaja laika momenta masinas galvina”.
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Teorema 2.3.1. Kopai My eksiste universala Tiuringa masina.

O Kopas MM, universalo Tjuringa masmu ¥ = (Qg,Q’, A, S, g0, q1,t,T")
mes definesim pakapeniski. Vispirms aprakstisim, ko daris masina ¥’.

(i)

(i)

Sakuma uz lentas ir uzrakstits vards ¢(%) * w, kur masinas koda ¢(%)
definicija aprakstita 2.2. nodala. Konkretibas labad pienemsim, ka

¢(%) = K10000K,0000/50000 . . . K,,0000.

Darba sakuma Tjuringa masina ¥ atrodas stavokli ¢;, tacu universala
masina nezin, kuru no komandam K, Ky, vai Kj izpildis masma T,
tapec ta dodas uz ieraksta w sakumu, kur noskaidro, kads ir varda
w pirmais burts; to iezime. (Iteniba biitu jasaka, ka masinas galvina
dodas uz varda w sakumu, tacu mes turpmak lietosim ar1 sadu iz-
teiksmes formu ar to saprotot, ka kustiba attiecas nevis uz pasu masinu,
bet gan tikai uz tas galvingu)

Tagad universala masima zin, kads ir varda w pirmais burts, tapec ta
atgriezas pie konkretas komandas K;, i € {1,2,3}, koda un noskaidro,
kas jadara.

Universala masima dodas izpildit komandas darbibu, tacu var rasties
viena nepatikama situacija, proti, K; liek galvinai virzities pa kreisi,
kaut arT iezimets ir varda w pirmais burts. Sai gadfjuma universala
masina pabida varda w katru burtu vienu stinu pa labi, un tikai par-
biditajam vardam izpilda komandu: pavirzities vienu Stinu pa kreisi.

Universalai masinai janoskaidro, kada ir nakama izpildama komanda.
So darbu masina veic vairakos posmos.

e Ja nakama izpildama komanda ir ¢y, tad universala masma nodzes
visu, kas atrodas no * pa kreisi, tad nodzes * un liekos burtus at-
likusaja varda, visbeidzot novieto galvinu tiesi taja pozicija, kura
to novieto modelejama masina.

e Ja nakama izpildama komanda ¢; # o, tad universala masina

mekle programmas koda to vietu, kur atrodas komandas ¢;t — . ..
kods.

e Universala masmas dodas uz ierakstu pa labi no * un noskaidro,
kuru tiesi no komandam ¢;t — ..., ¢,0— ..., ¢;1 — ... jaizpilda.
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e Tagad universala masina zin, kadu burtu a apliko modelejamas
masimas ¥ galvina, tapec ta atgriezas pie konkretas komandas
g;a — ... koda.

e Talaka universalas masinas darbiba jau aprakstita punkta (iv).
Cikls nosledzies.

Ta rezultata universala masina modele masimas ¥ darbu. Talakais pieradi-
jums ir tikai demonstracija, ka tiesam Sadu universalo masinu var uzkon-
struet.

b T
P O/r}\> |

r} o T
P 0/P\> |

2.1. zim.: a) 0000 b) 00 c) 00

1) Defingjam A’ = {t,0,1,£,0,1,#,0’,1/,%}. Labaja pusé no  burti £, 0, 1
kalpos, lai fiksetu modeléjamas maginas T galvinas atrasanas vietu. Burts ¢/
dublés burtu ¢. Tas laus noteikt, cik talu pa labi no * universalas masmas ¥’
galvina ir bijusi.

2) Turpmak dazu programmas fragmentu apzimeésanai lietosim saisinatas
shematiskas ilustracijas. Ta, piemeram, programmas fragmenta 2.1.a zim.
apzimesanai lietosim shemu, kas attelota zimejuma 2.2.a.

Katra konkreta programmas dala sads fragments reprezente kadu pro-
grammas dalu ar atskirigiem stavokliem, t.i., diviem fragmentiem (skatit 2.3.
zim.) stavoklu kopas ir disjunktas.

Lidzigi programmas fragmentu 2.1.b,c zim. apzimesanai lietosim shemas,
kas attelotas zimejumos 2.2.b,c.
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4 o ry

2.2. zim.: a) 0000 b) 00 c) 00

| |

My !

| |

2.3. zim.: Fragmenti ar disjunktam stavoklu kopam.

Zimejuma 2.1.a fragments realizé masias galvinas parbidi pa labi Iidz
varda sastopams apaksvards 0000. Galvina nolasa So vardu 0000, un tad
beidz darbu.

Zimejuma 2.1.b fragments realize masimas galvinas parbidi pa labi Iidz
varda sastopams apaksvards 00. Tacu ne péc katra apaksvarda 00 fragments
beidz darbu. Ja Sis fragments uzsak darbu teiksim stavokli ¢, atbilstosi
magsinas vards ir uqajas...a,, a; € A’, tad magmas galvina mekle pirmo
apaksvardu asg_1a9, = 00. Piemeéram, ja masimas vards ir ¢1001001, tad
péc fragmenta darba masias vards bus izskata 10010041, kur ¢’ ir jaunais
stavoklis pec iziesanas no fragmenta 2.1.b.

Lidzigi zimejuma 2.1.c fragments realize masinas galvinas parbidi pa labi
lidz varda sastopams apaksvards 00. Tacu, piemeram, ja masinas vards ir
¢100100, tad pec fragmenta darba masinas vards bus izskata 1001¢’00, kur
¢ ir jaunais stavoklis pec izieSanas no fragmenta 2.1.c.

3) Sakam definét universalas Tjuringa masinas ¥’ programmu. Piepemsim,

ka
Ky =qt — a1y, Ko =0 azs2¢5, Kz = q11 — agssqs.
Vispirms komandas K; kodam

G:100£00a,003,004, (2.1)
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universala masma ¥’ nofikse koda a; sakumu (2.4. zim.). Pec tam masina
dodas uz varda w sakumu un nofikse st varda pirmo burtu attiecigi parejot
stavoklt ¢, 0, vai 1.

Stavoklis ¢ norada, ka jaizpilda komanda K7, tapéc masinas T’ galvina
dodas uz koda a; sakumu. Atbilstosi stavoklis 0 norada, ka jaizpilda komanda
K, tapéc masinas ¥’ galvina dodas uz koda a, sakumu. Stavoklis 1 norada,
ka jaizpilda komanda K3, tapéc masinas ¥’ galvina dodas uz koda az sakumu.

Tagad viss ir sagatavots, lai izpilditu tiesi vajadzigo komandu, tadel
masina pariet stavokli ¢y (skatit 2.4. zimé&jumu).

4) Pienemsim, ka jaizpilda komanda K = ¢;b — asg;, tad Sis komandas

kods ir
4100600300300,

Pienemsim, ka masma ¥’ atrodas stavokll ¢z, un tas galvina apluko koda a
pirmo burtu. Ta ir situacija, ko mes aprakstijam iepriekseja punkta.

Magmai ¥’ jarealize parveidojums as, t.i., jaieraksta burts a un javeic
kustiba s. Musu riciba ir 9 varianti.

ta, T, tr
04, 0T, OF
19, 1T, 1r

Atbilstosi masmai T’ bus nepieciesami 9 stavokli (skatit 2.5. ziméjumu).
Mes multigrafa nezimejam lokus, kas butiski neietekme masinas darbu, ta,
piemeram, 2.5. zimejuma nav attelots loks, kas raksturo komandu ¢ot — ...
Universala masima T’ nekad neizpildis so komandu, jo atrodoties stavokl
q2 tas galvina aplikos vai nu 0, vai 1; citus burtus Sai stavokli ta nekad
neaplikos.

5) Programmas fragments, kas nodrosina varda parbidisanu vienu
sunu pa labi. Ka jau (iv) punkta minejam universalai masimai sada darbiba
var izradities nepieciesama. Mes rupesimies tikai par alfabeta {¢',0,1} ne-
tuksa varda parbidi, jo tiesi Sads gadijums ir nepiecieSsams universalas Tjuringa
masinas ¥’ darbibas aprakstam. Mes neuzradisim visas programmas frag-
menta komandas, proti, meés neuzradisim tas komandas, kas neietekme uni-
versalas masinas darbu.
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2.4. zim.: Varda w pirma burta iezimesana.
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* t t t 0 1
q | * T ¢,
s trp | t7 po |t T m
D g [T p (T p | T py
Do 09¢ (07 p |07 po| 0T py
D1 19¢ | 1P p |17 po| 17 py
qs t 9 q ' T30 Tq3]19¢q

Shematiski §1 programmas fragmenta pseidografs pat bez nosvarojumiem
izskatas samudzinats (skatit 2.6. zimejumu).
Péc biutinas te nav neka sarezgita:

e ja masina atrodas stavokli p;, tad uz lentas ieraksta t’;
e ja masSima atrodas stavokli pg, tad uz lentas ieraksta 0;

e ja masina atrodas stavokli p;, tad uz lentas ieraksta t';
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2.6. zim.: Varda nobidiSana pa labi.

e ja masinas galvina nolasa burtu ¢/, tad masima nakamaja laika momenta
pariet stavoklt py;

e ja masinas galvina nolasa burtu 0, tad masina nakamaja laika momenta
pariet stavoklt pg;

e ja masmas galvina nolasa burtu 1, tad masina nakamaja laika momenta
pariet stavokli p;.

Sis programmas fragmenta apzimesanai lietosim shému, kas attélota zi-
méjuma 2.7.a. Sai gadfjuma uzskatisim, ka dotais programmas fragments
darbu vienmer sak stavokli ¢j un beidz vienmer stavoklt ¢;. Tacu katra
konkréeta universalas masias ¥’ programmas dala sads fragments reprezente
kadu programmas dalu ar atskirigiem stavokliem, t.i., diviem dazadiem frag-
mentiem (piemeram, 2.7.b zim.) stavoklu kopas ir disjunktas.

6) Parveidojuma as realizacija (skatit zimejumus 2.8., 2.9.). Es sikak
komentesu shemu 2.8. zim. Pienemsim, ka jaizpilda komanda K = ¢b —
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a) b)
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2.7. zim.: Varda nobidiSana pa labi.

asq;, tad §1s komandas kods ir
G100600a005004;

Vispirms nofikse poziciju komandas koda K pirms koda ¢, t.i., veic

parveidojumu

G100600@00500G; — §;00600a00507q;
Pec tam universalas masinas galvina dodas uz modelejamas masinas galvinas
atrasanas vietu, t.i., pa labi no % mekle burtu ¢, 0, vai 1.

Ja javeic parveidojums 0 9, tad burtu # (attiecigi 0, vai 1) aizstaj ar 0, un
fikse jauno modelejamas masimas galvinas atrasanas vietu, t.i., vienu vietu
pa kreisi. Tacu, ja universalas masinas ¥ galvina pavirzoties vienu poziciju
pa kreisi nolasa *, tad modelejamas masinas ¥ galvinai buitu janolasa burts
t. ST iemesla dé] universala masina nobida vardu, kas atrodas aiz * pa labi,
vienu poziciju pa labi, un tiesi pec * ieraksta f, t.i., nofikse modeléjamas
masinas T galvinas atrasanas vietu.

Visbeidzot universalas masimas galvina dodas pa kreisi no * un fikse burtu
t. Tagad T’ nonak stavokli gs.

Lidzigi universala masma darbojas, sakot ar stavokli 0T, vai stavokli 0 I,
tikai Sais gadijumos nekad nav nepiecieSama varda, kas atrodas aiz * pa labi,
nobidisana.

Atzimesim, ka shemas zimejuma 2.9. faktiski kopé zimejuma 2.8. shemu,
tikai viena gadijuma jaieraksta burts t, otra — burts 1.

7) Nakosas izpildamas komandas meklésana. Piepemsim, ka ja-
izpilda komanda K = ¢;b — asg; un universala masina ¥’ atrodas stavoklt
q3, tad universalas masinas ¥’ galvina apliiko burtu ¢ apaksvarda

G00600a00507;0000
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2.8. zim.: Parveidojumu 09, 0T, 0 I realizacija.

Ja q; # qo, t.i., ja varda ¢; pirmais burts nav 0, tad universala masina sak
meklet nakoso izpildamo komandu, proti, koda

4;00£00@;,005;,004;,

atrasanas vietu, kur ¢;t — a;;5;+q;; ir modelejamas masinas ¥ nakosa izpildama
komanda. Sai noliika masina dodas uz varda sakumu, kur ieraksta burtus 0/
un t', lai saktu noskaidrot, vai te ir potencialais stavokla ¢; kods ¢;. Pec &1
darba veiksanas universala masma ¥’ nonak stavokll ¢s (skatit 2.10. zim.).
Ja turpretl ¢; = o, tad universala masia ¥’ nonak stavokli g (skatit 2.10.
Zim. ).

Tagad nedaudz detalizetak. Mius interese varda

G100000a0050£3;0000  apaksvards  0£g;00

Pienemsim, ka 0£¢;00 = 071u00, tad universala masma ¥’ vardu 0{1u00
parstrada par vardu 0t1ut0, t.i., veic parveidojumu

01100 +— 0f1ut0 (2.2)
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2.9. zim.: Parveidojumu ¢, tT, ¢, 19, 1T, 17 realizacija.
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0/04
1/19

t/T

37



38 2. NODALA:

2.10. zim.: Nakosas komandas meklesanas uzsaksana.

Péc &1 parveidojuma veiksanas universala masia ¥’ dodas uz visa ieraksta
sakumu un nonak stavoklt g4 (skatit 2.10. zim.). Tagad universalas masinas
T galvina atrodas koda K; = §;00t00@,005,004, sakuma (skatit formulu

(2.1)).

Maus interese varda
q1 00500&1005100{1"1 apaksvards G100

Pienemsim, ka ¢;00 = 10v00. Dotaja situacija v = A\, t.i., v ir tuksais
vards. Universala masina ¥’ vardu 10000 parstrada par vardu 10'vt'0, t.i.,
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veic parveidojumu

10000 1= 10'vt0 (2.3)
un nonak stavokli ¢s (skatit 2.10. zim.).
0/0'P
1/1'7
vpe — |ﬂ§lll'
""""""""" o
. . (—l
0/0 r -
: i/1r
o/09 Lo A
1/119
\ D9 & ; '
t/r e — .
.. |—> .. |_) | |—>

ojor /e )\ ojor o'/or
#/r 1/1P

v/r

2.11. zim.: Vardu salidzinasana.

Vardu salidzinasana. Universala masina ¥ salidzina (skatit 2.11. zim.)

vardu

0f1ut0 (skatit (2.2)) ar vardu 100’0 (skatit (2.3))

Ja u = Ov, tad mekletais stavoklis ¢; ir atrasts.
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Tagad nedaudz detalizetak. Universala masina ¥ atrodas stavokli gs,
tapec ta dodas pa labi Iidz burtam *. Péc tam ta dodas pa kreisi lidz sasniedz
vardu 0f1uf0 un atpazist burtu 1, ko nomaina ar 1. Tad universala magna
T’ nofikse varda u pirmo burtu. Tas ir 0 (pienemsim, ka v = 01). Fiksesana
notiek burtu 0 aizstajot ar 0.

Sai vieta pseidografs sazarojas (skatit 2.11. zim.), un Sobrid skaitlosana
aiziet pa kreiso zaru. Universala masma ¥’ dodas pa kreisi uz ieraksta
sakumu. Péc tam ta dodas pa labi Iidz sasniedz vardu 10'vt'0. ¥’ burtu
0 aizstaj ar 0 un nofiksé varda v pirmo burtu (pienemsim, ka tas ir burts
e, attiecigi v = ev), vai ar1 konstaté, ka vards v = A (¥’ nolasa burtu ¢’ un
pariet stavoklt ¢s).

Burta e fikseSana notiek sadi. Ja e = 0, tad ¥ burtu e aizstaj ar 0; ja
e =1, tad ¥’ burtu e aizstaj ar 1’. Abos gadijumos T’ pariet stavokli g¢s.

Talakie spriedumi induktivi pienemot, ka masma atrodas stavokli g5 un
miisu riciba ir vardi

tweut un ot vai

Te ¢ € {0,1} un ¢ € {0/,1'}. Masnai ¥ janoskaidro, vai @& = e®, kur

0, jae =0,
€
1, jae =1

Sakums mums jau pazistams. Universala masma ¥’ atrodas stavokl gs,
tapec ta dodas pa labi lidz burtam *. Pec tam ta dodas pa kreisi lidz sasniedz
vardu ¢t un atpazist burtu ¢, ko nomaina ar ¢. Tas notick sadi. Ja ¢ = 0,
tad T burtu ¢ aizstaj ar 0; ja ¢ = 1, tad T’ burtu ¢ aizstaj ar 1.

Esam nonakusi pseidografa sazarojuma (skatit 2.11. zim.).

e Ja u # A un u ir izskata Ouy, tad skaitloSsana aiziet pa kreiso zaru.
Masma T’ vardu Ou; aizstaj ar vardu Ou; un dodas uz ieraksta sakumu
pa kreisi. Péc tam ta dodas pa labi lidz sasniedz vardu e'vt’ vai ¢'.

Ja ¢ = (', tad salidzinasana ir bijusi sekmiga, un masma turpina
salidzinat nakoSos burtus (pariet stavokli ¢s). Pretéja gadijuma (¢/ = 1/
vai magina sasniegusi burtu ¢') modeléjamas masinas T stavokla ¢; koda
¢; atrasanas vieta vel nav atrasta, un tapec universala masina ¥’ pariet
stavoklt gg.

e Ja u # A un u ir izskata lu;, tad skaitlosana aiziet pa centralo zaru.
Masma T’ vardu lu; aizstaj ar vardu lu; un dodas uz ieraksta sakumu
pa kreisi. Péc tam ta dodas pa labi lidz sasniedz vardu e'vt’ vai t'.
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Ja ¢ = 1, tad salidzinasana ir bijusi sekmiga, un masma turpina
salidzinat nakosos burtus (pariet stavokli ¢s). Pretéja gadijuma (¢ = 0/
vai arl masina sasniegusi burtu t') modelejamas masinas T stavokla g;
koda ¢; atrasanas vieta vel nav atrasta, un tapec universala magma %’
pariet stavoklt g¢g.

e Ja vards u = ), tad skaitlosana aiziet pa labo zaru. Tapat ka ie-
prieksejos gadijumos masina ¥’ dodas uz ieraksta sakumu pa kreisi.
Péc tam ta dodas pa labi lidz sasniedz vardu e'vt’ vai t'.

Ja sasniegts vards €/'vt’, tad modelejamas masimas ¥ stavokla ¢; koda
¢; atrasanas vieta vel nav atrasta, un tapéec universala masina ¥’ pariet
stavokll gg. Ja sasniegts vards ¢/, tad modelejamas masinas ¥ stavokla
¢; koda ¢; atrasanas vieta ir atrasta, un tapec universala masna %’
pariet stavoklt ¢;.

Koda g;;, fikseSana. Mes pienemam, ka tiek mekleta koda
4;00t00@;;005;,00G;,

atrasanas vieta. Pienemsim, ka iepriekseja darba cikla (skatit 2.11. zim.)
masia ¥’ parliecinajas, ka kods §; # ¢;, tadel masia ¥’ ir nonakusi stavoklt
ds-

Vispirms meés atjaunojam vardu 0f1uf0 (skatit (2.2)). Sai noluka (skatit
2.12. zim) masma dodas pa labi lidz burtam *. Péc tam ta dodas pa kreisi
lidz sasniedz burtu ¢. Tad starp abam burta ¢ ieejam 0 vieta ieraksta 0, vai
1 vieta ieraksta 1, vai arT konstaté, ka §aja starpa nav nedz 0, nedz 1.

Visbeidzot masima ¥ sasniedz burtu £, iet vienu soli pa labi un 1 aizstaj
ar 1. Esam atjaunojusi vardu 0f1ut0.

Tagad masma ¥’ fikse koda ;41 atrasanas vietu (turpinam analizét psei-
dografu 2.12. zim.). Sai noliika ta dodas pa kreisi lidz varda sakumam.
Pec tam samekle koda ¢; atrasanas vietu (burts ), burtu ¢’ aizstaj ar ¢t un
parvieto galvinu 3 komandu kodus pa labi. Esam sasniegusi koda ¢; ierak-
sta vietu. MaSina ¥’ pariet stavokll ¢4, un var atkartoti sakt salidzinasanu
(skatit 2.10. un 2.11. zim.).

Nakosas komandas izpildiSana. Mes pienemam, ka tiek mekleta koda

4008001005400 (2.4)

atrasanas vieta. Pienemsim, ka iepriekseja darba cikla (skatit 2.11. zim.)
masima ¥’ parliecinajas, ka kods §; = ¢;, tadel masina ¥’ ir nonakusi stavoklt
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2.12. zim.: Varda ¢1ut sagatavosana.

g7. Mus interesé &1 varda (2.4) apaksvards
:00t00a;;
kas sobrid ir izskata
g;t' 0t00a;

Ja reiz universala masma T’ ir nonakusi stavokli ¢y, tad vardu 0t1ut0,
10'vt’0 salidzinasana ir bijusi sekmiga, tapec apaksvarda Ot1ut0 vieta Sobrid
ir vards 0¢1ut0.

Universala masina ¥’ vispirms veic parveidojumu (skatit 2.13. zim.)

0£1ut0 — 001400,

tad atgriezas pie t', to aizstaj ar 0 un varda a; pirmajam burtam uzliek
punktinu. Kad tas ir padarits masina ¥’ dodas pa labi noskaidrot, kadu burtu
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2.13. zim.: Nakosas komandas izpildiSana.

sobrid apluko modelejamas masmas T galvina. Atkariba no ta universala
magina pariet viena no stavokliem ¢, 0, vai 1 (skatit 2.4. zim.). Cikls ir nosle-
dzies, un universala masma ¥ sak izpildit modelejamas masmas ¥ nakoSo
komandu.

8) Darba noslégums. Ja modelejamas masinas T nakosa izpildama
komanda ir ¢y, tad universala masina T’ nonak stavokli gg (skatit 2.10.
zim.). Tas nozime, ka masmas T darba modelesana ir veikta. Atliek tikai
nodrosinat, lai ieraksts uz lentas sakristu ar masinas ¥ darba rezultatu.

Vispirms universala masina ¥’ dodas uz varda sakumu (skatit 2.14. zim. ),
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t/r

0/tr, 0/tr, 1/tr, 1/tr
x/tr

Pt /tr
t/

9

£/tT, 0/0T, 1/1T

2.14. zim.: Darba noslegums.

tad dodas pa labi, visus burtus aizstajot ar burtu ¢, lidz sasniedz burtu %, ko
arT aizstaj ar burtu ¢. Tagad universala masima ¥’ dodas pa labi visur burtu
t' aizstajot ar burtu t Iidz sasniedz varda beigas, t.i., burtu ¢. Visbeidzot
universala magima ¥’ dodas atpakal, proti, pa kreisi lidz sasniedz to burtu
varda, ko apliko modeléjamas masias T galvina. Atliek tikai burtu ¢ (0,
vai 1) aizstat ar burtu ¢ (atbilstosi ar 0, vai 1), lai masnas ¥ modelelesanas
process buitu noslédzies. Universala masina ' nonak stavokli ¢,. m

VienoSanas. Ka jebkura Tjuringa masina, art universala Tjuringa masina
%’ rekina kadu divargumentu funkciju. Turpmak $§is funkcijas apzimésanai
lietosim pierakstu LU(z, y).



3. nodala

3.1. Funkciju kompozicija

Vienosanas. Turpmak, ja netiks speciali atrunats, funkcijas, izrekinamas
pec Tjuringa, sauksim par izrekinamam funkcijam, t.i., paskaidrojoso vardu
"Tjurings” nelietosim.

Teoréma 3.1.1. Katrai izrekinamai funkcijai f : N¥ —o— N eksiste Tjuringa
masina T, kas to rekina, piedevam, ja T ¢ Dom(f), tad masina neapstajas.

O Piepemsim, ka Ty = (Qo, @, Ao, S, 90, 1,1, To) ir Tjuringa masma,
kas rekina funkciju f : N¥ —o— N. Defingjam jaunu Tjiringa masmu ¥.
Pienemsim, ka t' ¢ Ay, tad masinas ¥ arejo alfabetu A izvelamies vienadu
ar Ao U {t'}.

Masias T programmu 7' definéjam balstoties uz masinas ¥, programmu
Ty. Pienemsim, ka p ¢ @) un qa — a¥ ¢ ir programmas Ty komanda, tad

akq, Jja aF#t A §# qo,
t'%,q, ja a=t A q#q,
akp, Jja aFt A q=qo,
t's,p, ja a=t A ¢=qo.

qa —

ir programmas 7" komanda. Ta rezultata mes esam nodefinejusi art program-
mas T komandu ¢t — a'%¢q'. Saskana ar So komandu defingjam komandu
qt' — a'%q'.

leverojam, ja mes aprobezotos ar $adi definéto programmu 7', tad T veik-
tu tas pasas darbibas, ko veic ¥, tikai burta ¢ vieta ta rakstitu burtu ¢'.
Turklat, ja Ty sakuma ierakstam u neapstajas, tad ar1 T §im pasam sakuma

45
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3.2. zim.: Dosanas pa labi, ja y > 0.

ierakstam u neapstajas. Tacu, ja Ty apstajas, tad masina ¥ nonak stavoklt
p. Ta ka visas sunas, kuras darba laika apmekleja €, ir ierakstiti burti, kas
atskiras no burta ¢, tad mums ir iespejams parbaudit vai darba rezultats at-
bilst norunai To(u) = v, kur v ir kada naturala skaitla pieraksts 2-ku sistéma.
Tas nozime, ka mums ir japarliecinas, vai ieraksts ir izskata

()™ (y)2(t)",

kur y ir kads naturals skaitlis. Turklat mums japarliecinas, ka masinas
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galvina atrodas uz ieraksta (y), sakuma. Vispirms parliecinamies, vai ie-
raksts pa kreisi satur tikai burtus ¢ un # (skatit 3.1. zim.). Sai zimejuma
lokam piekartota pazime # norada, ka atbilstosa pareja veicama, ja citas
parejas neapmierina prasitos nosacijumus. Ta, pieméeram, augsejam lokam
(p, po) piekartota pazime #. Dotaja situacija tas nozime, ka Tjuringa masina
pariet stavokli pg, ja galvina apliko burtu, kas nav nedz 0, nedz 1, galvina
netiek parvietota nedz pa kreisi, nedz pa labi, ieraksts suna netiek mainits.

3.4. zim.: Dosanas uz ieraksta sakumu.

Péc tam parliecinamies, vai ieraksts pa labi reprezenté skaitli. Sai sakara
mums japarbauda 2 atskirigas situacijas: ieraksts atbilst pozitivam naturalam
skaitlim, vai ieraksts atbilst skaitlim 0. Pirmaja gadijuma jabut vardam
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izskata 1w (t')" (skatit 3.2. zim.), kur w € {0, 1}*, otraja gadijuma — vardam
izskata 0(t')" (skatit 3.3. zim.).

Masima ¥ nonaks stavokli ps tikai tad, ja = € Dom(f), pretéja gadijuma
ta nekad neapstasies. Tagad atliet atgriezties uz ieraksta sakumu un apstaties
(skatit 3.4. zim.). m

Definicija 3.1.2. Piepemsim, ka masina T rekina funkciju f : N¥ —o— N.
Mes teiksim, ka Tjuringa masina T requlari rekina funkciju f : N¥ —o— N,
ja masina neapstajas visiem T ¢ Dom(f).

Mes teiksim, ka f : N¥ —o— N ir requlari izréekinama, ja eksite Tjuringa
masima ¥, kas So funkciju rekina regulari.

Sekas 3.1.3. Katra izrékinama funkcija ir requlari izrekinama.

Definicija 3.1.4. Tjuringa masinu ¥ sauc par vienpuseju Tjuringa masinu,
ja tas galvina darba gaita nekad neaplukos sunas, kas atrodas pa kreisi no
sakuma pozicijas.

Piemeram, ja vienpusejas Tjturinga masimas ¥ galvina sakuma apliko
sunu Ry, tad darba gaita tas galvina nekad nenonaks uz stunas R_;.

Vienosanas. Daznedazadus programmu fragmentus, ko lietosim, lai
sastaditu programmu P((Q)), sauksim par apaksprogrammam. Apakspro-
grammu merkis — to vairakkarteja lietosana rakstot programmu P(Qy).

Apaksprogramma F'(Q)) ir atkariga no stavoklu kopas (). Katra konkreta
lietojuma (rakstot programmu P((Q)y)) mes izmantojam kadu apaksprogram-
mas F'(Q)) modifikaciju F(Q1), kas var atskirties no F(Q) tikai ar to, ka dazi
(vai pat visi) kopas @ elementi ir parsaukti. Sadas parsauksanas rezultata
mes panakam, ka Q); C Qo, turklat rakstot programmu P(()y) meés varam lie-
tot (ja tas ir nepiecieSsams) vairakas apaksparogrammas F'()) modifikacijas,
pieméram, F(Q;) un F(Q2). Mums tikai janem vera, ka dazadam modi-
fikacijam (ja tas netiek speciali atrunats) ir disjunktas stavoklu kopas, t.i.,
Q1NQ2=0.

Saprotams rakstot apaksprogrammu F'((Q)) més rupéjamies tikai par to, lai
kopas () elementi buitu nofikseti un apzimejumi nebtitu par meru smagneji.

Varda nobidisana. Pienemsim, ka A = {t,a,as,...,a,,t} un * ¢ A.
Musu merkis konstruet tadu vienpuseju apaksprogrammu £(s), ka

Vw € Af ¢, x w = xqitw
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Apaksprogrammas £(s) arejais alfabets A’ O AU {x}, tas stavoklu kopa
Q ~ {qsap(s)apfa cee 7pfz+2}‘

qy* = * T pg piaj — a; ' p; P20 a TPy
phai =t T p; Pry16; = LT pj Phyo* > % T g
pot = U7 ppyy pit — a; T py iy

pot — t T Ppat—t r Pt

pit — a; jprJrQ
Ppyat — 1 0 P2

Te indeksi 4, j mainas robezas no 1 Iidz n, burts a reprezente katru alfabeta
A burtu. Paréjas komandas ir izskata gb — bTgq.

Speciala gadijuma, ja n = 2, mes jau esam pazistami ar So konstrukciju
(skatit 2.6. zim.).

Teorema 3.1.5. Katrai Tjuringa masinai € = (Qo,Q, A, S, qo,q1,t,T) ek-
siste tada vienpuseja Tjuringa masina T, ka

Vwe AT wEw &% wkEuw

O Pienemsim, ka T = (Qo, @, A, S, qo, q1,t,T) ir Tjuringa masma. Defi-
néjam jaunu Tjuringa masimu ¥ = (Qf, @', A, S, g0, q1,t,T"). Pienemsim,
ka A = {t,a1,a9,...,a,} un Ay = {*,t,t a},dy,...,a.}, kar AN Ay = 0.
Izvelamies A’ = AU Ay.

Magmas ¥’ programmu 7" definésim pakapeniski. Programmas 7" aprak-
sta mes neieklausim komandas izskata qa +— a'Tq.

Vispirms pec analogijas ar apaksprogramm £(s) ierakstam * un nobidam
sakotnejo vardu w € Af vienu vietu pa labi.

qa; — x0T p;
@t — %0 q
pia; o ay r by

pit — a; Tpna
Pny1G — a1 Ppp1
Prnrx — T q

Talak mes darbojamies lidzigi ka ieprieksejas teoremas pieradijuma. Pie-
nemsim, ka p € Q@ = {q.q,...,¢n} un ga — d¥kyq; ir programmas T
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komanda, tad

akq;, ja a#t A g # qo,
i*q;, ja a=1t A q; # qo,
akp, ja a#t N q; = qo,
idp, jad=t A g = qo.

gia —

ir programmas 7" komanda. Ta rezultata mes esam nodefinéjusi arT program-
mas 7" komandu ¢/t — d¥q'. Saskana ar So komandu definejam komandu
it — akq.

Pievienojam visas apaksprogrammas £(s), kur s € 1, m. Esam panakusi,
ka ¥’ veic tas paSas darbibas, ko T, tikai nekad nenonak pa kreisi no x.

Ja masmas T beigu konfiguracija, kas atbilst vardam w, ir ugyv, tad
Sobrid masmas T’ vards ir *upo, kur @ ir izskata £Fu’ un o ir izskata v't*,
vai v = t = v, turklat «’ no u atgkiras tikai ar to, ka visas burta ¢ ieejas
aizstatas ar burta ¢ ieejam. Lidzigi, vards v’ no v atskiras tikai ar to, ka
visas burta t ieejas aizstatas ar burta ¢ ieejam. Mums atliek tikai nodzest x,
burtus ¢ aizstat ar ¢ un atgriezties tai pasa vieta, kur sobrid atrodas masnas
T’ galvina. Tas izdarams sadi:

px =t T py poa; — a; 1) pha; — a; T ph
pa; — a1 pj p{)iv—>t‘7p6 péi»—>t|”p’2
pt—t ) pyx — TPl pht —t 9l
pt — t' 9 pg
pllaz' —a; I p/1 péai = a; | pé
pit—=trp Pt ¢ ph
pra; — a; T ph Phai — a; Tqo

phat’ — tTqo
Te i € 1,n. Esam panakusi, ka T:wFw T :wkFw'. m

Definicija 3.1.6. Funkciju f : N* —— N sauc par vienpuséji izrekinamu,
ja eksiste vienpuseja Tjuringa masina, kas to rekina.

Sekas 3.1.7. Katra izrekinama funkcija ir vienpuséji requlari izrekinama.
Teorema 3.1.8. Ja g(y1, Y2, - - -, Ym) un f1(Z), f2(Z), ..., fm(Z) irizrékinamas

funkcijas, tad So funkciju kompozicija g(f1(Z), f2(Z), ..., fm(T)) ir izrékinama
funkcija.
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O Nemot vera tikko formuletas Sekas 3.1.7 varam pienemt, ka visas funkci-
jas ir vienpuseji regulari izrekinamas. Tas nozime, ka eksiste vienpusejas
Tjuringa masmas &, §1, T2, - - -, Sm, Kas regulari rekina funkcijas

g(ylay% SR 7ym)7f1(f)7f2(j)v s ’fm(j;>'

1. solis. Kopejam vardu (), iegustam vardu (Z)st(Z)s.

Novietojam masinas galvinu uz otra varda (Z)s sakuma un palaizam
masinu §,,. legustam rezultatu (z)st(f,,(Z))s, to parvietojam. Iegustam
vardu (f, (7))ot (Z)2.

2. solis. Kopgjam vardu (Z)s, iegustam vardu (f,,,(Z))2t(Z)2t(T)s.

Novietojam masinas galvinu uz otra varda (Z), sakuma un palaizam
masimu §,,_1. legustam rezultatu (f,,(7))2t(Z)2t(frn_1(Z))2, to parvietojam.

legustam vardu (f,,,_1(Z))2 * (fim(Z))2t(Z)2.
Solis m-1. Kopejam vardu (Z),, iegustam vardu

(f3(2)2 % - -+ (fn1 ()2 % (fin (7)) 2t ()2l (7).

Novietojam masinas galvinu uz otra varda (Z), sakuma un palaizam maginu
2. leguistam rezultatu

(f3(7))2 5 - (1 ()2 % (fn(2))2t(7)2t (f2(T))2,
to parvietojam. leguistam vardu
(f2(Z))2 * (f3(7))2 * -+ * (fm-1(T))2 * (fn(T))2t(T)2.

Solis m. Novietojam masinas galvinu uz varda (Z), sakuma un palaizam
masinu §;. legustam rezultatu

(f2(7))2 % - % (fna ()2 % (fin (7))t (f1(T))2,

to parvietojam. legtistam vardu

(F1(Z)2 % (f2(2))2 % -+ - (frn1(2))2 * (fn(T))2-

Solis m+1. Novietojam masmas galvinu uz varda

(J1(2)2 * (f2(Z))2 -4 (fna(T))2 * (fn(T))2

sakuma un palaizam masinu &. legustam rezultatu

(g<f1<j>7f2(j:)v‘"7fm(j7))2- u
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3.2. Neizrekinamas funkcijas

Apaksprogrammas
\% Y
prot — 0T py put — 0T pay
paot — 17T psg part — 07 ps
psot — 0T pag psit — 17 py
paot +— 0T pso put — 0T ps
pn()t — OTpnO pnlt — OTpnl

Apaksprogramma w darbu sak stavoklt p;p un darbu beidz stavokli p,g.
Apaksprogramma W darbu sak stavoklt p;; un darbu beidz stavoklt p,;.
Apaksprogramma w vardu t" parstrada par vardu 010"~ 2, savukart apaks-
programma W vardu " parstrada par vardu 0210773,

Teorema 3.2.1. Katrai izrekinamai funkcijai f - N —— N eksiste Tjuringa
masina ar arejo alfabetu {t,0,1}, kas to rekina.

O Piepemsim, ka Tjuringa masina Ty = (Qo, @, Ao, S, 90, ¢1,t, To) rekina
funkciju f : N —o— N un Ay = {ay,as,...,a,}, kur a; = t,a5 = 0,a3 = 1.
Nemot vera Sekas 3.1.7 mes varam izveleties Ty ta, lai katram = ¢ Dom(f)
masina neapstatos. leverojam sakuma uz lentas ir vards (), € {0,1}*; ja
masima ¥ beidz darbu, tad uz lentas ir vards (y), € {0,1}*. Ta rezultata
gan darba sakuma, gan péec darba beigam uz lentas ir vards alfabeta {0,1}.
Tatad, lai pierakstitu 8o informaciju, t.i., vardus (x)s un (y); mums pietiek
ar alfabetu {¢,0,1}.

Mes definésim Tjuringa masimu T ar arejo alfabetu {¢,0,1}. Masina
T imites masmas Ty darbu. Katram burtam a; € Ay piekartosim vardu
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U; = UjiUo - - - Uiy, gaTUMA N, Kur

0, jai#Jj;
U5 == . .
! 1, jai=7.

Nosauksim So vardu u; par burta a; kodu. Musu merkis katru masmas €, ko-
mandu ¢;a; — a,%q, aizstat ar apaksprogrammu A(7, j), kas stradas ar bur-
tu a; un a, kodiem, proti, apaksprogramma A(i) vispirms noskaidros, kada
burta a; kods ir jaapstrada, tad darbu saks apaksprogramma A(%, j), kas bur-
ta a; kodu aizstas ar burta a, kodu. Pec tam A(37, j) saskana ar % nodrosinas
pareju uz nakoso burtu. Visbeidzot A(i, j) nodos vadibu apaksprogrammai
A(s). Talakais pieradijums ir tikai demonstracija, ka tiesam sadu masmu ¥
var uzkonstruet.

Sakuma ieraksta kodésana. Vispirms Tjuringa masina ¥ sakuma ie-
rakstu (x)q aizstaj ar §1 varda kodu, proti, ja

(x)g = @129 ... 7, kur Vix; € {0,1},
tad varda (x)s kodu mes definejam ka vardu
Uiy Uiy - - - Uy,

kur katrs u;, ir burta x, kods.

Masima ¥ darbu sak stavokli ¢;, nolasa burtu x;, to nodzes, iet uz varda
beigam. Te péc atstarpes ieraksta burta z; kodu w,;,, tad dodas uz varda
Tox3...T) sakumu, pariet stavokli ¢;. Cikls nosledzies. Talakais jau ir in-
dukcija. Detalas skatit 3.5. zimejuma.

Apaksprogramma A(i). Mes pienemam, ka masinai T, Sobrid jaizpilda
komanda g;a; — a,%¢qs, tapec masima T atrodas stavoklt p;, un tas galvina
apliko a; koda u; pirmo burtu, proti, burtu w;;.

pi0 — 07 pio pil —  1Tgn

pi20 — 0T ps3 piel = 1Tgqg
Pin—20 = 0T pin_y DPin—2l +—  1T¢qin—2
Din—10 — 0T g Pin—1l = 1T¢qin—1

Apaksprogramma A(7) darbu beidz stavoklt ¢;;, kas ir apaksprogrammas
A(,7) sakuma stavoklis. Sai situacija masias T galvina apluko koda wu;
burtu u;; = 1, t.i., masina ¥ ir atpazinusi burta a; kodu.
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3.5. zim.: Sakuma ieraksta kodesana alfabeta {0, 1}.

Apaksprogramma A(i,j) imité programmas ¥, darbu, proti, ta imitée
komandu g;a; — a,%qs. Apaksprogramma A(i, j) sastav no diviem blokiem:

e koda u; aizstaSana ar kodu us — bloks A, (1, j);

e parejas % imitacija — bloks Ay(i, 7).

(i) Bloka A;(i,j) konstrukcija ir atkariga no komandas ¢a; — a,%¢s.
Uzsveram, bloka definicija butiski atkariga no ta, vai j < o, j = o, vaij > o:
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<o j=0 ]>0

qijl =0T ¢ ¢ij1 — 1T¢, g1 —09q¢
10 +— 0T g G100 9 g
G20 — 0T g3 G20 — 0 9 g3
QU—jO = 1Téja Qj—cro = 1T(ja

Bloks A, (i, j) darbu sak stavoklt g;;, darbu beidz stavoklt §,, kas ir bloka
Ay (1, 7) sakuma stavoklis.

(ii) Bloka Ay(i,j) konstrukcija ir atkariga no komandas g;a; — a,%¢s.
Uzsveram, bloka definicija butiski atkariga no o un no ta, vai % =9, % =T,
vai % =I". Pati sarezgitaka ir kustiba pa labi. Ja nu izradas, ka labaja puse
nav koda, tad tur atrodas burts ¢. Sai gadijuma nepieciesams uzkonstruet
burta ¢ kodu un atgriezties uz koda sakuma burtu.

Mes neuzradisim visas bloka As(7, j) komandas, proti, més neuzradisim
tas komandas, kas neietekme bloka darbu. Konkretak, bez ipasas vajadzibas
mes neuzradisim komandas g;a; — a; Tg;.

* =T unoc#1 *X=Tuno #1 * = uno #n
Gol—19Gy—1 Gol =19 §oy Gol =17 Goin
qg—lo — 0 el 60—2 qa—lo = O (—I ija—z da+10 = O |—> da+2
G0 — 0 9q; G10 — 0T p, G0 — 0T ¢}

¢t — 094, Gt— 17 ¢
¢;0— 0 9¢, ¢;0 — 0T p,
¢1l— 194 @1 — 1Tp,

o Gt — 07
Gt — 0¢q,

4,10 — 0 9q, ¢t — 0T ¢,
¢ 11— 17gq, ¢t —09q, 4
Q;lt = 1Tp, qgflo =01 qgﬂ
¢, 0 — 0Tp,

¢, 1+— 1Tp, q50 +— 0 9 ps
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Nemam vera, ka te p, ir apaksprogrammas A(s) sakuma stavoklis.

Y =T uno=1 % =Tuno =1 % = uno=n
o1 —19¢ Go1 — 1Tp, ol — 17 q4
¢t — 09¢, Gt— 17 g
;0 — 0 9¢ ¢,0 — 0T p,
q’111—>1<"|qé q’11|—>1—|—p3

e @Gt —0r g4
Gt — 09,

¢10—09q, G it =0T q,
¢ 1—19q, ¢t —09¢q, 4
¢t — 1Tp, ¢y 10— 0q, 5
¢,0 — 0T pg R

g1 — 1Tp, ¢50 — 0 9 p;

Apaksprogramma A(0). Mes pienemam, ka masima ¥, Sobrid nonakusi
beigu stavokli qg, tapec masina ¥ atrodas stavokli py. Esam sasniegusi
masinas T darba simulacijas pedejo fazi. Uz lentas ir funkcijas f(z) vertiba,
tikai pieraksts nav 2-ku sistema. Ja f(z) =y un (y)2 = y1y2. .. Y., tad uz
lentas ir vards wuj,uj, ... u; ', kur katrs u;, ir burta y, kods. Vards u ir
izskata (10"71)% vads o ir izskata (10"71)%2; te gan s;, gan s, ir nenegativi
veseli skaitli. Saprotams, masmas ¥ galvina Sobrid apliko koda u;, pirmo
burtu.

Apaksprogramma A(0) sastav no tris blokiem:

e varda u nodzesana — bloks A;(0);

e varda v’ nodzesana — bloks Ay(0);

o u; uj, ...u;, parstradasana par (y), — bloks A3(0).

(i) Bloks A;(0) darbu sak stavokli py, darbu beidz stavokll ¢?. Sai
gadijuma uz lentas ir palicis ieraksts u;, uj, . .. u;, u', masias T galvina apluko
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koda w;, pirmo burtu.

po0 — Oﬁq%
gt = t7 g
G0 — t9q
q%l — t‘?q%
Gt = tT g
00 = 0Tq

(ii) Bloks A(0) darbu sak stavokll ¢7, darbu beidz stavokli p|. Sai
gadijuma uz lentas ir palicis ieraksts u;, u;, . . . u;,; masinas T galvina apluko
koda u;, pirmo burtu.

git—t9q gttt g git—tq
¢i0— 0 g3 Gl—1trq q10 — 0 g5
Gl—tr g GBO—tr g gl —19¢
@30 0r ¢ S qat —t T pl
@Gl 17 ¢ @0 —tr g q30 — 0 ¢5
e q§1|—>1<'|q§
20— 07 ¢?

Gl— 17 ¢}

Ja stavokli ¢ masina apluko burtu

e ¢, tad galvina atrodas aiz varda u; u;, ... u;, pa labi un v’ = \;

e 0, tad galvina atrodas uz kada no vardiem u,;,;

e 1, tad galvina atrodas uz burta ¢ koda 10"

Masma T stavoklos ¢} dzes vardu /. Magina T stavoklos ¢! atgriezas uz

varda wuj, u, . . . u;, sakumu.
(iii) Bloks A3(0) darbu sak stavokl p}, darbu beidz stavoklt qo, kad uz
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lentas ir ieraksts (y)s.

10— tT ph Pt =t D pt—try
Ph0 — 17 ph P 0= tryp PO t7 p
Phl — 0T ph p’l&—>t|’>pg
P30 = ¢ 1 pl Doyt =t D40

p3l = trp) Pri20— 0T qo

P40 — ¢ 7 pl Phiol = 1Tq

p0—=tr p{n—&-l
Masina ¥ stavoklos p; vardu u;, parstrada par 0, vai 1. Ja nu
Uj1Uj2 e Uj% = Ujl,

tad masina ¥ pilda komanda pj, ¢ — t 1 p],,,, nonak stavokli p; . ,, dodas pa
kreisi, sasniedz ciparu 0, vai 1 un apstajas. Masinas €y modelesanas process
ir sekmigi nosledzies.

Preteja gadijuma, t.i., ja sz > 1, masina ¥ pilda komanda p/, . ,0 — ¢ T p'.
Tagad naksies apstradat ar1 vardu u, ...u;, . Turpmakais darbs organizets
cikla. Ja kartejais vards wu;, ir cipara 0 kods, tad masina T nonak stavoklt
P, ja uj, ir cipara 1 kods — stavoklr pi.

Pi0 — £ 1 pf) pot ¢ g P ot =t TP,
e po0+— 07 p? P 007 pl, .
po0 =t ),y pol — 17 p) Dol = 17 p) s
Pt =t g Pt — 0 9 ph Poist =0T pf
P10t Tphs pot =t g

p80|—>0<'|p(2)
pg1|—>1('|pg

Masina stavoklos p},pj, ..., ph dzes cipara 0 kodu. Stavoklis p?., par-
liecinas, vai v = 2, t.i., vai nodzests kods u;, .

Ja v = s, tad darbs jabeidz. Magna ¥ pariet stavokll pJ, dodas lidz
vardam (y)2 = Y192 - . - Yo, pievieno 0 (stavoklis p?); tagad (y')20 = (y)2.
Visbeidzot sasniedz varda (y), sakumu (stavoklis p3) un beidz darbu stavoklt

qo-
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Ja v < 5, tad masina ¥ pariet stavokl pl)_,, vardam (y'), pievieno 0 un
pariet stavokll p/, lai turpinatu darbu (tagad jau koda w;, ,, apstradi).

p3l =t 7 p) pot =t 9 pg Pyt =t TP
pi0 = LT p; ps0 — 0T pi P20 0T pis
S ppl— 17 pi phiosl— 17 pl..
ph0—t 7 phy pit—149p} phist— 10 p

p}t+1t|—>t"|p(l] p%tl—nfﬁqo

pvlz+10'_>tﬁpwlm+2 P30 = 0 9y

p81|—>1‘1p5

Komandas p} nodrogina to pasu darbu, ko komandas p? iepriekseja apraksta,
tikai tagad apstrada cipara 1 kodu. m

Mes teiksim, ka funkcija f : N¥ —o— N ir izrékinama alfabéta A, ja eksiste
Tjuringa masina ar arejo alfabetu A, kas to rekina.

Parskatot Teoremas 3.2.1 pieradijumu secinams: ja Tjuringa masina T,
rekina funkciju f : N —o— N normali un vienpuséji, tad to dara art Tjuringa
masina ¥, kas rekina so funkciju alfabeta {t,0,1}. Lidz ar to musu riciba ir

Sekas 3.2.2. Katra izréekinama funkcija [ : N —o— N ir vienpuseji normali
izrekinama alfabéta {t,0,1}.

Vingrinajums 3.2.3. Katrai izrekinamai funkcijai f : N¥ —— N eksiste
Tjuringa masina ar arejo alfabetu {t,0,1,*}, kas to rekina.

Vingrinajums 3.2.4. Katra izréekinama funkcija f : NF —o— N ir vienpuséji
normali izrekinama alfabéta {t,0,1,*}.

Pienemsim, ka ¥ ir kopas 9, universala Tjiiringa masina. ST universala
Tjuringa masina ¥’ define kadu divargumentu funkciju U(zx, y).

Piemers 3.2.5. Funkcija

x(z)

gl

{1, ja (z,x) € Dom(U);
0, ja(x,z)¢ Dom(U)

nav izrekinama.
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O Pienemsim, ka x(x) ir izrekinama funkcija, tad izrekinama ir ar1 funkci-
ja
V(@) = {nav definéta, ja (z,x) € Dom(U);
10, ja(z,z) & Dom(U).

Ta ka x/(z) ir vienargumenta izrekinama funkcija, tad (Sekas 3.2.2) ta ir
izrekinama alfabeta {¢,0,1}, t.i., eksiste kopas M, Tjuringa masina §’, kas
rekina funkciju x/(z). Pienemsim, ka a = ¢($)'), tad x'(z) = U(a, x) un

nav definéta, ja (a,a) € Dom(U);

U(a,a) = X'(a) = {0’ ja (a,a) € Dom(U).

Sanak, ka U (a, a) ir defineta tad un tikai tad, jalf(a, a) nav definéta. Pretruna!
]



4. nodala

4.1. Standartuniversala Tjuringa masina

Kopas 2, universala Tjuringa masima ¥’ paredzeta darbam ar vardiem
v w, kur v ir kadas masias T € My kods ¢(T) un w € {0,1}*. Tacu ne
katrs vards v € {0,1}" ir kadas masias ¥ kods. Ta ka koda ¥ pirmais
burts ir 1, tad kodi 2-ku sistema ir naturali skaitli. Lidz ar to attelojumu
¢: My — {0,1}* mes varam uztvert ka attelojumu My — N. Sis attelojums
kopa M, define linearu sakartojumu

51 = zg ﬁ C(Tl) < C(Sz).

Sai sakartojuma tatad ir nulltda kopas 91, masa, pirma, otra, tresa, utt.
Tas nozime, ka eksiste bijekcija ¢; : My — N, ko induce sakartojums =,
proti,

C1(51> < C1<§2) <~ c(ll) < C(Tg).

Lidz ar to katram naturalam skaitlim n € N atbilst tiesi viena kopas 9y
masina c¢; '(n). Més teiksim, ka §1s masias ¢; ' (n) standartnumurs ir n. Pagu
attelojumu ¢; : My — N sauc par Tjuringa masinu standartnumeraciju.
Standartuniversala Tjuringa masina (turpmak to apzimeésim ar T7) pa-
redzeta darbam ar vardiem wu * w, kur u ir kada naturala skaitla n € N
pieraksts 2-ku sistema un w € {0, 1}*. ST masina vardu u * w parstrada par
vardu ¢(¢; ' (u)) *w un talak strada ka kopas 91, universala Tjiiringa magina
g
Teorema 4.1.1. Kopai My eksiste standartuniversala Tjuringa masina.

O Kopas 91, standartuniversalo Tjuringa masinu

Ti = <Q87 QS7A,7 Sv CIOaQ1,t,T18>

61
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mes definesim pakapeniski. Vispirms aprakstisim, ko daris masina 7.

e Sakuma uz lentas ir uzrakstits vards v * w. Parbaudam, vai v atbilst
kada naturala skaitla n pierakstam 2-ku sistema.

e Pienemsim, ka

L0, %1, ., %,

ir kopas 9y Tjuringa masinu saraksts, kur ¥, ir Tjuringa masina ar
standartnumuru n. Musu merkis — ierakstu (n)o*w aizstat ar ¢(%, ) *w,

un tad palaist universalo Tjuringa masmu ¥’. Sai noluka mes ierakstu
(n)2 * w aizstajam ar ierakstu 0% 0 * (n)g * w.

Vispariga gadijjuma musu riciba bus ieraksts (s)g * (k) * (n)g * w, kur
k < n. Tagad sniegsim koda ¢(%,) meklesanas induktivu aprakstu.

Parbaudam, vai (s) ir Tjuringa masinas T, kods.

(i) Ja (s)2 = ¢(Tx) un k = n, tad esam atradusi ¢(%,). Ierakstu
(s)2%(k)2%(n)2*w parrakstam par (s)g*w un palaizam universalo
masinu ¥

(i) Ja (s)2 = (k) un k < n, tad gan skaitli s, gan skaitli k& palielinam
par 1 un atsakam parbaudi, vai (s), ir Tjuringa masinas Ty kods.

(iii) Ja(s)2 # ¢(%yx), tad skaitli s palielinam par 1 un atsakam parbaudi,
vai ($) ir Tjuringa masinas ¥ kods.

Talakais pieradijums ir tikai demonstracija, ka tieSsam Sadu standart-
universalo Tjuringa masmu %7 var uzkonstruet. Masmas %] programmu 77
definesim pakapeniski.

Programma 77 sastaves no vairakiem fragmentiem: lielakos fragmen-
tus mes sauksim par apakSprogrammam, mazakos — par blokiem. Mes
nevelamies, lai apziméejumi biitu parak smagnéji un aizenotu lietas butibu,
tapec rakstot Sos fragmentus mes neriipesimies par to, lai katram fragmen-
tam stavokli butu dazadi. Burtus p;, pi;, p,’fj mes lietosim visu fragmentu pie-
rakstos, tacu kopeja programma Siem stavokliem ir jabut atskirigiem. Kas
attiecas uz citu burtu lietosanu stavoklu apzimesanai, tad tie ir fikseti visai
programmai 77. Ta, piemeram, ja gan bloka Fj, gan bloka F3 ir sastopami
stavokli p; un ¢s, un tie abi ir programmas 77 sastavdalas, tad programma
T} abos fragmentos jabut stavoklim g¢s, tacu stavoklis p; vai nu bloka Fi, vai
bloka F; ir japarsauc.
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Defingjam masinas T3 arejo alfabetu A’ = {¢,0,1,£,0,1,#,0,1/,%}. Ka
redzams tas sakrit ar universalas masinas T’ aréjo alfabetu.
Sakuma ieraksta parbaude. Masma %] darbu sak stavokli ¢; un

vispirms parliecinas, ka uz lentas dots vards v % w, kur v ir kada naturala
skaitla n pieraksts 2-ku sistema un w € {0, 1}*.

0= 07 py pat 1 T py pat > * 1 ps
@l— 1T p, p30 =0T ps P40 +— 0 T py
pr¥ = x [ p3 p3l = 17T p3 pal — 1 py
p20r—>0|—)p2 p4*r—>*ﬁp4
pol — 17 po pst — 0 T pg
poxk > % T p3 pet +— * 1y

prt — 0T

Tikko dota bloka apraksta nav ieklautas komandas izskatd ga — aTgq. Sis
komandas nodrosina, ka masina T§ nekad neapstasies, ja v nav kada naturala
skaitla pieraksts 2-ku sistema. Tapat sis komandas nodrosina, ka masina %3
nekad neapstasies, ja w ¢ {0, 1}*.

e Pirmaja aile dotas komandas veic parbaudi, vai v ir kada naturala
skaitla n pieraksts 2—ku sistema.

e Otras ailes komandas nodrosina parbaudi, vai w € {0, 1}*.

e Tresas ailes komandas veic galvinas parvietosanu uz varda (n)s * w
sakumu, un tad So vardu parraksta par vardu 0% 0 * (n) * w Péc tam
masina 7 nonak stavokll gs.

Komandas koda parbaude. Vispirms japarliecinas, vai (s)9 ir izskata
K,0'K50* ... K,,0°

Katras komandas K; = ga — a' ¢ kods

K;=30*a0%a 0% % 02§ 0%,

turklat stavokla ¢ kods ¢ vienmer sakas ar priedekli 10, burta a kods a €
{01,10, 11}, kustibas % kods ¥ ar1 ir kopas {01, 10,11} elements.
(i) Kodu ¢, ¢ parbaudes bloki.
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e Bloks A darbu sak stavoklt ¢s.

e Bloks A’ darbu sak stavoklt p;.

A A

qox* > * 1 ps p10— 01 pf
gl — 1T py pil—= 1T py
20— 0T p3 20— 0T p3
P30 =0T py p30 =0T py
p3l = 17 py p3l = 17 py
P40 — 0 po 40— 0T ps
pal = 17T p3 pal — 17T p3
ps0+— 0 1 ps ps0+— 0T pe
psl—199p; ps0 — 0T qo

ps* >k T g

pnglﬁpg
pg()r—>()|'>p2

4. NODALA:

Visas parejas komandas ir izskata qa — aT¢qp. Masma %] nonak stavoklt
10, ja vards (s)e nav nevienas Tjuringa masias ; kods.

e Ja bloks A nonak stavoklt py, tad konstatets dalitajs G0? (skatit koman-
das pa,p3,ps). Ja bloks nonak stavokll gs, tad vards (s)q ir izturejis
pirmo parbaudi, t.i., §T varda struktura atbilst kadas programmas ko-
da strukturai. Galvina tiek novietota uz varda (s); sakuma (stavokli

p57q3)'

e Ja bloks A’ nonak stavokll ¢, kas ir bloka A sakuma stavoklis, tad
konstatets dalitajs ¢'0%.

(ii) Apaksvarda @ 0% @ 0> % 02 parbaude ir bloks B, kas darbu sak



stavoklt py.
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a parbaude a’ parbaude % parbaude

po0 =0T py P100 = 0T piy P200 = 0T poy
pol =17 py Prol = 17 pig P20l = 17T poy
p1l— 17T ps pul— 17 pig P21l = 17 pog
20— 0T p3 120 — 0T pi3 D220 = 0T pog
pal = 17 p3 pr2l = 17 pi3 P22l = 1T po3
30— 0T py P130 = 0T piy P230 = 0T poy
ps0— 0T pig P140 = 0T pog P240 = 0T p3g
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Visas parejas komandas ir izskata ga — aT gqp.

4.1. zim.: Komandas koda parbaude.

Tagad saliekam visus tris blokus viena apaksprogramma: A — B — A’,
un veidojam ciklu (skatit ilustraciju 4.1. zim.). Ta rezultata, ja varda (s)s
struktura atbilst programmas izskatam, mes nonakam stavokli ¢3; ja ne —
stavoklt g19. Stavokli q;p mes rezervejam, lai palielinatu skaitla s vertibu par
1; atkartojam: ta ir situacija, kad (s); nav nevienas Tjuringa masinas ¥;
kods ¢(%F;).

Komandu skaita parbaude. Mes parbaudisim, vai komandas ir sakar-
totas seciba

gt — ... 70— ... ¢l ... q"t— ...
Tas nozime, ka mums japarbauda apaksvirknes t,0,1,¢,0,1,%,... esamiba
virkne Ky, Ky, K3,... Sis parbaudes rezultata mes arl noskaidrosim, vai ir

vajadzigais komandu skaits, proti, komandu skaitam jadalas ar skaitli 3.
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Parejam pie preciza apraksta. Vispirms definejam blokus A(t), A(0),
A(1):

A(t) atpazist t A(0) atpazist 0 A(1) atpazist 1
ik x 1Dy

p1l— 1T py P10 = 0T po p1— 1T pal
p2l = 17 p3 p2l = 17 p3 P20 +—= 07T py
P40 — 0 7 py

pal =1y

pax — % T

Visas parejas komandas ir izskata ga — aT 9.

Definejam 3 blokus.

e Bloks A, (t) atpazist komandas ¢t — ... koda burta ¢ kodu:
LA —[Fa).

e Bloks A;(0) atpazist komandas ¢'0 — ... koda burta 0 kodu:
L A0) — 7).

e Bloks A;(1) atpazist komandas ¢"1 — ... koda burta 1 kodu:

—>A(1)—>.

Detalas par blokiem , skatit zimejuma 2.2.b,c.

Tagad saliekam visus tris blokus viena apaksprogramma:
Ai(t) = A1(0) — Ay(1),

un veidojam ciklu (skatit ilustraciju 4.2. zim.). Bloks A;(t) — A;(0) — A;(1)
darbu sak stavoklt ¢3. Ta rezultata, ja varda (s)s ir iekodetas komandas
seciba

gt — ... 70— ... ¢l ...

mes nonakam stavokli g4; ja ne — stavokli ¢;9. Stavokli ¢19 mes rezervejam,
lai palielinatu skaitla s vertibu par 1; atkartojam: ta ir situacija, kad (s).
nav nevienas Tjuringa masmas T; kods ¢(%;).
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—

Ault) ————1 4,(0) A1)

4.2. zim.: Secibas t,0, 1 parbaude.

Stavoklu secibas parbaude. Mes parbaudisim, vai komandas ir sa-
kartotas seciba

Gt — ... 10— ... @l — Qt — ...

Mes jau zinam, ka seciba t,0,1 ir ieverota. Tas nozime, ka mums tikai
japarbauda virkne i, q1,q1, G2, @2, G2y - - - Giy Gis sy - - - L@ rezultata mums ja-
parbauda 3 reizes skaitla 1 kods 1, 3 reizes skaitla 2 kods 2, utt.

(i) Bloks P;. Meés demonstresim ka atrast skaitla m + 1 kodu, ja zinams
skaitla m kods m. Mums janem vera tris dazadas situacijas.

—_——

e Ja (m)s = u0, tad m = w01. No Sejienes m + 1 = u10.

—_——

e Ja (m)y = u01%, tad m = u01(10)*. No Sejienes m + 1 = @10(01)".
e Ja (m)y = 1% tad m = (10)*. No Sejienes m+ 1= 10(01)*.
Atliek to visu noformet ar Tjuringa masinas komandam.

p1l— 0 9py P10 — 1 9p;3 pit— 0 9 py
p20 — 1T py p3l— 0 9p; pat — 1Tpg

Visas parejas komandas ir izskata qa — aTq.

Bloks P; darbu sak stavokli p;, galvina atrodas uz m pedeja burta; darbu
beidz stavoklt pg, galvina atrodas uz varda m+ 1.

(ii) Vardu salidzinasana. Misu merkis: kodu ¢; parbaude, tacu §im
nolikam mums nepieciesams bloks, kas nodrosina vardu salidzinasanu. Sai
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stadija ierakstu (s)a* (k) * (n)o* w mes aizstajam ar ierakstu 10 (s)q * (k) *
(n)y x w. Vispariga gadijuma musu riciba bus ieraksts

m o (8)g * (k)g* (n)g*xw

Varda (s) mums janofikse apaksvardi uy, ug, us, kurus tad art mes sali-
dzinasim ar m. Pienemsim, ka sadu fiksesanu jau esam veikusi, t.i., ja

m* = avx

u10 = CL1’U10
UQO == CLQUQO
u30 = a31130

tad So vardu vieta esam ierakstijusi vardus
av *
alvlt
dg?)gt

dgvgt
a) Bloks P,. Mums japarliecinas, ka
av = dﬂ]l = a2U2 = agvg

Pienemsim, ka galvina atrodas uz burta a varda av un bloks P, darbu
sak stavokli p;.

p10 —0r p(l)z

LO—0r pt
DoV = Poo
P(%Ql = 1T p(1)2

1 P pl
DPog* = * 1" Poa
p(l)zt — 0 T qn

LO—0r pt
D2t Do3
P(%Ql = 1 Tqn
P30 0 " Pos
P(l)sl =1 " Pos
p(1)3t =T P(2)2
Pézxo =0r p(1)4
p[1)41 =1 " Pos
p(1)4t =T p(2)2

pli —1r pb
pbO —=0r p%Q
Pbl = 1r p%?
1 P pl
Dig* = * 1" Pig
p%zt_ =0 q11
p%zQ — 09 q11
P2l 1 " P
p150 — 0 ” iy
p%gl =1 " Pia
P%gt =T p%2
Pho —=0r Ph
phl = 1 ” P14l
Vi tr p?
Pia P12

pr¥— %[ p%Q
p%QO =0r p%Q
p%zl =1 p52

p%ﬂ% —=0r p%2
p%QQ — 09 q11
p%21 — 1 9q1



pgzo —0r P(2)2
p821 —1r ng
p%Qi — 09 qn
pgzo = 0T pgy
pgzl — 1 9q1
P30 0 ” Pia
Pyl — 17 pgy
pg?f —1r P
p340 —0r P(2)4
p341 —1r pg4
p34i —tr Dos

pgzo —0r P(3)2
pgﬂ = 17 piy
pgﬂ — 09 qn
o007 py
p%zi =09 qu

P%QO —0r p%2
p%ﬂ = 17 phy
p%z? — 0T qn
p%zQ =0 9qn
Pl 1 " pis
P10 = 0 ” piy
p%z;l = 1T p%4
p??f —1r p?Q
P%zxo —0r p%4
P%41 = 1r p%4
10%475 —ir szz

P?QO —0r p?z
p?ﬂ = 17 ply
p?z? =0T qn
3,0 — 0 ¢y
p‘eri — 1T po
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p%z() —0r p§2
p%21 —1r pgz
p%ﬂ% =0T p§2
p%QQ — 0 9qn
Pil — 19qp

p§20 —0r p§2
pgﬂ = 17 p3,
p‘%ﬂ? = 0T poo
p%QQ — 0 9qn
Pl — 19q;
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e Pirmaja aile dotas komandas, kas veic salidzinasanu, ja a = 0 .
e Otraja aile dotas komandas, kas veic salidzinasanu, jaa =1 .
e Tresaja aile dotas komandas, kas veic salidzinasanu, ja @ = * .

e Ja masima nonak stavokli ¢i1, tad (s)s nav nevienas Tjuringa masinas
(Zi kods c(@z)

e Ja masima nonak stavokll p,, tad viena burta a parbaude ir bijusi
sekmiga. Tagad janodrosina nakosa burta salidzinasana. Varda (s),
jau punkti uz burtiem uzlikti (stavokli pls, pis, pas, P33, o). Atliek varda
m pareizi novietot punktu uz burta (stavoklis ps).

P20'—>0(7P3 P30 — 0 1 p3 P40 — 0 1 py p50'—>0TP1
p21|—>iﬁp3 p3l — 1 ps pal —19p, p51|—>iTp1
pot — 9 ps pst — 1 9 ps pa0— 07 ps  pek— xTpy
ps0—09ps  pyd—17ps
pg]_l—)]_ﬁpg,

pax — * 1 py
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e Ja masina nonak stavokli pg, tad ir speka vienadiba

av = a1V1 = AV2 — a3vls

b) Bloks P3 nodrosina vardu salidzinasanas uzsaksanu, proti, lai vispar
varetu sak darbinat bloku P, jabiit saliktiem punktiem. To dara bloks Pj,
t.i., bloks P3 pirmaja reize konstrue vardus

dU*, dlﬂlt, éLQUQt, agvgt

Ko 1sti nozime ”pirma reize”?
Mes pienemam, ka miisu riciba ir vards

(8)g * (K)o * (n)g *xw

masina atrodas stavokli ¢4, tas galvina apluko varda (s), pirmo burtu, t.i.,
bloks P3 darbu sak stavoklt ¢4, galvina atrodas uz varda (s), pirma burta.

Bloka P; shema (skatit 4.4. zim.) neuzraditas komandas ir izskata ag —
aTq.

0/

/%

£/09
/1T

4.3. zim.: Pirmreizeja vardu avx, aivit, asvset, asvst konstruesana.
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Atzimesim, ka pirms bloks P; sak darbu jau ir parbaudits, ka (s)q ir
izskata o .
Ki0'Ky0* ... K,0*

Pienemsim, ka
Ky =q0%a0%a 0% % 0% ¢ 0
Bloks Py varda §0? pirmo burtu 1 aizstdj ar 1, priekspedejo burtu 0 aizstaj
ar . Shema (4.4. zim.) ta ir pirma aile. Lidzigi bloks Ps parveido K,0* un
K30*. Jauniegiito vardu apzimesim ar (§),. Péc varda (s), parveidosanas par
vardu (), galvina dodas uz varda sakumu, kur ieraksta 10%. Tagad miisu
riciba ir vards
10 % (8)g * (K)o % (n)g * w

Galvina atrodas uz §1 varda pirma burta 1. Darbu var sakt bloks P;.
c¢) Bloks P, faktiski dara to pasu, ko bloks Pj, tikai tagad jau konstateta
virkne

61751761762762;62, <. '7q~m7q~qum

4.4. zim.: Atkartota vardu avx, ajvit, asvst, asvst konstruesana.
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1 t/r
/1T

4.5. zim.: Dosanas uz varda sakumu.

(iii) Jauna cikla uzsaksana. Varda m + 1 pirmo burtu aizstajam ar 1. Tas
ir bloks Ps (skatit 4.5. zim.). Tagad saliekam visus blokus viena apaksprogramma

(skatit 4.6. zim.).
@g

\Z
Ps

[ 1

Py Py p

4.6. zim.: Stavoklu secibas parbaude.

e Bloks Pj5 saliek punktus uz burtiem.

e Bloks P, salidzina vai
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vardos
av, @101, 202, A3V3

e Bloks P, saliek punktus uz burtiem.

e Bloks P, kodu m aizstaj ar m + 1.

—_—

e Bloks F; novieto galvinu uz koda m + 1 pirma burta tam uzliekot pun-
ktu. Tagad var sakties nakoSais parbaudes cikls.

ApaksSprogrammas , 195 | (skatit 4.7. zim.).

N b) 4
0/9 ﬁ 0/ﬁ> |
N S . .
0/ :
, 9 . ﬁ
O/<—| ///////// T .
””””””” ) 0/<1> .
L .
O/p

4.7. zim.: leSana pa kreisi: a) 0000 b) 00 ¢) 00

Ar apaksprogrammam , 75| (skatit 2.1. zim.) mes jau esam

pazistami. L1dzigi definetas apaksprogrammas , 95| (skatit 4.7.
zim. ), tikai te galvinas kustiba ir pa kreisi.

Jauno stavoklu parbaude. Ja masma ir nonakusi stavokli g5, mes
zinam, cik komandu ir potencialai masimai ¥, proti, masmai T ir m ko-
mandas. Skaitla m kods m ir uz lentas, jo miusu riciba ir vards

m* (s)g % (k)g * (n)g *x w

Sai bridi maginas galvina apliko varda (s), pedejo burtu.
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Atgadinam, ka katras komandas K kods ir izskata
G02a0?d 0> % 02§ 0*

Mums japarliecinas, ka kods ¢’ reprezenteé skaitli, kas nav lielaks par m.
(i) Bloks S;.

x/ T
i / 1
) / P
( 0/t /
U / T 0/09
/ 1/19
// <—| .. /
r // ! t/r
r

4.8. zim.: Bloks 5;.

e Vispirms masima dodas pa kreisi lidz varda (s); sakumam. Sasniegusi
varda (), sakumu ta nofikse situaciju ¢, t.i., veic aizstasanu

q0" — qto°
Ta ir bloka S; pirma aile (skatit 4.8. zim.).
e Pienemsim, ka ¢ = au. Masina veic parveidojumu
q't0® — aut0?

Tas ir bloka S; otras ailes sakums.
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e Pienemsim, ka m = mymov . Masina dodas uz varda m sakumu, veic
kustibu pa labi lidz galvina apluko burtu ms. Te masina nonak stavoklt
p1. Ta ir bloka S otra aile (skatit 4.8. zim.).

(ii) Bloks S;. Masina nonak stavokli p; pec bloka S; izpildes. Sai
gadijuma miisu riciba ir vards

mimov * ... aut0® . . .
Bloks S5 parliecinas, vai

| = [mamav| < faul = |7

0/0r
i/ir

4.9. zim.: Bloks S5.

e Ja masia nonak stavokli po, tad |m| < |{].

e Ja masina nonak stavokli ps, tad |m| > |¢|.

(iii) Bloks S5. Ja masina nonak stavokll p; pec bloka S; izpildes, tad tas
galvina atrodas uzreiz pa labi aiz varda m* un musu riciba ir vards

m* .. .U1d1U2t03 ce

Te uiajus = q'.
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e Masia vispirms dodas pa labi lidz burtam a;; to parraksta par burtu
ai.

o Ja uy # A, t.i., ja uy nav tuksais vards, tad |m| < |¢/|. Tas nozime,
ka (s)2 nav nevienas masinas Tj kods. Sai gadijjuma masma pariet
stavokll ¢1; (skatit 4.10. zim.) un musu riciba ir vards

Mok ... upagust0? . ..

Masinas galvina apluko varda us pirmo burtu.

0/07

ijir

7

0/0 4

e
1/r '

o/0r 0/07

ijie i/1r

1/r
’ 0/0 1

4.10. zim.: Bloks S;.
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e Jauy = A\ tad || = |§|. Sai gadijuma javeic parbaude, vaim > sk(¢').
Te sk(q') ir skaitlis, ko reprezenté kods ¢’. Ta ir bloka S3 centrala dala
(skatie 4.10. zim.).

leverojam, ja
NNy ... Ng > NG ... N,

ir divi skaitli, kas pierakstiti 2—ku sistema, tad
. /
Vin, =n;
val art
. . o / /
Vi <ign;=mn,; un Nig > Ny -

Nemot vera koda Ipatnibas mums jasalidzina nevis vardi m, ¢’ pa burtiem,
bet gan pa burtu pariem; cipars 0 kodets ar vardu 01, cipars 1 — ar 10.

0/0r

i/ir Xy
|—>

toq

0/t9
Iy
*/V 1
il )
Q/Oﬁ
M4 /19 o
P 9
Y
U >

4.11. zim.: Bloks S;.

(iv) Bloks Sy. Sis bloks uzsak darbu stavokli ps; galvina atrodas uz varda
(s)2 kaut kur pa kreisi no burtiem 0, 1,¢. Sai gadijjuma varda (s), tiesi divi
burti ir ar punktu (viens no tiem noteikti ir ). Var gadities, ka galvina
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atrodas uz burta f (3ai gadijuma varda (s;) nav burtu 0, 1). Varda m var art
biit kads no burtiem 0, vai 1.

Bloks S, lielos vilcienos atkarto to pasu, ko bloks Sy, tikai Soreiz janovac
liekie punkti gan varda (s)s, gan varda m; turklat var gadities. ka visas
parbaudes jau veiktas, tad jadodas uz stavokli g (skatit 4.11. zim.).

Induktivi tas izskatas sadi. Ja masina ir konstatejusi, ka koda

K; = v,0%70*  skaitlis  sk(¢) < m,

tad darbu uzsak bloks Sy. Sis bloks nodrosina parbaudes uzsaksanu kodam
K1, vai arT konstate, ka visi kodi K; ir jau parbauditi.
Tagad saliekam visus blokus kopa (skatit 4.12. zim.).

&

\Z
S

%
P2

N>

S,

4.12. zim.: Jauno stavoklu parbaude.

Bloks S; nofikse poziciju ¢’ komandas ¢;0 — a’ x ¢’ koda.

Bloks Sy veic parbaudi, vai |m| < |¢'|?

Bloks S5 veic parbaudi, vai m > sk(q')?

Bloks S4 induktivi nodrosina faktiski tas pasas darbibas, ko bloks 5.
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Parbaude, vai £k = n? Masima nonak stavokli g péc bloka Sy izpildes.
Sai gadijuma galvina atrodas uz varda (k), pirma burta, (s), ir kadas Tjtiringa
masinas kods, piedevam ¢(%y) = (s)2. Mums atliek parliecinaties, vai k = n?

(i) Bloks Nj (skatit 4.13. zim.). Pienemsim, ka

(k)o=ak' un  (n)y=0n
Bloks N; parliecinas, vai a = b. Ja tas ta ir, tad ir veikti parveidojumi

ak! — ak'
bn' — bn
Masima nonak stavoklt p;; masimas galvina atrodas tiesi pirms burta b.

Ja a # b, tad k # n, masina nonak stavokli g; un masinas galvina atrodas
tiesi pirms burta b; veikts parveidojums ak’ — ak’.

4.13. zim.: Sakotnejas parbaudes organizesana.

(ii) Bloks N, (skatit 4.14. zim.). Pienemsim, ka
(k)2 = uraragks, (n)2 = v1b1byny,
up = v; un masina atrodas stavokli p;. Pienemsim, ka veikti parveidojumi

(k)Q = Uujaiagky,

(n)z = 015152711

un masinas galvina atrodas tiesi pirms burta b;.
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4.14. zim.: Iterativais parbaudes solis.

e Ja ay, = by, tad bloks Ny veic parveidojumus

uraagky —  ujaiagky,

v1b1bany = v1b1bany,

masina nonak stavoklt p; un galvina tad atrodas tiesi uz burta b;.

e Ja ay # by, tad bloks N, veic parveidojumus

urarask; — U1a1d2k’1,

v1b1bany = v1b1bany,

masina nonak stavoklt ¢; un galvina tad atrodas tiesi uz burta b;.

gadijuma k < n.
e Ja ask; = X\ # byng, tad tad bloks N, veic parveidojumus

u1a; > updaq,

v1b1bany  — v1b1banyg,

masina nonak stavokli ¢; un galvina tad atrodas tiesi uz burta b;.

gadijuma k < n.
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e Ja ask; = \ = byny, tad bloks N, veic parveidojumus

U@ > updaq,

viby = v1by,

masina nonak stavokll ¢s un galvina tad atrodas tiesi uz burta b;. Sai
gadijuma k = n.

Parveidojums k — k + 1. Ja ¢(Ty) = (s)2 un k < n, tad masina nonak

stavoklT ¢7. Sai gadijuma vispirms jaatjauno vards (s), * (k) (skatit 4.15.
zim.) nodzesot visu pa kreisi no varda (s)s.

0/0 1 t/r
i/19  Xam - > £x/tr

9

*/t 1
< >or
x/ T
o
* /41

4.15. zim.: Varda (s), * (k)2 atjaunosana.

(i) Pec varda (s)s * (k) atjaunosanas masma nonak stavokli p;, galvina
atrodas uz varda (k), pedéja burta. Tagad javeic parveidojums
(k)2 — (k+ 1) (skatit 4.16. zim.).

(i) Gadijuma ja (k) ir izskata 1%, tad |(k+1)| = |(k)s| + 1. Sai situacija
vards (s)s ir janobida vienu vietu pa kreisi, tapec masina nonak stavokli po
(skatit 4.16. zim.).

pot — 07 qo | puut — 1T qio
P20 = * Up1o | p1o0 — 09pio | p1i0 — 19pio
p2l — *Opy | pol — 09pn |pul — 19pny



82 4. NODALA:

0/19
1/09 < Yn . D
x/1 9 x/T

() @9

4.16. zim.: k— k +1

Parveidojums s — s+ 1. Ja ¢(Tx) = (s)2 un k < n, tad javeic gan
parveidojums (k)g — (k+1)2, gan art parveidojums (s)s — (s+1). Péedéjais
parveidojums (s)y — (s + 1) javeic ar1 tai gadijuma, ja (s)2 nav nevienas
Tjuringa masias kods. Sai situacija masina vispirms var nonakt stavokll
¢11, tad nakas atjaunot vardu (s)s (skatit 4.18. zim.) nodzesot visu pa kreisi
no varda (s)s. Pretéja gadijuma masina uzreiz nonak stavokli gyp.

Pec varda (s)q atjaunosanas (ja tas bija vajadzigs) masina nonak stavoklIt
(10, galvina atrodas aiz varda (s); uz *. Tagad javeic parveidojums
(s)2 — (s +1)o (skatit 4.17. zim.).

1/09

/4 Q 0/19
r ¢19 C D9

t/1T T —(1)

4.17. zim.: s+— s+1

Universalas masinas ¥’ palaiSana.

(i) Lieko vardu nodzesana. Ja maSina nonak stavokli ¢s, tad £ = n un
¢(%,) = (s)2, galvina atrodas uz varda (n), pedeja burta. Tagad ir janodzes
vards *(k)q * (n)2 un viss pa kreisi no varda *(s), (skatit 4.19. zim.). Masina
nonak stavokli gy un galvina atrodas uz varda (s), pedeja burta.
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t/r
9 q11 - D> #x/tr

/LT 0/0r
o> ijir

x/T
@9

4.18. zim.: Varda (s), atjaunosana.

t/
£4it1 C® M
*/t 9 x/ T
£/t >
*/t t/ T
2x/q 3 - D £/t

/9

4.19. zim.: Lieko vardu nodzesana.

(ii) Varda (s)z nobidisana. Ja masina nonak stavokli g, tad uz lentas ir
vards izskata

*(8)ot™ * w — (8)g * w,

galvina atrodas uz varda (s)s pedéja burta.
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got +— t7qo| pot — tTpy | pit — trp
g0 — tTPpo| po0 = 0Tpio| P10 — 09py
gl — tUp | pl = 19pp| pml — 19pn
gox > tUpa| pox — *0pg| prx +— *xTpy
pat = tUpy|pot — 09¢qy |[put — 19¢q
p0 — 0Tgq

pl — 1Tgq

Ja masma nonak stavokli ¢, tad ¢(%,) = (s)2, uz lentas ir vards (s)q * w,
masinas galvina apluko varda (s)s pirmo burtu. Stavoklis ¢ ir universalas
masinas ¥ (Teorema 2.3.1) sakuma stavoklis. m

Apstasanas problema. Vai eksiste algoritms, kas katrai Tjuringa masinai
T un patvaligam vardam w € {0, 1}* dod atbildi, vai T(w) | 7
Piezime. Pienemsim, ka fikseta kada kopa P. Situacija, ja funkcija

: p.
oy = [ mee
1, jaxeP

ir izrekinama pec Tjuringa, medz teikt, ka problema z € P ir algoritmis-
ki izskirama. Preteja gadijuma saka, ka problema x € P nav algoritmiski
izskirama vai ir algoritmiski neizskirama.

Pienemsim, ka %7 ir kopas 9y standartuniversala Tjuringa masina. St
standartuniversala Tjuringa masma T; define kadu divargumentu funkciju
Us(z,y).

Piemers 4.1.2. Funkcija
1, ja(z,x) € Dom(U,
ol) ' (2, ) ()
0, ja(x,z) ¢ Dom(Uy)
nav izrekinama.

O Piepemsim, ka x,(x) ir izrekinama funkcija, tad izrekinama ir art
funkcija
V() — nav definéta, ja (x,z) € Dom(U,);
° 0, ja(z,z) ¢ Dom(Us).

Ta ka x’(x) ir vienargumenta izrekinama funkcija, tad (Sekas 3.2.2) ta ir
izrekinama alfabeta {¢,0,1}, t.i., eksisté kopas 9, Tjuringa masina $y’, kas
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rekina funkciju x%(x). Tas nozime, ka eksiste tads k£ € N, ka ' = T;. No
Sejienes x4 () = Us(k,x) un

Uk k) = (k) — nav fieﬁnéta, ja (k, k) € Dom(Us);
0, ja(k k)¢ Dom(Us).
Sanak, ka Ug(k, k) ir defineta tad un tikai tad, ja Us(k, k) nav defineta.
Pretruna! m
Pienemsim, ka apstasanas problema ir algoritmiski izskirama, tad eksiste
algoritms, kas katrai masinai T, € M, dod atbildi, vai Tp(w) |. Tas nozime,
ka funkcija
X(I y) . ]-7 Jatzm((y)2> \L _ 17 ja (Ivy) S Dom(us)
7 07 Jazx((y)Q) T O) ja (l’,y) ¢ Dom(us)

ir izrekinama pec Tjuringa. No Sejienes: funkcija xs(z) ir izrekinama pec
Tjuringa. Pretrunal

Piezime. Parasti apstasanas problemu formulée citadi, proti, vai eksiste
algoritms, kas katrai Tjuringa masinai ¥ un patvaligam vardam w € {0, 1}*
dod atbildi, vai masia rekinot T(w) apstasies?

Pienemsim, ka sadi formuléeta apstasanas problema ir algoritmiski iz-
skirama, tad funkcija

1, ja%.((y)2) apstasies

X*(l’,y) ~ {

0, ja%.((y)2) neapstasies
ir izrekinama pec Tjuringa. No Sejienes ar1 funkcija

/(1) = nav defineta, ja T, ((z)y) apstasies
XA = 0, ja%,.((z)2) neapstasies

ir izrekinama pec Tjuringa. Ta ka y/(z) ir vienargumenta izrekinama funkci-
ja, tad (Sekas 3.2.2) ta ir normali izrekinama alfabeta {¢,0,1}, t.i., eksiste
kopas M, Tjuringa masina $)’, kas normali rekina funkciju x’ (z). Tas nozime,
ka eksiste tads k£ € N, ka $’ = T,. Mes jau zinam, ka T, normali rekina
funkciju x4 (x), tapec

x € Dom(xs) & Ti((z)2) apstasies
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No sejienes

definéta., j L tasi
Xs(k) = {nav efinéta, ja Ty ((k)2) apstasies

0, ja%k((k)2) neapstasies

B nav definéta, ja k € Dom(ys)
~ 10, jak ¢ Dom(x,)

Sanak:
k € Dom(xs) < k ¢ Dom(xs). Pretrunal

4.2. Dabiga numeracija

Definicija 4.2.1. Visur definetu sirjektivu funkciju kopas § attelojumu naturalo
skaitju kopa N sauc par funkciju klases § numeraciju.

Ja attelojums 7 : § — N ir funkciju klases § numeracija un 7(f) = n,
tad funkcijas f apzimeSanai turpmak lietosim pierakstu m,, un teiksim, ka
funkcijas f numurs ir n jeb f ir n—ta funkcija numeracija 7.

Pienemsim, ka funkciju klase § ir naturala vienargumenta funkciju klase.
Funkciju I1(n, x) sauc par atbilstosu numeracijai 7, ja

Vna Il(n, z) = m,(x).
Lidzigi, klases § numeraciju 7 sauc par atbilstosu funkcijai II : N> — N, ja
Vnx (n,z) = m,(x).

Ka jau ieprieks minéts, kopas 91, standartuniversala Tjuringa masina
T4 define kadu divargumentu funkciju Us(n, z). Teorema 3.2.1 lauj secinat,
ka katrai pec Tjuringa izrekinamai vienargumenta funkcijai eksiste kopas
M, Tjuringa masina, kas to rekina. Tatad katrai pec Tjuringa izrekinamai
vienargumenta funkcijai f eksiste tads n, ka

Vo f(z) = Us(n, z).

Definicija 4.2.2. Visu pec Tjuringa izrekinamo vienargumenta funkciju klases
numeraciju, kas atbilst funkcijai Us(n, x) sauc par dabigo numeraciju.
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Turpmak dabigas numeracijas apzimesanai lietosim pierakstu 7, t.i.,
() = Us(n, ).

Definicija 4.2.3. Klases § numeraciju m sauc par izrekinamu numeraciju,
ja tai atbilstosa funkcija I1(n, x) ir pec Tjuringa izrékinama.

Sekas 4.2.4. Dabiga numeracija T ir izrekinama numeracija.
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4. NODALA:



5. nodala

Posta atbilstibas problema

Posta atbilstibas problema (angliski: Post correspondence problem;
sawsinajums: PCP). Doti divi kortezi

(':Elv Loy ... 7$k) € (A*)k7
(yla Yo, - - 7yk) € (A*)k

Vai eksiste tads m € Z, un indeksi i1, 19, . . ., i, ka
Liz Ly« - Ljpy = YirYig -+ - Yip, ?

Pienemsim, ka dota PCP P. Pozitivas atbildes gadijuma mes teiksim, ka
problemai P eksiste atrisinajums. Pretéja gadijuma teiksim, ka problemai
P atrisinajums neeksiste. Katram i € 1,k pari (2;,1;) mes sauksim par
domino jeb domino kaulinpu. Vardu z;,w;, ...x;, dazkart mes sauksim par
PCP pirmo vardu, bet y;,vi, ...v;, — par otro problemas vardu. Vardu
pari (x;, T, ... Ti, Yi, Yiy - - - Yi,,,) Mes sauksim par PCP daleju atrisinajumu,
ja gy wi, ...y, ir varda y;, v, - . . yi,, priedeklis.

Mes paradisim, ka vispariga gadijuma PCP nav algoritmiski izskirama.
PCP galvenokart izmanto ka instrumentu, lai ar redukciju uz PCP pieraditu,
ka kada cita konkréeta problema nav algoritmiski izskirama.

Modificeta Posta atbilstibas problema (saisinajums: MPCP). Doti
divi kortezi

(1,22, .., 2) € (A7),
(yla Yo, ... 7?/k) S (A*)k

89
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Vai eksiste tads m € Z, un indeksi ig, ..., %, ka

T1Tiy « o Ty = Y1Yin + - - Yi, |

Teorema 5.0.5. Katrai Tjuringa masinai € = (Qo, Q, A, S, qo, q1,t,T) un
patvaligam w € A} efektivi atrodama tada MPCP P, ka problemai P eksisté
atrisinajums tad un tikai tad, jo T(w) apstajas.

O Pienemsim, ka dota Tjuringa masima ¥ = (Qo, @, 4, S, qo, q1,t,T) un
w € Aj. Vispirms mes 7 solos aprakstisim proceduru, ka dotai Tjuringa

masinai konstruejama atbilstosa MPCP.

(i) (1, tIqrwt) ir pirmais domino.

(ii)
(qt,qtt) € P, ja q€ Qo.

Ja gqa — a T ¢ ir programmas T komanda, tad izvelamies domino
(ga,a’q"). Turpmak to visu mes noformesim 1sak, proti,

(qa,d'q) € P, ja qa—drqgeT.

(iii)

(qa,dd’)y € P, ja qawr d'Tq €T.

(fqa,ftqa) € P, ja q € Qo.
(bga,q'ba’) € P, ja be A,
un ga+—a 9¢ e€T.
(v) (a,a) € P visiem a € A; (1,1) € P, (1,1) € P.

(vi) (aqo,qo) € P un (goa,qo) € P visiem a € A.

(vii) (qotiMh. #) € P.
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Saskana ar MPCP definiciju mums jasak ar daleju problemas P atrisinajumu

(T, Tiqwt).

Jautajums:
— Kurus domino kaulinus var pielikt klat?
Ja mes velamies iegit atrisinajumu, mums domino kaulini jaliek klat ta,

lai pirma varda priedeklis butu vards tigiwt. Ta rezultata mums noteikti
vajadzigs domino kaulins, kura pirma komponente satur burtu ¢, t.i., mums
nepieciesams (ii), (iii), vai (iv) grupas domino kaulins.

e Ja w = A, tad vienigais derigais domino ir (¢;t,¢:t1). Nemot paliga
domino (I, 1) iegustam daleju atrisinajumu (t1¢:1, tIq:tt).

e Jaw=av, kur a € A, tad der domino, kura pirma komponente ir ¢a.
Ja vispar sads domino kaulins ir atrodams, tad tas ir viens vienigs, un
tas ir (ii), vai (iii) grupas domino.

— Ja tas ir (ii) grupas domino, tad tas atbilst masinas ¥ komandai
izskata
qa—arq.

Pats domino tad ir (¢ia,d’q’). Nemot paliga (v) grupas domino
kaulinus iegtistam daleju atrisinajumu

(tfqiavt, Tiqavtia’q'vt)

— Ja tas ir (iii) grupas domino, tad tas atbilst masias ¥ komandai
izskata
qar—aTq.

Pats domino tad ir (¢ia,q’a’). Nemot paliga (v) grupas domino
kaulinus iegtistam daleju atrisinajumu

(tfqravt, tiqavtid'a'vt)

e Ja w = av, kur a € A un nav tada domino kaulina, kura pirma kom-
ponente ir ¢ia, tad tas nozime, ka atrodama viena vieniga masinas T
komanda izskata

qa—a ¢ (5.1)
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Sai gadijuma der (iv) grupas domino kaulins (iqa,itqa). Nemot
paliga (v) grupas domino kaulinus iegtistam dalgju atrisinajumu

(tfqavt, Tiqavtitgavt) (5.2)

Ja reiz (5.1) ir masinas ¥ komanda, tad ir tiesi viens domino kaulins,
kas lauj turpinat dalejo atrisinajumu (5.2), proti, (iv) grupas domino
kauliys (tqia, ¢'ta’). Nemot paliga (v) grupas domino kaulinus iegtistam
daleju atrisinajumu

(tTfqavtitqavt, tiqavtitgavtiq'tavt)

Talakie spriedumi induktivi, proti, mes varam konstruet dalejus atrisina-
jumus

(tfwotfwitt. .. Thwia, tiwotfwi Tt .. Twioaffwit), (5.3)

kur wy = w un visiem j € 0,7 — 1

w; Fwjqq, vai art
twj = Wj41, wjt = Wj41-

leverojam, ja w; = w; 1t, tad w;_; ir izskata w; ,q, ¢ € Qo un w;, F
wjy1. Savukart, ja w; = tw;_y, tad w;_; ir izskata qaw}_;, ¢ € Qp, a € A
un w;_1 - wjtq, turklat masinai ¥ ir komanda izskata ga — o’ 9 ¢'. Saskana
ar grupas (i)—(v) domino kauliniem, kameér neparadas ¢g, mums citu iespéju
nemaz nav. Tatad vardu w; determineti nosaka vards w;_;. Visos Sajos
gadijumos (skatit (5.3)) pirmais problemas P vards ir 1saks par otro, t.i.,
mes iegustam dalejus atrisinajumus, kas nav MPCP atrisinajums. Tatad, ja
problémai P eksiste atrisinajums, tad
i qo ~ w;.

Savukart, ja 3i ¢o \ w;, tad izmantojot (vi) un (vii) grupas domino
kaulinus panakams, ka pirmais problemas P vards ir vienads ar otro. Lidz
ar to esam pamatojusi, ka problemai P eksiste atrisinajums tad un tikai tad,
ja T(w) apstajas. m
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Piemers 5.0.6. Tjuringa masia ¥, (skatit Piemeru 1.2.3 (ii))

a1t
@10
¢ 1
g2t
72 0
¢ 1

L A A

19 ¢
0r ¢
17 q
t T q
09 ¢
19 ¢

aiz varda u € {0, 1}* pieraksta 1, proti, To(u) = ul. Shematiski tas attelots

1.3. zimejuma.

Mes konstruesim sai masinai atbilstoso MPCP P, pienemot, ka sakotnéjais
vards u = 10. Problemas P, domino kaulini:

pirmais
(tqit, got1)

Eiqlt, Ttqit)
1

(g2, @2t ) ot, 1qo)

( tq20 QQtO)

(g
1420, $tq20) E
(t, )
(1,
(
(

Tq21, ftgo1)
(t,1) 1)
tq0, Qo)
qot, Qo)
(qoTiod, &)

(0¢20, g200)
(Oqua (1201)

domino kaulins
(Oqut, 201)  (1gut, go11)
(¢10,0¢1) (a1, 1q1)

(1¢20, ¢210)
(1(]217 q211)

(0,0) (1,1)
(OQO7 QO) (1(10, 610)
(900, qo) (q01, qo0)

Tagad demostrejam, ka P, modele masinas To darbu sakotnéjam vardam

u = 10:

T
T1q:110¢

pirmais domino
kaulins

11
T1q:107%

(1)

Tig1
11110711y

71110111
T1q110711¢,0111




94 5. NODALA: POSTA ATBILSTiBAS PROBLEMA

T1¢110111¢,0 (C]10, 06]1)
T1¢:110111q:07110¢,

T1q:110711¢,01110¢, 1110 (1,1), (0,0)
t1110111¢,01110q, 1 (a1, it )
T1¢110111q107110¢, 1110q: 7

t1110111¢,07110q: 111 (1.1).(1,1)
71110711, 07110¢: 7110q: ¢ 111

T1¢110111q107110¢, 7110g:t (0q1t, g201)
11¢11071¢107$1041 1§10¢12731¢201
t1110111¢,01110q: T10q1 11 (t, 1), (1, 1)
T1q:110711¢,01110q; 1110q17§1g2011

Vietas taupisanas noliikos abiem vardiem atmetisim dalu no jau uzkon-
strueta kopiga priedekla. Turpinam demonstraciju jauna tabula:

T11g20 (1¢20, g210)
T11g20111¢210

TilC_IQOlT (171)7(T7T)
T11Q201T1'CI2101T

T11g20171g01 (Tgo1, $tgo1)
T11g20175q2101 1101

T11g20111q2 10111 (0,0),(1,1),
111¢20111g210111tg210111 (t, 1), (5, 1)
T11g20171g210111tg01 (tg21, gat1)
T11q20171q2101112q210111g0t1

111¢20111q210111tg210111 (0,0), (1, 1),
T11g20111g210111tqo10111q2t 1017 (t,1), (1, 1)
111g201712101112g21011 5ot (gat, tqo)
T11q20111q210111tq210111g2t 10111 g0
T11g20111q2101112q210111q2t 10111 (1,1),(0,0),(1,1)
111¢20111g210111tg210111¢2t 10111010111 | (F, 1), (f, §)

Velreiz vietas taupiSanas noltukos abiem vardiem atmetisim dalu no jau
uzkonstrueta kopiga priedekla. Turpinam demonstraciju jauna tabula:
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Titqo (tq0, q0)
Titqo10111qo

Titqol0171 (1:1)7(070)7(171>7
T1qo10171go1017% (t, 1), (&, 1)
Titqo10171gol (q01, q0)
T£9010171g010173go

Titqo10111qo10171 (0,0),(1,1)
Titqo10171g010171qo01 11 (t 1), (&, 1)
Titqo10111g010171g00 (900, q0)
T1tqo10171g0101+3qo0171qo

Titqo10171qo10171qo01 11 (1,1), (1, 1)
T1tqo10111g010171qo0111qo 17T (1, 1)
Titqo10111qo10171go0171q01 (q01, q0)
T$20101719010173900173g0 17140
Titqo10111g010171qo0171qo 17T (1), 1)
T1tq0101719010171g00113go171q07E
T1tqo10171g010111qo01F g0 1110t | (qoTidh, B)
T1q010171go10171g00171q017EqoTIM

Teorema 5.0.7. PCP nav algoritmiski izskirama.

O Pienemsim, ka PCP ir algoritmiski izskirama. Musu merkis: MPCP
efektivi parveidot par PCP.
Pienemsim, ka u = wjug ... u,, kur Viu; € A un & ¢ A, tad

Su = Suidusd ... du,,
u& ~ U1&U2ﬂ0- . &Un'h
Sud = du dusd. .. &u,k.

Pienemsim, ka musu riciba ir kada konkreta MPCP problema
P ={(z1,), (2, 92), - - -, (T, Yn) },
turklat Vi x; # X\ # y;. Defingjam PCP problemu
Pl = {(dox1, &y1db), (b2, yob), . . ., (b, Yndh), (%, &)}

Sai problémai iespejams tikai sads atrisinajums &ex; ... = dyd. Citi domino
kaulini neder par pirmo domino kaulinu. Ja izradas, ka PCP ir algoritmis-
ki izskirama, tad mes varam efektivi atbildet uz jautajumu, vai P’ eksiste
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atrisinajums. Ta ka problemai P eksiste atrisinajums tad un tikai tad, ja
problemai P’ eksisté atrisinajums, tad mes esam ieguvusi efektivu atbildi uz
jautajumu:

— Vai problemai P eksisté atrisinajums? Pretrunal

Atzimesim, ka iepriekseja teorema pieradijam, ka MPCP ir algoritmiski
neizskirama, turklat, ja pieversamies §is teoremas pieradijumam, tad redzam,
ka mes interesejamies tikai par tam MPCP, kuram visu kaulinu komponentes
ir netuksi vardi. m



6. nodala

6.1. Primitivi rekursivas funkcijas

Definicija 6.1.1. Funkcijas
o:N—=N : 2z~ 0;
s:N—=N : z—ax+1;
up cN" =N o (2,29,...,2,) — Ty,
visiem m € 1,n, sauc par bazes funkcijam.
Vingrinajums 6.1.2. Paradit, ka bazes funkcijas ir izrekinamas pec Tjuringa!
Definicija 6.1.3. Funkciju h : X" —— X sauc par funkciju
o X" — X,
g1 - X" —o— X7
g2 X" —o— X7
Gm X" —o—> X
kompoziciju, ja
hz) = f(91(2), 92(2), - - -, gm(T)).
Isaka pieraksta labad $ai situacija lietosim apzimejumu k = f(g1, ga, - - - , Gm)-
Definicija 6.1.4. Saka, ka funkcija h(z,y) ieguta no funkcijam f(z),

9(Z,y, z) ar primitivi rekursivas shemas palidzibu, ja h defineta induktivi ar

nosacyumiem
h(z,0) < f(2);

97
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Speciala gadijuma, ja hy(y) defineta induktivi ar nosacijumiem

{ hi(0) = ceN;
h(y+1) <= gy, h(y)),

tad saka, ka hy ieguta no konstantes ¢ un funkcijas go(y,z) ar primitivi
rekursivas shemas palidzibu.

Abos gadijumos saka, ka funkcija h iegtita no primitivi rekursivam funkci-
jam ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

5.zim. Kopas S definicija ar visparinato indukciju.

Vispariga gadijuma kopas var definet izmantojot ta saukto visparinato
indukcijas metodi (principu).

1. solis — nofiksejam sakotnejo kopu Sp;
2. solis — nofiksejam wzveduma likumus §.

Kopu S definéjam ka kopu, kas iegita no kopas Sy elementiem izmantojot
izveduma likumus §. Tagad kopu S; defingjam ka apvienojumu
S1 = So U S|. Nakosaja soli definejam kopu S| ka kopu, kas iegiita no
kopas S; elementiem izmantojot izveduma likumus §, un defingjam S, ka
apvienojumu Sy = S; U S|, Ta rezultata iegustam kopu virkni

Sy CS8 C8C...CS,C...
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Visbeidzot defingjam S = |J Si. Dotas shemas ilustraciju skatit 5. zimeju-
k=0

ma.

Definicija 6.1.5. Funkciju h sauc par primitwi rekursivu funkciju, ja ta
apmierina kaut vienu no sekojosiem nosaciyjumiem:

e h ir bazes funkcija;
e h ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija;

e h iequta no primitivi rekursiwam funkcijam ar primitivi rekursivas she-
mas palidzibu.

Saskana ar visparinato indukcijas principu primitivi rekursivo funkciju
klase defineta korekti. Sai gadijuma

So = {o,sfU{ul|ne€Z, un me1,n}.

Savukart izveduma likumi § ir sadi.

e Ja
f+ N*"—=N|
g N'"— N,
g2 N* — N7
gn  N'"—=N

ir kopas X funkcijas, tad
Wz) = f(91(7), 92(7), -, gm(T))
ir kopas X funkcija.
e Ja

f : N*"—=N,
g N"t2 L N
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ir kopas X funkcijas, tad A : N*™' — N, kas defineta induktivi ar

nosacijumiem
{ Mz, 0) = f(@);
h(fay—i_l) ~ g('fayvh<f7y))
ir kopas X funkcija.
e Ja
c € N,
g : NN
ir kopas X funkcijas, tad h : N — N kas defineta induktivi ar nosaci-
jumiem
{ h(O) ~ C,
My+1) = gy h(y))

ir kopas X funkcija.
Piemeri 6.1.6. Sekojosas funkcijas ir primitivi rekursivas.

(i) VkEeN si(z) =k

Pieradijums induktivs. Ja k = 0, tad so(z) = o(z). Ta ir bazes funkcija,
tatad — primitivi rekursiva.

Induktiva pareja: pienemam, ka funkcija sy (x) ir primitivi rekursiva. Tas
ir induktivais pienemums. Mums tagad japarada: no Sejienes izriet, ka funkci-
ja Spy1(x) ir primitivi rekursiva. Pats pieradijums ir sads:

skr1(x) = k+1=s(k)=s(sk(x)).

Tatad spy1(z) ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija, tapec (Defini-
cija 6.1.5) sgy1(x) ir primitivi rekursiva funkcija.

(i) VneZy o"(xy,x9,...,2,) =0.

o"(x1,xg, ..., x,) =0 =0(x1) = o(u} (21,22, ...,2,))
Tatad o"(xy1,za,...,x,) ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija, tapec
(Definicija 6.1.5) o™(xy, x2, ..., x,) ir primitivi rekursiva funkcija.

(ili) VneZ, VkeN sp(xy,z9,...,2,) = k.
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Pieradijums induktivs. Ja k = 0, tad
So(x1, Ty ..o xy) =0 =0"(T1,29,...,2).

Mes tikko punkta (ii) paradijam, ka o™(z1, z, ..., x,) ir primitivi rekursiva,
tatad ar1 sj(z1, xe, . .., x,) ir primitivi rekursiva.

Induktiva pareja: piegemam, ka funkcija s} (z1,29,...,2,) ir primitivi
rekursiva. Tas ir induktivais pienemums. Mums tagad japarada: no Sejienes
izriet, ka funkcija s} (21, @2, ..., z,) ir primitivi rekursiva. Pats pieradijums
ir sads:

n n
S (@1, T2, xn) = k+1=s(k) =s(sp(21,22,...,2,)).

Tatad s}, (21,22, ..., x,) ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija, tapec
(Definicija 6.1.5) s, (21,22, ..., x,) ir primitivi rekursiva funkcija.

Teorema 6.1.7. Ja f(y1,v2, ..., Ym) ir primitwi rekursiva funkcija, tad

h(l’l,ﬂ?g, cee ,Z’n) ~— f(xilﬂxiza s >$im)>

kur Vs € 1,m (is € 1,n), ir primitivi rekursia funkcija.

O @)= f(u,(2),u,(Z),...,u (T)) m
Apgalvojums 6.1.8. Ja f(z,y) ir primitwi rekursiwa funkcija, tad
(i) A
(i) h
(ii) h
) h

(1, m2) = flw2,21);
2(2) = f(z,7);
3(T1, L9, 73) = f(12,23);
(iv) hy(x) = f(x,m), kur m € N,
ir primatii rekursivas funkcijas.

O Pirmie tris pieradijumi balstas uz Teoremu 6.1.7.
(i) Izvelamies i1 = 2 un iy = 1, tad h(z1,22) = f(24,,24,) ir primitivi
rekursiva funkcija un

h(z1,29) = f(@iy, Tiy) = f(22,21) = ha(21, 22).
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(ii) Izvelamies i; = 1 un iy, = 1, tad h(xy) = f(x4,,2,) ir primitivi
rekursiva funkcija un

h(x1) = f(ziy, Tiy) = f(o1,21) = ha(z1).

(iii) Izvelamies i1 = 2 un iy = 3, tad h(xy, x2, 23) = f(24y, ©i,) ir primitivi
rekursiva funkcija un

h<=7517 $2,$3) = f('rilvxiz) = f($2, Is) = h3(I1, I2,133)-

(iv) Funkcija f(z1,m) ir primitivi rekursivu funkciju f(yi, y2) un s,,(x;)
(Piemers 6.1.6 (i)), ui(x;) kompozicija.

ha(w) = f(z1,m) = fuy(21), sm(z1)). ™

Piemeri 6.1.9. Biezak sastopamo primitivi rekursivo funkciju piemersi.
1) fhalz,y) = z+y.

hl(SL’,O) = I
hi(z,y+1) = (v+y) +1

Balstoties uz Teoremu 6.1.7 varam apgalvot, ka funkcija g(z,y, z) = s(z) ir
primitivi rekursiva. Te

x ir mainiga x; loma;
y — mainiga x5 loma;
2z — mainiga r3 loma.

Ta rezultata izvelamies ¢; = 3 un saskana ar Teoremu 6.1.7 varam apgalvot,
ka funkcija g(x1,x2,23) = $(x3) ir primitivi rekursiva. No Sejienes: funkcija
hy(x,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam u}(z), g(z,y, z) ar primitivi

rekursivas shemas palidzibu:

hi(z,0) = uy(x);
hi(z,y+1) = g(x,y, h(z,y)),

tade] (Definicija 6.1.5) hy(x,y) ir primitivi rekursiva. Turpmakajos piemeéros
mes vairs tik detalizeti nepaskaidrosim, ka jabalstas uz Teoremu 6.1.7.
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(i)  ho(z,y) = xy.
hQ(xao) = O;
ho(r,y+1) = 2(y+1)=2y+y.

Soreiz funkcija hy(z,y) iegita no primitivi rekursivam funkcijam o(z),
g(x,y,z) = hi(y, z) ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(iii)
v, ja x#0Vy#0;
1, ja z=y=0.

hs(z,y) < {

hg(fE,O) = 1;

hs(z,y +1) = 2¥T' =aVr.
Funkcija hs(z,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam
Sl(x)7 g($ay72) ~ h2($,2)
ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.
(1\7) h4($) — l’;l.
ha(y+1) = y.

Funkcija hy(y) ieguta no konstantes 0 un primitivi rekursivas funkcijas
9(y,2) = ui(y, z) ar primitivi rekursivas sheémas palidzibu.

(v)
0, ja = <uy;

hs(x,y) = 1—y — {x_y i o>

h5(-1', O) = I
hs(z,y+1) = z—(y+1) = (z—y)-1.
Funkcija hs(x,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam
U%(JUL g(l’,y72> N h4(2>

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.
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(vi)

Funkcija hg(y) ieguta no konstantes 0 un primitivi rekursivas funkcijas
9(y,z) = s1(y) ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(vii)
_ 1, ja z=0;
hr(w) = sg(7) = { 0, ja z#0.
sg(z) = 1—-sg(x),
tatad sg(z) ir primitivi rekursivo funkciju y; —y, un s1(z), sg(x) kompozicija.
(viii)  hg(x,y) = |z —y|.
|z =yl = (z=y) + (y—2),
tatad |z — y| ir primitivi rekursivo funkciju y; + yo un hs(z,y), hs(y, ) kom-
pozicija.
(ix)  ho(z) = x!.
ho(y +1) = (y+1!=(y+ 1)y

Funkcija hg(y) ieguta no konstantes 1 un primitivi rekursivas funkcijas
9(y,2) = s(y)z (Vingrinajums 6.1.10 (i)) ar primitivi rekursivas shemas pa-
lidzibu.

(x)  hio(x,y) = min(zx,y).
min(z, y) = x—(z-y),

tatad min(x,y) ir primitivi rekursivo funkciju y;—y, un ui(z,y), z—y
kompozicija.

(xi)  hi(z,y) = max(z,y).

max(z,y) = v + (y—2),
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tatad max(x,y) ir primitivi rekursivo funkciju y; + y» un w?(z,y), y—=x
kompozicija.

(xii) Piepemsim, ka = # 0, tad katru y var izteikt ka summu
y=qr+r, kuar 0<r<ux.

, ja x=0;
h/l?(ajay)F {i{ ;a ZL'?AO

leverojam, ka y + 1 = gz + (r + 1). No Sejienes

hia(2,y +1) 0, ja hu(z,y)+1=2.

_ {hm(%y)‘Fl, ja hip(x,y) + 1 # x;
= (hwe(z,y) + 1) sglhia(z,y) + 1 —z|.

Ta rezultata

]’ng(l‘, 0) = 0,
hio(z,y+1) = (hio(z,y) + 1)sglhiz(z,y) + 1 — x|

Lidz ar to funkcija his(x,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam
o(x), un g(z,y,z) = (z+1)sglz+1—=z| (Vingrinajums 6.1.10 (ii))

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(xiii) Piepemsim, ka x # 0, tad katru y var izteikt ka summu
y=qr+r, kur 0<r<uz.

0, ja x=0;
h13<37,y) ~ { q ja l.?éo

leverojam, ka y + 1 = gz + (r + 1). No Sejienes

B his(z,y), ja  hia(z,y +1) #0;
h13($,y+1) B {h13(x7y)+17 ja h12($,y+1):0

= his(x,y) +8g(hio(z,y + 1)).
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Atzimesim, ka 0 = hy3(0,0) = h13(0,y) = h13(0,y + 1). Ta ka

_ =0, ja y=0;
h12(07 y) =Y { # O, ja y 7£ O,
tad
hi3(0,y + 1) = hi3(0,y) = h13(0,y) + 5g(hi2(z,y + 1)),
jo hip(0,y+1)=y+1#0. Tarezultata

h13<5(],0) = 07
his(z,y+1) = hig(x,y) +5g(hie(z,y + 1)).

Lidz ar to funkcija his3(z,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam
o(zr) un g(z,y,2) = z+5g(h2(x,y + 1)) (Vingrinajums 6.1.10 (iii))

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.
(xiv)
: 1, ja hia(x,y) =0;
div(z,y) = T ’ ’
(z,y) { 0, ja hia(z,y) #0.
diV(a?, y) = @(hm(:& y))
Lidz ar to funkcija div(z, y) ir primitivi rekursivu funkciju sg(y;) un hia(z, y)
kompozicija.
Atzimesim, ja x # 0, tad

. 1, ja xz\wy;
diviz,y) = { 0, ja xfy.
B 1, ja skaitlis y ir skaitla x daudzkartnis;
n 0, ja skaitlis y nav skaitla x daudzkartnis.

Vingrinajumi 6.1.10. Pieradit, ka dotas funkcijas ir primitivi rekursivas!

(1) gi(x1,72,23) + (22 +1)",

(i) go(w1,22,73) = (x3+1)sglrs +1— 4],
) 93(w1,72,23) = w3+ 58(hia(w1, 22 + 1)).
) Pienemsim, ka fi(2), f2(2),..., fr(Z)

(iii

(iv
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ir primitivi rekursivas funkcijas. Pieradit, ka

si(@) = A(@) + f(@)+ ..+ fi(@)

ir primitivi rekursiva funkcija!

(v) Pienemsim, ka f(Z) un g(Z) ir primitivi rekursivas funkcijas. Pieradit,
ka 5g|f(Z) — ¢g(Z)| ir primitivi rekursiva funkcijal

6.2. Daleji rekursivas funkcijas

Mes meklejam vienadojuma f(Z,t) = 0 atrisinajumu; mes gribam atrast
magzako ¢, kas ir §1 vienadojuma sakne. Tomer mes So atrisinajumu meklesim
loti primitivi.

O—tais solis:

a) ja (z,0) ¢ Dom(f), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;

b) ja f(z,0) = 0, tad esam atradusi mazako atrisinajumu, un darbu beidzam;
c) ja f(z,0) # 0, tad parejam pie nakosa sola;

k—tais solis:
a) ja (z,k) ¢ Dom(f), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja f(z, k) = 0, tad esam atradusi mazako atrisinajumu, un darbu beidzam;
c) ja f(z,k) # 0, tad parejam pie nakosa sola;

Secinajums. St procediira definé kadu funkciju g(z), ko tradicionali
apzime Sadi ¢(z) = pt(f(z,t) =0).
Definicija 6.2.1. Vispirms definejam kopu
M(@) < {t|f(z.1) = 0}.
Tagad varam nodefinet pasu funkciju

min M(z), ja M(Z)#0 A Vt<min M(Z) [(Z,t) € Dom(f)];
nav defineta, preteja  gadijuma.

9(z) = {
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Diemzel, funkcija ¢g(z) var nebut primitivi rekursiva pat ja f(z,t) ir prim-
itivi rekursiva.

Piemers 6.2.2.

ut(a:—l—t:O):{O’ ja =0

nav defineta, preteja gadijuma.

Ta ka primitivi rekursiva funkcija ir visur definéta, tad ut(z 4+t = 0) nav
primitivi rekursiva.

Pienemsim, ka
Fun(N") = {f|f : N* —— N},
tad attelojumu
p: | Pun(NY) — | Fan(N") : f(2,y) = pt(f(z,1) = 0)
n=0 n=0
sauc par minimizacijas jeb neierobeZoto p operatoru.

Definicija 6.2.3. Funkciju h sauc par daleji rekursivu funkciju, ja ta apmie-
rina kaut vienu no sekojosiem mosacijumiem.:

e h ir primitivi rekursiva funkcija;
e h ir daleji rekursivu funkciju kompozicija,

e h ieguta no daleji rekursivam funkcijam ar primitivi rekursivas shemas
palidzibu,

e h ieguta no daléji rekursivas funkcijas ar neierobeZota p operatora pa-
lidzibu.

Definicija 6.2.4. Visur definetu daleji rekursivu funkciju sauc par visparigi
rekursivu funkciju.

Izradas, ka eksiste visparigi rekursivas funkcijas, kas nav primitivi re-
kursivas. Tada, piemeram, ir Akkermana funkcija, ko define sadi:
v(0y) = y+1,
¢($+1,0) - ’QZ)(?E,].),



6.3. PRIMITiVI REKURSTVI PREDIKATI 109

Lemma 6.2.5. Akkermana funkcija ir defineta korekti.

O Vispirms kopa N? definésim linearu sakartojumu.

(0,0) < (0,1) < < (0,k) <
(L,o) < (1,1) < < (k) <
(n,b) < '(n,.l) .< < (n, k.) <

Tagad N? ir lineari sakartota kopa. Izmantojot indukciju paradisim, ka
Akkermana funkcija 1) : N2> — N definéta korekti.

(i) ¥(0,k) = k+ 1.

(ii) Induktivais pienemums: funkcija i (z,y) defineta visiem pariem (zx,y),
ja (z,y) < (n+1,0). ¥(n+1,0) = ¢¥(n,1).

(iii) Induktivais pienemums: funkcija ¢ (z, y) defineta visiem pariem (x, y),
ja(r,y) <(n+1L,k+1). v(n+1,k+1) = ¢(n,¢(n+1,k)). =

6.3. Primitivi rekursivi predikati

Definicija 6.3.1. Kopas N" apakskopu M sauc par naturalo skaitju kopa N
definétu n—vietigu predikatu (attiecibu).

Ja T € M, tad medz teikt, ka kortezam T predikats M ir patiess. Sai
situacija parasti lieto pierakstu M(Z) ~ p. Pretéja gadijuma, ja z ¢ M,

saka, ka kortezam T predikats M ir aplams un lieto pierakstu M (z) ~ a.

Definicija 6.3.2. Funkciju

_ 1, ja M(x) ~ p;
x(@) = {0, i M(z) ~a

sauc par predikata M(x) raksturigo (harakteristisko) funkciju.

Predikatu M (x) sauc par primitivi rekursivu predikatu, ja ta raksturiga
funkcija x(Z) ir primitivi rekursiva.

Lemma 6.3.3. Ja M (&) ir primitiwi rekursivs predikats, tad negacija =M (Z)
i primativi rekursivs predikats.
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O Pienemsim, ka x(z) ir predikata M (7) raksturiga funkcija, tad predikata
- M (Z) raksturiga funkcija y-(z) = 1—x(z). =
Lemma 6.3.4. Ja M(Z) un Q(Z) ir primitivi rekurswi predikati, tad
M(z) A Q(T)
i primitivi rekursivs predikats.

O Piepemsim, ka yi1(Z) un x2(Z) ir attiecigi predikatu M (Z) un Q(Z)
raksturigas funkcijas, tad konjunkcijas M (z) A Q(Z) raksturiga funkcija

XA(T) = x1(T)x2(T). =
Vingrinajumi 6.3.5. Ja M(Z) un Q(Z) ir primitwi rekursivi predikati, tad

6) M@V Q@)
(i) M(@) = Qla),
(i) M(z) & Q)

1 primitivi rekursivi predikata.

~—

Teorema 6.3.6. Ja f1(Z), f2(Z), ..., fu(ZT) ir primitii rekurswas funkcijas,
My(2), My (), .., My ()

wr primitive rekursive predikati, turklat vel katram x € N™ tiesi viens no siem
predikatiem ir patiess, tad

fl(?% J:a Ml(@ ~ p:
f@) = P Ja Ma@) ~

i primitivi rekursiva funkcija.

O Pienemsim, ka x;(Z) ir predikata M;(z) raksturiga funkcija, tad (Vin-
grinajums 6.1.10 (iv))

f(Z) = i(@)x1(Z) + fa(@)x2(Z) + ... + fi(@)xk(Z)

ir primitivi rekursiva funkcija. =
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Apgalvojums 6.3.7. Ja f(z) un g(Z) ir primitwi rekursiwas funkcijas, tad
f(z) = g(x) ir primitwi rekursivs predikats.

O Funkcija 8g|f(z) — ¢(Z)| ir predikata f(z) =

g(7) raksturiga funkcija.
Ta ir primitivi rekursiva (Vingrinajums 6.1.10 (v)). m
)

Vingrinajumi 6.3.8. Piepemsim, ka f(Z) un g(z) ir primitvi rekursivas
funkcijas. Pieradit, ka dotie predikati ir primitivi rekursivi.

Q) 1@ # 9(2),
(i) (@) < go)
(i) f(2) < g(@)

6.4. lerobezZota summa un reizinajums

Definicija 6.4.1. Par funkcijas f(z,t) ierobezoto summu > f(Z,t)
<y
sauc funkciju

zKZ()f(j’t) ~ Oa
t<§+1f@’t> - Kny(r@ 2) + f(Z,y).

Apgalvojums 6.4.2. Ja f(Z,t) ir primitii rekursiva funkcija, tad ierobezota
summa ir primitivi rekursiva funkcija.

O Piepemsim, ka S(z,y) = >, f(z,t), tad
t<y

S(z,0) = 0;
S(Ty+1) = S@y) + f(Z,y).
Funkcija S(z,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam
On(j)7 g(i’,y,Z) ~ Z+f(:ny)

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu. m

Sekas 6.4.3. Ja f(z,t) un k(z,y) ir primitivi rekursivas funkcijas, tad ie-
robezota summa Y. f(z,t) ir primitivi rekursiva funkcija.
t<k(Z,y)
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O Nemot vera iepriekseja pieradijuma apzimejumus, secinams

S(*’f’k('@y)): Z f(j’t)'

t<k(Z,y)

Tatad ierobezota summa Y,  f(z,t) ir primitivi rekursivu funkciju S(z, y)
t<k(z,y)
un k(z,y) kompozicija. m

Sekas 6.4.4. Ja f(z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad > f(Z,t) ir prim-

1<y
itwi rekursiva funkcija.

df@ty=)Y f@t). =

t<y t<y+1

O

Definicija 6.4.5. Par funkcijas f(Z,t) ierobeioto reizinajumu [] f(Z,t)
i<y
sauc funkciju

Hf(‘fvt) - 17

t<0

e < (I156@2) f@n,

t<y+1 t<y
Vingrinajumi 6.4.6. Pieradit sekojosos faktus!
(i) Ja f(z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad ierobezotais reizinajums
ir primitivi rekursiva funkcija.

(i) Ja f(Z,t) un k(Z,y) ir primitivi rekursivas funkcijas, tad ierobezotais
reizinajums [[ f(Z,t) ir primitivi rekursiva funkcija.
t<k(z,y)
(iii) Ja f(z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad [] f(z,t) ir primitivi
<y
rekursiva funkcija.

6.4.1. Ierobezotais y—operators

Mes meklesanu varam ierobezot nofiksejot, cik solus mes darbinasim mek-
lesanas proceduru. Tatad nofiksejam kadu skaitli y un sakam meklesanu.
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O—tais solis:
a) ja (z,0) ¢ Dom(f), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja f(z,0) = 0, tad esam atradusi mazako atrisinajumu, un darbu beidzam;
¢) ja f(z,0) # 0, tad parejam pie nakosa sola;

k—tais solis:
a) ja (z,k) ¢ Dom(f), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja f(z, k) = 0, tad esam atradusi mazako atrisinajumu, un darbu beidzam;
c) ja f(z, k) # 0, tad parejam pie nakosa sola;

solis y: uzskatam, ka atrisinajums ir y, un beidzam darbu.

Secinajums. Si procediira define kadu funkciju ¢(z,%), ko tradicionali
apzime sadi g(7,y) = ut <y (f(z,t) =0).
Definicija 6.4.7. Vispirms definéjam kopu N(Z,y) = M(z)U {y}.

Tagad varam nodefinet pasu funkciju

(3.y) = min N(z,y), ja YVt <minN(z,y) [(Z,t) € Dom(f)];
I\EY) =\ nav defineta, preteja  gadijuma.
Sekas 6.4.8. Ja f(z,t) ir visur defineta funkcija, tad art

pt <y (f(z,t) =0)

ir visur defineta funkcija.
Teoréema 6.4.9. Ja f(z,t) ir primitwi rekursiva funkcija, tad
pt <y (f(z,t) =0) ir primitivi rekursiva funkcija.

O h(z,t) = []ss(f(z,u))

u<t




114 6. NODALA:

leverojam, ja to = ut <y (f(z,t) = 0), tad

_ . 1, ja t <ty
h(m)_{o, ja ty<t<uy.

No sejienes

ST h(E.t) = to = pt < y (F(@.1) = 0).
t<y
Ta ka h(z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad > h(Z,t) ir primitivi rekur-
t<y
stva funkcija (Apgalvojums 6.4.2). Lidz ar to art ut < y (f(z,t) = 0) ir
primitivi rekursiva funkcija, jo > h(z,t) = ut <y (f(z,t) =0). m
i<y

Sekas 6.4.10. Ja f(z,t) un k(z,y) ir primitivi rekursivas funkcijas, tad
pt < k(z,y) (f(z,t) = 0) ir primitivi rekursiva funkcija.

O Lielakas uzskatamibas labad pienemsim, ka g(z,u) = ut < u ( f (’, t) =
0), bet h(Z,y) = 9(7, k(Z,y)), tad h(z,y) = put < k(z,y) (f(Z, ..

\/
\/

Sekas 6.4.11. Ja f(z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad
ut <y (f(z,t) =0) ir primitivi rekursiwa funkcija.

ODut<y(f(z,t)=0)=pt<y+1(f(z,1)=0).m
Pienemsim, ka k(Z,y) ir naturalu argumentu funkcija, tad attelojumu
pr | Pan(NY) — | Fun(N") : £(2,y) — pt < k(z,9)(f(z,) = 0)
= n=1
sauc par ierobezoto p operatoru. Te speciala gadijuma pielaujams , ka f(Z,t)

ir viena argumenta ¢ funkcija f(t), tapat ar1 pielaujams, ka k(z,y) ir viena
argumenta y funkcija k(y).

6.5. Citas rekursijas shemas

Definicija 6.5.1. Piepemsim, ka K C N". Kopas K apakskopu P sauc par
kopa K definétu n—vietigu predikatu (attiecibu).
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Ja T € P, tad médz teikt, ka kortezam Z predikats P ir patiess. Sai
situacija parasti lieto pierakstu P(Z) ~ p. Preteja gadijuma, ja z € K \ P,
saka, ka kortezam z predikats P ir aplams un lieto pierakstu P(z) ~ a. Ja
T € N"\ K, tad saka, ka predikats P nav definets. ST iemesla dé] predikatu
P sauc par kopa N dajéji definetu predikatu, un kopu K sauc par predikata
P definicijas apgabalu. Lidzigi ka funkciju gadijuma definicijas apgabala
apzimesanai lieto pierakstu Dom(P); tatad Dom(P) « K.

Definicija 6.5.2. Funkciju

1, ja P(z)~p;
x(@) = 0, ja P(z)~a;
nav defineta, ja = ¢ Dom(P).

sauc par predikata P(Z) raksturigo (harakteristisko) funkciju.

Pienemsim, ka P(z,t) ir daleji definéts predikats.

O—tais solis:
a) ja (z,0) ¢ Dom(P), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja P(Z,0) ~ p, tad par atrisinajumu nemam skaitli 0, un darbu beidzam;
¢) ja P(z,0) ~ a, tad parejam pie nakosa sola;

k—tais solis:
a) ja (z,k) ¢ Dom(P), tad atzistam, ka meklesana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja P(Z,k) ~ p, tad par atrisinajumu nemam skaitli k£, un darbu beidzam;
¢) ja P(Z,k) ~ a, tad parejam pie nakosa sola;

Secinajums. ST procediira definé kadu funkciju ¢(z), ko tradicionali
apzime sadi g(z) = pt(P(z,t)).

Lidzigi var definet shemu ar ierobezoto p—operatoru. Nofiksejam kadu
funkciju k(Z,y) un sakam mekleésanu. Ja (z,y) ¢ Dom(k), tad atzistam, ka
meklésana ir bijusi nesekmiga, un partraucam talako meklesanu.

O—tais solis:

a) ja (z,0) ¢ Dom(P), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
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b) ja P(z,0) ~ p, tad par atrisinajumu nemam skaitli 0, un darbu beidzam;
¢) ja P(z,0) ~ a, tad parejam pie nakosa sola;

k—tais solis:
a) ja (z,k) ¢ Dom(P), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja P(Z, k) ~ p, tad par atrisinajumu nemam skaitli k£, un darbu beidzam;
¢) ja P(z,k) ~ a, tad parejam pie nakosa sola;

solis k(Z,y): uzskatam, ka atrisinajums ir k(z,y), un beidzam darbu.

Secinajums. ST procediira definé kadu funkciju g(Z,%), ko tradicionali
apzime sadi g(z,y) = ut < k(z,y) (P(z,t)).

Apgalvojums 6.5.3. Ja P(z,t) ir primitwi rekursivs predikats, tad
ut <y (P(x,t)) ir primitiwi rekursiva funkcija.

O Ja reiz P(z,t) ir primitivi rekursivs predikats, tad 8§t predikata rak-
sturiga funkcija
_ )L oJa P(xt) ~p;
X@”_{Qjap@wwa
ir primitivi rekursiva. Ta ka ut < y (Sg(x(z,t)) = 0) ir primitivi rekursiva
funkcija un ut < y (P(z,t)) = wpt < y (5g(x(z,t)) = 0), tad art
pt <y (P(Z,t)) ir primitivi rekursiva funkcija. m

Vingrinajums 6.5.4. Ja P(z,t) ir primitwi rekursivs predikats un
k(z,y) ir primitiwi rekursiwa funkcija, tad pt < k(z,y) (P(Z,t)) ir primitivi
rekursiva funkcija.

Apgalvojums 6.5.5. Ja P(Z,t) ir primitvi rekursivs predikats, tad
Vit <y P(Z,t) un 3t <y P(Z,t) ir primiti rekursivi predikati.

O Ja reiz P(z,t) ir primitivi rekursivs predikats, tad §i predikata rak-
sturiga funkcija
—n_ | L ja P(zk)~p;
X(@,1) = { 0, ja P(z,k)~a

ir primitivi rekursiva. No Sejienes predikata Vi < y P(z,t) raksturiga funkci-
ja

Xv(jay) = HX(jﬂf)'

t<y
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Savukart x3(z,y) = sg(>_ x(z,t)) ir predikata 3t < y P(7,t) raksturiga
<y
funkcija. m

Apgalvojums 6.5.6. Ja P(y1,...,Yyn) ir primitwi rekursivs predikats un
f1(@), ..., fu(Z) ir primitivi rekursivas funkcijas, tad P(fi(Z),..., fm(Z)) ir
primitivi rekursivs predikats.

O Piegemsim, ka x(y1, . . ., Y ) ir predikata P(yy, . . ., ym) raksturiga funkci-
ja, tad x(f1(Z), ..., fm(Z)) ir predikata P(f1(Z), ..., fm(Z)) raksturiga funkci-
ja. m

Piemeri 6.5.7.
(i) (t +1)* > z ir primitivi rekursivs predikats.
(ii) | /=] ir primitivi rekursiva funkcija.

V| =pt <z ((t+1)* > )

(iii) Funkcija D(z) = 3. div(t,2) ir primitivi rekursiva. Sis funkcijas
t<x
saSaurinajums D|Z, ir vienads ar skaitla = dalitaju skaitu. Funkcija div(t, x)
definéta Piemera 6.1.9 (xiv).
(iv) Pienemsim, ka PP ir visu pirmskaitlu kopa. Predikats z € P ir primitivi
rekursivs. Pienemsim, ka P(x) ir predikata x € P raksturiga funkcija, tad

1, ja zelP;
P(m)—{(), ja zéP.

P(z) = sg|D(x) — 2|

(v) Pienemsim, ka p(0) = 0, toties ja = # 0, tad p(x) ir pirmskaitlis, kura
numurs dabiskaja uzskaitijuma ir x. Tatad

p(1)=2, p2)=3, p@B)=5 pH4) =7 p(5)=11, p(6) = 13,
2

Vispirms definesim funkciju
gw) = pt < (w+ 1)t >wAntelP).

St funkcija ir primitivi rekursiva, jo funkcija w!+ 1 ir primitivi rekursiva, bet
predikati ¢ > w un t € P ir primitivi rekursivi predikati. Atzimesim, ka

9(0) =2, g(1) =2, g(2) =3, g(3) =5, g(4) =5, g(5) =7, ...



118 6. NODALA:

Pienemsim, ka w > 4, tad skaitli w! + 1 nedala neviens no skaitliem
2,3,4,...,w, tapec starp skaitliem w + 1,w + 2,...,w! 4+ 1 ir vismaz viens
pirmskaitlis. Lidz ar to funkcija g(z) define pirmo pirmskaitli, kas lielaks par

- { p(0)
p(z+1)

Piemeri 6.5.8. (i) Piepemsim, ka

1

9(p(x)).

(679

x=pi'py?. . open,
kur p; = p(i) (p(¢) definiciju skatit Piemera 6.5.7 (v)), tad
_ Joay ja x#0FYyAy <n,
kan(z,y) <= { 0, preteja gadijuma.
Ta, piemeram,
2, ja y=1,
kan(127y) = 17 ja Y= 27
0, parejos gadijumos.
Rezultata
12 = 22 .3 = p(1)kan(12,1)p(2)kan(12,2).
No funkcijas kan(z,y) definicijas izriet, ka

t<a@i™tr), ja x#0#y,
k:cm(m,y):{’u s J[S ja xi()\?fy:().

Ja x # 0 # y, tad predikats p?fl { x aizstajams ar nosacijumu (skatit
Piemeru 6.1.9 (xiv))

div(p,z) = 0.

Tas savukart ekvivalents ar nosactjumu (skatit Piemeru 6.1.9 (iii))
div(hs(py,t+1),2) =0
jeb
div(hs(p(y),t +1),z) = 0.

Ta ka funkcija div(hs(p(y),t + 1), z) ir primitivi rekursiva, tad balstoties
uz Sekam 6.4.11 un Teoremu 6.3.6 secinams: funkcija kan(z,y) ir primitivi
rekursiva.
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(ii) Funkciju f: N — N, kas definéta ar rekursiju

f0) =1,
f(1) 2,
fle+2) = fla)+ flz+1),

sauc par Fibonaci virkni.
Vispirms nodemonstresim, ka funkcija

g(z) = of(@)gf(z+1)
ir primitivi rekursiva. No funkcijas g(x) definicijas izriet, ka

flx) = kan(g(z),1),
flx+1) = kan(g(x),2);

g(0) = 203/ =2!.32 =18
g(x+ 1) — 2f(x+1)3f(:2+2)
of(z+1)gf(2)+f(z+1)

2kan(g(a:) ,2) 3kan(g(a:),1)+kan(g(:c) ,2) )

Tatad funkcija g(z) ieguta no konstantes 18 un funkcijas
2kan(z,2)3kan(z,1)+kan(z,2)

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

Vingrinajumi 6.5.9.  Turpmak pienemsim, ka m > 0 un

/g ~ (y17y27"‘7ym)7
kan(z) <= (kan(z,1),kan(z,2),..., kan(z,m)).

(i) Pieradit, ka funkcija

hia(m,t), ja t#0 mod m,
m, ja t=0 modm

m(t) = {

ir primitivi rekursiva. (Funkcijas hyo definiciju skatit Piemera 6.1.9 (xii).)
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(ii) Pienemsim, ka &;(y), @ € 1, m, ir primitivi rekursivas funkcijas. Pie-
radit, ka
H(?)aﬂ ~ 51(@)7 jat=1 mod m
ir primitivi rekursiva funkcija.
(iii) Paradit, ka sekojosas funkcijas ir primitivi rekursivas! (Funkcijas hi3
definiciju skatit Piemera 6.1.9 (xiii).)

p(z,t) = plm(t))kenem)
Gi(z,t) = his(p(z,t), 2),
Ga(z,t) = p(m(t)"Y,

G(z,t) = Gi(z,t) - Gy(z,1).

6.6. Kantora numeracija

Definicija 6.6.1. Funkciju

1
c(x,y) = 3 (22 + 22y + ¥ + 3z + y)

sauc par naturalo skaitju kopas N paru (x,y) Kantora numeraciju.

Lemma 6.6.2.

1
cle,y)=T(x+y)+z, kur T(n) = @ )
O
1 2
Hoper - EENEEUEY GG
1 2 2 1 1
= 5(90 +2a:y+y)+§(x—l—y)+§(2x)

1
= S @ +2y+y?+3r+y) =clr,y). =

Sekas 6.6.3. Ran(c) C N.
O Ta ka viens no skaitliem n, vai n+1 ir parkaitlis, tad T'(n) = @ eN
katram naturalam skaitlim n. No Sejienes

c(r,y)=T(x+y)+zeN. =
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Lemma 6.6.4. VneN Tn)+n+1=T(n+1).

O
T(n)+n+1 — wﬂﬂzn(n;l)ﬂmgm
_ (n+2)(n—i—1):T(n+1). .

2
Sekas 6.6.5. Funkcija T :N—-N:nw— @ I augosa.
Sekas 6.6.6. c¢: N? — N ir injekcija.
O (i) Piepemsim, ka z +y < 2’ + ¢/, tad
c(r,y) = T(e+y) +o<T(a+y) +o+y+]

= Tle+y+1) <T@ +y) <T@ +y) +2

= c(z",y).
(ii) Pienemsim, ka z +y = 2’ + ¢' un c(z,y) = c(2’,y'), tad

T(x+y)+x=clz,y) =cl@,y)=T" y)+ 2.

No Sejienes © = 2/, tapec y = y.
clx,y) #c(@,y). =

Lemma 6.6.7. c¢:N? — N ir sirjekcija.

Tas nozime, ja (z,y) # (2/,y'), tad

O Piepemsim, ka n € N| tad eksiste (Sekas 6.6.5) tads y, ka
Ty) <n<T(y+1).
Ta ka (Lemma 6.6.2) c(x,y) =T(x+y)+x, tad

c(0,y) = T(y),
c(ly—1) = y)+1,

clk,y—k) = T(y) +k,

N S

c(y,0) = T(y)+y=T(y+1)—1. (Lemma 6.6.4)

Jareiz T(y) <n <T(y+1), tad eksiste tads k, ka c(k,y — k) =n. =
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Teorema 6.6.8. Funkcija ¢ : N> — N ir bijekcija.
O Sekas 6.6.6 un Lemma 6.6.7. =
Lemma 6.6.9. Ja c(z,y) = n, tad

v o= g [ L ),

v = |97 < dm = o
kur q(n) = |v8n+1].

O Piepemsim, ka n = ¢(z,y) = 1 (22 + 2zy + y* + 3z + y), tad
2n = 2+ 22y +y*+ 3z +vy,
8n+1 = 4o +8xy+4y* + 120 + 4y + 1.
Nemam vera, ka
(22 + 2y + 1)? = 42 + Say + 4y + 4o + 4y + 1,
tapec 8n + 1 = (2x + 2y + 1)? + 8z. Savukart
(22 + 2y + 3)* = 42 + 8xy + 4y* + 120 + 12y + 9,
tapec 8n + 1 = (2z + 2y + 3)*> — 8z — 8. No Sejienes
r+2y+1)°<  8n+1 < (2z+2y+3)7
20 +2y+1< V8n+1 <2x+2y+3,

204+ 2y+1< |V8n+1| <2x+2y+3,
20 +2y+1< q(n) <2z +2y+ 3,
q(n)

1 1
x+y+§§ T <x+y+1+§,
—1
vry< WU

2
leverojam, ka q(n) = |/8n + 1] > 1, tapec ¢(n) — 1 = ¢(n)—1. Lidz ar
to

r+y <

<z+y-+1,

q(n)—1
9

q(n)—1

z+y < { J <z+y+1l
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Ta ka abi skaitli gan x + vy, gan x + y + 1 ir veseli skaitli un

-1
V(n; J<:c—|—y—|—1,
tad (n)-
~ lgn)—1
a:—l—y—{ 5 J
Atgriezamies nedauz atpakal:
1 q(n) 1
< AN, 14+ =
x+y+2_ 2 <T+yY+ +2,
1
r+y+1< % <z+y-+2
Tas lauj secinat, ka
1
x+y+1:{MJ.
2
Lidz ar to
1 1 —1 +1
T(r+y) = 2(a:+y)(x+y+1)—§V(> J VU? J

Tagad atsaucamies uz Lemmu 6.6.2: ¢(z T(x+y)+ x, tadel

) =
v=n T(x—l—y)—n——{ a(n) 1“ J A(n).

Takazr+y= Lq(nz); J tad y = { ()= 1J —r = L%J —ci(n)=c3(n). m

Sekas 6.6.10. Funkcijas
A2:N—=N, &:N—=N
i primitive rekursivas.
Apgalvojums 6.6.11. Attelojums
¢ N =N :ne(c3(n),c(n))

ir attelojuma c : N> — N inversais attelojums.
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O Piepemsim, ka n € N, tad eksiste tadi z,y, ka c(x,y) =n,joc: N> - N
ir sirjekcija. Saskana ar Lemmu 6.6.9 x = ¢?(n) un y = c3(n). Lidz ar to
coc(n) = c(cf(n), i3(n)) = c(z,y) = n.
Pienemsim, ka (a,b) € N2, tad saskana ar Lemmu 6.6.9
ctoc(a,b) = (c2oc(a,b),cioc(a, b)) = (a,b). m

Vispariga gadijuma naturalo skaitlu kopas N n-dimensionalo kortezu

(1,23, ...,x,) Kantora numeraciju ¢" : N* — N define induktivi.
¢ N—-N : z;— 2,
A N* =N @ (21,29) — c(w1, 1),
A NP = N @ (21,29, 13) = c(P(21,72), 23),
AN N (w09, @, Tgr) o e(C (T, Ty ), T

Definicija 6.6.12. Funkciju
" N*"— N

sauc par naturalo skaitju kopas N n—dimensionalo kortezu (xy,xs,...,T,)
Kantora numeraciju.

Vingrinajumi 6.6.13.
(i) Pieradit, ka ¢" : N* — N ir bijekcija.

(ii) Pienemsim, ka n > 2 un

A= o ja ieln—1,
A o=
Pieradit, ka attelojums
¢c":N—=N":aw ((a),c5(a),...,ci(a))

ir attelojuma ¢" : N* — N inversais attelojums.
(iii) Pieradit, ka attelojumi
el ey,

n’

ir primitivi rekursivas funkcijas.
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6.7. Izrekinamas un dal€ji rekursivas funkci-
jas

Teorema 6.7.1. Katra pec Tjuringa izrekinama funkcija f : N —o— N ar

daleji rekursiva.

O Pieradijuma galvena ideja: modelet Tjuringa masinas darbu ar dalgji
rekursivam funkcijam.

(i) Vispirms skaitli z € N reprezentéjam tai izskata, ka tas ir pierakstits
uz Tjuringa masmas lentas, piemeram, 2-nieku sistema.

a) Funkcija
1, jax =0;
n(z) < .
llogs x| +1, jaxz#0
ir primitivi rekursiva, jo
n(x) =put <z (2" >x)+ 1.
No sejienes skaitla x pieraksts 2-nieku sistema ir
(.T)Q = 102 ...0ay,,

kur n = n(z).
b) Musu tuvakais merkis: paradit, ka funkcija

glz) = > pit!
=1

ir primitivi rekursiva. Te p; ir ¢-tais pirmskaitlis to dabiskaja uzskaitijuma,
proti,

p0:07 p1:27 p2:37 p3:5> p4+77
Funkcija p(i) = p; ir primitivi rekursiva (skatit Piemeru 6.5.7(v)) Pienemsim,
kay=qr+r, 0 <r <z, tad funkcijas

( ) Y, JaJ]:O,
r\x, N~ .
Y r, jax#0,

(2.1) 0, jax=0;
xZ, ~ .
ey q, jaz#0,
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ir primitivi rekursivas (skatit Piemerus 6.1.9 (xii — xiii)). No Sejienes

Ap—i = T(27 q<2nii7 l‘)),

kur n =n(z) un i € 0,n — 1. Lidz ar to funkcija

a(z,i) = r(2,¢2"07 2))
ir primitivi rekursiva. No Sejienes

n(z)

Zp azz)—l—l

un ta ka p(i)*®? ir primitivi rekursiva 2-argumentu funkcija, tad g(z) ka
ierobezota summa ir primitivi rekursiva funkcija.

(iii) Lai Tjuringa masina varetu stradat nepiecieSami 3 parametri:
1. kortezs (cy, ¢, ..., cpn) jeb ieraksts uz lentas,
2. 1 — izpildamas komandas stavokla ¢; numurs,

3. k — pozicija, kur Sobrid atrodas Tjuringa masinas galvina.
Pienemsim, ka
T:QoxA—>AXxSxQ
ir Tjuringa masinas
L= <Q07 Q) A: Sv 40,41, t7 T>

programma. Definejam

Alt) = {(,J) | Frq qia; — tseqt,
A(0) = {(@4) | 3rq qiaj — Oseq},
A1) +=  {(4,]) | Fsq qiaj — 1seq},
B(M) += {(@,J) ]| 3bq gia; — b g},
B(T) <« {(,7)]3bq gia; — bTq},
B(r) <= {@J)[3bgga; —br g},

Cs {(i,7) | Fbse gia; — beqs}.

Més pienemam, ka Q = {qo,q1,...,qm}. Sai gadijuma s € 0,m. Ta ka
kopas @, A, S ir galigas, tad ar1 kopas A(t), A(0), A(1), B(%), B(T),B(r),C
ir galigas.

w0
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Lemma 6.7.2. Joa K C A x B ir galiga kopa, tad predikats (v,y) € K ir
primaitivi rekursivs.

(i,9)eK
Funkcijas
(0, ja(i,5) € A(t);
o 1, ja(i,7) € A(0);
ali,j) = ja (i, j) € A(0)
2, ja(i,j) € A(1);
J, Jai=0
(k—1, ja(i,j) € B(");
o k, ja (2,7) € B(T);
ﬁ(Z,],k’) N~ ( ) ( )
k+1, ja(i,j) € B(r);
Lk, jai=20
o s, jal(i,j) € Cs;
v(i,7) = { : (J)
0, jar=

ir primitivi rekursivas funkcijas (pamatojums: Teoreéma 6.3.6).
Musu tuvakais merkis: definet funkciju h(z, t), kas modele Tjuringa masinas
T darbu pa taktim. Pienemsim, ka h(z,t) = (i, k, g), kur

e ¢ — Kantora numeracija (skatit Definiciju 6.6.12);

1 — izpildamas komandas ¢; numurs;

e k — Sunas numurs, kadu laika momenta ¢ apliko Tjuringa masinas ¥
galvina;

g — funkcija, kas reprezente ierakstu uz Tjuringa masmas lentas laika
momenta ¢, proti, ja laika momenta ¢ masmas vards ir
C1C2 ... Ck_1GiCk - . . Cp, tad k € 1,n un

g=">_p(s)*,
s=1
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kur
0, jacs=t;

Cs = 1, jacs=0;

2, jacs=1.
Lidz ar to mes varam atrast gan ¢;, gan a;, proti,

i = ci(h(z,1),

Funkcijas kan(z,y) definiciju skatit Piemera 6.5.8(i).
No sejienes, ja g;ax — bseq, tad

(07 ja (Z7j) < A(t)v (07 jab=1;
. 1, ja(i,7) € A(0); L, jab=0;
alij) = A S S
2, ja(i,5) € A(1); 2, jab=1;
(J, Jjat=0 (J, Jat=0
(k=1, ja(i,j) € B(); ) k=1,  ja =9
o k, ja (¢,7) € B(T); k, jax=T,;
TR I I N
+1, ja(i,j) € B(r); kE+1, jasx=r;
LK, jat=0 J k, jat=0
o s, ja(i,j) € Cs; S, Jaq=gqs
v(i,j) = : (. J) = L
0, jar= 0, jaz=0

g = gk = gp(k)*¢ g(g, p(k)’)
Tagad definejam

h(l’,t + 1) ~ 63<7<i7j)75(i7j7 k)vg)

un mes esam nomodelejusi Tjuringa masimas € darba vienu soli.
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Visa pilniba funkciju h(z,t) definejam sadi:

h(z,0) = (1,1, 9(z));
h(z,t+1) = A(y(6,4), 83,4, k), ),
kas ir primitivi rekursiva funkcija, jo iegtita no primitivi rekursivam funkcijam
ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.
(iv) Ja Tjuringa masina T apstasies, tad ta nonaks stavokli ¢y un uz
lentas bus funkcijas f(z) vertiba 2-nieku sistema. Tas nozime, ka mums
nepieciesama funkcija

stop(x) = pt(a(i, j) = 0),

kur gan 4, gan j ir mainiga = primitivi rekursivas funkcijas (skatit aprakstu
punkta (iii)). Lidz ar to stop(x) ir dalgji rekursiva funkcija.
leverojam, ja = € Dom(stop), tad

h(z, stop(z)) = ¢*(0,1, g),

(03N’

kur g=0p; Dy .. pg” un (f(x))Q = 109 ...0y. Tatad

f(z) = Zal,,ﬂi
=0

Pienemsim, ka ty = stop(z), tad
v = pt < h(z,to)(p(t + 1) 1 h(z,t0))
Lidz ar to v = v(x) ir dalgji rekursiva funkcija. Esam ieguvusi

v(z)-1

flz) = Z (kan(h(z,ty),1)~1)2’

=0

Tas ar1 parada, ka f(z) ir dalgji rekursiva funkcija.

(v) Pieradijuma butiski izmantots fakts, ka katra pec Tjuringa izrekinama
vienargumenta funkcija f(z) ir vienpuseji normali izrekinama alfabeta {¢,0, 1}.
]

Vingrinajums 6.7.3. Katra pec Tjuringa izrékinama funkcija f : N¥ —o—
N ur daleyi rekursiva.
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Apgalvojums 6.7.4. Ja f(Z) un g(Z,y, 2) ir izrekinamas funkcijas un h(z,y)
teguta no f un g ar primitivi rekursivas shemas

h(z,0) (2)
h(z,y+1)

T
(@, y,h(Z,y))
palidzibu, tad h ir izrekinama funkcija.

f
h

O Nemot vera Sekas 3.1.7 varam pienemt, ka visas funkcijas ir vienpuseji
regulari izrekinamas. Tas nozime, ka eksiste vienpusejas Tjuringa masinas
5, ®, kas regulari rekina funkciju

f(z)  uwn g(7,y,2).

Sakuma uz lentas ir vards (Z)a * (y)2. Mes paradisim, ka iegustama Tjuringa
masima $), kas rekina funkciju h. Vispirms dosim 3 bloku aprakstu.
(i) Bloks A.

e lerakstu (Z)q * (y)o aizstajam ar (Z)s * (y)2tTs.

e Novietojam masina galvinu uzreiz pec varda (T)s * (y)of, t.1., masinas
galvina atrodas uz varda (), sakuma.

e Palaizam masimu §. Ja masina apstasies, tad esam ieguvusi ierakstu

(T)2 * ()2t (f(7))2

un masinas galvina atrodas uzreiz pec varda (T)y * (y)of, t.1., masinas
galvina atrodas uz varda (f(z)), sakuma.

e Parbaudam, vai y = 0. Ja y = 0, tad rakstam Tjuringa masmas
programmu ta, lai masina $) Sai gadijuma nonaktu stavoklt ps.

e Jay #0, tad vardu (Z)s * (y)2t(f(Z))2 aizstajam ar vardu

(T)2 * ()2 * 0t(f(Z))2

un masias galvigu novietojam uz varda (Z)s * ()2 * 0t(f(Z))2 sakuma.
Rakstam Tjuringa masSinas $) programmu ta, lai Sai laika momenta
masina nonaktu stavokli ps.
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N

P2
B

6.1. zim.: Tjuringa masina $).

(ii) Bloks B. Pienemam, ka uz lentas ir ieraksts
(Z)2 x (y)2 (K)ot (h(Z, k)2, k<,
masina atrodas stavokli p, un tas galvina atrodas uz varda sakuma.
o lerakstu (%) * (y)2 * (k)2t(h(Z, k))2 aizstajam ar ierakstu
(T)2 # (Y)2 * (k + 1)2t(T)2 * (k)2 * (W(T, k))2.
e Novietojam masima galvinu uzreiz péc varda () * (y)2 * (kK + 1)t t.i.,
masinas galvina atrodas uz varda (Z)q * (k)2 * (h(Z, k))2 sakuma.
e Palaizam masmu &. Ja masina apstasies, tad esam ieguvusi ierakstu
(Z)2 % (y)2 * (K + D)2t (h(T, k + 1))

un masmas galvina atrodas uzreiz pec varda (Z)q * (y)2 * (k + 1)af, t.i.,
masinas galvina atrodas uz varda (h(z, k + 1)), sakuma.

e Parbaudam, vai vardi (y)2 un (k + 1)9 sakiit. Ja (y)s = (k + 1)a, tad
rakstam Tjuringa masmas $) programmu ta, lai masina $) Sai gadijuma
nonaktu stavokli ps.

e Ja (y)2 # (k + 1)2, tad maSinas galvinu novietojam uz varda (), *
(y)2 * (k 4+ 1)ot(h(Z, k + 1))9 sakuma. Rakstam Tjuringa masinas )
programmu ta, lai Sai laika momenta masina nonaktu stavokli p,.
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(iii) Bloks C. Sai gadijuma Tjuringa masma $) atrodas stavokli p; un uz

lentas ir ieraksts
(Z)2 * (y)2 * ()2t (1(T, )

Nodzesam ierakstu (Z)s * (y)2 * (y)2, novietojam masinas galvinu uz varda
(h(Z,y))2 sakuma un masinu $) apstadinam. Esam izrekinajusi funkcijas h
vertibu h(z,y).

Saliekam visus blokus A, B, C kopa (skatit 6.1. zim.). Esam ieguvusi
Tjuringa masmu $), kas rekina funkciju h. =

Vingrinajums 6.7.5. Ja c € N, g : N> —— N ir izréekinama funkcija un
h(y) ieguta no ¢ un g ar primitwi rekursivas shemas

{h(@) =c
h(y+1) = h(y,h(y))

palidzibu, tad h ir izrekinama funkcija.

Apgalvojums 6.7.6. Ja f(z,t) ir izrekinama funkcija, tad pt (f(z,t) = 0)
i 1zrékinama funkcija.

O Nemot vera Sekas 3.1.7 varam pienemt, ka funkcija f(Z,t) ir vienpuséji
regulari izrekinama. Tas nozime, ka eksiste vienpuseja Tjuringa masma 3§,
kas regulari rekina funkciju f(z,t). Sakuma uz lentas ir vards (Z)s;. Mes
paradisim, ka iegtistama Tjuringa masia 91, kas rekina funkciju

h@) < pt (f(z,1) = 0).

Vispirms dosim 3 bloku aprakstu.
(i) Bloks A.

o lerakstu (x)q aizstajam ar 0 x (Z)9t(Z)2 * 0.
e Novietojam masinas galvinu uz varda (), * 0 sakuma.

e Rakstam Tjuringa masinas 9)1 programmu ta, lai masia 91 Sai gadijuma
nonaktu stavokli ps.

(ii) Bloks B. Pienemam, ka uz lentas ir ieraksts
(F)2 % (2)28(T)2 % (K)o, k€N,

masina atrodas stavokli ps un tas galvina atrodas uz varda (z) * (k)2 sakuma.
Palaizam masmu ¥.
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e Ja masma apstasies un uz lentas bus ieraksts (k)2 * (z)t0, tad rak-
stam Tjuringa masimas 91 programmu ta, lai masma 9 Sai gadijuma
nonaktu stavokli ps.

e Ja maSina apstasies un uz lentas bus ieraksts (k)q * (Z)tu, kur u # 0,
tad vardu (k) * (Z)tu aizstajam ar vardu

(k+ 1)g % (Z)ot(Z)2 * (K + 1)a,

novietojam masinas galvinu uz varda (z) % (k + 1), sakuma. Rak-
stam Tjuringa masmas 9 programmu ta, lai masia 9 sai gadijjuma
nonaktu stavokli ps.

Bloks C. Ierakstu (k)2 * (Z)2t0 aizstajam ar ierakstu (k),, novietojam
masinas M galvinu uz varda (k)s sakuma un masimu 9 apstadinam. Esam
izrekinajusi funkcijas h(z) vertibu.

N

P
B

6.2. zim.: Tjuringa masma 2N.

Saliekam visus blokus A, B,C kopa (skatit 6.2. zim.). Esam ieguvusi
Tjuringa masimu 2N, kas rekina funkciju /. =

Teorema 6.7.7. Funkcija f : N —— N ur daleji rekursiva tad un tikar tad,
ja ta ir izrekinama péc Tjuringa.

O = Bazes funkcijas o(z) (Piemers 1.3.6(i)), s(x) (Piemers 1.3.6(iii)) ir
izrekinamas pec Tjliringa. Piemera 1.3.10(i) paradits, ka funkcija ui(z) ir
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izrekinama pec Tjuringa. Lidzigi var paradit, ka katram m € 1,n funkcija
up (Z) ir izrekinama pec Tjuringa. No Sejienes nemot vera Teoremu 3.1.8, Ap-
galvojumu 6.7.4 un Vingrinajumu 6.7.5 secinams (Definicija 6.1.5), ka visas
primitivi rekursivas funkcijas ir izrekinamas pec Tjuringa. Tagad atsaucoties
uz Teoremu 3.1.8, Apgalvojumu 6.7.4, Vingrinajumu 6.7.5 un Apgalvoju-
mu 6.7.6 secinams (Definicija 6.1.5), ka visas dalgji rekursivas funkcijas ir
izrekinamas pec Tjuringa.
« Teorema 6.7.1. m

Vingrinajums 6.7.8. Funkcija f : N¥ —— N ir dajeji rekursiva tad un tikai
tad, ja ta ir izrekinama pec Tjuringa.



