Matematiskas statistikas pamatjédzieni

Uzskatisim, ka & - gadijuma liclums, kas apraksta pétama objekta
uzvedibu (raditaji par vienu, vai vairakam objekta pazimem ).

Gadijuma lielums & pienem vértibas no kadas kopas X. Kopu X
sauksim par generalo kopu (pazimes vértibu kopu).
Pienemsim, ka doti gadijuma lieluma & » mérijumu

(nov@rojumu, méginajumu) rezultati X;,X,,...X, , kas veido
virkni, kuru sauc par empirisko rindu.

Registrétas pazimes vértibas, kas veido empirisko rindu, sauksim
par noverojumiem (variantiem) .

Modelis

Vienkarsakais un ticamakais modelis ir gadijuma, kad
noverojumi tika ieglti veicot atkartotus neatkarigus
eksperimentus nemainigos apstaklos. Tas nozimé, ka skaitlus

X5 X,,...X, var uzskatit ka vienu gadijuma vektora
X =(X,,X,,..X,) realizaciju x = (X, X,,...x, ), kur gadijuma
lielumi {X,,i=1,2,...,n} - savstarp&ji neatkarigi un vienadi sadaliti,
def
(Fy, (x)=P(X, <x), F, (x)= Fg(x), i=12,..,n,

ti., '
i#j=PX, <x,X,<y)=P(X,<x)-P(X,<y))

Vektora X (jeb ta realizaciju x) sauc par izlasi . 1zlases kopas
elementu skaitu n sauc par izlases apjomu.

Par statistiku sauc attélojumu 7' HXi —R',leN,

i=1
Formalizét statistisko nenoteiktibu petama objekta nozime
konstruét objekta stohastisko modeli:



def

<X,F,(x,0)>,0€0,F,(x,0) = P,(§<x),xeR,

kur mas interes€josa gadijuma lieluma & sadalijuma funkcija
F,(x,0)1r atkariga no parametra 0, kas var pienemt vértibas no
kopas ©.

Par varidaciju rindu sauc noverojumu rezultatu virkni, ja Sie
rezultati sakartoti augosa kartiba. Apzimgjot k-to p&c vertibas
novéroto lielumu ar x, ,k=1,2,...,n _varam uzdot apskatama
gadijuma lieluma & novéroto vértibu virkni variaciju rindas veida

X<x,S..5Xx,.

Empiriska sadalijjuma funkcija

Par empirisko sadalijuma funkciju sauc funkciju
(0, x<x/

F(x)=4—,x, <x<x_,
n .

!
L x>x,

Empiriska sadalijuma funkcija ir monotona, nepartraukta no
kreisas puses un tai ir partraukuma punkti tikai pie argumenta
vertibam, kas vienadas ar variaciju rindas locekliem. Lécienu

lielumi partraukuma punktos ir 1 daudzkartni. Pie katra x
n

F, (x) ordinata ir gadijuma lielums ar iesp&jamam vértibam
1 2 -1 . .

0,—,%,..,2= 1. Varbiitibu notikumam {w F (x)= E} pie
n n n n

jebkuras x vertibas aprékina péc formulas

P(Fn (x) = Sj =CH[P(E<0)] [1-PE<x)]™" =



=CHF][1-F@ ], k=12,0n.

F(x) nosaka notikuma {w:£(w) < x} varbiitibu dotam x, bet F, (x)

dod notikuma {@:&(w) < x} biezumu.

Apzimgjot ar n, -notikuma {w:&(w) < x} novérojumu skaitu Vi,
n‘(

kur n- kopg@jais noverojumu skaits, iegiistam F,(x) =—=.
n

No pastiprinata lielo skait]u likuma (PLS) seko
F,(x) > F.(x), VxeR arvarbutibu 1.

Glivenko teorema:|1],[2]
Ja F.(x)- gadijuma lieluma & sadalijuma funkcija, F,(x) -
gadijuma lieluma ¢ empiriska sadalijuma funkcija, kas iegiita,
izmantojot lieluma & n
neatkarigus novérojumus, tad

P( sup |F,(x)=F,(x)] > 0) =1,

—00<Xx <00

Kolmogorova teoréma: [1],]2]

Ja F.(x) —nepartraukta gadijuma lieluma ¢ sadalfjuma
funkcija, F (x) - gadijjuma lieluma & empiriska sadalijuma
funkcija,

D, := sup |F,(x)-F,(x)

—00< X <0

, tad

0, z<0

P(WnD, <z) > K(2), K(2) = S (e 250
k=—o0

Piezime. Funkcija K(z), z >0 ir tabulcta.



Statistiska materiala noformésana
o ¢£- diskréts gadijuma lielums

¢ statistiskais sadaltjums —tabula, kura ierakstitas augosa kartiba

sakartotas novérotas vértibas X,,i =1,...,k | un tam atbilstosie
k
biezumi 7,1 =1,2,....k, Z n, =n vai relativie biezumi

i=l1

D=2,k
n

e ¢ - nepartraukts gadijuma lielums

Variacijas rindas variantus apvieno k intervalos
(x.,,x),i=12,...,k, kur

X, <min{x,,i=1,..,n},x,, = max{x,,i=1,..,n}, un saskaita
cik noveroto vertibu atrodas katra intervala. Noveéroto vertibu

k
skaitu katra i-taja intervala apzimée ar n,,i =1,2,...,k, don=n.
i=1
& statistiska (variacijas) rinda- tabula, kura doti intervali augosa
kartiba un tiem atbilstoSie biezumi 7, , vai relativie biezumi

Moo 1,2, 0k
n

Talaka statistiskas (variacijas) rindas apstrade€ izvélas katra
intervala parstavi X, ,i =1,2,....k , parasti intervala centru ( vai
intervala robeZu), un katra i-taja intervala nonakusos variantus
nosaciti uzskata par vienadiem Xi* .

Piem@ram, lai konstruétu gadijuma lieluma ¢ empirisko
sadalijuma funkciju, vai aprékinatu statistikas vertibas, gadijuma,
kad dati uzdoti statistiskas rindas forma, jaizmanto & statistiskais



sadalfjums , t.i., jakonstrué tabula, kura ierakstitas augosa kartiba
sakartotas nove&rotas vertibas X; ,1=1,2,....,k un tam atbilstosie
biezumi 7, . Apstradajot intervalu statistiskas rindas, jalieto sadi
lielumi:

Xmin - pazimes vismazaka registréta vertiba, bet, ja ta nav
zinama, pirma intervala apaksgja robeza,

X~ Ppazimes lielaka registréta vertiba vai pedgja
intervala augsgja robeza,

X,aks - Xmin - Variacijas amplitiida jeb apjoms.
Parasti lieto vienada garuma intervalus, bet ja vienada garuma
intervalu rindas malg&jos intervalos biezumi ir mazi vai paradas
tuksi intervali, tad lieto arT nevienada garuma intervalus. Ja nav

nekadu citu apsvérumu par vélamo intervalu garumu, var
izmantot SterdZesa formulu:

X — Xmi
A maks min
=

1+32-1gn
Variacijas rindu grafiskie atteli
Variacijas rindu att€lo ar poligonu vai histogrammu.

Poligonu izmanto galvenokart diskrétu variacijas rindu
att€loSanai. To izveido $adi: koordinatu sistéma atliek punktus,
kuru koordinatas attiecigi ir pazimes vértibas (varianti) un to
biezumi, vai relativie biezumi. Blakus esoSos punktus savienojot
ar taisnes nogriezniem, iegiist poligonu.

Histogrammu lieto galvenokart intervalu variacijas rindu
atteloSanai. Uz abscisu ass atliek nogrieznus, kas atbilst
variacijas rindas intervaliem. Pienemot tos par pamatiem, virs
katra intervala konstrué taisnstiiri, kura laukums vienads ar dota

. — _ . v n. . . v v
intervala relativo biezumu—,i=1,2,...,k, vai biezumu n, .
n



Ja katra intervala relativo biezumu (biezumu) dala ar intervala
garumu i, = X, —x;,i =1,...,k tad iegiitais skaitlis ir taisnstiira

n, . n. . o -
augstums P i=L..k (;’,l =1,2,-.-,kj. Pilnais relativo

biezumu histogrammas laukums ir vienads ar 1. Biezumu
histogrammas laukums ir vienads ar n.

l.piemers.
Lauksaimniecibas uznémumu sadalijums péc graudaugu
raZibas.
Grupas | Graudaugu raZiba, Saimniecibu skaits
Nr. cnt/ha
X, — X, X, n, .revlativais n
biezums (%) | n
1 10,0...14,0 | 12 4 3 0,03
2 14,0...18,0 | 16 27 17 0,17
3 18,0...22,0 | 20 47 30 0,30
4 22,0...26,0 | 24 43 28 0,28
5 26,0...30,0 | 28 26 17 0,17
6 30,0...340 | 32 8 5 0,05
Kopa X X n=155 100 |
1.tabula.
n[
0.08 — A h 0.076 0,069
0.06
0.044 0.042
0.04
0021 0.006 001
O 1 1
100 14 18 22 2 30 34 X

1.zZim. Graudaugu razibas relativo biezumu histogramma.




Fu(x . o . ..
) x-raziba, n~ saimniecibu skaits (1.tabulas dati ir

4 orafiski ilustréti 1.attéla).
0.78 ——»
]
0s L
—
02 : | E
0.03 —> ! i !
Kme D i | : R
L » X
12 16 20 24 28 32

2.zim. Graudaugu razibas empiriska sadalijuma funkcija.

2.piemers.

Pienemsim, ka 10 studentu grupa, kartojot eksamenu, ir ieguvusi
§adas atzimes (desmit ballu sisteéma): 7;5;6;9;7;8;3;4:4;7.
Studentu sadalijums péc atzimém:

Xi

n; 1 2 1 1 3 1 1

2.tabula

n;

3 4 5 6 7 8 9

3.zim. Atzimju bieZzumu poligons.
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4.7Zim. Atzimju sadalijumu empiriska sadaltijuma funkcija.

Variacijas rindas raksturotaji
Statistiskie raksturotaji jaatspogulo statistiska objekta (paradibas)
objektivas 1pasibas. Statistika izmanto raditajus, kuri 1si un
koncentréti raksturo galvenas sadalijuma Tpasibas. Sos raditajus
aprékina tiesi pec sakotngjiem datiem. Datus apstrada ar
datortehniku.
Pienemsim, ka dota izlase (x,,x,,...,x,).

n

2%

i=1
n

Empiriskais (aritmetiskais) videjais -- X =

i=1

svertais (dati sagrupéti) -- X =



n

[
in

e g e g 1 - izl
Empiriskais I-tas kartas sakuma moments-- ©; ‘=~ , leN
n
k
Z(XI* ) n;
svertais -- o, ==—— |eN
n

Empiriskais I-tas kartas centralais

z (Xl- - )?)l
moments - f,==——— e N
n

k
Z (x; = x) n;
svertais - [ =-———— 1eN
n
Empiriska dispersija --

i (xi - ;)2 i xiz

s’ =Var(x)= B, ==

n n

Ja doti kada divdimensiju gadijuma lieluma (£,77) n novérojumi,
{(xi,yl.),i =1, 2,...,n} tad

n
> xy,
— i=1

n

> (x7,)'

L ke N -- empiriskais k-tas kartas sakuma moments.
n

=1

-- empiriskais 1-as kartas sakuma moments

N

I
—_

3.Piemérs. Aprékinat vidéjo méneSa darba algu 8 cilvéku
brigadei, ja atseviSkiem brigades stradniekiem S$aja meénesi ir
1izmaksats: 215,27; 230,91; 190,15; 250,31; 201,50; 222,93;
219,10; 205,129(1ati).

Misu riciba ir tieSi, nesagrupéti dati par katra stradnieka algu.
Tadel ir jalieto empiriska (nesverta) vidgja formula.



Izdarot aprékinus

8
in

X =1T =216,91(lati)

Stradnieka vid€ja ménesa alga pec noapaloSanas ir 217lati.

8
<

=1

Var(x) = ’T

_X =306, S = Var(x) =17.5

Mediana variacijas rindas vidu eso$a variants.
Ja vienibu skaits variacijas rinda ir nepara skaitlis 2m+1, tad
mediana ir x,,+;. Ja vienibu skaits ir para skaitlis 2m, tad mediana
ir variantu x,, un x,,.; aritmétiskais vid&jais.

’xm + ’xm+1
Me=x,+;,ja n=2m+1; Me=T ,ja n=2m.

Lai atrastu medianu intervalu variacijas rindai

-- jaatrod medidanas intervals (xza x1+1) . Medianas intervals
ir tas, kura uzkratie absoliitie biezumi pirmo reizi parsniedz pusi
no kopas vienibu skaita vai kura uzkratie relativie biezumi pirmo
reizi parsniedz 50%

-- pienemot, ka medianas intervala ietvaros varianti sadalas
vienmerigi, izmanto interpolacijas formulu

S
(0.5- an)(xm - xz)
i=1

A

n

Piemé&ram, 1-aja pieméra no 1-as tabulas atrodam medianas
intervalu. Tas ir (22,26), jo taja uzkratais relativais biezums
pirmo reizi parsniedz 0.5 (50%), (piemera tiesi 50%). Me=22
Par modu Mo sauc variantu, kur§ sadalijuma rinda ir sastopams
visbiezak.

Me = x, +

10



Diskréta variacijas rinda gadijuma moda nolasama tieSi ka
variants ar vislielako absolato vai relativo biezumu.

Nepartraukta gadijuma variacijas rindu vispirms att€lo ar
histogrammu. P&c tam, lai atrastu modu intervalu variacijas
rindai:

-- janosaka modas jeb modalais intervals (x,,x,,,). Tas ir
intervals ar vislielako biezumu.

-- pienpemot hipotézi, ka sadalfjums intervalu ietvaros ir
vienmérigs, modu aprékina pec interpolacijas formulas -
(X —x) (1, — 1))

Mo = x, +
2m —n,, —n

Ta, 1-aja piemera modalais intervals ir (18, 22), Mo = 21,5.

Nosakot medianu, nem véra visus rindas loceklus, bet modu
nosaka galvenokart modalais intervals; interpolacijas gadijuma
bez tam nem véra vél pirms modalo un péc modalo intervalus.

Modu lieto galvenokart tad, ja ir svarigi izdalit tiesi to variantu,
kur§ sastopams visbiezak. Piemé&ram, preCu pieprasijuma
statistika moda var but visbiezak pieprasitais apavu 1zmers,
gatavo apgerbu izmérs utt. Saja gadijuma aritmétiskie vidgjie ir
maznozimigi, jo nav vajadzigs un nav paredzets razot, pieméram,
apavus, kuru izmérs tieSi atbilstu aritmétiskajam vid€jam
(izm&ram).

Parametru noveértéjumu ipasibas [1],[2]

Pienemsim, ka gadijuma lieluma ¢ sadalijuma funkcija F,(x,0)
satur nezinamu parametru 6 . Pienemsim, ka dota izlase
x=(X;,Xy,...X, ).

11



Par parametra 6 novertéjumu sauc funkciju T'(x,,x,,...x,), kas

atkariga tikai no nov€rotajam veértibam X;, X,,...X, , kura kaut

kada nozime tuva noveérteéjamam parametram 6 .
e Statistiku 7'(x,,x,,...x,) sauc par parametra ¢ nenovirgitu

(nenobiditu) novertejumu, ja jebkuram n ET(x,,x,,..x,)=80.
Pret&ja gadijuma novert€jums ir novirzits.

o Statistiku 7'(x,,x,,...x,) sauc par parametra ¢ asimptotiski
nenovirzitu novertgjumu, ja 11_{130 ET(x,%,,..x,) =0

e Statistiku 7'(x,,x,,...x,) sauc par parametra 6 bitisku
novertejumu, ja

Ve, 0>0 3n,:n>n,=>P(T(x,x,,...x,)—0[>&) <0,

kas nozimg, ka statistika T (x1 s Xy s ---xn) konverge péc
varbiitibas uz skaitli 6.
o Statistiku 7 *(x,,x,,...x,) sauc par parametrad efektivu

novertéjumu, ja TG{ITI-I,%ITLQ}DT(X“XZ""X”) =DT"

Tas nozimg, ka pie dota izlases apjoma n starp nenovirzitiem
novert€jumiem statistikai T *(x,,x,,...X,) ir vismazaka
dispersija.
. _ 2 n— 1 _ _
Pieméram, Ex = E¢, ES"=——D¢ , kas nozimé, ka
n

empiriskais vid&jais ir nenovirzits novertgjums matematiskajai
ceribai, bet empiriska dispersija
ir asimptotiski nenovirzits novert€jums teoretiskai dispersijai.

> -y

_y n
Savukart, statistika s° = S* =
n—1 n-—1

bus nenovirzits

novertejums teorétiskai dispersijai, jo izpildas Es” = DE .
Empiriskie raksturlielumi ir nozimigi, jo pie lieliem # tie ir tuvi,
konvergences péc varbiitibas nozimé, atbilstoSiem teorétiskiem
lielumiem.

12



Teoréma [1],[8].

Ja n — oo, speka sekojosas sakaribas (visur konvergence p&c
varbiitibas)

* F,(x) njo F, (x)jebkuram x, X, =00 < X <00

n
k
in

eq, = — 5 EE ja EEF <o
n n—»0
> (=)’
o S?= 5 DE g EE <o,
n n—»o0

Atzimesim, ka dazreiz biitisks, bet novirzits noveérté§jums dod
labaku rezultatu.

Ka likums, ar tieSiem aprékiniem var parbaudit vai parametra
6 novertejums ir novirzits, vai nenovirzits. Lai parbauditu vai
novertejums ir biitisks, vai nebiitisks jalieto LSL un sekojosu
lemmu.

Lemma.

Ja gadijuma lielumu virkne (fn iy 1) konverge p&c varbitibas
uz skaitli ¢, gadijuma lielumu virkne (7,,n >1)konvergg péc
varbitibas uz skaitli , divu mainigo x un y funkcija f(x,»)
nepartraukta punkta x =a,y =b, tad

f(&,1,) = f(a,b) pEc varbiitibas.

Lai parbauditu vai novertejums ir efektivs, vai nav jalieto Rao-
Kramera nevienadibu.

13



Teorema|1],[9].

Pienemsim, ka p(x,0),x=(x,x, ,o X)) ir gadijuma vektora
X =(X,,X,,..X,) varbiitibu sadalijuma blivuma funkcija,
parametrs € € R, un spéka nosacijumi:

a) kopa G = {x eR":p(x,0)> 0} nav atkariga no parametra 6
(regularais nosacijums)

b) blivuma funkcijas logaritms diferencéjams péc € Vx € G un

[ompx0)7 _ [ onp(X,0) g
I = j[—@e }p(x,e)dx E{ ~ }<

G
tad jebkuram parametra @ nenovirzitam noveértéjumam
0=T(X,,X,,...X,) izpildas Rao-Kramera nevienadiba

o0

b

E(é —-6) = Var(é) > IL

n

I, -(FiSera koeficients) ir informacijas daudzums par parametru
0 izlase X =(X,,X,,..X,).

Saskana ar musu modeli, izlases visas komponentes ir
neatkarigas un vienadi sadalitas, tatad /, = n/, , kur
/= E(@lnp(Xl,ﬁ)
06
viena komponente X, .

2
j ir informacijas daudzums par parametru 6

Rao-Kramera nevienadiba nosaka parametrad novertéjuma
dispersijas zemako robezu. Tatad, ja kaut kada parametrad
nenovirzita statistika to sasniedz, tad varam apgalvot, ka
statistika ir parametrad efektivs novertejums.

Piemeri.

1. . Pienemsim, ka &~ N(9,5°), kur x,x,,...,x, ir gadljuma
lieluma ¢ vertibu izlase, ko izmantosim, lai iegiitu

14



parametra @ efektivu novértgjumu. Sim nolikam uz n
noverojumiem ( x,,x,,...,x, ) skatamies ka uz n-dimensiju
gadijuma lieluma (X, X,,...,X,) vienu vértibu. Gadijuma
lielumi X,,i=1,2,..,n kopuma neatkarigi un vienadi
sadaliti, F, (x)=F,(x).

(4-0)" _ olnp(x,0) _

In p(x,,0) = —%ln 2ro’ -

207 00
x—0 X -0 1 n
= 02 :E( 272 ) :Gz :[n:?-

No $ejienes varam secinat, ka statistika x, kurai £x =6 un
2
- O . _ .
Dx =— ir parametra 0 efektivs novertejums.
n

. Lai gadijuma lielums 7 sadalits péc eksponenciala likuma
ar nezinamo parametru A > 0. leveérojot, ka En = %,Dn = %

2

- - o, . e 1

un ka Ex=En, Dx=—", ievedisim jaunu parametru @ := -
n

un tam mekl€sim efektivu noveértejumu.

1 - x  Olnp(x,0)
,)=—e?, x>0=1 , O =—Inf-= > —1 "~ _
p(x,0) 03 X n p(x,,0) n 5 %
I x

of 1 x 1 n
:—54-? — Il:IO (—§+?)p(x,9)dx:?2>1,1:?.

Lidz ar to statistika x ir nenovirzits un efektivs novertgéjums

parametram 6 ::% .

15



Parametru novértéjumu atrasanas metodes [1],[9]
1.Vislielakas ticamibas metode

Uzskata, ka eksperimenta rezultata esam ieguvusi visticamakas
vertibas, tas nozime:

a) diskrétiem gadijuma lielumiem -

P(X =x,X,=x,,...X,=x)=L(x,,x,,....,x,,0),

max L(x,%y,....x,,0)=L(x,%,,..,x,,0).

Par parametra 0 novertéjumu nemsim 6 , kas dod ticamibas
funkcijas L(x,,x,,...,x,,0) maksimumu.
Ja & ir diskréts gadijuma lielums, kuram n-veértibu izlasg ir »

novérotas vertibas X;, X,,..., X, ar atbilstoSiem biezumiem
r

n,N,,..1, Zni =1 tad,
i=1

nemot véra X,,i =1,2,...,n neatkaribu, ticamibas funkciju
varam parrakstit forma

L(x,,%y,...x,,0) = | B (X, =x,).

i=l1

b) nepartrauktiem gadijuma lielumiem -
Pienemsim, ka n neatkarigu noveérojumu rezultata notiek
varbiitigais notikums, t.i.,
P(X, e[x,x +dx], X, €[x,,x, +dx,].... X, €[x,,x, +dx,],0) =
= max

o
Par parametra 0 novertéjumu, tapat ka diskréta gadijuma, nem

~

0 , kas dod ticamibas funkcijas

16



L(x,%,,...,%,,0) = Hp(xi, 0) maksimumu, kur p(x,8)ir

i=l1
gadijuma lieluma ¢ sadalfjuma blivuma funkcija.
Tatad, jaatrisina vienadojums
dL(x,,%,,...,x,,0)
do
Atrisinajums, kas dod ticamibas funkcijas maksimumu, bis
parametra 0 novertejums. Iepriekseja vienadojuma vieta reizém
értak apskatit $adu vienadojumu
dInL(x,x,,....x,,0) dL(x,x,,...,x,,0) 1
do do L

=0.

=0.

Divu nezinamo parametru 6, un ¢, gadijuma jaatrisina
vienadojumu sistéma

OL(x,,%,,....,x,,6,,0,) 0 Oln L(x,x,,....,x,,06,0,) 0

00, , 00,
vai

OL(x,,%,,....,x,,0,,0,) 0 Oln L(x,x,,....x,,06,0,) 0

00, 00,
Piemeri.
1. Novertésim notikuma A varbiitibu p, ja notikums A n
neatkarigos

méginajumos paradijies m reizes.
Varbiitibu p uzskatisim par parametru, kas ietipst diskréta
gadijuma lieluma ¢ sadalijuma funkcija. Gadijuma lielums &
pienem tikai divas vertibas: x, =1,x, =0 atkariba no ta, vai
notikums A dotaja m&ginajuma notiek vai né. Tatad, ticamibas
funkcija bus

L(x,xy,...,x,,0)=p"(1-p)"™",

no kurienes
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dInL(x,x,,..,x,,p) m n—m

= =0.
dp p 1-p
m 13 , )
Lidzarto P = P —Zx,- . Tatad, varbiitibas p novert&jums ir
i=1

: v = I . m —
notikuma A paradiSanas relativais biezums p=—-= = X.
n n

Sis novértejums biitisks (lielo skaitlu likums) un nenovirzits, jo

DX, DEX)
Ef? :E i=l — i=1 :%:p,
n n n

ka arT asimptotiski normals (centrala robezteoréma).

2. Pienemsim, ka¢ ir gadijuma lielums, sadalits p&c Puasona

likuma ar nezinamo parametru 4 > 0 t.i., gadijuma
lielums, kas pienem nenegativas veselu skaitlu vertibas ar

1

)7

_—'e_“, u>0,i=0,12,...
i!

varbiitibam P(& =1)=

Pienemsim, ka n neatkarigos méginajumus novérotas gadijuma
lieluma & vértibas X;,X,,..., X, ar atbilsto§iem bieZumiem

k

NyyHy sy, Zni =n
i-1

Tad

k k X;
L(x;,Xy 500 X, 1) =HP”I’ (X, =x) =H(%e”)"",
i=1 i=1 i*

x dinL & .
InL=)> n[xIny—Inx - u, = > n[—-1]=0,
Z‘ du Z‘ 7

18



3. Pienemsim, ka & ~ N(u,07), t.i., gadfjuma lielums & ir
sadalits péc normala sadalijuma likuma ar nezinamiem
parametriem 4 un o’

Pienemsim, ka X;,X,,..., X, gadijjuma lieluma & vertibu izlase,

. . .. — 2 _ =
kuru izmantosim, lai ieglitu parametru 4 Un ¢~ novertg§jumu.
Tad no sakaribas

L(X,, %y, X 500y 1, 07) = ( )? exp{—

2o’ 207 4
1 n
= D (x—p)).

i=1

Y- )

InL =—£11127z—§1n<72 —

. . . ) . . .. v
Vienadojumi 4 un o~ novért§jumu iegiisanai ir sekojosi:

oL 1
e =) =0

<6,u 0'2; .

OL n I < 5
=— + x,—u) =0

0c® 207 204;(’ “)

Atrodam
Z(Xi_f)z
f=%, 6" =1 —— =5
n

Pirmais novertejums-nenovirzits, biitisks un efektivs, otrais-
asimptotiski nenovirzits un biitisks.

19



4. Pienemsim, ka gadijuma lielums & ~v.s.[a,b], t.i.,
varbiitibu sadalijuma blivuma funkcija gadijuma lieluma &
ir

1
p(r,a,b)={b—a’ |
0, x¢la,b]

x €la,b]

Pienemsim, ka X;,X,,..., X, gadijuma lieluma & vertibu izlase,
kuru izmantosim, lai iegiitu parametru a un b novertgjumu.

1 . P
(b—a) ir nezinamo

parametru a un b funkcija un maksimumu sasniedz pie

Ticamibas funkcija L(X,X,,...,X,,a,b) =

a=minX,, b=max X,.
i .
1

Vislielakas ticamibas metode

-dod biitiskus, kaut ar reizém novirzitus novertejumus, kas
asimptotiski

normali sadaliti;

- kaut kada nozime vislabak izmanto visu noverojumu izlases
doto informaciju par nezinamo parametru.

II. Momentu metode

ST metode dod vienkarsakus un értakus raksturojumus: izlases
sakuma momenti kalpo par novertejumiem gadijuma lieluma &
sadalfjuma atbilstoSiem teorétiskiem sakuma momentiem, kas
satur nezinamus parametrus. Savukart novertéjamie parametri
1zsakas ka teorétisko momentu zinamas funkcijas. Aizvietojot
tajas teorétiskos momentus ar to noveért€§jumiem, iegiistam
parametru novertgjumus.
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Piemeri.
a) Pienemsim, ka gadijuma lielums & ~ v.s.[a,b].
X, Xy,..., X, ir gadijuma lieluma & vértibu izlase, kuru

izmantosim, lai iegiitu parametru a un b novertejumu ar
momentu metodes palidzibu. Ir zinams, ka

b+a (b—a)’
EE = . DE=
°== =1,
_ _b+a 3
T, h=x++/3S
=
T _b=ar T la=x-3s

12

b) Aplikosim ka iegiit korelacijas koeficienta novertejumu
izmantojot momentu metodi.

cor(Em) 1
GégO',7 0-5077

-1 (Ben-EcEp)
O-éf 0-77

p(&,m) =

E(E-ES)n—En)=

Aizvietojot teorétiskos momentus ar to novertejumiem,
legiistam sistemu

X=EE

y=En

DXy, 1

il - E _

" N =y =—(T-X)

2 2 SxSy

s, =0

s, =0,

21



Tatad,
Cov(x,y) _ Cov(x,y)

oo = =
W rarGovar(y) sl s,
ir korelacijas koeficienta p(&E,n) novertéjums.

(xy—x)

Visbiezak sastopamas sadalijjuma funkcijas[6],[8]
0
Vienmerigais sadaltjums [a,b], & ~vs.la,b]
Varbiitibu blivuma funkcija ir

(0,x<a
= < — )2
p(x) <b—a’a<x_b,E§=bJ2ra,D§=(b12a)
ILLx>b

U
Normalais sadalijums, & ~ N(a,c”)

Normala sadalijuma blivuma funkcija ir
1 _(x-a)’
2\ _ 20
p(x,a,a)—\/_ e ,aeR, >0
2o

EE=a, DE=0", Mo(&) = Me(E) = a.

P(a-30 <E<a+3E)=0.9986

Ja o =1 un =0, tad sadalijumu sauc par standartu (normetu)
normalo sadalijumu.

0
Daudzdimensiju normalais sadaltjums, & ~ N(a,M)
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95 - (51’52""7951()761 - (alaaza"'aak)>a € Rka

M -simetriska, pozitivi definita matrica.

Daudzdimensiju sadalijumu sauc par normalu, ja ta blivuma
funkcija ir

K |
p(x.a, A)=27) | A1 expi= V) (AGx-a).(x-a)}.
kur x € R*, | A|- matricas 4 determinants, (',)-skalarais

reizingjums, M = A" = cov(&. &) |, & j =12,k -

kovariacijas matrica.

Ja A" ir diagonalmatrica, tad normala vektora ¢ komponentes
neatkarigas un

px.a,4)=(27 )Ho‘ eXP[ 2a)]

Spéka arT pretgjs apgalvojums, ja normala vektora komponentes
neatkarigas, tad atbilstosa kovariacijas matrica diagonala.
Divdimensiju normala sadalijuma blivuma funkcija ir $ada:

p(x,y)=

_ 1 L (x-a) ) (x-a)y-b) (y-b)
_27w§o-,7\/1—pexp( 2(1—,0)( 0'§ 2P 0.0 i o’ D

son n
kur p(&,n) -korelacijas koeficients, £& = a, En = b.

O
Lemma [11]

§~N(a,M), n=C& = n~N(Ca,CMC")

[]

2
Pirsona jeb ¥ — sadalijums.
Piepemsim, ka &, ~ N(0,1),i =1,2,...,n,neatkarigi
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Gadijuma lieluma % f = Z ‘fiz sadaltfjumu sauc par Pirsona jeb

i=l1

2
X~ sadalijumu ar » brivibas pakapém (hi- kvadrats ar n
brivibas pakapém).

X — sadalijjuma blivuma funkcija ir

P, (x)= (2)2 r(

kur n ir brivibas pakapes.

2
Ao N

E;(f:n, D;(,f:Zn, —>T

pé&c sadalijuma, kur

Jan o

7~ N(0,]).

P2 (x)

= 10 15 20

2
5.zim. £ ~ sadalfjumu blivuma funkcijas.
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O
Stjiidenta jeb t-sadalijums.

Pienemsim, ka &~ N(0,1), y, =4/ ;(f ir neatkarigi gadijuma
lielumi.

S
Gadijuma lieluma t, = Z_ \/; sadaltijumu sauc par Stjiidenta

jeb t-sadaltijumu ar v brivibas pakapém.

!, sadalijuma blivuma funkcija ir

r(m) vl
p, (x)= \/71[_‘/ F(ij (1+x_] 2 , Xx & (—o0,0).
2

Ja v =1, tad iegiistam KoSi sadalijumu.

L, V:)OO 4 péc sadalijuma, kur 7 ~ N(0,1)

P,

0.4

6.zim. t-sadalijumu blivuma funkcijas.
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O
F-sadalijums.

. . 2 2 . . . .
Piepemsim, ka %,,» X, - neatkarigi gadijuma lielumi.
2

An 1
Gadijuma lieluma - =F,, sadalfjumu sauc par Snedekora

n

jeb F- sadalijumu ar m un n brivibas pakapem.
Fm,n sadalfjuma blivuma funkcija ir

F(m+nj . e
2 —1 2
2 P 142y , x>0,
men(x):<r(njr(mJ
2 2

0, x<0.

m=i0n=30

0.6 ¢

0.4 ¢

0.2 ¢

Oub 1 1.5 P 2.5 3

7.zim. F-sadalijumu blivuma funkcijas.
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1
Gadijuma lieluma z = Eln E, . sadalijumu sauc par FiSera
sadalijumu ar m un n brivibas pakapem.

[l
Pienemsim, ka & — nepartraukti sadalits gadijuma lielums ar

sadalfjuma funkciju £'; ¢ (x)
Atradisim gadijuma lieluma 7 = F (&) sadalijuma funkciju.
No ta, ka F;(x) €[0,1] izriet

F,(x) = P(n <x) = P(F(S) <x) :{

Ja x€(0,1) iegistam

0, x<0,

I, x>1.-

F,(x)=P(n <x)=P(F:(c) <x)=

=P({w: &< F;(x)}) = ng(F;(x)) =x, 0<x<I
Lidz ar to

0, x<0
F (x)=1x, 0<x£1‘
1, x>1

Tadgjadi, gadijuma liclums 7 ir vienmerigi sadalits segmenta
[0,1]. Izmantojot formulu

-1
e S=F & () varam modelgt nepartraukti sadalitus

gadijuma lielumus (7 - vienmérigi sadalits [0,1] gadijjuma
lielums) .
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Statistikas, saistitas ar normalo izlasi

Kokrena teorema [12]

Ja gadijuma vektora & =(&,&,,....¢,) komponentes ir neatkarigas
un sadalitas pec standarta normala sadalijuma likuma un eksiste k&
kvadratiskas formas (V,£,&), j=1,2,...k

ar atbilstoSiem rangiem #,,1,,..,1;, , kuram

IR WY

tad ir speka sadi apgalvojumi:
k

1. no vienadibas ) _n, =nseko, ka katrai kvadratiskai formai
j=1

. . 2 —_ - . .
V6,8, j=12,..k ir X, sadalfjums un tas visas ir
neatkarigas;
2. jakatrai kvadratiskai formai (V,&,¢), j=1,2,...k ir
x,, sadaltjums, tad katra $T sadalTjuma brivibas pakapju

skaits m; vienads ar atbilstoSo kvadratiskas formas rangu
k

n,,j=12,..,k unir speka an =n;

j=1
3. ja visas kvadratiskas formas (V,£,&), j=1,2,...k ir
neatkarigas kopuma, tad katra §1 gadijuma lieluma

k
sadalfjums ir ij j=12,...k un ir speka an =n,
j=1

Teorémas rezultatus biezi izmanto matematiskaja statistika,
veicot petijumos, kas saistiti ar normalo sadalijumu.

Saskana ar miisu modeli, no Kokrenas teorémas seko:
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a) ja &~ N(0,1), ¥y =(¥,,V,,---,) ir gadijuma ¢ izlase,
2 2
Sy n— Zn—l

Jny ~ N(0,1)

un neatkarigi.

Pieradijums.
20 2=y
‘ _ =l

n n

—2

Ty

n n — —)
parrakstisim forma Zylz = Z(J’i —y) +ny .
i=1

i=1

C N2
Kvadratiskas formas Z V=) rangs vienads ar n-1, savukart

i=1

- — —2 . — -1 = v o1 1=
kvadratiskas formas ny” rangs vienads ar 1. Ta ka izpildas
Kokrena teorémas pirma apgalvojuma nosacijumi varam secinat,

—2
2 2 2 - . — - .
ka s,"n~ y, ., ny ~ X untas ir neatkarigas. Ieverojot

gadfjuma lieluma y; =7°, kur 7 ~ N(0,1), definiciju iegiistam:

syzn ~ 2, Jny ~ N(0,1) neatkarigi.

b) ja
&~ N(a,07),
1 (x—a)’

p(x,a,0%) = 2
N27wo

X =(x,%,,...X,) - ir gadijuma ¢ izlase, tad

2
e * ,aeR, o° R,
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-

X—a
- N(Oa 1)
7
o Jn neatkarigi
2
s°n 5
| 02 = /?«/n—l
Pieradijums.

Saskana ar miisu modeli, gadijuma vektora y = (};, ¥5,-..¥,),
X —a

1

kury; = , 1=1,2,..,n komponentes neatkarigas kopuma

un sadalitas pec standarta normala sadalijuma likuma. Tadgjadj,
no punkta (a) seko, ka

2 2
2 _ ! _2_ 1 ! - _an 2
Syn—Z(y,.—y) ——2Z(xl.—x) =3~ X
i=1 O i o

— X—a
\/; Y= > \/_ ~ N(0,1), un tas ir neatkarigas, kas ar1 bija

japierada.
xX—a
° : n-—1-~ l (pec t-sadalijuma definicijas)
wn
o > = X (pec  -sadalfjuma definicijas)
c)

Pienemsim, ka X = (xlaxza---a xn),y = (yl,yz,---ym) — divas
neatkarigas izlases no sadalijumiem:

_(x_ai)2

51‘ - N(aiaaiz)a p(x,ai,aiz) =

V2ro,

2 .
a,eR, o7 €R,,i=12.
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Ja fl ) fz -neatkarigi, tad

2 2 2 2
° an(m - 1)61 Sizl,xal _

= F(n-1,m-1),
Sim(n ~1)o, Sizzl,y0'22
kur
> (5 —x)’ 2 0=y
G2 = =
izlx n— 1 izly n— 1

(seko no F-sadalijuma definicijas).

d)

Ja & —gadijuma lielums ar sadaljjuma funkciju F; (x),

Eé=a,D¢ = o’ , X = (Xl,xz,---xn)- ir gadfjuma ¢ izlase, un
1zlases apjoms 7 ir liels, tad no Centralas Robeza teorémas
(CRT),
xX—a
o
i
e)

¢ —gadijuma lielums ar sadalijuma funkciju F; (x), variacijas

~ N(0,1)

rindas variantus apvieno k intervalos: (X,,;,X,),i =1,2,...,k,

x, =min{x,,i=1...,n},x,,, =max{x,,i=1,..,n}, n, -noveéroto

k
vertibu skaits katra i-taja intervala, i =1,2,....k Zni n.
i=l

izlases apjoms 7 ir liels, tad
&(n,—np)’
i l — ~ X1
IZ:;‘ np;

pi=PEe(x,x, ) =F.(x,)—F.(x),i=12,...k,

X, ==, X;,; =0 | [- novert€jumu skaits, kas ir nepiecieSams

lai aprékinatu p;, i =1,2,..., k.
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Ticamibas intervala konstruésana

Pienemsim, ka F.(x,6) ir gadijuma lieluma ¢ sadalijuma funkcija,
funkcija zinama, bet satur nezinamu parametru ¢, ¢ R. Pienemsim,
ka x=(x,x,,...x,) -gadijuma lieluma & vértibu izlase, ar kuru

palidzibu tika iegiits parametra @ novertgjums ¥ (X, X,,...,X,) .
NepiecieSams vEl novertét novert€juma precizitati un drosibu, t.i.,
janoskaidro, kadas kliidas rada nezinama parametra aizvietoSana ar ta
novertejumu. Tas sevisSki svarigi, ja noveérojumu skaits ir maz.
Pienemsim, ka iegiits parametra ¢ nenovirzits novert€§jums

y(X,%y,..05X,).
Jo mazaks |0—y|, jo precizak novértgjums ¥ (X,, X,,..., X, ) nosaka

parametru . Tatad, ja | @ -y |< J, tad skaitlis & raksturo novertéjuma
precizitati.

Statistiskas metodes lauj spriest tikai par varbiitibu g, ar kadu
realiz€jas ped¢ja nevienadiba.
Par parametra 6 noverte§juma Y (X5 X,,..., X,) droSibu vai ticamibas
varbiitibu sauc varbiitibu g, ar kadu realiz€jas nevienadiba
|0—y|<o.
Nemsim, piem&ram, varbitibu B pietiekosi lielu, tadu, lai notikumu ar
varbiitibu g varétu uzskaitit par praktiski drosu, t.1.,
£ €[0.95;0.999].
Tad
P(10-78)2 B,

vai ar1

P(y-6<0<y+6)=p,
t.1., aizvietojot parametru @ ar ¥ (X, Xy5e00 X)), kltda biis diapazona
&, vai ar varbiitibu g nezinama parametra ¢ vertiba bis intervala
Jo s =(7—06,7+0). Kluda, pec absolitas vértibas lielaka neka &,
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paradisies ar varbiitibu, kas mazaka par « =1- . Sada gadijuma
intervalu
Jos=(r=0,y+06)

sauc par parametra 0 ticamibas intervalu ar droSibas koeficientu £.
Ja varbiitibu teorijas kursa apskatija varbiitibu, ar kadu gadijuma
lielums pienem vértibas no dota intervala, tad Seit citadi, Seit 6 ir
konstante, bet J, ; =(7 —&,7 +3) ir gadijuma intervals.

S - nav varbitiba tam, ka @ biis dotaja intervala, bet varbiitiba tam,
ka gadijuma intervals J, 5 = (7/ —0,y+6 ) parklas punktu 6.
Ticamibas intervalu var uzskatit par tadu 6 vertibu intervalu, kas
saskan ar novérojumu rezultatiem, nav ar tiem pretruna. Tas @
vertibas, kam |6 -y |> &, var uzskatit par pretrunigam noveérojumiem,
jo tada notikuma varbiitiba mazaka par « =1- 3, t.i., praktiski
neiesp&jams gadijums.

Teoretiski ticamibas intervalu ar ticamibas varbiitibu, pieméram, 0.5,
var ilustrét sekojosi: ja izdaritu n» novérojumu s€rijas, tad puse no
ticamibas intervaliem, kas konstruéti péc katras s€rijas novérojumiem,
segtu noveértéjamo parametra 6.

Piepemsim, ka F(x,0) ir gadijuma lieluma ¢ sadalijjuma funkcija, @,

60 e = - parametrs. X = (X, X,,...X,) -gadTjuma licluma & vértibu
1zlase,
7,(x),7,(x)—statistikas, « € {0.05;0.01;0.001} - nozimibas
limenis, f=1—a - drosiba,
T'(x,0) - gadijuma funkcija no novérotajam vertibam X,,X,,...X, un
parametra 6:
T:ﬁXl. xZ2—>R' keN

i=1
Jo1-o = (11(x),7,(X)) sauc par parametra 6 ticamibas intervalu, ja
1zpildas

P((r,(x) <0<y,(x))=1-a,
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t.i., ar varbutibu f=1-« intervals(y,(x),7,(x)) ar gadijuma galiem

7,(x) uny,(x) parklaj parametra € patieso vértibu.

1.Teorema|9]
Ja 3T (x,0):

® [0 (?),t € R nav atkariga no 0, V0 e £

ovx =T(x,0) Nv U pac 6 neatkarigi no x

eJviens vienigs atrisinajums 7'(x, d) = ¢, attieciba pret &
tad, Vx

3 (x, BTy (. B) By (x Ty (x, ) < O <T(x, ) = .
fp=1-a — drosiba

Piemeram, gadijuma, kad T(x,0) ] visiem x un 8= p,- p,
iegiistam

{PH(T(X: 0)<t) :FT(x,e) (t)=p = 4(p)

F(T(x,0)<t,) :FT(x,e)(tz) =p,=>4L(p,) "
Tatad

B=P(t,(f) <T(x.0)<1,(f) = P(T"(x,1) <0 <T"'(x,1,))
Nezinama parametra & ticamibas intervals biis

Je,ﬁ = (T_l (x, B), T (x,)), X -izlase, B-drosiba.
J 0.8 — T B (x,B),T _l(xa D)) irtadu @ vertibu intervals, kas

saskan ar noveérojumu rezultatiem, t.i., nav ar to pretruna.

Velams, lai intervala garums, kas ir gadijuma lielums, biitu mazaks.
Tomeér, visbiezak intervala robezas ¢, ¢, 1zvelas ta, lai

P(T(x,0)>1,)=P,(T(x,0)<t,) :%,
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Piemeri.

1. Ar uzdoto drosibu 3 noteikt ticamibas intervalu normali sadalita
gadijuma lieluma & parametram @:=E¢ , ja zinama D& =0 .

x—0

T(x,0)=

V7 apmierina teorémas nosacijumus. Lidz ar to:

T(x0) == - N,
O

e ar Laplasa funkcijas tabulam, pie uzdota 3 atrodam ¢ no vienadojuma

x—0
P=P| t<——An<t
O. M
no Sejienes iegustam

p= P( \/;<9<x+f/(%j,

o tatad, matematiskas ceribas ticamibas intervals normali sadalitam
gadijuma lielumam &, gadijumé, kad D¢ =o” zinama, ir

oo =[5 <5 1E )

2. Gadijuma lielums & normali sadalits ar nezinamiem parametriem
0o, 0;. Analizgjot izlasi X = (x,,%,,...x,) , konstruét ar uzdotu
dros§ibu g ticamibas intervalus parametriem 6, un 0.

x—6, —
a) T(x,6,)= P “\n—1 apmierina teorémas nosacijumus.
x- | |
o T'(x,6)) = n—1~1t,, (Stjudenta sadalijums ar n-1
brivibas pakapeém);

e nemot vera, ka gadijuma lieluma ¢, ar v brivibas pakapeém
sadalfjuma blivuma funkcija ir para funkcija, secinam, ka
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t=—t =t
e ieverojot ieprieks€jo, péc Stjudenta sadalijuma funkcijas
tabulam, atrodam # no vienadojuma

ﬂ:PLtl X4 \/n—1<t2}.
S

o levietojot f =—f, =¢, formula, ieglistam

Ls - Ls
<0, <x+ j

'B:P(x_\/n—l n—1

b, (x)

8.ztm.Simetrisks intervals zem Stjtidenta
sadaltjuma liknes.

e [idz ar to secinam, ka pie uzdota S matematiskas ceribas ticamibas

intervals normali sadalitam gadijuma lieclumam &, gadijuma, kad
dispersija & nav zinama, ir

J, —(;—t—s <;+t—sj
bF Jn-1’ Jn-1)
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2
T(x.0) = s°n 2
b) (x,6) = 0 ~ X»-1 un apmierina teorémas nosacijumus. Lidz ar

1
to uzdotam g var atrast bezgaligi daudz skaitlu paru (¢,,¢,) tadu, ka

2
P(t, <y <t)=p.
Skaitas lietderigi intervala robeZas ¢ un ¢, 1zveleties ta, lai izpildas

1- «
5 (T(xael)>f2)=P9(T(X,91)<tl):T:E _
JJ'
E
s l2 —t12
R 2"*T(n/2)
/
f/ N,
\,
fd
;J". [_/{;’.'j'\".‘
} /P W2 77
) b e 8
i £5

9.zim. Intervals zem ysadalijumu blivuma funkcijas.

e ¢, un ¢, atrod no tabulam un ievieto formula
2 2 2
s°n s°n s°n
P=Pt <—<t)=P —<0, <—|.
91 t2 ZLl ’
10 Sejienes secinam, ka pie uzdota B dispersijas ticamibas intervals
normali sadalitam gadijuma lielumam & ir

s’n s°n
Jop=|—>—|
: L
1.piezime.

Dispersijas ticamibas intervala konstruéSanai més lietojam gadijuma
lieluma #. sadalfjuma tabulas, kuras parasti brivibas pakapes v <30.
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Izmantosim faktu, ka Ey. =v, Dy’ =2v unto, ka gadijuma

2
AV sadalfjuma funkcija, ja v — «, tiecas uz standartu

NPY

normalu sadalijumu. Tad, pie lielam v vértibam y ~ N(v,2v). Tatad,
ja v>30,

lieluma

B (n— 1) s’n—(n- 1) t,—(n-1) _
p= P(t< <t) L\/2(n 1) \2(n—1) «/2(71—1)]

_F w N el Gl
— LN, \/m N(0,1) \/m .

Ievérojot, ka
2 2
sn s°n 1-4
PHI(O_z>t2) P@(Gz<tl): 5 >
leglstam

7 t—(m-1)| 1-4 P L—(m=-1)| 1+p
N(0,1) m = 5’ N(0,1) m = 5
L—(n=-1) t—-(n-1)

kﬁaﬁto,ka m__\/m-

2.piezime.

Ja nov€rojama normali sadalita gadijuma lieluma matematiska
ceriba a ir zinama, tad, lai konstrugtu dispersijas o ticamibas
intervalu, var izmantot statistiku

—a

T(x,0%) =22 \n ~ N(0,).

3.piezime.

Pienemsim, ka F(x,0) ir gadijuma lieluma ¢sadalijuma funkcija ar
vienu nezindmu parametru 6 € R . Atzimesim, ka $aja gadijuma gan
E&, gan D¢E ir funkcijas no parametra 6.
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Piepemsim, ka x;,x,,...,x, ir gadijuma lieluma ¢ izlase. Ta ka
{x,,i=1,2,...,n} kopuma neatkarigi un vienadi sadaliti, tad pie licliem
n pec centralas robezteorémas izpildas

Zn:(xi —Ex,)
S = ~N(0,1),

Z Dx;,

i=1

kas lauj konstruét ticamibas intervalu nezinamam parametram 6 eR .

3. Ar uzdotu droSibu g noteikt ticamibas intervalu eksponenciala

sadalita gadijuma lieluma & parametram 0:= A , gadijuma, kad
1zlases apjoms 7 ir liels.

Blivuma funkcija eksponencialajam sadalijumam ir

) 0, x<0
X)=
Pe Ae ™, x>0, 1>0.

1 1
ES = PR D¢ = 2z un pie lieliem n péc CRT funkcija
- 1
x_i J—
T(x, ) =—An = A =1V = N0, 1),
2

Tatad, pie uzdotas drosibas £ no
ﬂ:P(—t< (/b_c—l)\/; <t)

atrodam ¢. L1dz ar to, eksponenciali sadalita gadijuma lieluma
parametra A ticamibas intervals ir

1 t 1 t
J, . =l=|1-—=|,=| 1 +—
-5 )5 7))
4.Piezime.

Pie lieliem #n 1idzigi konstru€ ticamibas intervalu nezinamam
parametram, piemé&ram, tadiem gadijuma lielumiem:
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o &~b(L,P), T(x, p) = ——LIn ~ N(0,1), n—liels,
p(1-p)

o0&~ PA), T(x, 1) =2\l = N(O,D), n—liels

Ja
xX—Vv

n ~N(0,1), n—1liels.
75V VoD

o xJ, T(x,v)=

S.Piezime.
Lai aprékinatu korelacijas koeficienta p(&,7) ticamibas intervalu, var
1zmantot statistikas

1 1+rxy
T(x,y)zglnl_r’
X,y

sadalijuma funkciju, kura loti tuva normalajam sadalijumam ar

. 1. 1+ p(S,n) . .. 1 .\
matematisko ceribu —In———=——= un dispersiju R.FiSers).
2 "1 p(ey) M dispersie )

Statistiska hipotézu parbaude[1],[2],[5]
Hipotezes par varbiitibu statistiska parbaude

Pienemsim, ka zinamu apsvérumu rezultata mums ir pamats uzskatit,
ka dota notikuma varbiitiba ir p. Zinot, ka n neatkarigos méginajumos
notikums paradijies m reizes, gribam parbaudit miisu hipotézi par
notikuma varbiitibu p. Pieméram, metot monétu, uzskatam, ka
varbiitiba viena metiena uzkrist gerbonim ir 0.5. Pienemsim, ka 100
reizes metot monétu, gerbonis ir uzkritis 40 reizes. Musu pieméra
uzkrituso gerbonu skaits # - gadijuma liclums, kas sadalits p&c
binomiala sadalijuma likuma ar matematisko ceribu Ex =np =50 un
dispersiju Du =npq = 25.Mis interes€, vai eksperimenta uzkrituso
gerbonu skaitu 40 var uzskatit par pietieko$i tuvu teorétiskai normai

50, kas atbilst hipotezei p = %
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Vispirms izvélesimies robezas gadijuma lieluma g pielaujamam
novirzém, ja speka misu hipotéze, t.i., uzradisim tadu ,kritisko
novirzi”, kuras parsniegSana pie miisu hipotézes ir iesp&jama ar tik
mazu varbiitibu, ka to praktiski var skaitit par neiesp&jamu. Tapéc, ja
§1 parsniegSana tomer notiek, miisu hipotéze nav savienojama ar
noverojumiem, noveérojumi neapstiprina hipotézi. Un citadi, ja
faktiskas novirzes mazakas par kritisko, més varam uzskatit, ka
eksperimenta rezultats nav pretruna ar izvirzito hipot€zi un
noverotajam novirze€m ir gadijuma raksturs. Parasti par praktiski
neiesp&jamam novirzeém pienem tadas, kuru varbiitiba neparsniedz
0.05 vai 0.01. So varbiitibu sauc par nozimibas Iimeni « , tai atbilstogo
lielo novirzu apgabalu par kritisko apgabalu, bet paSu parbaudes
likumu- par nozimes krit€riju (parbaudes procediru, hipotézes
kritériju). Princips, p&c kura notikumi ar mazu varbiitibu skaitas
neiesp&jami, bet notikumi ar varbiitibu tuvu vieninieckam — gandriz
drosi, ir gandriz visas matematiskas statistikas pamata. Skaitli «
izvelas aiz praktiskiem apsverumiem. DaZzos gadijumos var nemt véra
notikumus, ja to varbitiba <0.05, bet, ja janoskaidro, pieméram,
lidmasinas avarijas iesp€ja, janem véra pat gadijumi, kuru varbiitiba ir
0.001 un mazaka.

Pienemsim, ka «=0.05. Nemot vera, ka pie pietiekosi lieliem »
gadijuma lielums x ir tuvu normali sadalitam gadijuma lielumam,
lielums

H—np

) \pPq

tuvu normali sadalitam gadijuma lielumam ar parametriem
En =0, Dn =1.No Sejienes atradisim kritiska apgabala robezu ¢

P(n|>t)=a =t =1.96.

Tatad, gadijuma licluma7] vértibas, kas pec absoliitas vertibas lielakas
par ¢, iespejamas ar varbutibu 0.05, tik maza, ka pie pienemtas
hipotezes dota eksperimenta, tas ir neiesp&jams notikums. Janoskaidro
gadijuma lieluma 77 eksperimenta realiz€jusies vertiba

40-100-0.5

v100-0.25

*
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Taka | 7[> 1.96, hipotézi nevar pienemt par pareizu, jo eksperimenta
realizgjies notikums ar tik mazu varbutibu, ka mes to pienemam par
neiespejamu.

Princips:
notikumi ar mazu varbitibu tiek uzskatiti par neiespejamiem,
notikumi ar varbiitibu tuvu 1 gandriz droSiem.

Ja n* bitu bijis iesp&jamo vertibu robezas, tad hipotézes biitu
japarbauda talak, jo eksperimenta iegiitais rezultats nebttu ar to
pretruna, bet tas vél nebiitu hipotézes pareizibas pieradijums.

HipoteZu parbaudes visparigais uzdevums

Pienemsim, ka runajot par kadas paradibas veidu, hipotéze H, ,
zinamu apsverumu d&l, ir pienemta ka galvena (nulles), noskirot to no
visas alternativo hipotézu {H,, i=1,2,...} kopas. Ir eksperiments, kura
rezultats x ir kadas kopas X (generalas kopas) elements. P&c izlases
vertibas x janosaka, kurai no hipot€zém dodama prieksroka.
Hipotézes H, parbaudes process formali ir $ads:

- izvelas kadu kopu S, ko sauc par hipotezes H kritisko kopu

- izdara eksperimentu

- ja eksperimenta rezultats x € S, tad hipotézi H,noraida.
Velams, lai S apmierinatu sekojosas prasibas:

a) P(xeS|H,)=0,jo tada gadijuma més nekad nenoraiditu pareizu
hipotezi H)

b) P(xeS|H,)=1,i+0,jo tada gadijuma m&s vienmér noraiditu
hipotézi H, ja patiesiba pareiza biitu jebkura no hipotezem H;,i#0.
Tadu praktiski interesantos gadijumos, lai izpildas P(xe S |H;)=0,
kopai S jabiit tuksai. Bet tad arT1 P(x € S | H,) =0 visiem i, un
parbaudes process ir bijis veltigs. Tapéc japielauj no 0 atSkirigas
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vertibas varbiitibai P(x € S| H,), izveloties vispirms ,,nozimibas
Iimeni”, t.i., izv&loties skaitli & >0 un prasot, lai
P(xeS|H)<a,

Ha hipotéze H, loti nozimiga, ¢¢ jabiit mazam. Parasti izv€las vienu
no skaitliem 0.05, 0.01, 0.001, kas ir visu atziti un kuriem tapéc ir
sastaditas atbilstoSas statistiskas tabulas. Tatad, vispirms izvélas &
tad 1zvelas §, kas apmierina

P(xeS|H)<a
un izdara eksperimentu.
Acimredzot P(x € S| H,)ir varbiitiba noraidit hipotézi H, ja ta
pareiza. Sadu kladu sauc par pirma veida kliidu. No
P(xe S| H,)<a seko, ka pirma veida kliidas varbiitiba neparsniedz
nozimibas ltmeni &
Ja x €S, kur S apmierina P(xe S| H,) <, tad ,hipotéze H, tick
noraidita nozimibas Itmeni ¢ .

Ja x &S, tad var sacit, ka ,,hipotéze H, netiek noraidita nozimibas
Iimeni & . Apgalvot, ka ,hipotéze H, tiek pienemta”, nedrikst , jo
iesp&jams, ka citd nozimibas Iiment ta tiks noraidita. Protams, ka miis
galvenokart interesé gadijumi, kad hipotéze H, tiek vai netiek
noraidita visos sapratigos nozimibas limenos. Tadi gadijumi sastopami
biezi.

Bez pirma veida kludas iesp&jama otra veida kliida- hipotéze H,
netiek noraidita, lai gan patiesiba pareiza ir nevis H,, bet gan kada no
hipotezem H,,i# 0. Sis kludas varbitiba ir

y(i)=P(xeS|H)=1-P(xeS|H).

Funkciju

pli)=P(xeS|H,),

kas vienada ar varbiitibu noraidit hipotézi Hy, jo pareiza hipotéze H,
i # 0, sauc par statistiska kriterija S jaudu. Lai otra veida klida biitu
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vismazaka starp visiem S’, kas apmierina P(xe S'|H)) <,
jaizvélas tas S, kam speka

P(xeS|H,)=supP(xeS'|H,),i#0.
e

Vispar § atkarigs no i. Ja eksiste S, kas nav atkarigs no i, tad tas ir
vislabakais kriterijs, kas diemz€l diezgan reti eksiste. Otra veida kliidu
regul€ ar kritiska apgabala izveli. Kritiskais apgabals jaizvélas ta, lai
gadijuma, kad noraida H; i# 0, varbiitiba noklit apgabala S , kas $aja
gadijuma ir nepareizas hipotézes H, noraidiSanas varbiitiba, biitu
vislielaka.

Pienemsim, ka eksperimenta rezultata novero statistiku 7(x).
Tad, gadijuma i=2, hipotezes H, parbaudes procesu formule $adi:

Pienemsim, ka F'(x,8) gadijuma licluma ¢ sadalijuma funkcija,
funkcija zinama, bet satur nezinamu parametru

== == ==
=5 = (& =2,

x =(X,,X,,...,X,) -gadijuma lieluma & vértibu izlase,

a €(0.05;0.01;0.001) — nozimibas Itmenis,

e

(1]
(1]

b

Hipotezes H, parbaudes process:
e 1Zvirzas
H,={0 € £} -nulles hipoteze
H,={0€Z,} - alternativa hipotéze
e izvelas &

e izvélas statistiku 7(x) e X,

o izvélas hipotézes H, kritisko kopu S < X :
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C={S":P(T(x)eS'"|H,)) =0}
supP(T(x)e S'|H)) =

S'eC

=P(T(x)eS|H))

NS

S

e veic eksperimentu
o analiz€ eksperimenta rezultatu

T'(x)eS = hipotéze H, tiek noraidita nozimibas [imeni «,
T'(x)egS = hipotéze H,netiek noraidita nozimibas Iimen1 .

a=P(T(x)eS|H,)— pirma veida kluda
1-p=P(T(x)¢S|H,)—otra veida kluda
P =P(T(x)eS|H,)—kritérija jauda

Kritiskais apgabals

Piepemsim, ka par gadijuma lieluma ¢ sadalijumu izvirzas 2
hipotezes

a5

0.4

0.3+

0.24

0.1

004+——r=
45.0

10.zim.
H,=(0=6,),H, =(6=06))
f:(x)—gadijuma lieluma & sadalijuma blivuma funkcja
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Pie §adam hipotéz€m, kas dotas zim&juma, otra veida kltida minimala,
ja par kritisko apgabalu 1zvélas lielu pozitivo novirzu apgabalu.

Ja hipotéze H; biitu novirzita pa kreisi attieciba pret hipoteézi H, par
kritisko apgabalu biitu jaizvelas lielu negativo novirzu apgabalu.

Ja nav zinamas konkur€josas hipot€zes novirzes tendences, tad par
kritisko apgabalu izvelas péc absoliitas vértibas lielu novirzu
apgabalu.

Videjo salidzinasana.

Praks€ biezi vien eksperimentu veic vairakas reizes, pie tam
eksperimentos iegitie vid&jie lielumi jiitami atsSkiras. Ka pieméru
varam minét produkcijas kvalitates izlases parbaudi.

Janoskaidro, vai So atSkiribu dod eksperimentu gadijuma klidas,
1zlases ierobezotiba vai ar biitiskas atskiribas izlasgs.

Pieméram: produkcijas kvalitate butiski atSkiras atkariba no partijas,
jo netiek ieverots razosanas tehnologijas process .

Pienemsim, ka katra sérija tiek merits viens un tas pats lielums a.
Merisanas kliidas pirmaja un otraja eksperimenta sadalitas péc

normala sadalfjuma likuma attiecigi ar parametriem (0,07) un

2 _ . . _ — . .o - .
(0,07 ). Janoskaidro, vai méramo lielumu patiesa vértiba ir a, kaut

gan X un ) atSkiras.

Atrisinajuma etapi:
1.1zvirzam nulles hipotezi H):
,, starp salidzinamo izlaSu parametriem butisku atSkirtibu nav”
un alternativas hipotézi H;:
,, saltdzinamo izlasu parametri bitiski atSkiras”.
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2.Atrodam gadijuma lieluma 7'(x,y) = x —; , val kadas citas
statistikas 7'(x,y) = f(x,y) sadalijuma funkciju.

3.Uzdodot B =1-a konstrugjam 7'(x,y) statistikas ,kritisko
apgabalu” S.

4.1zdarot eksperimentu izrékinam statistikas iegiito veértibu 7*.

5. Ja ieguta vertiba T* ir kritiska apgabala, tad izvirzito nulles
hipot€zi noraidam. Ja n&, tad varam uzskatit, ka atSkiribu
1zsaukusSas eksperimenta gadijuma kliidas. Tacu misu nulles
hipotéze pieradita nav, nevaram apgalvot, ka abas izlases ir iegiitas
viena un ta pasa lieluma mérjjumu rezultata.

a)Videjo saltdzinasana, ja zindma merijumu precizitate
Pienemsim, ka dotas divas izlases X;>X55---5X,5 Vi V555V, , unka
abas merjjumu serijas, abos eksperimentos, zinami lielumi o, un o, .
Tad, nemot véra, ka
2y - 2N
x.~N(a,,0,),i=12,..,n, y.~ N(a,,0,),i=12,...,m,
legiistam, ka gadijuma lielumi
2 2
— o . — o
1 2
x~N(a,—), y~N(a,,—)
n m
un ir neatkarigi. No tas seko, ka
2 2
- = o, O
X—y~ N(al —az,—1+—2j.

No Sejienes

n m
Talak péc dota a noteiksim kritisko apgabalu

47



P(T(x,y)>t|H)=a jeb P| ———2L_|>¢ |=a
o, 05 |

n m

No Sejienes péc Laplasa integrala tabulam atrodam ¢.
Talak, ja

T*(xny)=——=

- 2 2
o’ o’ kur, x,y,n, m, oy, 0,
7_'_7
n m

konkré€ti, dotie vai eksperimenta iegti skaitli , pé€c modula lielaki par
t, tad hipotezi H): ka starp salidzinamo izlaSu parametriem butiski
atSkirtibu nav, noraidam ka nepareizu. Tatad atSkirtiba ir biitiska.
Pretgja gadijuma atskiribas var but gadijuma rakstura, nenozimigas.

b)Videjo salidzinasana, ja merijumu precizitate nav zinama

Pienemsim, ka ¢ un o nav zinami, bet abas izm&ginajumu serijas
vienadi ( pieméram, abas s€rijas merjjumi tiek veikti ar vienu

instrumentu).
2 2
- Zn—l s | T - Zm—l ’

Ieverojot, ka
O, 0,

2
¢ - 2 2 . - - _ .
pienémumu O, =0, = 0, ka ari faktu, ka neatkarigiem A1 un

2 2 2 2 .
Zm—l Speka Zn—l + Zm—l = Zn+m-2 9 leguStam
2 2
Sl n+ Sl m 2

2 n+m-=2 .
O

Nemot vera, ka gadijuma lielumi
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;_;_(al —a,) N(O,1) sin+sim

2
L s
1 1 2 n+m
o=+ d
n m

ir neatkarigi, konstru€jam statistiku sadalitu péc #-sadalijuma likuma

T(x,y)=— 222G =®) 3 ~ b,

1 1
—+——\[sin+sim

n m

Péc dota «, no t-sadalijuma tabulam atrodam ¢ no

P(T(x,y)>t|Hy))=«a,
t.i.,

P 1 lx_y Nn+m=-2|>t |=«
—+—\/S12n+s22m

n m

Talak, péc eksperimenta iegiitajiem skaitliem, jaaprékina

T*(xay): 1 lx_y \/n+m—2
—+—sin+sam

n o m
un jaanalize, vai T*(x ,y) vertiba pieder kritiskajam apgabalam vai né.

Piezime.

Saja izlases salidzinasanas uzdevuma var tikt mérits viens un tas pats
normali sadalits gadijuma lielums. Tad gadijuma a) o, un o,, kas tiek
uzdoti, vairs nav tikai mérfjumu kludu rezultats, gadijuma b)
spriedumi paliek tie pasi.
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Dispersiju hipoteZu parbaude
Dispersiju hipoté€zem pielietojumos ir svariga nozime, jo dispersija

raksturo tadus konstruktivus un tehnologiskus raditajus ka masinu un
instrumentu precizitate, tehnologisko procesu preciza izpilde utt.
Pienemsim, ka gribam parbaudit, vai divas normalu izlaSu dispersijas
ir vienadas. Izvirzam hipotezi, ka dispersijas ir vienadas. Ka mées
redz€jam, $ada veida hipotézu parbaude jaatrod statistika, kuras, ja H,
pareiza, sadalijums nav atkarigs no novérojumu sadalijuma likuma
parametriem, jo tadam ne no ka neatkarigam sadalijumam var viegli
sastadit tabulas. Apskatisim attiecibu

Z (‘xi o X)2

i=1

an(m—l)_m—l -

ssmn—-1) n—-1 -

ym(n=1) > -y
i=1

kur X, X, ,..., X, 5 V5 V,,...5 V,, -divas neatkarigas izlases no

T(x,y)=

sadalfjumiem & ~ N(a,,07), 1~ N(a,,0;), turklat skaititajam
2 0_2

0, . 2 2
, saucgjam - X, "

sadalfjums ir X . _11 1

tad attiecibai ir F- (Snedekora) sadalijums ar atbilstosajam brivibas

. Ja hipotéze H,pareiza,

pakapem n-1un m-1, T(x, )~ F,_ ;.
Ieverojot F- sadalijuma blivuma funkcijas formu, kritisko apgabalu
1zvélas ta, lai pie nozimibas limena izpildas «

P(E1—1,m—1 > t2) = P(E7

—1,m-1

a
<f1)=5.

Tada kritiska apgabala izv€le dod lielaku parbaudes kritérija jaudu.
1

Actimredzot, ka ~F, 1. Tad

F

n—1,m-1

1 1 1
>—|=P(F,_ ., >—)

P(E1—1 mel < t1) =P
’ 2 2

n—1,m-1
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Tatad, F,_,,_, - sadaljjuma kreisajam kritiskajam punktam atbilst

Fm—l,n—l sadalijuma labais kritiskais punkts. Tap&c pietiek ar
vienpusigam ticamibas robeZu tabulam, lai noteiktu kritisko apgabalu.

Korelacijas koeficienta hipotézes parbaude

Lai parbauditu hipotézi par korelacijas koeficientu, var izmantot
ticamibas intervala metodi. Sai parbaudei ir divi soli:
1. izmantojot statistiku

1+r
T(x,y)= %ln ik

Yoy
nosaka ar dro§ibu g =1-« ticamibas intervalu jeb statistikas
pielaujamo vértibu apgabalu;

2. izdara secinajumus:

eja nulles hipotézes vertiba pieder ticamibas intervalam, tad
nevaram noraidit nulles hipotézi H,: p(&,n7) = p, ;

eja vertiba atrodas arpus ticamibas intervala, nulles hipotézi
noraida un uzskata, ka izpildas H,: p(&,n) # p, .

Tadgjadi ticamibas intervalu varam uzskatit par nulles hipotezes
pielaujamo apgabalu, bet intervalu arpus pielaujama apgabala — par
nulles hipotézes noraidiSanas apgabalu.

Sadaltjuma likumu hipotézu parbaude

Pienemsim, ka japarbauda hipotéze H), kas apgalvo, ka gadijuma
lieluma ¢&sadalijuma funkcija ir F,(x). Ka zinams, Saja gadijuma, tiek
konstruéts kritiskais apgabals S, un hipotéze tiek noraidita, ja izlases
vértiba X € S un netiek noraidita, ja x € S . Kritisko apgabalu
konstru€, izmantojot statistiku 7'(x,y) € Z , kuras sadalijuma

likums 7, ,,(?), t € R zinams. Tad, kritiskais apgabals var biit,

pieméram, $ada veida {z:T(x,y) >y, }, kur
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P{z:T(x,y)>y,|H)} <a, a -ieprieks uzdots nozimibas limenis.
Konstruéta kritérija pirma veida kltidas varbiitiba neparsniedz & .
Tacu & ir parak mazs, lai krit€rijs mus pilniga apmierinatu. Vajag, lai
tam bitu pietiekosSa jauda, t.i., lai varbutiba P{z:T(x,y) >y, | H,} butu
pietiekosi tuva vieniniekam. Pie uzdotas alternativas H, vairumam
statistiku §1s TpaSiba neizpildas.

Tapec 1pasi interesantas ir universalas statistikas, kuru atbilstoSajiem
kritérijiem ir pietiekoSa jauda plasa gadijumu klase.

2 . . o .. . o e
X statistika un kriterijs (Pirsona kriterijs)

Dota izlase ar apjomu n. Japarbauda, vai eksperimentalie dati nav
pretruna ar hipotézi, ka gadijuma lielums & sadalits péc sadalijuma
likuma F;(x).

Sadalisim skaitlu taisni 7 savstarp&ji neskeloSos nogrieznos:
(—o0,a)),[a,,a,),....[a,_;,0). Ar p,,i=1,2,....,r apzZim&sim varbiitibu
izlases vertibai iekliit i-taja nogriezni. Acimredzot,
P = Fg(ai)_Fg(ai—l).
Definésim statistiku
, 2
2. (l’ll- - npl)
e
= np;
kur n —izlases apjoms, n;- i-taja intervala esoSo noveroto vertibu skaits,

b

e e 2.,
i=1,2,...,t; a, =—», a, =, Kriteriju, kura pamata ir ¥ statistika,

2 o= e . .
sauc par X kriteriju. Ja hipoteéze H, pareiza, tad

n, .
— = P, i=12,.,7 gandriz drosi, un statistika

n n—-®
" (n.—np) KL n *n
2 i i i
Ve 3_—2 —_—2,(—_17,) —
i=1 np; =t \ 1

i
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pie pietiekosi lieliem # ar lielu varbiitibu biis arpus kritiska apgabala
S ={x*>y,} Japareiza H,, t.i., generalas kopas sadalijuma funkcija
F,.'(x) # F.(x), tad eksiste tads i, ka

2
n. y
(—’ — pij >0 Tatad y° — . Sie spriedumi rada , ka ¥ ? krit€rijam
n n—x0

ir pietiekos$a jauda. To apstiprina gan precizi aprékini, gan §1 kriterija
sekmiga pielietoSana praktisku uzdevumu risinasana.

Teorema|1],[6].
Ja pareiza hipotéze H,:F.(x)=F(x) un izlases apjoms tiecas uz
bezgalibu, tad statistikas

X -
i=1 np,

sadalijums tiecas uz y’, , sadalijumu ar »-1-/brivibas pakapem, kur

2. _ i (n[ _npi)2

n —izlases apjoms; (—0,a,),[a,,a,),...,[a,_;,©) - skaitlu taisnes
sadalfjums savstarp€ji neSkeloSos intervalos, a, =—©, a, =©; n;- i-
taja intervala esoSo noveroto vertibu skaits, i=1,2,...,r;
p,=F(a)-F(a,,),i=1,2,..,r; - novértéjumu skaits, kas izmantots,
aprekinot teorétisko sadalijumu. Teoréma lauj par kritisko apgabalu
nemt S=(y,o©), kur V ir vienadojuma

1-F, (7/):05

Ar-1-1
atrisinajums.

Piezime.
Galvenie uzdevumi, kurus risina, izmantojot Ve kriteériju, ir §adi:
1. parbauda, vai divi gadijuma lielumi ir neatkarigi viens no otra;
2. parbauda, vai dotais empiriskais sadalijums atbilst izvéletajam
teorétiskajam sadalijumam,;
3. parbauda, vai divi vai vairaki empiriskie sadalijumi ir vienada
veida, nenoskaidrojot, kadam teorétiskam sadalijjumam tie
atbilst.
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2
X ka empiriska un teoretiska sadalijuma atbilstibas parbaudes
kriterijs

Pienpemsim, ka dota izlase ar apjomu n. Ar droSibu g=1-«
japarbauda, vai eksperimentalie dati nav pretruna ar hipotézi, ka
gadijuma lielums ¢ sadalits pec sadalfjuma likuma F,(x).Tatad,

H,:F.(x)=F(x)
H,:F.(x)# F(x)

Sadalisim skaitlu taisni  savstarp&ji neSkeloSos nogrieznos:
(—oo, a, )a [al >y )a oo [arfl > OO) .
Pienemot, ka nulles hipot€ze ir speka, aprékinasim varbiitibu, ar kadu
izlases vertiba var ieklut i-taja nogriezni . t.i., p,,i =L2,...,r .
Ja sadalijuma funkcija satur nezinamus parametrus, jaizmanto

parametru atbilstoSie novertejumi.
Definésim statistiku

b

r (l’li B npl‘)z
T(x)= ————
i=l np;
kur n —izlases apjoms, n;- i-taja intervala esoSo noveroto vertibu skaits,
i=1,2,...,r; a, =—00, a, =0,
Ja pareiza H, péc teorémas, 7(x) - 2., pec sadalfjuma, kur /-
novertejumu skaits, kas izmantots, aprekinot p,,i=1,2,...,r.
Ja speka H; tad vismaz pie viena i
2
. [ n
hm(——pij >0 un T(x) > .
n—>»o0 n n—»0
Lidz ar to S =(¥,%), kur » atrodam no vienadojuma
P(T(x)>y|Hy)=a.
Izrékinam statistikas eksperimenta iegiito veértibu 7" (x).

Secinam:
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jaT ' (x) <y, tad hipotézi japarbauda talak, jo eksperimenta iegiitais
rezultats nav ar to pretruna,

jaT "(x) > ¥ izvirzito nulles hipotézi noraidam.

Kolmogorova kriterijs [10],[4]

Lai noteiktu eksperimentalo datu saskanotibas pakapi ar hipotézi, kas
apgalvo, ka nepartraukta gadijuma lieluma ¢ sadalfjuma likums ir

F(x), var lietot Kolmogorova kritériju. Izvélas sekojosu statistiku
JnD, =~lnsup| F,(x)- F(x)|.

kur F (x) ir empiriska sadalijuma funkcija, F(x) ir teorctiska
sadalijuma funkcija. A. Kolmogorovs ir pieradijis, ka
P(/nD, <x) = K(x),

kur

K(x)=Y (-1) e
fk=—o0
Kritiska apgabala konstruésanai var izmantot Kolmogorova
sadalijuma tabulas, kas saista x un K(x)

Ja gadijuma lieluma ¢ sadalfjuma funkcija ir £ (x) # F'(x),
t.1., pareiza alternativa hipotéze, tad péc Glivenko teorémas ar
varbiitibu vienadu ar 1 ir speka

limsup | F, (x) - F,(x) = 0

un, tatad
limD, =limsup|F, (x)-F(x)[>0

n—>0

No Sejienes ar varbiitibu 1

limvnD, = o.

n—»ao0
Tas nozimgé, ka pie jebkura nozimibas limena «, izlases apjomam
neierobeZoti palielinoties, Kolmogorova kritérija jauda tiecas uz

vieninieku.
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Kolmogorova kritérija pielietoSanas shéma ir $ada:

a)tiek konstruéta empiriska sadalijuma funkcija F (x) un izvirzita
hipot€zi par teorétisko sadalijuma funkciju F(x); no eksperimenta

rezultatiem tiek noteikta D,\n = x*;

b)péc tabulam tiek atrasts lieclums 1— K (x*) , t.i., varbiitiba, ka
gadijuma c€lonu dél F (x)un F(x) atSkiriba, ja pareiza nulles hipoteze,
nebiis mazaka par faktiski noveroto x*;

c)ja 1- K(x*) < a, tad nulles hipot€zi vajag noraidit ka nepareizu,
pretéja gadijuma to var uzskatit par savienojumu ar prakses datiem.

Kolmogorova kriterijs no Pirsona kriterija atSkiras ar savu
vienkar$ibu. Tacu, lai to lietotu, precizi jazina F(x), t.i., jazina ne tikai
funkcijas veidu, bet arT visi taja ietilpstoSie parametri, kas prakse reti
ir iesp&jams.

Parasti no teorétiskiem apsvérumiem zinams ir tikai funkcijas F(x)
visparigais veids, taja ieejoSos parametrus nosaka péc statistiska
materiala. Pirsona kritérija tas tiek ievérots, samazinot sadalijuma hi-
kvadrata brivibas pakapju skaitu par nosakamo parametru skaitu.
Lietot Kolmogorova kriteriju, ja parametri nav zinami, nav ieteicams.

o’ parbaudes kriterijs
Pienemsim, ka hipotéze H,apgalvo, ka nepartraukta gadijuma
lieluma ¢ sadalijuma funkcija ir F(x). Lietosim statistiku

o = [[F,(x) = F()] dF (x),

kur

F,(x)=
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(x1,X2,...,X,)-1zlases vertibas, dotas variaciju rindas veida.

n—1 Xi+1 2

W = j F (x)dF(x)+Z j [E—F(x)} dF (x)+

. F3(x) -1 |:F(‘xk+1)_k:|
+[[1-F@)] dF (x) = . +Z . nl

k 3
n-1 |:F(xk)_:| [1 F 2
n (x, )] 2k -1
=3 3 Z[F(x")_j} /

ny

Ir zinams, ka statistikas no” sadalijums pie pietiekosi lieliem 7 tuvs
dotam tabul€tam robezsadaltijumam. Pie n —

o’ - parbaudes kritérija jauda, tapat ka Pirsona un Kolmogorova
kritérija jaudas, tiecas uz vieninieku.

2
X ka neatkaribas parbaudes kriterijs

Pienemsim, ka japarbauda H, : Fi,,(x,y) = F.(x)F, () ,

kas nozimé, ka gadijuma lielumi & un 7 ir neatkarigi, pret alternativo
hipotezi H;: ,,gadijuma lielumi & un » ir atkarigi”.

Apliikosim diskrétu gadijumu:

¢&ela,a,,....at; neib,b,,...b}.

Apkoposim novérojumu rezultatus (X, 1) (X5, Y5 )5 (X, 1)
darba tabula:
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n b, b, by )y
aj Vi1 Vi ... Vik Vi.
a Vo1 Voo . .. Vo V).
ag Vg1 Voo o .. Vsk V.
2z V. Vo ... V. n

Kad nulles hipot€ze ir pareiza, izpildas

P = P(S =4a;,n :bj) = P(¢c = Cli)P(U :bj) = PP
i=12,...s, j=12,...,k.
Miisu apzim&jumos, tas nozimée, ka

s k
pij :pi.xp.jﬂ i:1,2,...S, j:192"“’k’ Zpl :1’ ij =1
i=1 =1

Lai aprekinatu p,,i =L...,s, j= l,....k | jaizmanto s-1

V.
. ~ Vl‘. . =~ _
novertejumus P;. =— un k-1 novertejumus P; = _n . Tatad, 7
n

parbaudes kritérija statistiku var pierakstit

2

v, V,;

k = )2 w | Vi T T
ryln) sy :
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i=1 j=1 Vi~ 'V.j i=l j=1 i=l j=I h
k ( ’ k i
s 1/,,) S (V )
ij 2 y

Saskana ar hi- kvadrata krit€riju, brivibas pakapju skaitu Saja
gadijuma nosaka, atskaitot no kop€ja klaSu skaita savstarpeji
neatkarigo linearo nosacijumu skaitu, kas saista apliikojamos datus,

ti, sk—(s-D)—-(k=1)=(s-1)(k-1).
Tatad, pie pietiekosi lieliem n

(v, )2

Vv

Z2

p

k
i=l j=1

2
1|~ X (s=1)(n-1) *

“.l-<

Jj
Atliek, péc uzdota «,

e atrast atbilstoSo kritisko vértibu,

e aprékinat empirisko hi — kvadratu un
e izdarit vajadzigie secinajumi.

Piezime.
Gadijuma, kad (&, n) — nepartraukti sadalits vektors (jeb viena no
komponent€m ir nepartraukti sadalits gadijuma lielums), jakonstrué

statistiska rinda, jaizvélas intervalu parstavjus un eksperimenta
rezultatus japkopo darba tabula.
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Divu izlaSu lidzibas kriterijs (Smirnova -Kolmogorova kritérijs) [10]

Smirnova -Kolmogorova kriteriju lieto, lai parbauditu hipotezi H,,
kas apgalvo, ka neatkarigas izlases

X = (xlﬂxznaxn) un Y = (ypyzanym)
ir no generalam kopam, kuru sadalfjuma likumi ir vienadi. Ta pamata
ir statistika

I'(x,y)=D,, i ,
n+m

kur D,, =sup|F,(x)—F, (x)], F,(x), F,(x)-izla§u empiriskas

sadalfjuma funkcijas. Pie 77 — 90 statistikas 7(x,y) sadaltjuma
funkcija tiecas uz, ta saucamo, Kolmogorova sadalijuma funkciju
K(x).

7’ ka izlaSu lidzibas parbaudes kriterijs [1],[2]

Pienemsim, ka dotas ir k neatkarigas izlases
X = (xmxlza---»xlnl ), X, = (leaxzza---axznz )seees Xy = (xkl9xk27"‘9xknk) .
Lai ar y° kritériju parbauditu hipotézi, ka visas izlases ir no
generalam kopam, kuru sadalfjuma likumi ir vienadi, vispirms
jakonstrué darba tabula:

e visu izlasu veértibu kopu sadala s savstarp€ji neskeloSos nogrieznos:
Xy =X X = Xy yuers X, — X, Xy = nili.nxij, X, = rr}ejyxxlj.,

e katrai izlasei atseviSki konstru€ statistisko rindu, apzimgjot ar

v, - i-ta izlase noveérojumu vertibu skaits j-taja intervala, t.i.,
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Xj=Xj+1 | Xo=X7 X=Xy .. .| Xe1=Xg )
&i
&1 Vi1 Vi . .. Vik Vi.=n;
EaZ V21 A% Vok V7.7
(g k Vki Vio . . . Vks V.=
)y V.1 Vo ... V.k n

e definé statistiku

2 2 2
V., —n Vi vV, —n Vi vV, —n Vi
s 1/ 1 s 21 2 s kil k
Z n +Z n n) _

ot =
1% 1% 1%
=1 -l =1 -l =1 -/
n,—*- n, —*- n, —*-
n n n
v 2
Vv, — 1, L
k s n
= Z ~ Kk(s-1)-1,
i=l j=1 V.
n -
n

N
kur, nemot vera, ka ZV. ; =7 un to, ka visiem 7 speka
Jj=1

Py =—X,j=1,2,..5 novértjumu skaits / ir vienads ar s—1 .
n

Acim redzami, ka statistika, ar kuru palidzibu parbaudam nulles
hipot€zi, parrakstama forma
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by (Vz‘j)z q
=1

j=1 Vi- ° Vj

x=n

1

2
un sadalita pec A(s-1)(n-1) likuma.

Divu izlaSu lidzibas parbaudes kritérijs (Vilkoksona kriterijs) [10]

Pienemsim, ka dotas divas neatkarigas izlases
X5 X500y X, UN V)5 Vyseeer V,, . Plenemsim, ka
Hy: ,,izla8u vertibas ir no generalam kopam, kuru sadalijuma likumi ir
vienadi”
H;: ,izla8u vértibas ir no generalam kopam, kuru sadalfjuma likumi ir
dazadi”
Janoskaidro, vai pie uzdota nozimibas Iimena « nulles hipotézi

janorada, uzskatot H; par pareizu, vai tomeér nulles hipotézi H, noraidit
nevar.

Abu izlasu veértibu kopu uzrakstisim augosa seciba. Pieméram,
NERSHEY,SYSY,S5S05X,,
. _ . . . - ' .
Ja, piem@ram, y'atrodas pirms X' teiksim, ka paris (x', ") veido
vienu ,,inversiju”, jeb X' uzdod vienu ,,inversiju”.
Ta, miisu piemera: x, veido vienu inversiju. Ta ka pirms x, atrodas
tikai y,, tad attiecigi X, uzdod ari vienu inversiju. X; veido Getras

inversijas, jo pirms x; atrodas yl',y'z,y;,y; , un atbilstosi x; uzdod m
inversijas.

Speka apgalvojums:

ja Hy ir pareiza, n un m pietiekosi lieli, tad inversiju skaits  ir normali
sadalits gadijjuma lielums ar parametriem

Eu:%, Du:%(m+n+l), (n>10, m > 10).

Tad, ja nulles hipoteze ir pareiza, statistika
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mn

y—
2 ~ N(0,1).
mn
—(m+n+1
iy mens
Lidz ar to konstrugjam statistikas kritisko apgabalu
mn
y—
P 2 >¢|H, |=a = §=(-0,-¢)U(g,0)
\/ mn (m+n+1) ‘
12

Tatad secinam:
ja statistikas iegtita vertiba pec absoliitas vertibas lielaka par ¢, tad
izvirzito nulles hipot€zi noraidam; pretgja gadijuma nulles hipotezi
noraidit nevar.

Noverojumu rupjo klidu kritérijs.

Pienemsim, ka tika izdariti » merijumi un rezultata iegiitas gadijuma
lieluma &, ar sadalijuma funkcijuz, (x), n vértibas X, Xx,,..x,,.
Pienemsim, ka starp iegiitiem skaitliem ir tads, kas biitiski atSkiras no
citiem. Tas var rasties dazadu iemeslu d€] : rupjas mériSanas kliidas,
operatora kludas rezultata utt.

Konstruésim kriteriju, kas lauj atmest no izlases $1 veértibas.
Parbaudam, pieméram, hipotezi:

Hy,:x _eX, X- & generala kopa,

H :x, X

max

Aplikosim statistiku 7(x) = max x; .

1<i<n
Pie dota «, nemot véra
F, (x)=P(xp, <X)=P(x;, <x,x, <X,..,x, <X) =

max
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= f[P(xl. <Xx)= (F§ (x))” ,

un to, ka kritiskais apgabals ir lielu pozitivo novirZu apgabals
S =(&,0), atrodam ¢ no vienadojuma

1-(F.(8)) =a.

Ja gadijuma lieluma x,_,, empiriska vertiba ir mazaka par kritisko

veértibu ¢, nulles hipot€zi noraidit nevar.

Pretgja gadijuma nulles hipotézi noraidam, tas nozimé, ka secinam:
gadijuma lieluma x,,, empiriska vertiba nepieder gadijuma lieluma &
generalai kopai.

Piezime.
Jaatzimée, ka nulles hipotezes H,:6 =6, parbaudei pie alternativas

H, : 0 # 6, katram nozimibas ITmenim « var atrast kritériju 7'(x) tadu,

ka kriteérija jauda bus maksimala (Neimana-Pirsona lemma).
Nepartraukta sadalijumu gadijuma kritérija forma ir sekojosa:

IT(x)p(x, 6,)dx =,

17 pcf(xael) < )/pcf(xan)a

T'(x)=
0, pg(xa ) < 7p§(x7 ,)

pie kaut kadas y vertibas.

Kriterijs hipotézes parbaudei, ja hipoteze apgalvo, ka dota izlasu
kopa ir no vienas un tas pasas generalas kopas [6],[1]

Pienemsim, ka dotas ir r izlases. Apzimésim ar n,, i -tas izlases
apjomu, i =1,2,...,r. ApZIm&imn =) n. Acimredzot n- doto izlasu

i=1
kopigais izlases vertibu skaits. Pienemsim, ka x, —i-tas izlases j-ta
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] & 1 &3
vértiba, Y T Z Xjs X =— Z Z Xjj+ Zinams, ka i-ta izlase ir no

n; - noi- o
generalas kopas, kuras sadalijums N(a,,c”) tads, ka dispersija o’
nemainas pa izlasém, bet tas vertiba nav zinama, tapat nav zinamas
matematiskas ceribas ;. Nulles hipotéze apgalvo, ka visi a; ir
vienadi. Tada veida uzdevumi sastopami dabaszinatnés, kad
janoskaidro kada faktora ietekme uz pétamo paradibu. To sauc par
faktoranalizi jeb dispersiju analizi.
Apskatisim statistiku

Bl N =2
NEDINCEEI
i=l j=I

kas raksturo izlases vertibu atSkiribas atsevisku izlasu iekSien&, un
statistiku

S, =2 m(% -%)’,
i=1
kas raksturo atSkiribu starp izlaseém.
Viegli pieradit, ka tad, ja nulles hipoteze ir pareiza, % un % ir
neatkarigi gadijuma lielumi, sadaliti p&c y; sadalijuma likuma
attiecigi ar brivibas pakapém n—r un r—1. Lidz ar to krit€rija

konstru€Sanai ieteicams lietot statistiku % , kurai ir F(r-1,n-r)
2

(Snedekora) sadalijums.
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Korelacijas teorijas pamati

1.§. Regresijas Iiknes. Nosacitas dispersijas [2],[3]

Pienensim, ka divi gadijuma lielumi ir stohastiski saistiti, t.i., viens no
tiem uz otra izmainam reage ar sava sadalijuma likuma iznainu. Stohastiska
saite parasti eksiste, ja ir kopegji gadijuma faktori, kas ietekme abus gadijuma
lielumus, darbojoties kopa ar citiem gadijuma faktoriem, kas ir dazadi ka-
tram gadijuma lielumam. Prakse biezi ir jazina apskatamo gadijumu lielumu
sadalijuma likums, ka ar1 varbutibas, ar kadam iespejamas tas vai citas
vertibu kombinacijas. Pienemsim, ka X un Y ir gadijjuma lielumi, t.i.,
apskatisim novérojumus ka divdimensiju gadijuma vektorus (z;,y;). Ne-
piecieSams precizi definet kopu, no kuras iegtiti noverojumi.

Par Y pa X regresijas likni sauksim gadijuma lieluma Y nosacito matematisko
ceribu pie atbilstosajam dotajam = € X veértibam. Apzimésim to E(Y|z) =
§().

Analogiski, X pa Y regresija — E(X|y) = Z(y). Ja atkariba ir funkcionala,

tad mainigais Y pie dotas x € X vertibas var pienemt tikai vienu noteiktu
vertibu gj(x), t.i., izkliede ap (z) ir vienada ar nulli. So gadfjumu var uzskatit

par stohastiskas atkaribas robezgagijumu. Parasti pie z € X noverojama
vairak vai mazak izteikta YV izkliede ap centru g(z). Par §is izkliedes méru

var biit Y nosacita dispersija pie dota r

o)

7t = DY la) =B - 5(0)] 2" = [ Iy~ p(a)dFra(v)

— o0

kur Fy|,(y) — Y nosacita sadalijuma funkcija pie dota z. Tatad, kopa ar
regresijas likni g(x) vel ir jaapskata linija J%‘m un divi analogiski raksturlie-
lumi Z(y) un quy- Ja regresijas Itkni () izmanto, lai prognozéetu lielumu
Y péc noverotas X vertibas z, tad U%Ix var uzskatit par lieluma prognozes
videjo kvadratisko kludu. Lielums 012/@ un Iidz ar to prognozes precizitate
ir atkarigi no lieluma x. Ja velamies iegut priekstatu par Y péc x prog-
nozes precizitati visa X izmainu diapazona, tad, acimredzot, janem nosacito
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dispersiju videjais normeétais lielums
o0

02, = Eol, = / 02, dFx (x) = E(Y — §(X))*.

— 00
Korelacijas teorija vishiezak sastopami divi sekojosi uzdevumi:

1) noteikt regresijas funkcijas veidu, t.i, atkaribas formu starp gadijuma
lielumiem, Iidz ar to klust iespejama viena gadijuma lieluma vertibu
prognoze pie uzdotam otra gadijuma lieluma vertibam;

2) novertet gadijuma lieluma atkaribas pakapi un prognozes kludu.

Ieverosim, ka no visam funkcijam u(z) lieluma E(Y — u(x))? minimumu

dod funkcija g(x) , t.i.,Y pa X regresijas likne. Tas redzams no ta, ka
E(§ —¢)* = E({ — E{ + EE —¢) = DE+ (c — EE)?,

no kurienes

minE(§ — ¢)? = E(¢ — E¢)2.

eTatad, y(z) — funkcija, kas minimize lieluma Y pa X prognozes videjo
kvadratisko klidu. Analogiskas pasibas ir ar1 funkcijai Z(y), kas raksruro X
pa Y regresiju.

2.§. Lineara regresija[4]

Pienemsim, ka gadijuma lieluma X vertibas x nosaka eksperimentators,
bet mainigais Y rada noverojuma rezultatus eksperimenta, atbilstosus mainiga
x vertibam. Pienemsim, ka ta saucamais neatkarigais mainigais x tiek dots
bez kludam. Tatad, apskatisim visvienkarsako regresijas analizes gadijumu,
pienenot, ka miisu riciba ir sekojosi noverojumi (1, y1), - - - , (T, yg ). Turpmak
uzskatisim, ka visi noverojumi Y7, ..., Y, neatkarigi un normali sadaliti ar
parametriem a; un o2, bez tam regresijas Iinija 7(x) ir $ada veida x lineara
funkcija

y(z) =a+ Bz — ), (1)

kur
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B -regresijas koeficients. Ja precizas regresijas Iinijas ir taisnes, tad
korelaciju sauc par linearu. Misu uzdevums - péc noverojumiem atrast
parametru o, 3, o2 atbilstosos novertejumus a, b, S?. Tad vienadojums

g(x) =a+ bz — ) (2)

define taisni, kas ir regresijas taisnes novertejums.

Standartmetode, ko lieto regresiju analize novertejumu iegtisanai, ir mazako
kvadratu metode. Sis metodes pamata ir tadu novertejumu a un b izvele,
kuri minimizétu noveéroto vertibu Y; un prognozéto véertibu g(x;) novirzu
kvadratu summu. Tatad, pec mazako kvadratu metodes a un b novertejumu
tiek atrasti, minimizejot novirzu kvadratu summu.

k k

Q=> (YVi— @)=Y (Yi—a—blz; — 1))

Lai atrastu a un b, kas minimize R, diferencesim pedejo izteiksmi péec a
un b un pielidzinasim atvasinajumus nullei:

0Q .o V-
%__QZ[Y;—a—b(xi—m)}—oa

i=1

%—_QZ[}Q—a—b(xi—f)}(xi—f) — 0. (3)

Parrakstisim iegiitos vienadojumus

ka—i—bZ(xi—f) = Zy (4)

Taka > (x; —Z) =0, tad a un 8 novertejumu ir sekojosi
i=1

a= l:]; =Y
S - Nw— Y-V 3w — )
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i=1 i b Cov(z,y) Sa

i=1
Paradisim, ka b ir parametra § nenovirzits novertijjums. Pie z; € X
sagaidama EY; vertiba a + f(x; — ), tapec

S (e~ 2BV, Y~ o+ B — )
Eb = =L = = 3.

(i — 2 (i — )

Acimredzot, Ea = a. Viegli var izrekinat arT novertejumu a un a disper-
sijas

sv) L
Da =D _k‘ = 7
S -DDY)
Db = = = . (7)
DU R

Parametru novertesanas metode neizmanto nosacijumu par normalo sadalijumu,
tas klust nepiecieSams nosakot ticamibas intervalu un veicot hipotezu, kas
izvirzitas par parametriem a un [, parbaudi. Var paradit, ka mazako kvadratu
metodes dotie novertejumi ir ar vismazako dispersiju visu linearo nenovirzito
novertejumu klase.

Statistikas saistitas ar linearo regresiju[12]

Pienemsim, ka miisu riciba ir sekojosi noverojumi (z1, Y1), (22, Ya), ..., (n, Y2 ),
kur, ta saucamais, neatkarigais mainigais z tiek dots bez kludam, visi noverojumi
Y;, i = 1,...,n ir neatkarigi un normali sadaliti gadijuma lielumi, ar parame-
triem EY; = 7(x;) un DY; = 0? |, regresijas Imija ir lineara funkcija

y(z) = a+ B(x —7T).

Starpibu starp novérojumiem Y; un vertibam g(z;) var izteikt ka summas
Yi = y(zi) = (Vi — y(@)) + (y(z:) — y(z:)) =
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= (Yi —y(z:) + la+b(z;i —7) —a— f(z; —7)] =

= (Yi = y(:) + (a = a) + (b = B)(xz; — 7). (8)

Pedejas sakaribas abas puses kapinasim kvadrata un summesim pa i. levero-
jot, ka

n

> (Yi—y(z) =0

I (9)
i:Zl(Yi —y(@))(z; —T) =0,
ieglisim
Z(Yz — (@) = Z(Yi —yl@))*+ (b—p)? Z(fc —7)*+n(a—a)’ (10)

Kvadratu summa Y (Y; — 7(z;))? sadalita ka o%y>.

i=1
ST summa sastav no trim kvadratiskajam formam, no kuram pedejas divas ir
attiecigi atkarigas tikai no b un a. Tatad,
- otrajai un tresajai formai brivibas pakapju skaits ir vienads ar vieninieku,
kas ir atbilstoso formu rangi;
- pirmais loceklis satur n starpibas Y;—y(x;), i = 1, ..., n ar diviem nosacijumiem
(9), tatad, tam ir n — 2 brivibas pakapes.

Tad, péc Kokrena teoremas [12] katrs loceklis labaja puseé ir sadalits ka
o?x? ar attiecigo v brivibas pakapju skaitu un Sie locekli sava starpa ir
neatkarigi.

No ieprieks teikta izriet, ka ir pareizas sadas svarigas vienadibas:

Zn: <7Yi _f(xi))z ~X, N\

i=1

n —\ 2
(b— B)? Z (x,, — $> ~ x> — neatkarigi

- g
=1

2
a— o
n( ) ~x:
g

No Sejienes, izmantojot standarta normala gadijuma lieluma 7 sadalijjuma
funkcijas 1pasibas, iegistam
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Z(mz —T)2~o0T — neatkarigi.
i=1

Vnla—a) ~or N
Lidz ar to statistika

n

S (Y - ()’ )

g2 . i=l 2.2
n— 2 JX"‘Qn—Q

nav atkariga no gadijuma lielumiem a un b, un ES? = 2. Tadgjadi, varam
secinat

» statistika S? ir parametra o2 nenovirzits novertéjums.
Savukart, no ta, ka gadijuma lieclums n(a — «)? sadalits ka o?x?, seko, ka

E[n(a — a)?] = ¢, tatad Da = E(a — a)* = o?/n.
Aizvietojot formula parametru o2 ar ta novertejumu S? iegiisim statistiku

ch 3 (% = e’
n o n(n—2)

s.k.(a) == \/S2 :=

kas tiek saukta par statistikas a standartkludu.
Analogiski iegtistam, ka

No ta, statistikas b standartkluda bis




Ta ka

Vi) = (Y- i) = 7

n=1

S|

Y (a+b(z;—7) =7 -7 =0,
n=1
s.k.(a) un s.k.(b) var pierakstit forma

oh(a) = \/Vara/ ) ) \/Vaw —j(2))

n—2 (n—2)Var(x)’
kur
Var(y = (@) = + 3 (% — e V=50 = - S (%~ Fe) (1)

Atzimesim, ka, saskana ar iegiitajam formulam, ES? = Da un ES? = Db,
kas nozime, ka S? ir nenovirzits novertéjums parametram Da, un S7 ir nen-
ovirzits novertéjums parametram Db. Japiezime, jo lielaka dispersijas o>
vertiba, jo linearas regresijas koeficientu vidéjo kvadratisko novirzu (regre-
sijas koeficientu standartkludas) ir nozimigakas. Tagad konstruésim statis-
tikas, kas ir saistitas ar hipotézu parbaudes un linearas regresijas parametru
ticamibas intervalu konstruésanas uzdevumiem.

Statistikas, saistitas ar hipotéZu parbaudem
un ticamibas intervalu konstruesanam linearas regresijas

leverojot, ka Y;,7 = 1,...,n ir neatkarigi un normali sadaliti gadijuma
lielumi, iegustam, ka regresijas Iinijas novertéjuma y(x) parametri a u b, ka
gadijuma lielumu Y;,7 = 1,...,n linearas kombinacijas, ar1 ir neatkarigi un
normali sadaliti gadijuma lielumi. Bez tam, regresijas Itknes novertejums
y(x), katrai € X vertibai, arT ir normali sadalits gadijuma lielums ar

Ey(z) = 5(x), Dy(x) = Da + (z — 7)*Db = o* % + n(:z:——E)Z (12)
;(zi —7)?
Tad, ir speka:
s.k.(a) = tn-2. M
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Pieradijums. No a ~ N(a,0?/n) seko, kan(a—a)/o ~ N(0,1). Ieverojot
gadijuma lielumu a un Z (Y;—y(x;))?)/o? neatkaribu, konstruesim statistiku,

i=1
kas biis sadalita pec Stjudenta likuma ar n — 2 brivibas pakapem :

nn(a—a) \/m: _ a—« \/m: Sak_(:) ¢ .a

=t o (1)

Pieradijums. b ~ N(3,0%/ Z(mz —7)?). Tad, nemot vera, ka
i=1

\/Zn:(Yi — y(@:)?)

=1

N ]

i=1

s.k.(b) =

un gadijuma lielumu b un > (Y; — 7(z;))?)/0? neatkaribu, iegiistam
i=1

y(z) —y(z)
Pieradijums. Katram x € X gadijuma lielumi

=ty (I11)

n

2 > (Vi = y(x:))?)

~ o> oY r—7 =
@)~ N |ga), T4 TETD N H T e
TS (@ - ) “
=1




(¥ - ) L+ T
z':zl 2 (wi—T)?

Teverojot, ka, lai iegiitu [s.k.(y())]?, Dy(z) izteiksmé parametra o vieta
jaievieto statistika S2, t.i.,

sk @@ = [ 4 | S )

S —me | =

=1

pedejo formulu parrakstam forma III,A

[s.k.(b)]2 S (Y — ()2

[y

(n—2)=F(1,n—2). (IV)

Pieradijums. Ta ka gadijuma lielumi

n

Z(K%MYNXTL 2 an;< ) ~ X

=1

ir neatkarigi un, nemot vera Snedekora sadalijuma definiciju, iegistam apgal-
vojumu. A

Katram x € X, kas = ¢ {x1,29,...,2,}, var ar uzdotu drogibu prognozéet
gadijuma lielumam Y, vertibu intervalu, izmantojot gadijuma lielumu

Y, —y(x) Vn—2= tn_9- (V)

J S (Y- @) |1+ ++ n<_>2
i=1 g(%_z)

Pieradijums. Gadijuma lielums Y, nav atkarigs no

y(z) = T(x1, 29, ..., 20, Y1, Ya, ..., Yy), Yo ~ Nar EY, = 7(x), DY, = o°.
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Tad
E(Y, —y(z)) =7y(z) —y(z) =0,

~ ~ 1
D(Y, —y(z)) = DY, + Dy(z) = o® | 1+ = +
Lidz ar to gadijuma lielums

o |1+ % + n(:p——f)z
> ()2

~ N(0,1)

un nav atkarigs no gadijuma lieluma

i (Y%g(x)y ~ X,

=1

Nemot vera Stjudenta sadalijuma definiciju, esam pieradijusi apgalvojumu. A

1.Piezime. Regresijas taisni y(x) = o + B(x — T) var pierakstit sadi

7(z) = o + Bz, kar o' = a — T, o - regresijas liknes brivais loceklis, /3
- regresijas koeficients, jeb Sis taisnes virziena koeficients, t.i., ta lenka tan-
genss, ko regresijas taisne veido ar z-asi.

Vienadojuma brivais loceklis raksturo ordinatu ass nogriezna lielumu no ko-
ordinatu sistemas sakuma Iidz punktiem, kura regresijas taisne krusto or-
dinatu asi. leverojot, ka statistikas a un b ir sadalitas pec normala likuma,
redzams, ka statistika

c:=a—0bx

arl normali sadalita ar parametriem

) 1 z2
Ec=a—-p7=a, Dc—a2<—+ ° >,
n nVarz

sk2(c)= =+ =1
n  nVarx n—2 ’

. ! . — — . — = . P—
un ir parametra a nenovirzits un biutisks novertejums. Bez tam, ir zinams,

ka )
c—Ec Zn Y; —ﬂ(mz)> )
V' De 1) — ( o Ko
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un ir neatkarigi. Lidz ar to

c—Eec y
sk(c) 7

2.Piezime. Regresijas vienadojuma brivo locekli dazkart interprete ka
atkariga mainiga videjo lielumu ar nosacijumu, ka neatkariga mainiga vertiba
ir nulle. Tada interpretacija ir pielaujama tikai atseviskos gadijumos, jo re-
gresijas vienadojums ir speka tikai noteikta eksistences jeb definicijas ap-
gabala. FEksistences apgabalu parasti uzdod ar nevienadibam, kas parada
neatkariga mainiga lieluma vertibu, kuru robezas vienadojums pareizi atspogulo
realas sakaribas. Sis robezas visbiezak sakrit ar vismazako un vislielako
neatkariga mainiga vertibu, kads sastopams sakotnejos datos. Peéc analizes
apsverumiem eksistences apgabals varetu but plasaks. Tacu, paplaSinot
vienadojuma eksistences apgabalu arpus faktisko datu variacijas apgabala,
var rasties kludas. Ta, pieméram, sakaribu forma var but lineara izpétitaja
apgabala, bet arpus ta var biit nelineara. Tadeél, regresijas vienadojuma brivo
locekli var interpretet ka atkariga mainiga videjo lielumu, kur neatkariga
mainiga vertibas ir nulle, tikai tad, ja neatkariga mainiga nulles vertiba
ietilpst vienadojuma eksistences apgabala.

3.8. Tuvinatas regresijas taisnes [2]

Pienemsim, ka X un Y ir gadijuma lielumi ar dotu sadalijjuma likumu.
Apskatisim, ka konstruéet ta saucamas tuvinatas regresijas ”taisnes”, kas rada
priekstatu par regresijas Imijas formu tajos gadijumos, kad tas pietiekosu tu-
vinajumu iespejams aprakstit ar taisnem. Tatad, uzdevums ir noteikt taisni
y = ax + b plakne (X,Y), kas minimizétu vidéjo kvadratisko kladu YV pa X,
t.i., atrast tadus parametrus a un b, ka A(a,b) = E(y — azr — b)* = min.

Tad pec gadijuma lieluma X vertibas varam prognozet gadijuma lieluma
Y vertibu, izmantojot taisni § = ax+b, kur aizvietojam y ar §. Saja gadijuma
prognozes kluda ir y — . Turklat parametru a un b noteikSanai izmantojam
sakaribas

0A(a,b) 0A(a,b)
e = 0, ——==0. (13)

0b
No §1m sakartbam iegistam

Eyx — aEx? — bEx = 0
Ey —aEx — b= 0.

Tatad
b=Ey — aEx,
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Eyxr — EyEx oy
a =

E!L’2 o (EI)2 = p:c,yo,_m:
kur p,, - gadijuma lielumu X un Y korelacijas koeficients.
Lidz ar to tuvinatas Y pa X regresijas taisne ir Sada:

y— Ey r — Ex
= pz,y—-
oy Oy

Analogiski

T — Ex —E
= pmy Y tuvinatas X pa Y regresijas taisne.
Oy Tooy

Viegli aprekinat prognozes kludu

Amin(a,b) = E(y — §)* =

2
o a,
=E(y — Ey)* — 2E(y — Ey)(z — Ew)pm,yo_—y + pi,yo_—ZE(ﬂc — Ez)* =

=o,(1-p3,)- (14)

legtuitais lielums lauj spriest par Y pa X prognozes precizitati, izmantojot
vislabako linearo tuvinajumu. Analogiski,

A'(a,b) = o3(1 - p3,) (15)

lauj spriest par X pa Y prognozes precizitati.
Lielumus o o
Yy X
ﬁle = pz,yo__za ﬁX|y = pz,yo__y

sauksim par regresijas koeficientiem. Acimredzot So regresijas koefi-
cientu reizinajums vienads ar p?. Tatad tuvinatas regresijas taisnes ir taisnes,
kas novilktas pec mazako kvadratu metodes.

4.§. Normala korelacija[11]

Pienemsim, ka X, Y - gadijuma lielumi ar normalo kopejo sadalijjuma
likumu, t.i., sadalijuma blivums ir

1 u?—2puv+v?

- : 2(1-p?%)
p ',L" € Y
(z.9) 2mo,04/1 — p?
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kur

— —b —E —E
w="2 a’ v="1 , pz]E(m LY y)’ a=EX, b=FEY.

Oy oy Oz oy

Paradisim, ka Saja gadijuma starp gadijuma lielumiem pastav lineara ko-
relacija.

Zinot kopéjo gadijuma lielumu (X, Y") blivumu, viegli izrékinat komponentes
sadaltfjuma blivumu. Tatad

< 1 0 —u?4+2puv—v?
2
prc—/px,ydy— /e 20=0%) dy =
(@) (:9) 2mo 04/ 1 — p?
(z—a)? [y_—b_ .ur
o 207 Tl el R
2(1-p?) dy e 207 ,

2mo,0y/1 — p? T V270,

t.i., viendimensiju gadijuma lielums X, kas ir (X, Y') sastavdala, arT ir normali
sadalits.
Aprekinasim gadijuma lieluma Y nosacito sadalijuma blivumu pie X = .

2_ 2 5
p(ylz) = p(z,y) _ V2o, .6_1L2(21p+2-1)-11 4 u? )
p(x)  2ro,0,0/1— P2
o 2
1 _ (up—v)? X B [y—b—p 2L (z—a)]
= - e 2(1—p2) = e 20_5(1_[)2)

V2mo,/1— p? V2mo,\/1 — p?

No iegiitas izteiksmes redzams, ka gadijuma lielums Y pie noteikuma, ka
X =z, ir normali sadalits ar parametriem:

o . o
E(Y|z) = b+pa—y(x—a), D(Y|z) = o.(1—p?), t.i., y(z) = ]Ey+pa—y(:1:—IEa:).

T T

Analogiski, gadijuma lieluma X nosacitais sadalijums pie Y = y ir normalais
ar centru

E(X|y) = EX + paz (y — Ey) un dispersiju o2(1 — p?).

Oy

Tatad abas regresijas funkcijas ir linearas, un lidz ar to ir lineara korekacija.

78



5.§. Korelacijas koeficients|[6]

Aplukotas tuvinatas regresijas taisnes lauj iegit jaunus secinajumus par
korelacijas koeficientu. Apzimésim z :=Y —¢§ =Y — (aX +b). Nemot vera,
ka

Oy

a=pgy—, b=EY —aEX,

x

varam izrekinat
Ez = E(Y —aX —b) :E(Y—aX—EYerw,yﬁEX) -
Oz
—E[Y - EY — a(X — EX)] =0,

cov(z, X)=E(Y —aX —0)(X —EX) =

=E [(Y —EY) —pz,y%(X —IEX)} (X —EX) =

—E(Y —EY)(X — EX) — p,, LE(X — EX)? =
O

= cov(Y, X) —cov(Y, X) = 0.

No Sejienes secinam, ka z un X ir nekoreléti gadijuma lielumi. Talak

2
Dz =E(Y —aX — b2 =E [(Y —EY) — poyt(X — EX)} -
g

T

2

1% o

_ 2, 2 9 o y _ 2 2 2 2 92 _

=0, + ,om—(72 or — 2,09”/—(7 cov(Y, X) = 0yt Piy0y — 204,40, =
T x

=0, (1—p,).

Talak Y izsakam summas veida
Y =Y — (2) + i(z) = 2 + §(z) = 2 + aX +b,

kur gadijuma lielumi z un X ir nekoreléti, bet summa aX + b ir lineara X
funkcija. Nekoreletu gadijuma lielumu summas dispersiju varam uzrakstit
sada veida

DY =Dz + D(aX +b) =0 (1 — p3,) + d°02 =
= 0'5(1 - pi,y) + p.?v,yO-Z‘

79



No sejienes redzams, ka p? izsaka to lieluma Y dispersijas dalu, kuru dod
lineari prognozejama komponente pie katras X vertibas, kamer ar X neko-
releta komponente dod dispersijas dalu 1 — p?. No formulam (14) un (15)
seko, ka jo tuvak p? vieniniekam, jo blivak sadalijums koncentréts pie katras
no taisnem. Robezgadijuma pie p = +1 abas regresijas taisnes sakrit.

eTatad, p? ir X un Y saites linearas pakapes mers.
6.5. Korelacijas attieciba [3]

Ja regresijas linijas nav taisnes, tad korelacijas koeficientu tikai tuvinati
var uzskatit par mainigo X un Y atkaribas pakapes raditaju. Nelinearas
sakaribas gadijuma eksisté lielumi, kas raksturo sadalijjuma koncentraciju ap
taisnem 7(x) un Z(y). Sie lielumi ir korelacijas attiecibas n%,‘m un ngqy. Lai
saprastu n%,‘x struktiiru, apskatisim vienadibu

DY = E(Y — EY)? = E(Y — §(z) + §(z) — EY)? =
=E(Y —g(z))” + E(y(z) — EY)* + 2E(Y — §(2))(§(z) —EY) =
— 0%, + Elg(a) ~BYP + 2 [ [gle) ~BY) [ (Y - gla))dFy(0)dFx(z) =
= oy, + E[g(z) —EY]". (16)
Tagad definesim raditaju ny‘w
Izmantojot (16), var rakstit
Bre—1- 2k (19

Y

No (16), (17) seko, ka 0 < 77}2,|x < 1, turklat 77}2,|x = 1 tad un tikai tad, ja
a%‘x = 0, t.i., eksiste viennozimiga funkcionala Y atkariba no X. Talak,
7732% = 0 tad un tikai tad, ja (712/‘w = 05, t.i., Y nav koreléts ar X.

Lidzigas 1pasibas ir ar1 otrajam sakaribas raditajam starp X un Y : nxj,.

Starp raditajiem x|, un 7y, neeksisté vienkarsas sakaribas, ¥ var biit neko-
releta ar X, tatad nx), = 0, kamer ny, = 1.
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Atzimesim, ka vienmer izpildas p? < 7712/|x un p? < 77§(|y tatad, ja kaut viens
no raditajiem 7xi,, Ny}, vienads ar nulli, tad p = 0.

7.5. Empiriskais determinacijas koeficients un korelacijas attieciba[3]

Lai konstruetu determinacijas koeficienta novertejumu jaanalizé atkariga
mainiga Y empiriska dispersija Var(Y'). Dispersiju var pierakstit sada veida:

n 1 n

Var(V) = = 3~ 5) = = S (¥~ i) + i) — )" =

n

= S ) S ) — ) 2 3%~ ) ) 7).

Ieverojot, ka

LS i) =a=g, % H) i) 7) =
= Vg b~ )G b 7)) =
=02 Y (V- ) - 7)Y (- ) =

= bCov(z,y) — b*Var(xz) = bCov(z,y) — bCov(z,y) = 0,

un ievietojot tos izteiksme, iegistam
Var(Y) = Vary(x) + Var(Y —y(x)).

Sakariba rada, ka atkariga mainiga Y no aritmetiska videja novirzu kvadratu
summa sastadas no diviem locekliem:

pirmais saskaitamais raksturo Y empiriskas dispersijas dalu, ko var izskaidrot
ar empiriskas regresijas linijas palidzibu, otrais saskaitamais - to Y empirisko
dispersiju dalu, kas nav saistita ar mainigo z.

Ar empirisko regresiju izskaidrotas dispersijas dalas attiecibu pret visu Y
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empirisko dispersiju sauc par empirisko determinacijas attiecitbu un
apzimé ar burtu R%:
2 _ Vary(x)
C Var(Y)'
Kvadratsakni no empiriskas determinacijas attiecibas sauc par empirisko
korelacijas attiecibu.
Ta ka parasti ir zinama nevis izskaidrota, bet neizskaidrota dispersijas dala,
tad ieguistam, ka
Var(Y —y(z))
Var(Y)

Determinacijas attieciba rada, kadu dalu no atkariga mainiga dispersijas
izskaidro aprekinatais regresijas vienadojums.

R® =

Lemma. Linearas regresijas gadijuma R? = r(w , kur 7r(,,) ir empiriskas
korelacijas koeficients starp X un Y.

Pieradiyums.

n

,_ Varge) _ ZV@) V@7 et b D mal oy

- Var(yY) nVar(Y

nVar(Y) - Var(Y)

)
_ Cov*(z,y) Var(z)  Cov*(z,y) — 2 a
Var2(z) Var(Y) Var(z)Var(Y) (@)’

No lemmas seko Vary(z) = b*Var(z). Tatad,

ok (8) = \/ Var(y — @) _, \/ Var(y —jz)) _

(n—2)Var(x) (n —2)Vary(x)

_ b\/ L= (= Var(Y —ga)Var()) _, [1=2 _
(n —2)[Vary(z)/Var(Y)] (n— 2)R2

8.§ Hipotezu parbaude linearas regresijas analize[l],[5]

Petot sakaribas ekonomika, vai citas zinatnu nozares, parasti samera
viegli var noteikt, kura no petamam pazimem ir neatkariga un kura atkariga.
Atkarigos un neatkarigos mainigos lielumus nosaka, vadoties no to kvali-
tativajam 1pasibam un petnieka zinasanam. Ta, pieméram, kopejas inflacijas
temps ir atkarigs no inflacijas tempa, kuru izraisa darba algas pieaugums;
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partikas izdevumi vienam cilvekam ir atkarigi no ta ienakuma. Tacu nereti
nakas sastapties ar statistiskam pazimém, kuras atspogulo tadas paradibas,
par kuram nevar pateikt, kura no tam ir célonis un kura ir sekas. Sados
gadijumos jaanalizeé divas regresijas Iinijas.

Pienemsim tagad, ka ir zinams, ka starp gadijuma lielumiem X un Y eksiste
sakariba un ka, pieaugot neatkariga mainiga lieluma X vertibam, lineari
pieaug atkariga mainiga lieluma Y videjas vertibas, kas nozimé, regresijas
likni ir lineara funkcija

5(z) = o+ Bz — 7).

Nulles hipotézi par regresijas koeficientiem [ un o
Viena no svarigakajam hipotézém regresijas analize ir:
Hy : 8 = By pret alternativo hipotezi Hy : 8 # (.
Hipotezes parbaudei jaizmanto statistika, kas sadalita pec Stjudenta likuma
ar brivibas pakapju skaitu v =n — 2,

b—B
sk.(b) tn—2;

jeb statistiku sadalitu pec Snedekora likuma

(f,;;(f)f ~ Flln=2),

kur gadijuma lielums b ir empiriskas regresijas virziena koeficients. Izveloties
nozimibas limeni @, konstrugjam statistikas kritisko apgabalu
S = (=00, —¢) U (g,00). Kritisko robezu ¢ ieglistam no

]P’< b_5‘>gHO>=a.

s.k.(b)
Ja péc statistiskajiem datiem statistikas aprekinata vertiba

bo — Bo
s.k.(b)

, kur by — peéc datiem aprekinata b vertiba,

pieder kritiskajam apgabalam, tad izvirzito nulles hipotéezi noraidam. Preteja
gadijuma nulles hipotézi ir iespejama. Tatad, varbiitiba noraidit Hy, ja ta ir
pareiza, t.i., pirma veida kluda, vienada ar a. Savukart, varbiutiba noraidit
pareizu alternativu Hi, t.i., otra veida kluda, ir

P <‘%‘ < 5H1> =1-P (% € §|H1) .
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~ b— .
g:=P < 5 € S|H1) ir kriterija jauda.

p, (x)

n-2

12|
2R

o

—&

1.ztm. H, : f = [y pret alternativu H; : 8 # Sy.

Jauzsver, ka nulles hipotézes Hy : p(zy) = 0 un Hy : = 0 ir identiskas un
nozimeé, ka nav korelacijas starp X un Y. Linearas regresijas gadijuma tas
nozimeé, ka X un Y ir neatkarigi gadijuma lielumi.

Lai noteiktu, vai regresijas modelis statistiski nozimigi izskaidro atkariga
mainiga vertibu izkliedi, japarbauda hipotezi:

Hy: %2,|m =0; H;: 752% # 0.

Linearas regresijas gadijuma, kad H, ir speka, var izmantot pec Snedekora
sadalttu statistiku

RQ
Tiesam, no '712/|x = 0 seko p(Qx’y) = 0, kas ir identiskas, ka § = 0. Lidz ar to,
ir speka

b*Var(z) n_9) — b*Var(z)/Var(y) n_9) —
Varv —5@) "~ 2 = Vary = 5@ Variy) "~ ?

. R? _ T(Qﬂr,y)

= 1_—R2(n—2) = 1_7%(71—2) ~ F(1,n—2).

Vispariga gadijuma ieprieks minetas statistikas kritisko apgabalu, kas atbilst
izveletajam nozimibas Iimenim @, jaizvélas vienpuseji, vai divpuseji, atkarigi
no alternativas hipotezes.
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Nulles hipotéze | Alternativa Kritiskais apgabals, kura ar nozimibas
Hy hipoteze H, Iimeni @ noraida pareizu H,
B = bBo B # bBo _
s.k.(b)

B = bBo B> bBo b—Po

skh() ~ €
B = bBo B < Bo b—Po

sk <€

p,_,(x)
‘ Fi—

x

1- 5 & a
2.zim. Hj : [ = By pret alternativo hipotezi Hy : 5 > fy.

‘ prn_z ('1‘.)

.'.'.":.."

-

255

.'
-
atat

50

L
.
o
* ..-

N

3.zim. H, : 3 = [y pret alternativo hipotezi Hy : § < So.
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Lai ar drosibu 8 konstruetu regresijas taisnes virziena koeficieta ticamibas
intervalu, jaizmanto ieprieks mineta statistika. No vienadibas

7= (|l <)

izmantojot Stjidenta sadalijuma tabulas, ieglistam e. Lidz ar to ar drosibu
[ parametra 3 ticamibas intervals biis

J55= (b—esk.(b), b—esk.(b)).

Regresijas vienadojuma brivais loceklis a atspogulo regresijas taisnes novieto-
jumu plakne un tiek aprekinats pec izlases datiem. Tas nozime, ka var izvirzit
jautajumu par briva locekla novertesanu; briva locekla kludas aprekinasanu;
ticamibas intervala konstruesanu; hipotézu izvirzisanu.
Ka bija ieprieks mineéts statistika
n
Yi

i=1 _
a= =y
n

ir parametra o nenovirzits un biitisks novertejums. Parametra a standartkluda
ir

n

R PO

i=1
n n(n —2)

s.k.(a) := /82 :=
Zinot statistikas

yn(a=a) ~ 1, kur 7 ~ N(0,1), L
o s.k.(a)

sadalijuma likumi, varam secinat, ka ar drosibu E parametra « ticamibas
intervals ir
J54 = (a—esk.(a),a+es.k.(a))

3

kur €, izmantojot Stjudenta sadalijuma tabulas, ieglistam no vienadibas

B=P< <g.

Var arT izvirzit nulles hipotezi par a koeficientu. Saja gadijuma, atkarigi
na alternativas, jakonstrué vienpusejais vai divpuseéjais kritiskais apgabals S
tada veida, lai izpildas

a— o

s.k.(a)

I
)

S

)

)

P (s?k_.((z )
H,

P (35 ¢

~—

)

I
=
=
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Korelacijas koeficienta vertésana(2]

Lai aprekinatu korelacijas koeficienta ticamibas intervala robezas, jaizmanto

Fisera statistika
L+ 7y
n -
1— 7‘(

1
7 ==1
2 z,y)

Tika pieradits, ka gadijuma lieluma 7 sadalijuma likums ir tuvs normalajam
sadalijumam ar parametriem

1

1+
ln p(zay) 1
2

, DZ =

EZ = .
1= @y n—3

Tatad, statistikas

-3 1 m 1 . 1 o) (1 = D
Vvn pitrew  1tPew|_ —a (14 7@y) (1 = pay))
2 1-— T'(z,y) 1— P(z,y) (1 — T(x,y))(l + p(w,y))

sadalijums tuvs N(0, 1). Lidz ar to, lai konstruetu parametra p(, ) ticamibas
intervalu, jalieto specialas gadijuma lieluma 7 sadalijuma likuma tabulas, jeb
ar uzraditiem parveidojumiem pariet uz standarta normalo sadalijumu.

Lai parbauditu, vai starp neatkarigo un atkarigo mainigo pastav lineara
sakariba, izvirzam nulles hipotezi:

Hy : pay) = 0 attieciba pret alternativo hipotezi: Hy : p(,,) # 0.

Ir zinams, ka, ja Hj ir speka, statistika

2

")
(z,y)

sadalita pec Snedekora likuma, savukart statistika

_ Ty /tn—2) ~ t,_s

2
L= "y
sadalita pec Stjudenta likuma. Talak, izvelamies nozimibas Iimeni @ un
vienu no statistikam, pieméram pirmo, un konstruejam kritisko apgabalu S,

lai izpildas
]P (

Péc statistiskiem datiem aprekinajam statistikas atbilstoso vertibu. Ja ta
pieder kritiskajam apgabalam S hipotézi Hy noraidam ka nepareizu un pienemam
alternativo hipotezi H;. Préeteja gadijuma hipoteze Hj ir iespejama.

2

e,
1 —( rg) (n B 2)
(z,y)

> €‘H0> = Q.
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Piezime. Lai parbauditu nulles hipotezi Hy : p(,,) = 0 attieciba pret
alternativo hipotezi: Hi : p(,) # 0, ka redzams, var arT izmantot statis-
tiku, kas sadalita pec Stjudenta likuma. Viegli parliecinaties, ka aprekini
dod vienadus rezultatus.

Atkariga mainiga vértibu prognozesana

Regresijas likni var izmantot rezultativas pazimes vertibu prognozei. Pie-
nemsim, ka neatkariga mainiga vertiba x neietilpst izlase, bet ietilpst generalaja
kopa X. Saja gadijuma statistika

Y, - g(x) Y, —y(z) o
swn—amff¢n o

S -§@)?) |1+ 1+
= > (¢i-7)?

1=1

sadalita péc Stjudenta likuma ar brivibas pakapem v = n — 2. Talak kon-
struésim ticamibas intervalu lielumam Y, parasta seciba:

e izvélamies ticamibas varbutibu f, t.i., ticamibas intervala drosibu;

e aprekina € no vienadojuma

P<sko;—am)>g>:@

e péc statistiskiem datiem aprekina atbilstosas vertibas statistikam

J (@), sk (Y, —gl@);

e atrod ticamibas intervalu

Gy, = (7 (x) —e sk (Y, — (), 7 (z) +es.k/ (Y, — §(x))).

Ar drogibu E prognozet regresijas taisnes vertibu konkrétai neatkariga
mainiga vertibai z = z;, j = 1,2, ..., n, nozime konstruet ticamibas intervalu
y(x;). Vispirms izvelesimies statistiku

y(r) —y(x) y(x) —y(z) 5
sk(@) \/n ! 2= taa,

> (Yi—y(@:)? [+

n

= > (a7
=1

kas tiek sadalita pec Stjudenta likuma ar n — 2 brivibas pakapem. Talak,
nemot vera ieprieks minétos solus ticamibas intervala konstruesanai, iegistam

Ty = 7 @) = 5./ (§(@)), 7 (&) + € 5.0/ (5(2))),
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kur € atrodam no vienadojuma

1.Piemers. Ir zinams, ka kopeja inflacija ir atkariga no daudziem fak-
toriem un, viens no tiem ir inflacija, kuru izraisa darba algas pieaugums.
Pienemsim, ka starp kopejas inflacijas tempu p un inflacijas tempu w, kuru
izraisa darba algas pieaugums, eksisté lineara atkariba, t.i.,

p=a+ pw+u,

kur a, 8 - parametri, u - normali sadalita gadijuma komponente ar Eu =
0, Du= % Euw = 0. Tatad, korelacija ir lineara un regresijas linija ir

p(z) = a+ px.

Parbaudisim nulles hipotéezi: Hy : = 1 pret alternativu Hy : 8 # 1, ja péc
n noverojumiem tika konstruéeta empiriska regresijas liija

p(z) = a+ bz,

ar a = —1.21,b = 0.82, un tieka aprekinatas sekojoso statistiku vertibas:
s.k.(a) = 0.05, s.k.(b) =0.1.

Vispirms, izvelesimies nozimibas Itmeni, pieméram, 0.05. Ta ka statistika

b-p
=tp_2
s.k.(b)
sadalita pec Stjudenta likuma ar v = n — 2 brivibas pakapem, tad, ja,

piemeéram, izlases apjoms ir 20, ar drosibu 0.95 t-statistikas iespejamo vertibu
kopa bis (—2.101,2.101). Ja ir speka Hy, t-statistikas novérojama vertiba
vienada ar

b—p 082—-1
sk() 01

Tas nozimé, ka nulles hipotézi pie nozimibas Iimena 0.05 ( 5% Iimena) nevar
noraidit ka nepareizu. Acimredzot, ka nevar noraidit arT hipotezi § = 0.8, ka
ar1 § = 0.9 un t.t.. Bezjedzigi teikt, ka visas hipotézes ir vienlaicigi pareizas.
Atzimesim, ka ar drosibu 0.95 parametra § ticamibas intervals ir

—1.8.

Jo.gs5 = (0.61,1.03),
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negaidamo parametra [ vertibu kopa S , ta saucamais kritiskais apgabals
nozimibas lItmenim 0.05, ir (—oo, 0.61;1.03, o).

Bez tam, pirma veida kluda, varbutiba atmest pareizu H,, ir vienada ar
nozimibas ltmeni, miisu piemeéra tas ir 0.05. Savukart, otra veida kluda,
varbuitiba noraidit pareizu alternativu Hy, ir minimala.

Jaatzime, ka nulles hipoteézi varétu naraidit tikai gadijuma, ja eksperimentu
gaita statistikas b noverojama vertiba piederetu kritiskajam apgabalam S.

2.Piemers. Pirms apmaciSanas ar testa palidzibu tika parbauditi 36 stu-
dentu spejas. Testa rezultati noverteti ar ballu skaitu, apmaciSanas rezultati
ar: 71”7, ja students "pabeidz” un ar 707, ja "nepabeidz” apmacisanu. legitie
rezultati apkopoti tabula.

Vai testu var uzskatit par lietderigu? Ja ta, tad kadai jabut testa minimalajai

stud. | testa | apmac| stud. | testa | apmac| stud. | testa | apmac|
nr. rez.(x)| rez.(y)|| nr. rez.(x)| rez.(y)|| nr. rez.(x)| rez.(y)
1 30 0 13 26 0 25 9 0
2 29 1 14 43 1 26 36 1
3 33 0 15 43 0 27 61 1
4 62 1 16 68 1 28 79 0
5 59 0 17 63 1 29 57 0
6 63 1 18 42 0 30 46 1
7 80 1 19 51 0 31 70 0
8 32 0 20 45 0 32 31 1
9 60 1 21 22 0 33 68 1
10 76 1 22 30 1 34 62 1
11 13 0 23 40 0 35 56 1
12 41 1 24 25 0 36 36 1

atzime, lai skolas abiturientu varetu uznemt macibu iestade.

Tatad, uzdevums ir:

e aprekinat linearas regresijas y(z) = a+ Sz koeficientu a un § novertejumus
e ar drosibu 0.95 konstruét parametru ticamibas intervalus

e uzradit minimalo ballu skaitu, kad students ar varbiitibu 0.95 beigs macibas
programmu

e novertet prognozes kvalitati

No tabulas ieglistam,

36 1688 36 36
;= 1688, T = —— = 46.9, . =19, 7 =0.53, s = 1011,
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36 36
36 > @l S a?
3 a? = 91256, ’256 = 2534.9, Var(z) = —’=§6 —7% = 2534.9—(46.9)*2 = 335.3,

i=1

DTy —nTY
_Covlwy) _ 5 _ 1011 = 36-469-0.53 _ ) 599

b
£ o 9125636 (1697
i=1 !

Varz

0 =7 —bT = 0.53 — 0.0099 - 46.9 — 0.0624,
y(x) = 0.0624 + 0.0099z.

Nemot vera, ka

tikai tad, ja izpildas

ieglistam, ka
SV -g@) =Y Y- ad Vi b Yia, = 77744,
i=1 i=1 i=1 =1
> (@) — 7)* = 1.1978,
=1
Y Y-t =) (Y- §@) + Y (fla) — )" = 89722,
i=1 i=1 i=1
Lidz ar to

Var(y) = i;( 7 _ 89722 o5
36 36 ‘
LIy _\2
N 2 89722 '
Y; . 2
;( Y)
S (Y, — (@)
. 7744
52— =L _ s 0.2286,




s.k(b) = | —= — VS — 0.0043,
(n—2) > (z; — @) At

s.k.(a) = <l + i ) ’;m vy = S\/<l + i ) —0.218.

n nVarz n—2 o Vs
Ta ka -
() = e tad Josss = (00011, 0.0187).

L1idzigi konstrugjam ar drosibu 0.95 ticamibas intervalu parametram a.

No

O 5, seko Jogsa = (—0.38, 0.506)

S‘k(a) n—2; 095,61 N ) . N
Ja y(z) interpretéjam, ka varbuitibu studentam, ar testa rezultatu z, sekmigi
beigt apmacibu, tad no vienadojuma

0.95 = 0.0624 + 0.0099z

atrodam z = 89. Mausu interpretacija tas nozime, ka studenti, kam ballu
skaits testa sasniedz var parsniedz 89, beidz macibas programmu ar varbitibu,
augstaku par 0.95. Analizejot statistiskos datus, ir redzams, ka iegtito rezultatu
nevar uzskatit par apmierinosu. Ja peétijums neprasa tik augstu ticamibu,
tad varam, izveloties mazaku varbiitibu, turpinat analizi. Var izmantot ari
faktu, ka ar varbuitibu 0.95 petama piemera parametra ( iespéjamas vertibas
intervals ir (0.0011,0.0187). Lidz ar to no vienadojuma

0.95 = 0.0624 + 0.0187z

ieglistam testa rezultata apakseéjo robezu x = 47, atbilstosu parametra
augsejai robezai. Miusu gadijuma

Ta ka 0.95 ¢ Jo.95,5(47) logiski uzskatit, ka minimalo ballu skaits, kas atbilst
varbiitibai 0.95, ir lielak neka 47.
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AY F(¥)=0.062+ 00187y §(x)=0.062+0.01
11 ’

081

061
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0271

. 47, N
- : : : : :
20 40 60 80 100

4.z1m. Testa rezultata ietekme uz studiju rezultatu.

Ta, misu interpretacija, pieméram, ja = 63, tad 7(63) ir varbutiba stu-
dentam, kas testa ieguvis 63 balles, pabeigt macibu programmu. Ta ka
r = x¢ = 63 pieder atkariga mainiga generalkopai X, statistika

y(z) —ylx) _,
sk(yz) "

[s.k.(5(2))]? = % I b oy o) —
S(z; —T)? | =1

=1

sadaltta pec Stjudenta likuma ar v = 34 brivibas pakapem. Tadel,

1 (63— 46.9)

sk (7@) =\ 36+ 353355

- 0.2286 = 0.106,
un
Jo.osg(63) = (0.688 — 2.032- 0.106, 0.688 + 2.032 - 0.106) = (0.47,0.903).

Savukart, gadijuma kad x = 214 = 68,

B i+(68—46.9)2
V36 36 - 335.3

un Jogszes) = (0.49,0.98). Tatad, ar varbiitibu 0.95 secinam, ka studenti,
kas testa ieguva vairak ka 68 balles, beidz macibu programmu ar p varbiitibu,

7(68) = 0.7376, s.k.(§(z)) £0.2286 = 0.121
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kur p € (0.49,0.98).

Talak parbaudisim vai petita sakariba starp testa rezultatiem un apmacibas
rezultatiem ir statistiski nozimiga. Saja noliika izvirzam hipotézi, saskana
ar kuru regresijas koeficients ir nulles, un parbaudam, vai péc izlases datiem
aprekinatais raditajs atbilst Sai hipotezei.

Tatad, jaanalize Hy : § = 0 pret alternativo hipotezi Hy : 8 # 0. Ir zinams,
ka linearas regresijas gadijuma, kad Hj ir speka, var izmantot pec Stjudenta
sadalttu statistiku

b Var(x) oy
s.k.(b) b\/Var(Y — ?j(x))( 2) = ty_a,

jeb péc Snedekora sadalitu statistiku

b*Var(z) R2 r(vay)
Var(y_’g(x))(n_Q) - 1_R2(n_2) = 1_7%(71—2) ~ F(l,n—2)

Jaatzime, ka no 5 = 0 seko 712/|x =0 un p%m’y) = 0, kas ir identiskas.

Misu piemera v = 34. Tam, pie nozimibas Itmena 0.05, atbilst

P(|t,_o] <€) =0.06 = &=2.032.
Péc statistiskajiem datiem t-statistikas aprekinata vertiba 2.288755 > 2.032,
no ka, ar varbtitibu 0.95, izriet nulles hipotézes noraidiSana.

ALY

34

p-vériba

Hy

471

-2,28 -2,03 2,03 2,28

5.zim. Hj: 8 = 0 pret alternativo hipotezi Hy : 5 # 0.

Talak, no
P (|t34] > 2.288755) = 0.028
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ieglistam, ka p-vertiba vienada ar 0.028. Tatad, secinam, ka nulles hipotezi
noraidam ar varbutibu 0.972.

Ja izvelamies statistiku sadalitu pec Snedekora likuma, tad tabula atrod
statistikas F'(1,34) kritisko vertibu, kas atbilst nozimibas Iimenim 0.05 un
brivibas pakapju skaitam 1 un 34. Tas ir 4.13. Lidz ar to var aprekinat
kritisko robezu determinacijas koeficienta R? vertibam.

R},
1—RZ

=413 = R; =0.108,

Ta ka pec statistiskajiem datiem R? aprekinata vertiba 0.1335 > 0.108
nulles hipotézi noraidam ar varbiitibu 0.95. Tatad, ar 5 % nozimibas limeni
nulles hipotezi, ka lineara regresija neuzlabo prognozes kvalitati, salidzinot
ar trivialo prognozi 7(x) = 7, vajag noraidit.
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