Diferencialvienadojumu bloka obligatas dalas
saturs
matematikas bakalaura studiju programma

1. Ievads

1.1. Diferencialvienadojumu studiju kursu merkis

Diferencialvienadojumu bloks matematikas bakalaura studiju programma
ir viens no diviem matematiskas analizes kursu dabigajiem turpinajumiem
un atzarojumiem, kur§ ipasi nozimigs determineto dabas un tehnlogisko
procesu matematiskaja modelesana. Tas nosaka pamatu nepiecieSamajai
matematikas bakalaura grada ieguveja akademiskajai kvalifikacijai, kura ir
prieksnoteikums realai iespéjai matematikim turpinat akademisko izglitosa-
nos un ieklauties dazados darba kolektivos, kuri mekle dabaszinatnisku vai
inzeniertehnisku problemu risinajumus. Vienlaicigi diferencialvienadojumu
analitisko metozu un kvalitativas teorijas apgusana sekme kvalificetam mate-
matikim nepiecieSamo iemanu un metodiska arsenala veidoSanos.

Piebilstams, ka matematikas studiju programmas diferencialvienadojumu
bloka saturam butiski jaatskiras no lidzigu nosaukumu kursiem, kurus lasa,
pieméram, datorzinatnes vai fizikas bakalaura studiju programmas. Ja mine-
to studiju programmas misdienas diferencialvienadojumu bloka kursu saturu
liela mera izmaina pieejamo programmu pakesu ekspluatacijas iespejas, tad
matematika kvalifikacija prasa prasmi attistit diferencialvienadojumu kvali-
tativo teoriju, sekmigi vienkarsot realo paradibu sarezgitos modelos sastopa-
mas diferencialvienadojumu problemas. Diferencialvienadojumu bloka studi-
ju kursi ienem nozimigu vietu ar1 Eiropas industrialas matematikas konsorcija
(ECMI) veidotajas studiju programmas tehnomatematikas jeb matematisko
tehnologiju nozares. Tradicionala LU matematiku sadarbiba ar ECMI izraisa



nepiecieSamibu pec pietiekosi solidas bazes LU matematikas bakalauratiiras
beidzejiem, taja pasa laika ta ir ari labs priekSnoteikums §1 bloka kursu
attIsttbai. ST materiala autors piedalijies ECMI studiju koncepcijas izstrade,
kura pienemta minetas organizacijas studiju procesam veltita darbseminara
Drezdene, Vacija, 2003.gada 11.-13.septembri. Savukart, par zemak izstra-
datas studiju programmas atbilsttbu ECMI koncepcijai personigi parliecina-
jies, verojot diferencialvienadojumu kursa pasniegSsanu viena no vadosajam
ECMI sistemas universitatem, Danijas tehniskaja universitate, Lungbija.

Atbilstosi matematikas bakalaura studiju programmas modifikacijas kon-
cepcijai diferencialvienadojumu bloks sastav no obligatas un izveles dalam,
katra no tam paredzeta 7 kreditpunktu apmera. Obligata dala satur min-
imalas nepiecieSsamas zinasanas matematikas bakalaura akademiska grada
pretendentiem, nodrosina iespejas turpinat studijas magistratura. Izveles
dala paredzeta studejosajiem, kuri paredzejusi specializeties ar determineto
dabas un tehnlogisko procesu matematisko modelesanu saistitas matematikas
apaksnozares.

Plasi diskutets jautajums par parastajiem un parcialajiem diferencial-
vienadojumu veltito jautajumu sabalansesanai diferencialvienadojumu blo-
ka studiju kursos. Saja zina pasaules praksé atrodamas dazadas un loti
atskirigas pieejas. Ka galejiba minama situacija, kad matematikas bakalau-
ra studiju programma vispar netiek ieklauti ar parcialajiem diferencialviena-
dojumiem saistiti jautajumi. Tam misu apstaklos nav iespejams piekrist,
jo atbilstosi art Bolonas deklaracijas nostadnem nepieciesams, lai bakalaura
studiju laika vimaz dala studejoso izstradatu bakalaura darbus, kuros risinati
praktiski matematiskas modelesanas uzdevumi. Kaut ar1 te runa ir par stipri
vienkarsotiem matematiskas modelésanas uzdevumiem, biitu loti vienpusigi,
ja visi sadi darbi aprobezotos tikai ar parasto diferencialvienadojumu li-
etosanu. Katra zina ar1 saturigas parasto diferencialvienadojumu problemas
visbiezak iegtistamas vienkarsojot uzdevumus, kuri saistiti ar parcialo difer-
encialvienadojumu lietojumiem. To svarigi apzinaties arl bakalaura lIimena
studentiem, 1pasi tiem, kuri sada virziena varetu izveleties specializaciju.
Vienlaicigi jaapzinas, ka musdienigam parcialo diferencialvienadojumu jauta-
jumiem veltitam kursam buitu jabalstas uz funkcionalanalizes bazes, kas baka-
laura studiju gados principa nav iespejams.



1.2. Diferencialvienadojumu studiju kursu attistiba
Latvijas Universitate

Par So jautajumu loku diferencialvienadojumu bloka obligatas dalas pro-
grammas izstradatajs izverstu zinojumu sniedza 7.starptautiskaja konference
Matematikas maciSana. Vesture un perspektivas Tartu, Igaunija,
2006.gada 13.-15.maija, akcentejot vesturiskas parmantojamibas un nepar-
trauktibas principu studiju procesa.

Pasreiz 1stenojamie studiju kursi Diferencialvienadojumi I (obligataja
dala) un Diferencialvienadojumi II, Matematiskas fizikas vienadoju-
mi (izveles dala) 4 kreditpunktu apmera katrs, izveidoti reducéjot lidz 1992.
gadam lasitos obligatos studiju kursos Diferencialvienadojumi un Mate-
matiskas fizikas vienadojumi (128 stundu apjoma katrs). Mineto kursu
iedalijums obligataja un izveles dalas gan ir visai nosacits. Patiesiba visi LU
sagatavojamie matematikas bakalauri, atskaitot vienigi tos, kuri izvelejusies
vidusskolas matematikas skolotaja profesionalo studiju programmu, Sos kur-
sus klausas.

20. gadsimta vidu So kursu lasiSanas tradicijas Latvijas Universitate
noteica profesors A.Lusis (Diferencialvienadojumi) un docents E.Riekstins
(Matematiskas fizikas vienadojumi), ilgstosi tos lasot un izveidojot labus
macibu Iidzeklus. Ipasi tas sakams par E.Riekstina fundamentalo darbu -
macibu gramatu Matematiskas fizikas vienadojumi. Tiesa, musdienas
§1s literatiiras izmantosana studiju procesa ir visai problematiska. Tomer
E.Riekstina gramata iesakama studentiem ka izcils kulturvesturisks fenomens
latviesu zinatniskaja literatura.

Péec tam samera neilgu laiku, bet atstajot nozimigus un paliekosus impul-
sus LU tradicijas, Sos kursus lasija docents A.Liepa (Diferencialvienadojumi)
un profesors [,.Rubinsteins (Matematiskas fizikas vienadojumi). A.Liepa bi-
ja ieverojama Krievijas matematika [,.Pontrjagina iedibinatas diferencialvie-
nadojumu kvalitativas teorijas skolas audzeknis un vertejams ka izcils meto-
dikis. Savukart, velakajos gados L.Rubinsteins kopigi ar savu delu I.Rubin-
Steinu ASV publiceja macibu gramatu Matematiskas fizikas vienadoju-
mi, kura kluva par vienu no iecienitakajam St priekSmeta macibu gramatam
ASV un Rietumeiropa.

No 20. gadsimta 70-tajiem gadiem Diferencialvienadojumu kursu LU
lasa docente S.Cerane un asocietais profesors J.Cepitis, kuri abi ir specialisti
kvalitativaja diferencialvienadojumu teorija, tiesa, katrs ar savam, atskirigam
interesem. S.Cerane ir nelaika mirusa ievérojama Latvijas matematika L.Rei-



zina audzekne, bet J.Cepitis pieder plasi pazistamajai Rigas diferencialviena-
dojumu nelinearo robezproblemu skolai, kuru iedibinajusi profesori J.Klokovs
un A.Lepins. ST dazadiba ir sekméjusi LU lasita Diferencialvienadojumu
kursa attistibu, liedzot tam klut vienpusigam. Kaut arl minétie docetaji
ir uzrakstijusi vairakus macibu lidzeklus, par pamata macibu gramatu un
studiju kursa ideologisko pamatu liela mera uzskatama bijusa Maskavas uni-
versitates rektora I.Petrovska Lekcijas parasto diferencialvienadojumu
teorija, kura krievu valoda piedzivojusi daudzus atkartotus izdevumus. Saja
gramata tiek ar1 piedavati loti daudz netrivialu uzdevumu, kuri var tikt iz-
mantoti arT kursa un pat bakalaura darba temu izveide.

Savukart, Matematiskas fizikas vienadojumu kursu saja laika lastjusi
profesori A.Buikis un H.Kalis, kuri prieksmeta sagatavojusi un publicejusi
vairakus macibu Iidzeklus. Tomer ka galvena macibu gramata bakalaura
studiju Iimenim minama izcilo Krievijas akademiku A.Samarska un A.Tiho-
nova daudzkart izdota apjomiga, bet loti vienkarsa valoda uzrakstita gramata
Matematiskas fizikas vienadojumi. Neskatoties uz to, ka gramata prak-
tiski nelieto funkcionalanalizes aparatu, ta vertéjama ari ka nozimigs palig-
lidzeklis musdienigu matematiskas modelesanas uzdevumu risinasana, laujot
sados darbos aktivi iesaistities arl bakalaura liment studejosajiem.

1.3. Saistiba ar citiem bakalaura studiju programmas
kursiem

No vienas puses diferencialvienadojumu bloks matematikas bakalaura
studiju programma ir matematiskas analizes kursu dabigs turpinajums, no
otras puses to atzarojums. Tadel iespejama neizbegama nepiecieSamiba
studiju kursus lasit paraleli. Diferencialvienadojumu I kursu jau tagad
nakas lasit vienlaicigi ar Matematisko analizi I1I, bet Matematiskas
fizikas vienadojumu kursu naksies lasit paraleli kursam Matematiska
analize I'V. Pedejais apstaklis izsauc virkni vienkarsojumu kursam, kurs at-
bildis Matematiskas fizikas vienadojumiem. Tomer ar1 kursu Diferen-
cialvienadojumi griti stadities prieksa bez Arcela teoremas izmantosanas,
bez teoremas par nekustiga punkta eksistenci saspiedejattelojumam, u.tml.
Japiebilst, ka Iidz sim tradicionali kursa Diferencialvienadojumi II piera-
dita Bola - Brauera teorema par nekustiga punkta eksistenci nepartrauktam
attelojumam, kura plasi lietota diferencialvienadojumu kvalitativaja teorija.
So paradibu izsaucis apstaklis, ka P.Bols ir izcils Latvijas matematikas klasi-



kis, kur varda turklat nosaukta Latvijas Zinatnu Akademijas varda balva
par sasniegumiem matematika. Te paveras viena no iespejam studejoSos
iepazistinat ar P.Bola darbibu.

ArT vairakus linearu diferencialvienadojumu teorijai nozimigus jauta- ju-
mus nebis iespejams apliikot linearas algebras kursos. Minesim kaut vai
matricas kanonisko formu kompleksi saistitu 1pasvertibu gadijuma, matri-
cas Zordana normalformas iespéjamu modifikaciju ar patvaligi mazu lielu-
mu ¢ uz blakus diagonales, u.tml. No vienas puses miusdienas prasibas péec
linearo diferencialvienadojumu teorijas lietojumiem vairs nav ipasi aktualas
un linearajiem diferencialvienadojumiem veltitas sadalas varetu sasaurinat.
No otras puses tas butu pretruna ar matematikas vienotibas principu. Topo-
Sajiem matematikiem butu svarigi redzet ka vienadas idejas darbojas atski-
1igas matematikas disciplinds. Saja zina interesants ir vektoru lauka pa-
grieziena jeédziena lietojums autonomu parasto diferencialvienadojumu sis-
temu izpete, kuru tiek piedavats ieklaut parastajiem diferencialviena- doju-
miem veltita studiju kursa programma.

Matematiku sagatavosana liela nozime ir skaitlisko metozu izpratne. Dis-
kutabls ir jautajums par to vai Eilera lauztas Iinijas jedziens izklastams difer-
encialvienadojumu vai skaitlisko metozu kursa. Ja jau nav iespejams lietot
Arcela teoremu, tad Eilera lauzto Imiju varetu atstat skaitlisko metozu kur-
sam. No otras puses, Eilera lauzta liijas jedziens palidz izprast integralliniju
izturesanos.

1.4. Diferencialvienadojumu bloka
obligatas dalas struktiira

Tiek piedavats matematikas bakalaura studiju programmas diferencial-
vienadojumu bloka obligatas dalas kursus 7 kreditpunktu apmera sadalit
divos kursos. Pirmo - 4 kreditpunktu apjoma veltit parastajiem diferen-
cialvienadojumiem un lasit 3 studiju semestri, bet otro - 3 kreditpunktu
apjoma pamata veltit parcialajiem diferencialvienadojumiem un lastt 4 studi-
ju semestri. Parasto diferencialvienadojumu sadala 2 kreditpunkti paredzeti
lekcijam, bet 2 kreditpunkti - praktiskajam nodarbibam. Parcialo diferen-
cialvienadojumu sadala ar1 2 kreditpunkti paredzeti lekcijam, bet praktisko
darbu apjoms paredzets tikai 1 kreditpunkts. Tas izskaidrojams ar to, ka
Saja laika interesentiem bis iespejams risinat praktiskus uzdevumus, kuros
pielietojami diferencialvienadojumi art citos studiju kursos.



2. Parasto diferencialvienadojumu sadala

2.1. Visparigie apsverumi

Kursa merkis ir iemacit studejosajiem diferencialvienadojumu pamatje-
dzienus, izpratni par atrisinajumu un integralliniju izturesanas iespejam, par
dazadi formuletu problemu korektibu, uzsverot Kosi problemu lokala un
globala izpratne, vienkarsakas robezproblemas, 1si iepazistinat ar analitiskas
risinasanas metodem, ka art dot nelielu ieskatu kvalitativas teorijas metodika.
Nozimigi ar1 paradit parasto diferencialvienadojumu lietojumus prakse nozi-
migu uzdevumu risinasana, tas 1pasi akcentejams praktiskajas nodarbibas.
Kursam studejosie jasagatavo parcialo diferencialvienadojumu kursa un ma-
tematikas bakalaura studiju programmas diferencialvienadojumu bloka iz-
veles kursu apguvei.

Rezumejot teikto, kursa izdalami sekojosie posmi:

1) parasto diferencialvienadojumu pamatjédzieni, to geometriska un fizi-
kala interpretacija,

2) atklata forma uzdota pirmas kartas parasta diferencialvienadojuma
atrisinajumu un integralliniju izturesanas,

3) elementaro pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu analitiskas
risinasanas metodes, Rikkati diferencialvienadojums,

4) Kost problemas atrisinamibas jautajumi atklata forma uzdotam pirmas
kartas parastam diferencialvienadojumam,

5) aizklata forma uzdoti parastie pirmas kartas diferencialvienadojumi,
to singularas linijas un singularie atrisinajumi,

6) augstakas kartas parasto diferencialvienadojumu kartas pazeminasanas
metodes,

7) linearu parasto diferencialvienadojumu un sistemu vispariga atrisina-
juma iegtisana,

8) otras kartas linearo parasto diferencialvienadojumu analitiskas un kval-
itativas metodes,

9) robezproblemu atrisinamibas 1patnibu demonstrésana uz parasta otras
kartas lineara diferencialvienadojuma bazes, jedziens par Sturma - Liuvila
problemu,

10) rindu izmantosana otras kartas lineara parasta diferencialvienado-
juma risinasanai,

11) autonomas diferencialvienadojumu sistemas jedziens, trajektorijas un
to veidi,



12) divu pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu sistémas trajek-
toriju izturesanas stacionara punkta apkartne,

13 ) vektoru lauka izmantosana autonomu sistému petisana,

14) Bola-Brauera teoréema un tas lietojumi,

15) atrisinajuma stabilitates jedziens un stabilitates izpétes metodika,

16) pirmintegrali to Tpasibas un izmantoSana.

Ka redzams izdalito temu skaits praktiski sakrit ar kursam atveleto lek-
ciju un tam atbilstoSo praktisko nodarbibu skaitu. Dazus no minetajiem
jautajumiem (piemeéram, 7), 9), u.c. ) nebus iespejams izklastit viena lek-
cija, tade] citu izklasts varetu bt konspektivaks, ilustrativo materialu reizem
pat atstajot patstavigajam darbam. Dazas témas (piemeéram, 6)) varéetu tikt
apskatitas tikai praktisko darbu nodarbibas, turpretim citas (piemeéram, 13),
14) ) 1pasi praktisko darbu nodarbibas neprasa. Dazs sastaditas program-
mas kritikis varetu iebilst pret sadu tému ieklausanu studiju kursa, tomer
programmas autora parlieciba ir tada, ka studiju kursos nepieciesams dot
prieksstatu par matematikas vienotibu, Latvijas matematikas klasiku paveik-
to, u.tml. lietam. Turklat sadu jautajumu ieklausana studiju kursa sekmetu
ar1 studejoso ieinteresetibu specializeties ar diferencialvienadojumu teoriju
saistitos matematikas apaksvirzienos.

2.2. Kursa satura apraksts

1. Parasto diferencialvienadojumu pamatjéedzieni,
to geometriska un fizikala interpretacija.

Diferencialvienadojuma jedziens ka vienadojuma jédziena visparinajums
(nezinamais vairs nav skaitlis, bet funkcija). Apsverumi par diferencialviena-
dojuma iesaistito funkciju gluduma ipasibam. Parastie un parcialie difer-
encialvienadojumi. Diferencialvienadojuma karta, diferencialvienadojumu
sistemas. Augstakas kartas diferencialvienadojuma ekvivalence pirmas kar-
tas diferencialvienadojumu sistemai. Pirmas kartas parasta diferencialviena-
dojuma uzdosanas formas - aizklata, atklata, simetriska. Simetriskas for-
mas prieksrocibas diferencialvienadojuma atrisinajumu geometriskaja inter-
pretacija, atrisinajumu grafikas un integrallinijas. Parastie un singularie
punkti (¢,z)— plakne. Izoklinas un to izmantoSana prieksstata gusanai par
diferencialvienadojuma atrisinajumu izturésanos. Jedziens par sakuma nosa-
cijumiem un Kost problemu. Diferencialvienadojuma atrisinajumi - vispari-
gais, partikularais, to uzdosanas formas - atklata, aizklata, parametriska.
Diferencialvienadojuma geometriska interpretacija, Eilera lauzta linija, tas



iegliSana un izmantosana. Diferencialvienadojuma vienkarsakas fizikalas in-
terpretacijas, kuras balstas uz paradibas kada parametra mainas tiesi vai ap-
griezti proporcionalo atkaribu no cita parametra, kuru uzliko par neatkarigo
argumentu. Principa tam nav nepiecieSsamas priekszinasanas fizika, kuras
nereti studejosajiem, pateicoties apstaklim, ka fizikas apgusana nav obligata
vidusskolas kursa, pietrukst.

2. Atklata forma uzdota pirmas kartas parasta
diferencialvienadojuma atrisinajumu un integralliniju izturésanas.

Uzmaniba tiek pieversta skalaram pirmas kartas parastajam diferencial-
vienadojumam atklata forma

¥ = f(t, )

ar nepartrauktu labo pusi. Kaut vai piemeri

T =ux,
SL’/:\/E,
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parada atskirigas situacijas integralliniju iztureSsanas sakara. Atrisinajuma
eksistences, neeksistences punkti, unitates un neunitates punkti, lokalas un
globalas unitates punkti, sazarojuma punkti (¢, 2)— plakne. Nozimigi varéetu
but diferencialvienadojumam ' = f(z), f(0) = 0 paradit neista integrala

/C ( dx

o f(z)

konvergences vai divergences ietekme uz atrisinamibas situaciju. Piemeéri
lauj pareizi izprast ar1 singulara atrisinajuma jedzienu, demonstre gadijumu,
kad diferencialvienadojumam eksiste partikularais atrisinajums, kurs nav
ieglistams no vispariga atrisinajuma, bet nav singularais atrisinajums. Difer-
encialvienadojuma pilna atrisinajuma jedziens. Beidzot, pedeéjais no mine-
tajiem piemeriem labi parada atrisinajuma neturpinamibas iespeju. Rezu-
mejums - turpmak par Kost problemu lietderigi runat lokala nozime.



3. Elementaro pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu
analitiskas risinasanas metodes, Rikkati diferencialvienadojums

Tema prasa vairakas praktiskas nodarbibas. Elementaro pirmas kartas
parasto diferencialvienadojumu jedziens. Izejas pozicija varetu but gadijums,
kad simetriska forma uzdota diferencialvienadojuma kreisa puse ir kadas
funkcijas pilnais diferencialis, t.s. diferencialvienadojums pilnos diferencialos.
Integrejosa reizinataja lietosana, gadijumi kad integrejosais reizinatajs ir nulle
vai arl pienem bezgaligi lielu vertibu. Diferencialvienadojums ar atdalitiem
un atdalamiem mainigajiem, mainigo atdaliSana ka integréjosa rezinataja
lietosanas piemers. Homogenie un uz tiem ar mainigo mainu z = 2™ re-
ducejamie diferencialvienadojumi. Diferencialvienadojuma
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atrisinamibas analize. (Labs piemers saistibai ar linearas algebras kursul!).
Linears diferencialvienadojums, ieskaitot gadijumu, kad diferencialvienado-
jums klust linears mainot funkciju un argumentu vietam. Lineara difer-
encialvienadojuma risinasana izmantojot tikai no argumenta atkarigu inte-
grejoso reizinataju, ka ari pamata iesakot lietot konstantes variacijas metodi.
Bernuli diferencialvienadojums. Rikkati diferencialvienadojums ka piemers
neelementaram parastajam pirmas kartas diferencialvienadojumam. Temas
nosleguma uzdevumi, kur diferencialvienadojums reducejams uz elementaro
diferencialvienadojumu radosi piemeklejot piemerotu mainigo mainu.

4. Kos1 problemas atrisinamibas jautajumi atklata forma uzdo-
tam pirmas kartas parastam diferencialvienadojumam.

Pamata jautajumu paredzets izklastit skalara diferencialvienadojuma ga-
dijumam, klausttaju bridinot, ka iegitie rezultati speka ar1 vektorialam gadi-
jumam, vienigi tad pieradijumos paradas tehniskas detalas, kuras nepie-
redzejusam klausitajam varetu aizsegt jautajuma biitibu. Peano teorémas
formulejums, pieradijums nav iespejams, ja klausitaji nav matematiskas ana-
lizes kursa iepazistinati ar Arcela teoremu. Jedziens par Lipsica nosacijumu,
konstatejums, ka LipSica nosacijums ir speka, ja diferencialvienadojuma laba-
jai puseil f(t,z) eksisté nepartraukts atvasinajums pec z. Te butu ar1 li-
etderigi pastastit, ka vektoriala gadijuma Sis rezultats ir speka, ja Lipsica
nosacijums izpildas izliekta apgabala, ta pieversot studejoso uzmanibu mate-
matika fundamentalajam izliektibas jedzienam. Kost problemas ekvivalence
integralvienadojumam. Teoréma par Kosi problemas atrisinajuma lokalo
unitati, tas pieradijumam tradicionali lietota atsauce uz vieniga nekustiga
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punkta eksistenci sapiedejattelojumam. Jedziens par Kosi problemas atrisi-
najuma atkaribu no parametriem diferencialvienadojuma labaja puse vai
sakuma nosacijumos, tas praktiska nozimiba lietojumos. Sakars starp para-
metriem diferencialvienadojuma labaja puse un sakuma nosacijumos, to par-
neses iespeja. Formuléjums teorémai par atrisinajuma nepartraukto atkaribu
no parametriem diferencialvienadojuma labaja puse vai sakuma nosacijumos.
Formulejums teoremai par atrisinajuma nepartraukto diferencejamibu pec
parametriem diferencialvienadojuma labaja puse vai sakuma nosactjumos. So
teoremu pieradijumus laika trikuma del, ka art tadel lai klausitaju nenogur-
dinatu ar vienmulu tehniku (matematiskas analizes definiciju un Gronuola
lemmas lietojumi) naktos izlaist.

5. Aizklata forma uzdoti parastie pirmas kartas
diferencialvienadojumi, to singularas Iinijas un
singularie atrisinajumi.

Aizklata forma uzdota parasta pirmas kartas diferencialvienadojuma atri-
sinamibas jautajumu analize un praktiskas risinasanas metodes nepieciesa-
mas sakara ar kartas pazeminaSanas metozu velaku lietojumu augstakas
kartas parastajiem diferencialvienadojumiem. Vienlaicigi sis jautajumu loks
pilnveido izpratni par 2. punkta aplukotajiem diferencialvienadojuma inte-
gralliniju izturesanas jautajumiem. Teoretiskai dalai nepiecieSama matema-
tiskas analizes kursa pieradama teorema par aizklatas funkcijas eksistenci
un atvasinajuma izteikSanu. Praktiskajiem darbiem nozimiga ir diferen-
cialvienadojuma atrisinajumu iegisana ar parametra metodi, ta pieradinot
pie diferencialvienadojumu atrisinajumu parametriskas formas. Singularo
Iiniju un singularo atrisinajumu iegtisanai atkal izmantojama augstak piemi-
neta matematikas analizes kursa pieradama teorema. Svarigi apzinaties, ka
ne katra diferencialvienadojuma singulara Imija ir diferencialvienadojuma
singularais atrisinajums. Ja laiks atlauj, saja studiju kursa programmas
punkta varetu ari iztirzat apliecéjas jedzienu.

6. Augstakas kartas parasto diferencialvienadojumu kartas
pazeminasanas metodes.

Sim jautajumu lokam pamata ir praktisks raksturs, tas paredzets prak-
tisko darbu nodarbibam. Aplukojamas vienkarsakas kartas pazeminasanas
metodes - iespeja izteikt neatkarigo argumentu, nezinamo funkciju, homogen-
itate attieciba pret nezinamo funkciju un tas atvasinajumiem, visparinata ho-
mogenitate, iespeja sakatit kadu lielumu atvasinajumus un veikt atbilstosu
mainigo mainu. Ka likums Sie uzdevumi reducejas uz aizklata forma uz-
dotu pirmas kartas diferencialvienadojumu, kuru atrisinajumi iegtistami ar
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iepriekseja punkta apliikoto parametra metodi.

7. Linearu parasto diferencialvienadojumu un sistému vispariga
atrisinajuma iegtuiSana.

Jautajumu loks ienema tradicionali nozimigu vietu agrak lasitajos difer-
encialvienadojumu kursos, miisdienas ta galvena nozime ir paradit studejo-
Sajiem linearas algebras un linearo parasto diferencialvienadojumu teorijas
saistibu. Tadel jautajumu izklasta vajadzetu aprobezoties ar visparigajiem
principiem atstajot mala daudzu pieradijumu un algoritmu pamatojumu teh-
niskas detalas. Ideala gadijuma lekcijas varetu izklastit tikai teoretiskos
jautajumus attieciba uz pirmas kartas linearo parasto diferencialvienadojumu
sistemam, teorijas lietojumus augstakas kartas lineariem parastajiem diferen-
cialvienadojumiem atstajot pilnigi praktisko darbu zina. Diemzel klausitaju
uztvere vel 3. studiju semestri varetu neatbilst Sadai pieejai, tadel galigais
lemums butu japienem studiju kursa aprobacijas gaita. Linears nehomogens
parastais augstakas kartas parastais diferencialvienadojums un lineara neho-
mogeéna parasto pirmas kartas diferencialvienadojumu sistéema un tiem at-
bilstosais linearais homogenais parastais augstakas kartas parastais diferen-
cialvienadojums un lineara homogena parasto pirmas kartas diferencialvie-
nadojumu sistema. Atrisinajumu lineara atkariba un neatkariba, Vronska
determinants, ta ipasibas, fundamentala atrisinajuma sistema. Homogena
vienadojuma atrisinajumi ka lineara telpa. Vispariga atrisinajuma struktiira,
konstansu variacijas metode. Minetie linearie diferencialvienadojumi un li-
nearo diferencialvienadojumu sistémas ar konstantiem koeficientiem, to vis-
parigo atrisinajumu ieguiSana, analizejot gadijumus attieciba uz harakteris-
tiska vienadojuma 1pasvertibu kopumu, partikularo atrisinajumu piemekle-
Sana nehomogenajiem diferencialvienadojumiem ar kvazilinearu saskaitamo
veidotu labo pusi. Talaka materiala izpratne svariga ir diferencialvienado-
jumu sistemas

dx

i Ax
redukcija kanoniska forma ar nesingularas matricas P palidzibu, lietojot
mainigo mainu x = Py. Nosledzot So sadalu butu demonstrejama ari Fil-
era diferencialvienadojuma risinasana, kura bus nozimiga Matematiskas

fizikas vienadojumiem veltitos kursos.
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8. Otras kartas linearo parasto diferencialvienadojumu
analitiskas un kvalitativas metodes.
Lineara homogena otras kartas diferencialvienadojuma

"+ p(t)a’ +q(t)x =0

redukcija forma
2"+ Q(t)z =0,

lietojot mainigo mainu =z = «(t)z. Jasaprot, ka, sim diferencialvienadoju-
mam pazeminot kartu, iegtistam Rikkati diferencialvienadojumu. Praktiskai
risinasanai nozimiga butu Ostrogradska - Liuvila formula, bet laika trikuma
del visticamak tas izvedums nebis iespéjams. Sis diferencialvienadojums
ir pateicigs (un art loti nozimigs) diferencialvienadojumu kvalitativas teori-
jas demonstréjumam. Biutu pieradama Sturma teoréma un no tas izrietosie
secingjumi. Sturma teorémas pieradisanai nepieciesamas atrisinajuma nullu
1pasibas arl pasSas par sevi ir interesanta ilustracija diferencialvienadojumu
kursa.

9. Robezproblemu atrisinamibas ipatnibu demonstreSana uz
parasta otras kartas lineara diferencialvienadojuma bazes, jedziens
par Sturma - Liuvila problému.

St butiba ir vieniga téma studiju kursa, kur studejosie tiek iepazistinati
ar robezproblemam. Dirihle, Neimana un jaukta veida problemas demon-
strejums diferencialvienadojumam

2+ x = 0.

Situacijas atskiribas no KosT problemas komentesana. Ipasvertibas un Ipas-
funkcijas jedziens, to vienkarsakas ipasibas (bez pieradijuma). Grina funkci-
jas jedziens. Lineara otras kartas diferencialvienadojuma robezproblemas
ar homogeniem robeznosacijumiem atrisinajuma izteiksana ar Grina funkci-
jas palidzibu. Lineara otras kartas diferencialvienadojuma robezproblemas
ar nehomogeniem robeznosacijumiem atrisinajuma izteikSana. Nobeidzot So
temu, varetu art demonstrét nelinearas robezproblemas redukciju uz inte-
gralvienadojumu.

10. Rindu izmantosSana otras kartas lineara parasta
diferencialvienadojuma risinasanai.

Sis talakajam studijam svarigais jautajums butu aplikojams piemera,
risinot Bessela diferencialvienadojumu. No matematikas zinatnes viedokla
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kopuma nozimigi art akcentet situaciju diferencialvienadojuma atrisinamiba
atkariba no ta vai diferencialvienadojuma parametrs ir vesels skaitlis vai no
vesela skaitla atskirigs reals skaitlis. Problemas varéetu izraisit apstaklis, ka
matematiskas analizes kursos vel nebis iztirzats jautajums par nosacijumiem
iespejai rindu diferencet pa locekliem un vienmerigai ieguto rindu konver-
gencei.

11. Autonomas diferencialvienadojumu sistemas jedziens, tra-
jektorijas un to veidi.

Autonoma diferencialvienadojumu sistéma, sakars starp autonomam un
neautonomam diferencialvienadojumu sistemam. Aplukojamajam autono-
majam sistémam tiek pienemts, ka diferencialvienadojuma laba puse ir nepar-
traukti diferencejama. Fazu plaknes un trajektorijas jedzieni. Trajektoriju
veidi - parastas, slegtas, stacionaras. Velams demonstret art specifiskas tra-
jektoriju 1pasibas plakne, plaknes topologiskas Tpasibas izmantojoso Bendik-
sona maisu. Pedeja ilustracija velreiz klausitajiem akcentes Kost problemas
atrisinajuma unitati nepartraukti diferencejamas diferencialvienadojuma la-
bas puses gadijuma.

12. Divu pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu sistemas
trajektoriju izturesanas stacionara punkta apkartne.

Sakuma tiek aplikota linearu homogenu diferencialvienadojumu sistema,
to reducejot, ka macits 7.punkta, kanoniska forma, analizets stacionarais
punkts - koordinatu sakuma punkts. Praktiskajos darbos veltama uzmaniba
trajektoriju izturesanas attelosanai stacionara punkta apkartne, veicams
maksimali pilnigs petijums. Patvaligas sistémas gadijuma akcentéjams, ka,
neierobezojot visparibu, var uzskatit par stacionaro punktu koordinatu saku-
ma punktu. Atbilstosa teorema formuléjama bez pieradijuma. Praktiskajiem
darbiem atbilstosaja patstavigaja darba biitu nepiecieSsams studejosajiem
izpetit, uzzimejot trajektorijas, vairakas sistemas, kuram ir dazi stacionarie
punkti.

13. Vektoru lauka izmantosana autonomu sistemu petisana.

Vektoru lauka pagrieziens gar likni, ta ipasSibas, stacionara punkta in-
dekss, indeksu aditivitate. Sis jautdjums kalpo ka skaists ilustrativs ma-
terials dazadu matematikas apaksnozaru savstarpejai mijiedarbibai. Turklat
pec noverojuma, ka vektoru lauka pagrieziens pa slegtu likni ir 0 (protams,
ja tas ieksiene nav nulles vektora), studéjosajiem parsteidzosi konstatet, ka
vektoru lauka pagrieziens gar slegtu trajektoriju ir 1.

14. Bola-Brauera teorema un tas lietojumi.

Bola - Brauera teoremas formuléjums un pieradijums, izmantojot Sper-
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nera lemmu. Pieradijuma studejosajiem interesants ir arl lodes homeomor-
fais attelojums trijsturi. Bola - Brauera teoremas pieradijumu demonstre
vienkarsos lietojumos attieciba uz autonomu sistemu trajektoriju 1pasibam.

15. Atrisinajuma stabilitates jedziens un stabilitates izpetes
metodika.

Jautajumu izklasts pamata attieciba uz autonomu sistemu triviala atrisi-
najuma stabilitati, paskaidrojot, ka visparigais gadijums bez problemam uz
apliikojamo reducejams. Stabilitates jedziena demonstréjums vienkarsos pie-
meros. Stabilitate Lapunova nozime, asimptotiska stabilitate, precizas defi-
nicijas. Funkcijas atvasinajuma sakana ar sistemu jedziens (bts nepieciesams
arT 16.punkta), Lapunova funkcijas jeédziens. Lapunova teoréemu par sta-
bilitati un asimptotisko stabilitati pieradijums. Piemeri. Teorema par sta-
bilitati péec lineara tuvinajuma (visticamak bez pieradijuma), tas praktiski
lietojumi praktisko darbu nodarbibas.

16. Pirmintegrali to 1pasibas un izmantosana.

Pirmintegrala jedziens. Pamata jautajums izklatams autonomam siste-
mam, paskaidrojot sakaru ar neutonomu sistemu gadijumu. Pazime tam,
ka patvaliga funkcija ir autonomas sistemas pirmintegralis, pirmintegralu
1pasibas, atkariba un neatkariba, neatkarigu pirmintegralu eksistence. Pirm-
integralu izmantosana. Ta ka dazi teoremu pieradijumi balstas uz Kost
problemas nepartrauktas atkaribas teoremam, kuras 4. punkta ir pieminetas
tikai garam ejot, tad, acim redzot, ar1 Sie pieradijumi ir izlaizami. Praktiska-
jos darbos pirmintegrali izmantojami nelinearu sistemu risinasana, pamata
tos parveidojot simetriska forma un izmantojot proporcijas pamatipasibu,
veidojot integrejamas kombinacijas. Jautajums par pirmintegraliem iezime
pareju uz matematikas bakalaura studiju programmas diferencialvienado- ju-
mu bloka obligatas dalas otru studiju kursu, kurs veltits parcialajiem dife-
rencialvienadojumiem.

3. Parcialo diferencialvienadojumu sadala

3.1. Visparigie apsverumi

Kurss iepazistina klausitajus ar parcialo diferencialvienadojumu teorijas
atseviskiem jautajumiem. No pirmas kartas parcialajiem diferencialvienado-
jumiem galvena veriba tiek pieversta kvazilinearajam pirmas kartas par-
cialajam diferencialvienadojumam, kurs nepiecieSsams matematiskas fizikas
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vienadojumu klasifikacijai. Uz So diferencialvienadojumu bazes tiek aplikota
ar1 parcialo diferencialvienadojumu atrisinajumu geometriska interpretacija
un Kost problema parcialajiem diferencialvienadojumiem, akcentejot par-
cialo diferencialvienadojumu specifiku Saja joma. Vienlaicigi te paradas ar1
aplukojamo objektu saistiba ar autonomam parasto diferencialvienadojumu
sistemam. Talak tiek veikta gandriz linearo otras kartas parcialo difer-
encialvienadojumu (matematiskas fizikas vienadojumu) klasifikacija un re-
dukcija kanoniska forma, fiksejot tris talak apliukojamo parcialo diferen-
cialvienadojumu klases. Talak seko fizikalo procesu apliukojums, kurs pie
§tm parcialo diferencialvienadojumu klasem noved no cita skatu punkta, for-
mulétas nozimigakas problemas. Talakaja kursa gaita klausitajs tiek iepa-
zistinats ar vienkarsakajiem So problemu risinasanas gadijumiem. Kursam
studejosie jasagatavo bakalauru studiju programmas izveles dalas kursu ap-
gusanai.

Rezumejot teikto,kursa izdalami sekojosie posmi:

1) linears homogens un kvazilinears pirmas kartas parcialais diferencial-
vienadojums, geometriska interpretacija un saistiba ar autonomam parasto
diferencialvienadojumu sistemam,

2) Kost problemas piemers pirmas kartas parcialajam diferencialviena-
dojumam,

3) gandriz linearo otras kartas parcialo diferencialvienadojumu klasifika-
cija un redukcija kanoniska forma,

4) stigas svarstibas vienadojuma izvedums, ta problemas, citi radniecigi
fizikalie procesi,

5) siltuma vadiSanas vienadojuma izvedums, ta probléemas, citi radniecigie
fizikalie procesi,

6) stacionarie procesi, Laplasa un Puasona vienadojumi, to problemas,

7) matematiskas fizikas problemu superpozicijas princips, jedziens par to
korektibu,

8) Kost problema hiperboliska tipa vienadojumam, Dalambera formula,
tas interpretacija,

9) jaukta veida probléma hiperboliska tipa vienadojumam,

10) jaukta veida problema paraboliska tipa vienadojumam,

11) paraboliska tipa vienadojuma automodelu atrisinajumu iegusana,

12) harmonisko funkciju ipasibas, Laplasa vienadojuma fundamentalie
atrisinajumi plakne un telpa,

13) robezproblemu risinasana Laplasa vienadojumam rinki, Puasona in-
tegralis.
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Redzams, ka izdalito temu skaits ir mazaks par kursam atveleto lekciju
skaitu, bet janem vera, ka saja kursa ir mazak praktisko darbu nodarbibu un
ne visam uzskaititajam temam biis iespejams atvelet pilnu praktisko darbu
nodarbibu, tadel lekcijas bagatigi jailustre ar praktiskiem piemeriem, nereti
tajas demonstrejot arm uzdevumu risinasanu. Rezultata arpus §is programmas
palikusi daudzi tradicionali Matematiskas fizikas kursa lasiti jautajumi,
pieméram, Grina funkcijas lietojums Laplasa vienadojuma robezproblemam,
potencialu teorijas elementi. Tomer 4. semestr1 studéjoso priekszinasanas ar1
nelauj Sos jautajumus izklastit, turklat kursa parbliveésana ar griti izprota-
mu materialu ieverojami mazinatu studejoso velmi specializeties ar diferen-
cialvienadojumu lietojumiem saistitos virzienos.

3.2. Kursa satura apraksts

1. Linears homogens un kvazilinears pirmas kartas parcialais
diferencialvienadojums, geometriska interpretacija un saistiba ar
autonomam parasto diferencialvienadojumu sistemam.

Sis jautajumu loks biitiba ir ieprickséja kursa 16.punkta turpinajums.
Svariga ir parcialajiem diferencialvienadojumiem atbilstosa autonoma siste-
ma, t.s. harakteristiska sistema, uz kuras risinasanu reducejama vispariga
atrisinajuma iegtSana. Svarigi ir saprast sakaru starp parciala diferencial-
vienadojumu atrisinajumu noteikto virsmu - integralvirsmu, un virsmu, kuras
veido harakteristiskas sistemas trajektorijas - harakteristikas. Sis virsmas
sakrit.

2. Kos1 problemas piemeérs pirmas kartas
parcialajam diferencialvienadojumam.

Kost problema tiek aplikota divu neatkarigo argumentu gadijuma kvazi-
linearam pirmas kartas parcialajam diferencialvienadojumam ar nepartraukti
diferencejamiem koeficientiem, kad tas formulejums geometriski ir sads -
atrast virsmu, kura iet caur doto Imiju. Jaapzinas, ka Kosi problemas
atrisinajuma unitates nav, ja St linija ir harakteristika. Tas ir pazistamas
Kovalevskas teoremas specialgadijums. Vajadzetu formulet art Kost proble-
mu parcialam diferencialvienadojumam vispariga gadijuma, art Kovalevskas
teoremu, protams bez pieradijuma. Praktiskai integralvirsmas - Kost proble-
mas atrisinajuma atrasanai lietojama linijas vienadojuma izteikSana para-
metriska forma, ta ievietosana pirmintegralos un parametra izslégsana. ST
metode labi demonstre dabas dialektikas likumu - nolieguma noliegumu.
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3. Gandriz linearo otras kartas parcialo diferencialvienadojumu
klasifikacija un redukcija kanoniska forma.

Divu neatkarigo argumentu gadijuma redukcija kanoniska forma tiek veik-
ta ar jau no parastajiem diferencialvienadojumiem pazistamu panémienu
(8.punkts) - veicot mainigo mainas, atbrivoties no péc iespéjas vairakiem
locekliem diferencialvienadojuma pieraksta. Realizejot So ideju, rodas sarez-
g1jumi, kuri noved pie aplikojamas diferencialvienadojumu klases iedalijuma
hiperboliska, paraboliska un eliptiska tipa vienadojumos. Patvaliga neatkari-
go argumentu skaita gadijuma §1 klasifikacija un kanonisko formu izskats tiek
iegtits pec analogijas ar situaciju kvadratisko formu redukcija algebra.

4. Stigas svarstibas vienadojuma izvedums, ta problemas, citi
radniecigi fizikalie procesi.

Ka hiperboliska tipa vienadojuma paraugs tradicionali tiek izvests stigas
svartibas vienadojums. Tam pievienojot fizikali interpretéjamus sakuma
un robez- nosacijumus iegustam dazadas problemas. Lidzigi aplukojam ari
stiena gare- nisko svarstibu, membranas svarstibu, vilpu, u.tml. svarstibu
procesus, kurus apraksta hiperboliska tipa vienadojumi ar papildus nosaci-
jumiem.

5. Siltuma vadiSanas vienadojuma izvedums, ta problemas, citi
radniecigie fizikalie procesi.

Ka paraboliska tipa vienadojuma paraugs tradicionali tiek izvests siltuma
vadisanas vienadojums. Japiebilst, ka §1 vienadojuma izvedums atskiras
viendimensiju un daudzdimensiju gadijumos. Uz §im atskirtbam velams
verst klausitaju uzmanibu. Tam pievienojot fizikali interpretejamus sakuma
un robeznosacijumus iegustam dazadas problemas. Lidzigi aplikojam ar1
diftuzijas u.tml. procesus. Jaatzime, ka 4. un 5.punkta minéto vienadojumu
izvedumam nepiecieSama samera triviala lemma, kura lauj ar integralu pali-
dzibu uzrakstitu sakaribu parrakstit ka diferencialvienadojumu. Abi Sie
jautajumi ir ar1 pateicigi, lai lekcija kaut virspuseji klausitajus iepazistinatu
ar matematiskas modelesanas galvenajiem principiem.

6. Stacionarie procesi, Laplasa un Puasona vienadojumi, to
problemas.

Aplukojot stacionaro siltuma vadiSsanas procesu nonakam pie Laplasa
vai Puasona vienadojumiem, tie ir eliptiska tipa vienadojumi. Ta ka Pua-
sona vienadojumu, lidzigi ka tas parasto diferencialvienadojumu gadijuma
bija ar Rikkati diferencialvienadojumu, ar kada ta partikulara atrisinajuma
palidzibu iespejams reducet uz Laplasa vienadojumu, tad nozimigi ir apliikot
Laplasa vienadojumu. Laplasa vienadojuma atrisinajumi tiek saukti par
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harmoniskajam funkcijam, to 1pasibas paredzets aplikot velak, 12. punkta.
Laplasa vienadojuma robezproblemu fizikala interpretacija, svarigs ir art kla-
siskais Adamara piemers, kurs rada, ka Kost problema eliptiska vienadoju-
miem var nebiit korekta.

7. Matematiskas fizikas problemu superpozicijas princips,
jédziens par to korektibu.

Butiba ar saja punkta ieklauto problematiku esam saskarusies jau 4. -
6. punkta. Nemot vera jautajumu nozimibu, tai akcentéjama ipasa uz-
maniba, jo arl talakajos punktos, praktiski risinot, dazadas matematiskas
fizikas problemas tie bus aktuali. Tatad rupigi aplukojama matematiskas
fizikas problemu sadalisana pamatproblemas, ar paskaidrojoSiem piemeériem
sniedzama korektibas definicija. Japievers uzmaniba ari biezi vien studejoso
1sti nenoverteétam un neizprastam jautajumam par matematiskas fizikas prob-
lemas atrisinajuma jédzienu. Svarigi ir definet funkciju klasi, kurai japieder
mekléjamajam atrisinajumam.

8. Kost problema hiperboliska tipa vienadojumam, Dalambera
formula, tas interpretacija.

Kost problemu aplukosim viendimensiju gadijuma. Dalambera formulas
izvedums, tas lietosana praktiskajos darbos konkretu problemu risinasana.
Ja laiks atlauj, varetu apliikot art hiperboliska tipa vienadojuma probléemas
ar sakuma nosacijumiem uz pusass.

9. Jaukta veida problema hiperboliska tipa vienadojumam.

Mainigo atdalisanas metodes lietojums jaukta veida problemai

o
oz~ ¢ oa?
ou(0, x)

U(O’ ZL‘) = gb(x)v ot = 77/)(1‘), u(t’ O) = u(t7 l) =0

balstas uz izpratni par Sturma - Liuvila problému, un iespeju izvirzit funkci-
jas rinda pec Sturma - Liuvila problemas ipasfunkcijam - $aja gadijuma
tas ir izvirzijums Furje rinda, kas klausitajiem pazistams no matematiskas
analizes kursiem. Metodiski Sie jautajumi jau sagatavoti, apliikojot paras-
to diferencialvienadojumu kursa punktus 9. un 10.. Pirmo reizi lietojot
mainigo atdalisSanas metodi veriba japievers arl iespejai iegiito rindu at-
vasinat pa locekliem un nepiecieSamajam vienmerigas konvergences pama-
tojumam. Mainigo atdalisanas metodes lietojums nehomogenai jaukta veida
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problemai

0*u 0%u
o = Vo T @)
0u(0, x)

u(0,2) = ¢(x), —5— =(2), ult,0)=pm(t), wult,l)= p().

10. Jaukta veida problema paraboliska tipa vienadojumam.
Mainigo atdalisanas metodes lietojums jaukta veida problemam

Ou _ 0%
ot~ ¢ o2

uw(0,2) = ¢(x), u(t,0)=wu(tl) =0,

ou 282u
a 02 +f(£L‘ t)

U(O, :L‘) = ¢(:L“), u(tv O) =t (t)7 u<t7 l) = PJQ(t)'

Praktisko darbu nodarbibas butu lietderigi aplukot art 9. un 10. punktos
minetas problemas ar cita veida robeznosacijumiem.
11. Paraboliska tipa vienadojuma automodelu
atrisinajumu iegtiSana
Ta ka auditorijas priekszinasanu trukuma del problematiski aplikot Kost
problemu paraboliska tipa vienadojumam, lietderigi uzmanibu veltit spe-
cialam gadijumam
ou  ,0%
ot~ ox?’
u(0,2) =0,z <0, u(0,z)=1,2>0,

kuru ar jaunu mainigo, t.s. automodelu mainigo z = —%— iespejams reducet
: 24/(t)

uz robezproblemu parastam diferencialvienadojumam. Sis piemérs demon-
stre biezi sastopamo situaciju matematiskas fizikas problému risinasana - re-
dukciju uz parasta diferencialvienadojuma robezproblemu. Turklat iegtutaja
atrisinajuma redzams arl no varbiitibu teorijas kursa pazistamais kludu in-
tegralis er f(z).
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12. Harmonisko funkciju 1pasSibas, Laplasa vienadojuma funda-
mentalie atrisinajumi plakneé un telpa.

Vismaz vienu lekciju lietderigi veltit harmonisko funkciju ipasibam. Ka
harmonisko funkciju piemerus vajadzetu minet art Laplasa vienadojuma fun-
damentalos atrisinajumus plakne un telpa, ta akcentejot atskiribas sajas va-
rietates.

13. Robezproblemu risinasana Laplasa vienadojumam rinkt,
Puasona integralis.

Kursa nosleguma varetu apliikot robezproblemas Laplasa vienadojumam
rinkt. Aplukojot ieksejas un arejas robezproblemas, paradas Iidzibas starp
ieksejas Dirihle problemas un arejas Neimana problemas, ka ar1 arejas Dirihle
problemas un ieksejas Neimana problemas atrisinajumu izturesanos. Te
kartejo reizi tiek demonstreta mainigo atdaliSanas metode, turklat Soreiz
polarajas koordinatas. Praktiskajos darbos varetu ari piedavat robezproble-
mu risinasanu Laplasa vienadojumam taisnstiri.
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