Parasto diferencialvienadojumu nelinearas
robezproblemas
1. un 2.lekcija

1. Robezproblemas jedziens, to klasifikacija

1.1. Robezproblemas definicija

Piedavasim diferencialvienadojuma robezproblemas definiciju.
Aplikosim vektoriala forma pierakstitu diferencialvienadojumu sistemu

¥ = f(t, ), (1)

kur f : J x G — R" J ir sakariga realas ass R apakskopa, G C R",
un fiksesim kadu apgabala J definétu vektorfunkciju klasi F'(J, R™). Tai
piederosu vektorfunkciju x, kuras definicijas apgabala vienadojuma (1) abam
pusem ir jega un kura to parvers identitate, sauksim par Sis diferencial-
vienadojumu sistémas atrisinajumu.

Definicija 1.1. Par diferencialvienadojumu sistemas (1) robezproblemu
sauksim uzdevumu atrast (1) atrisinajumu, kurs pieder ieprieks uzdotas vek-
torfunkciju klases F'(J, R") apakskopai H.

Ja diferencialvienadojumu sistemas (1) laba puse ir forma

F(t2) = A(t)e +b(2),

kur A(t) ir n x n matrica ar elementiem a;; : J — R, b:.J — R" un
H ir lineara vektorfunkciju klases varietate, tad robezproblemu sauc par
linearu. Ja kaut viena no $im divam linearitates prasibam neizpildas, tad
robezproblemu sauc par nelinearu.



Piemers 1.2. Pienemsim, ka f ir nepartraukta vektorfunkcija, tg € J
un

H={x e Ci(J,R") : z(ty) = 0}

Saskana ar definiciju 1.1., ta ir robezproblema, kura atgadina labi pazistamo
Kogt problemu. Atskiriba no Kost problemas, kur diferencialvienadojumu
sistémai (1) ar sakuma nosactjumu

x(to) = 29

atrisinajums x eksisté, bet tas var nebiit turpinams visa apgabala .J, robez-
problemas atrisinajumam jabut definetam visa apgabala J.
Vingrinajums 1.3. Parliecinieties, ka skalara diferencialvienadojuma
robezproblemai
v =2% z(0)=1

atrisinajums neeksiste, ja J = [0,a], a > 1.

Mes robezproblémas aplikosim ar1 diferencialvienadojumu sistemas (1)

specialgadijumam - n-tas kartas diferencialvienadojumam
o™ =gtz 2. ™Y, (2)
kur g: J x R" — R.

Parasti uzskatisim, ka (1) un (2) labas puses ir nepartrauktas, meklegjamie
sistemas (1) atrisinajumi pieder funkciju klasei C4(.J, R™), bet vienadojuma
(2) atrisinajumi - funkciju klasei C,(J, R).

Sekojosais vingrinajums paradis, ka ir loti svarigi uzradit funkciju gludu-
ma klasi, kurai japieder mekletajam robezproblemas atrisinajumam,.

Vingrinajums 1.4. Parliecinieties, ka robezproblemai

nav atrisinajuma, kurs piederéetu funkciju klasei Cy([0, 1], R), bet atrisinajums
xz(t) = /(1 —t) ir nepartraukts apgabala [0,1] un katram o € (0,1) &t
atrisinajuma saSaurinajums ir divreiz nepartraukti diferencejams apgabala
0, o].



1.2. Robezproblemu klasifikacija

Dosim 1su pielietojumos biezak sastopamo robezproblemu klasisfikaciju.
Pienemsim, ka tq,ts,...,t, € J, ¢ € R" un aplukosim nosacijumu

:L',(tz) = Gy, 1= 1,2,...,”. (3)

Definicija 1.5. Robezproblemu (1), (3) sauc par Kos1 - Nikoleti
problemu.

Piebildisim, ka Kost - Nikoleti problema visparina Kosi problemu, jo
varam aplikot tas specialu gadijumu, kad

tH=ty=...=t,.
Pienemsim, ka

m€{2,3,...,n}; tl,tg,...,tmGJ, —00 <t <ty < ... <ty < +00;

k=1,2,....m; nre{l,2,...,n—1} an:n;
k=1
3=1,2, ... ng; CjkER,
un aplukosim nosacijumu A
U7V () = cjn, (4)

kur 2(©) apzimeé pasu funkciju x.

Definicija 1.6. Robezproblemu (2), (4) sauc par Valle - Pusséna
problemu.

Definicija 1.7. Valle - Pussena problemas specialu gadijumu, kad

m=mn > 2,

sauc par interpolacijas tipa robezproblemu.

Nozimigu vietu robezproblemu vidu ienem divpunktu robezproble-
mas, kuras nosacijumi diferencialvienadojuma atrisinajumiem tiek uzdoti
tiesi divos atskirigos punktos t1,to € J. Vispariga veida diferencialviena-
dojumu sistemai (1) divpunktu robezproblémas nosacijums pierakstams sadi:

L(x(ty), 2(t2)) = 0, ()

kur L : R*™ — R™. Ja L ir savu argumentu lineara funkcija, tad saka, ka
robeznosacijumi ir lineari.



Specials linearu robeznosacijumu veids ir
x(ty) = x(ty). (6)

Definicija 1.8. Robezprobléemu (1) , (6) sauc par periodisku robez-
problemu.
Diferencialvienadojumam (2) robeznosacijumi (6) izskatas sadi:

x(ifl)(t1> — x(ifl) (t2)’ 1 = 17 2, o, .

Ja diferencialvienadojumu sistema (1) ir autonoma vai ar1 tas laba puse ir
periodiska ar periodu T" = |t — t1], tad, turpinot periodiskas robezproblemas
atrisinajumu, iegust diferencialvienadojumu sistemas (1) periodisku atrisina-
jumu.

Diferencialvienadojumu sistémas (1) periodiska (ar doto periodu T') atrisi-
najuma atraSana saskana ar robezproblemas definiciju ar1 ir robezproblema,
kuru, visparigi runajot, nevajadzetu jaukt ar tikko mineto periodisko robez-
problemu.

Otras kartas diferencialvienadojumam

2" =h(t,x,x") (7)

biezak sastopamie divpunktu robeznosacijumi ir sadi

z(ty) = a1, x(t2) = as; (8)
' (t1) = ar, 2'(t3) = ag; 9)
' (t1) = a1, x(tz) = ag, (10)

kur aq,as € R.

Definicija 1.9. Peéc analogijas ar matematiskas fizikas robezproblemu
nosaukumiem, robezproblemu (7), (8) sauc par Dirihle problemu,

robezproblemu (7), (9) sauc par Neimana problemu,

robezproblemu (7), (10) sauc par jaukta veida problému.

Atzimesim, ka Dirihle problema ir Valle - Pussena problemas specials
gadijums, jaukta veida problema ir Kosi - Nikoleti problemas specials gadi-
jums, bet Neimana problema neparstav nevienu no §im divam augstak mine-
tajam robezproblemu klasem.



Piemers 1.10. Vesturiski viena no pirmajam aktualajam nelinearajam
parasto diferencialvienadojumu robezproblemam bija Dirihle problema dife-

rencialvienadojumam

2 = —2133(1 + (@),

Ta radas risinot pazistamo variaciju rekinu uzdevumu par brahistohronu -
likni z(t), pa kuru materials punkts parvietojoties vertikala plakne grav-
itacijas speku ietekme, no punkta ar koordinatam (t;,a;) visisakaja laika
nonak punkta ar koordinatam (ts, as).

Diferencialvienadojumu sistemai (1) linearus robeznosacijumus iespejams
pierakstit sekojosa forma:

Arz(ty) + Asx(ts) + ... + Apa(tn) =c, (11)

kur Aq, A, ..., A, ir n X n matricas ar realiem, konstantiem elementiem,
m < mn, ¢ € R" Sos robeznosacijumus ir dabigi saukt par lineariem m
punktu robeznosacijumiem.

Vingrinajums 1.11. Parliecinieties, ka, ja m = n un A, ir matricas,
kuru visi elementi, atskaitot pirmas rindinas k-to elementu ir nulles, tad
iegiistam Kost - Nikoleti problemas robeznosacijumus.

Vingrinajums 1.12. Parliecinieties, ka, ja matricam Ay no nulles at-
skirigs ir tikai pirmas kolonas k-tais elements, tad iegustam interpolacijas
tipa robezproblemas nosacijumus.

Visus ieprieks minetos robeznosacijumus visparina robeznosacijums

kur @ ir funkciju klase, kura mekleéjam robezproblemas atrisinajumu, definéts
vektorfunkcionalis.

No robezproblemas definicijas izriet ar1 iespejas formuléet robezproblemas
uz realas pusass, visas realas ass, galiga vai bezgaliga realas ass apgabala
ar uzdotu kvalitativo iztureésanos (asimptotiku, oscilacijas un monotonitates
1pasibam,u.tml.).



2. Linearas robezproblemas

2.1. Eksistences un unitates teoremas

Aplikosim robezproblemu linearai nehomogenai diferencialvienadojumu
sistemai

o' = A(t)x + b(t) (12)

ar lineariem m punktu robeznosactjumiem (11), kur A ir n x n funkciju ma-
trica ar apgabala J definetiem nepartrauktiem elementiem, bet b ir apgabala
J defineta nepartraukta funkcija.
Reize ar robezproblemu (12),(11) aplikosim arT atbilstoSo linearo ho-
mogeno robezproblemu
¥ = A(t)x, (13)

Teorema 2.1. Robezproblemai (12),(11) ir viens vienigs atrisinajums tad
un tikai tad, ja atbilstosajai linearajai homogenajai robezproblemai (13),(14)
ir tikai trivialais, ar nulli identiski vienadais atrisinajums.

Pieradijums. Pienemsim, ka X(¢) ir apgabala J definéta diferencial-
vienadojumu sistémas (13) fundamentala matrica. Tad diferencialvienadoju-
mu sistemas (13) visparigais atrisinajums pierakstams sadi:

kur C' - patvaligs n-dimensiju vektors ar konstantam komponentem. Ievedi-
sim apzimejumu

levietojot diferencialvienadojumu sistemas (13) visparigo atrisinajumu robez-
nosacijumos (14), iegustam
DC =0.

Saskana ar teoremas nosacijumiem, linearajai homogenajai robezproblemai
(13),(14) ir tikai trivialais atrisinajums, tade]

detD # 0. (15)



Diferencialvienadojumu sistemas (12) visparigais atrisinajums uzrakstams
forma

2(t) = X(£)C + (1), (16)

kur z ir kads diferencialvienadojumu sistemas (12) partikularais atrisinajums.
Izvelesimies vektoru C' ta, lai (16) apmierinatu nosacijumu (11). Ievietojot
(16) nosacijuma (11), iegustam linearu algebrisku vienadojumu sistemu at-
tieciba uz vektora C' komponentem

No (15) seko, ka linearu algebrisku vienadojumu sistemai (17) ir viens vienigs
atrisinajums C'%, tatad

z(t) = X()CO + 2(t)

ir robezproblemas (12),(11) vienigais atrisinajums.

Ja linearajai homogenajai robezproblemai (13),(14) ir ar1 netriviali atrisi-
najumi, tad neizpildas (15), tadel linearu algebrisku vienadojumu sistémai
(17) un reize ar to art robezproblemai (12),(11) vai nu atrisinajuma nav, vai
ar1 to ir bezgaligi daudz. Teorema pieradita.

Konkretam robezproblemam var formulet efektivakus atrisinamibas un
unitates nepiecieSamos un pietiekamos nosacijumus.

Apliukosim Dirihle problemu linearam otras kartas vienadojumam

2" =pt)r + q(t)x + r(t), (18)

z(ty) = A, xz(t2) = B, (19)

kur p, ¢, r ir nepartrauktas funkcijas un A, B € R.
Vienlaicigi ar diferencialvienadojumu (18) aplukosim arl tam atbilstoso
linearo homogeno diferencialvienadojumu

" = p(t)a’ + q(t)x. (20)

Teoréma 2.2. Robezproblemai (18),(19) eksisté viens vienigs atrisina-
jums tad un tikai tad, ja lineara homogena diferencialvienadojuma (20)
partikularajam atrisinajumam z;, kur§ apmierina nosacijumus z;(t;) = 0,
2 (t1) = 1, izpildas nevienadiba xy(t2) # 0.



Pieradijums. Reizé ar lineara homogena diferencialvienadojuma (20)
partikularo atrisinajumu x; aplukosim ari ta partikularo atrisinajumu o,
kurs apmierina nosacijumus

.Tz(tl) = 1, .Q?lg(tl) =0.

Abi izveletie atrisinajumi ir lineari neatkarigi, jo no tiem punkta ¢, sastaditais
Vronska determinants ir atskirigs no nulles. Lidz ar to diferencialvienado-
juma (18) visparigais atrisinajums izsakams sekojosi:

z(t) = 1wy (t) + coma(t) + 2(1), (21)

kur z ir kads ta partikularais atrisinajums. Lai noteiktu konstantes cq, ¢o,
ievietosim izteiksmi (21) robeznosacijumos (19). Iegustam divus linearus
algebriskus vienadojumus konstansu c;, co noteiksanai:

C1!E1(t1) + 02$2<t1) = A — Z(tl),

61$1<t2) + C2x2(t2) =B - Z(tg).

S1s linearo algebrisko vienadojumu sistemas galvenais determinants

D = $1<t1)$2(t2) — xg(tl).fl(tg) = —$1<t2)

saskana ar teoremas nosacijumu ir atskirigs no nulles, tadel konstantes ¢y, co
nosakamas viennozimigi, lidz ar to art robezproblemai (18),(19) eksiste viens
vienigs atrisinajums.

No otras puses, ja atrisinajums robezproblemai (18),(19) ir viens vienigs,
tad D # 0. Lidz ar to arl x1(t3) # 0. Teorema pieradita.

2.2.  Grina funkcija

Aplukosim linearo homogeno diferencialvienadojumu (20) un linearus ho-
mogenus divpunktu robeznosacijumus

alx(tl) + blx’(tl) = 0, CLQCC(tQ) + bQZE,(tQ) = 0, (22)

kur a;,b; € B; a?+b?#0; i=1,2.
Definicija 2.3. Funkciju G € C([t1,t2] x [t1,t2] — R™) sauksim par
robezproblemas (20), (22) Grina funkciju, ja



(1) funkcijai G(t,s) definicijas apgabala, iznemot taisni t = s, eksiste
nepartraukti atvasinajumi
OG(t,s)  0*G(t,s)
ot ' oz’

(2) funkcija G(t,s) ka argumenta t funkcija, ja vien t # s, apmierina
vienadojumu (20) un robeznosacijumus (22),

(3)

0G(t,s) .. 0G(t,s)
im ———= — lim —————=
t—st+ Ot t—s— Ot

Pieradisim Grina funkcijas eksistences un unitates teoremu, kura vienlai-
cigi dos algoritmu Grina funkcijas praktiskai konstruesanai.

Teorema 2.4. Ja robezproblemai (20), (22) eksiste tikai trivialais atrisi-
najums, tad tai eksiste viena vieniga Grina funkcija.

Pieradijums. Pienemsim, ka z; ir diferencialvienadojuma (20) netrivials
atrisinajums, kur§ apmierina pirmo no robeznosacijumiem (22), bet xo ir
diferencialvienadojuma (20) netrivials atrisinajums, kur§ apmierina otro no
robeznosacijumiem (22). Sie atrisinajumi ir lineari neatkarigi, jo prete€ja
gadijuma kadam ¢ € R, x; = cre un abi atrisinajumi pilniba apmierina
robeznosacijumus (22), kas saskana ar teorémas nosacijumu nav iespgjams.

Meklesim Grina funkciju sekojosa forma:

=1.

G(t,s) =ui(s)z1(t), t1 <t <s;

G(t,s) = us(s)za(t), s<t<ty,

piemeklejot funkcijas uq,us ta, lai funkcija G' apmierinatu definicijas 2.3.
prasibas.

Neatkarigi no funkciju wuy, us izveles funkcija G apmierina definicijas 2.3.
pirmas divas prasibas. Funkcijas G nepartrauktibas prasiba kopa ar definici-
jas 2.3. treso prasibu lauj uzrakstit divu linearu algebrisku vienadojumu
sistemu funkciju uq, us noteikSanai:

us(8)wa(s) —ur(s)z1(s) =0, wua(s)xh(s) —ui(s)xi(s) = 1. (23)

Sts sistémas galvenais determinants ir vienads ar Vronska determinantu,
kurs sastadits no lineari neatkarigajiem diferencialvienadojuma (20) atrisina-
jumiem x; un x,, tatad atskirigs no nulles. Lidz ar to linearo algebrisko



vienadojumu sistemai (23) atrisinajums wuy, us eksisteé un noteikts viennozi-
migi, turklat tas ir nepartrauktas funkcijas. Grina funkcija konstrueta.

Lai parliecinatos, ka ta ir vieniga iespejama Grina funkcija, ieverosim,
ka konstrukcija vieniga iespéja izveleties citu diferencialvienadojuma (20)
netrivialu atrisinajumu pari ir nemot z; vieta kxr; un z, vieta lxy, kur k!
ir kadas no nulles atskirigas konstantes. Atkartojot ieprieksejos spriedumus
un risinot linearo algebrisku vienadojumu sistemu (23), iegustam jau atrasto
Grina funkciju. Teorema pieradita.

Nodala formuletas pedejas divas teoremas, kuras pieradamas ar tiesu
parbaudi, parada Grina funkcijas lietojumu.

Teorema 2.5. Ja robezproblemai (20), (22) eksiste tikai trivialais atrisi-
najums, tad robezproblemas (18), (22) vienigais atrisinajums x izsakams
sekojosi:

x(t) = /t2 G(t, s)r(s)ds.

t1
Linearo homogeno robeznosacijumu (22) vieta aplukosim visparigakus ne-
homogenos robeznosacijumus

arz(ty) + b2 (t) = 1, asx(te) + bo'(t2) = 2, (24)

kurc, e R; 1=1,2.

Teoréema 2.6. Ja robezproblemai (20), (22) eksiste tikai trivialais atrisi-
najums, tad robezproblemas (18), (24) vienigais atrisinajums x izsakams
sekojosi:

o) = | Gt s)r(s)ds + (b),

t1
kur z ir diferencialvienadojuma (20) partikularais atrisinajums, kurs apmie-
rina robeznosacijumu (24).
Piebildisim, ka gadijuma, ja esam ieguvusi divus diferencialvienadojuma
(20) partikularos atrisinajumus x; un x,, kuri nepieciesami Grina funkcijas
konstrukcijai, ta atrisinajuma z iegtiSana nesagada griitibas.
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