
Parasto diferenciālvienādojumu nelineāras
robežproblēmas
3. un 4.lekcija

1. Kvazilineāras robežproblēmas

atrisināmı̄ba

Aplūkosim robežproblēmu

x′ = A(t)x + g(t, x) (1)

A1x(t1) + A2x(t2) + . . . + Amx(tm) = φ(x(t1), x(t2), . . . , x(tp)), (2)

kur A ir n × n matrica ar apgabalā J definētiem nepārtrauktiem elemen-
tiem, g ∈ C(J ×Rn, Rn); A1, A2, . . . , Am ir n× n matricas ar konstantiem
elementiem, φ ∈ C(Rnp, Rn), ts ∈ J, s = 1, 2, . . . , max(p,m). Pieņemsim, ka
eksistē tādi skaitļi M,γ ∈ (0, +∞), ka izpildās

|g(t, x)| < M, (t, x) ∈ J ×Rn,

|φ(u)| < γ, u ∈ Rnp.

Stipro ierobežojumu dēļ, kuri uzlikti aplūkotajā robežproblēmā ietilp-
stošajām nelinearitātēm, to sauksim par kvazilineāru robežproblēmu.

Reizē ar robežproblēmu (1),(2) aplūkosim ar̄ı atbilstošo lineāro homogēno
robežproblēmu

x′ = A(t)x, (3)

A1x(t1) + A2x(t2) + . . . + Amx(tm) = 0. (4)

Teorēma 3.1. Ja atbilstošajai lineārajai homogēnajai robežproblēmai
(3),(4) ir tikai triviālais, ar nulli identiski vienādais atrisinājums, tad kvazi-
lineārajai robežproblēmai (1),(2) eksistē atrisinājums.
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Š̄ıs teorēmas pierād̄ıjumam izdal̄ısim divas lemmas.
Lemma 3.2. Teorēma 3.1. ir spēkā, ja funkcija g pēc x apmierina lokālo

Lipšica nosac̄ıjumu.
Pierād̄ıjums. Pieņemsim, ka X(t) ir apgabalā J definēta diferenciāl-

vienādojumu sistēmas (3) fundamentālā matrica. Tad diferenciālvienādo-
jumu sistēmas (3) vispār̄ıgais atrisinājums pierakstāms šādi:

x(t) = X(t)C,

kur C patvaļ̄ıgs n-dimensiju vektors ar konstantām komponentēm. Ieved̄ısim
apz̄ımējumu

D = A1X(t1) + A2X(t2) + . . . + AmX(tm)

un tāpat kā teorēmas 2.1. pierād̄ıjumā parād̄ısim, ka

detD 6= 0.

Tātad matricai D eksistē apgrieztā matrica, kuras norma ir ierobežota. Ar
x(t, c) apz̄ımēsim diferenciālvienādojumu sistēmas (1) atrisinājumu, kurš ap-
mierina nosac̄ıjumu

x(t1) = c, c ∈ Rn.

Tā kā funkcija g pēc x apmierina lokālo Lipšica nosac̄ıjumu, tad x(t, c) ir
nepārtraukta parametra funkcija, kura definēta visiem t ∈ J, c ∈ Rn. Lie-
tojot konstantes variācijas metodi, iegūstam, ka x(t, c) apmierina integrāl-
vienādojumu

x(t, c) = X(t)c +
∫ t

t1
X(t)X−1(s)g(s, x(s, c))ds.

Apz̄ımēsim š̄ı integrālvienādojuma labās puses otro saskaitāmo ar g̃(t, c).
Viegli redzēt, ka g̃ ∈ C(J ×Rn, Rn) un kādam N0 ∈ (0, +∞)

|g̃(t, c)| ≤ N0, (t, c) ∈ J ×Rn. (5)

Tātad
x(t, c) = X(t)c + g̃(t, c). (6)

Lai x(t, c) apmierinātu nosac̄ıjumus (2), ievietojam tajos izteiksmi (6) un
iegūstam

Dc = φ0(c), (7)
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kur
φ0(c) = φ(x(t1, c), x(t2, c), . . . , x(tp, c))−
A1g̃(t1, c)− A2g̃(t2, c)− . . .− Amg̃(tm, c).

Parād̄ısim, ka vienādojumu sistēmai (7) eksistē atrisinājums. No (5) un
teorēmas 3.1. nosac̄ıjuma seko, ka φ0 ir nepārtraukta un ierobežota argumen-
ta c vektorfunkcija. No (7), ievedot apz̄ımējumu φ1(c) = D−1φ0(c), iegūstam

c = φ1(c), (8)

kur ar̄ı φ1 ir nepārtraukta un ierobežota argumenta c vektorfunkcija. Lai
pierād̄ıtu vienādojumu sistēmas (8) atrisināmı̄bu, definēsim nepārtrauktu tel-
pas Rn attēlojumu sev̄ı

c̄ = φ1(c), c ∈ Rn.

Ja skaitlim N1 ∈ (0, +∞) izpildās

|φ1(c)| < N1, c ∈ Rn,

tad attēlojums φ1 lodi {c ∈ Rn : |c| ≤ N1} attēlo sev̄ı un, saskaņā ar Bola
- Brauera teorēmu, šim attēlojumam eksistē nekust̄ıgais punkts c[0]. Tātad
c[0] = φ1(c

[0]), un funkcija x(t, c[0]) ir robežproblēmas (1),(2) atrisinājums.
Lemma pierād̄ıta.

Lemma 3.3. Jebkurai funkcijai g ∈ C(J × Rn, Rn), kura apmierina
teorēmas 3.1. nosac̄ıjumus, eksistē tāda funkciju virkne

r → gr, gr ∈ C(J ×Rn, Rn),

kurai piederošās funkcijas pēc x apmierina lokālo Lipšica nosac̄ıjumu un kuras
robeža katrā ierobežotā J × Rn apakšapgabalā, ja r → +∞, ir funkcija g.
Š̄ıs virknes konverǧence pie fiksēta t ∈ J ir vienmēr̄ıga pēc x.

Pierād̄ıjums. Vienkārš̄ıbas pēc lemmu pierād̄ısim tikai gad̄ıjumam, kad
n = 1. Vispār̄ıgajā gad̄ıjumā pierād̄ıjums atšķiras tikai ar tehniskām de-
taļām.

Fiksēsim r ∈ {1, 2, . . .} un izvēlēsimies uz x ass režǧi

xk =
k

r
; k = 0,±1,±2, . . . .

Katrā nogriezn̄ı [xk, xk+1] pie fiksēta t aizvietosim g ar lineāru argumenta x
funkciju tā, lai nogriežņa galapunktos funkcijas g un gr sakristu.
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Tātad
gr(t, x) = g(t, xk) + (g(t, xk+1 − g(t, xk))r(x− xk),

t ∈ J ; x ∈ [xk, xk+1]; k = 0,±1,±2, . . . .

Viegli pārliecināties, ka funkcijas gr ir nepārtrauktas un pēc x apmierina
lokālo Lipšica nosac̄ıjumu. Ja pārraksta pēdējo vienād̄ıbu tā:

gr(t, x) = g(t, xk)(1− r(x− xk)) + g(t, xk+1)r(x− xk),

tad viegli saskat̄ıt funkciju gr vienmēr̄ıgo ierobežot̄ıbu. Beidzot, no funkcijas
g vienmēr̄ıgās nepārtraukt̄ıbas pēc katrā kompaktā apgabalā pie fiksēta t seko
mums vajadz̄ıgā konverǧences vienmēr̄ıba. Lemma pierād̄ıta.

Teorēmas 3.1. pierād̄ıjums. Saskaņā ar lemmu 3.3. izvēlēsimies visā
apgabalā J ×Rn ierobežotu funkciju virkni r → gr. No lemmas 3.2. seko, ka
katram r ∈ {1, 2, . . .} diferenciālvienādojumam

x′ = A(t)x + gr(t, x) (9)

eksistē atrisinājums xr, kurš apmierina robežnosac̄ıjumus (2). No lemmas 3.2.
pierād̄ıjuma saskatāma virknes r → xr vienmēr̄ıgā ierobežot̄ıba apgabalā J .
Integrējot diferenciālvienādojuma (9) abas puses no t1 l̄ıdz t, iegūstam

xr(t) = xr(t1) +
∫ t

t1
(A(s)xr(s) + gr(s, xr(s)))ds. (10)

Ja t̄, t̃ ∈ J , no (10) iegūstam

|xr(t̄)− xr(t̃)| ≤
∫ t̄

t̃
(A(s)xr(s) + gr(s, xr(s)))ds.

No š̄ıs nevienād̄ıbas un funkciju virkņu r → xr,r → gr vienmēr̄ıgās ie-
robežot̄ıbas seko virknes r → xr funkciju vienādā nepārtraukt̄ıba apgabalā
J .

Neierobežojot vispār̄ıbu, uzskat̄ısim, ka pati funkciju virkne r → xr ap-
gabalā J vienmēr̄ıgi konverǧē uz kādu funkciju x0 (pretējā gad̄ıjumā saskaņā
ar Arcela teorēmu mēs izvēlētos kādu konverǧējošu apakšvirkni). Tā kā visas
virknes r → xr funkcijas apmierina robežnosac̄ıjumus (2), tad ar̄ı funkcija x0

apmierina robežnosac̄ıjumus (2).
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Pamatojoties uz Lebega teorēmu, vienād̄ıbā (10) varam veikt robežpāreju,
ja r → +∞. Iegūstam

x0(t) = x0(t1) +
∫ t

t1
(A(s)x0(s) + g(s, x0(s)))ds.

Atvasinot šo vienād̄ıbu, secinām, ka funkcija x0 apgabalā J apmierina dife-
renciālvienādojumu (1). Tātad funkcija x0 ∈ C1(J,Rn) ir kvazilineārās
robežproblēmas (1),(2) atrisinājums. Teorēma pierād̄ıta.

Vingrinājums 3.4. Pielietojot teorēmu 3.1., pierādiet Skorca - Dragoni
teorēmu - robežproblēmai

x′′ = f(t, x, x′), (11)

x(t1) = A, x(t2) = B (12)

eksistē atrisinājums, ja f ∈ C(J × R2); A,B ∈ R un eksistē M ∈ (0, +∞)
tāds, ka

|f(t, x, x′)| ≤ M, (t, x, x′) ∈ J ×R2.

Piez̄ıme 3.5. Ja diferenciālvienādojumam (11) aplūkojam Neimana
problēmu, tad teorēmu 3.1. nevaram pielietot, jo atbilstošajai lineārajai ho-
mogēnajai robežproblēmai eksistē netriviāli atrisinājumi. Tomēr, diferen-
ciālvienādojuma (11) vietā aplūkojot diferenciālvienādojumu

x′′ = −x + f(t, x, x′)

un ievērojot, ka atbilstošajai lineārajai homogēnajai robežproblēmai

x′′ = −x, x′(t1) = x′(t2) = 0,

ja vien t2− t1 6= πn, n- vesels skaitlis, ir tikai triviālais atrisinājums, teorēmu
3.1. varam lietot ar̄ı Neimana problēmas atrisināmı̄bas pierād̄ı̌sanai.
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2. Nelineāru robežproblēmu atrisināmı̄bas

pierād̄ı̌sanas metodika

2.1. ”Piešaudes metode”

Piemērs 4.1. Pielietojumos kodolfizikā sastopamās Tomasa - Fermi
vienādojuma robežproblēmas

x′′ = t−1/2x3/2, (13)

x(0) = 1, x(+∞) = 0 (14)

atrisināmı̄bas pierād̄ıjumā demonstrēsim tā saukto piešaudes metodi.
Tā kā diferenciālvienādojuma (13) labā puse pie fiksēta x ∈ R pēc t

ir integrējama apgabalos, kuru kreisais galapunkts ir t = 0, un apmierina
Lipšica nosac̄ıjumu pēc x, tad, saskaņā ar Koš̄ı problēmas atrisinājuma ek-
sistences un unitātes teorēmu, jebkuram γ ∈ R eksistē viens vien̄ıgs diferen-
ciālvienādojuma (13) atrisinājums xγ, kurš apmierina sākuma nosac̄ıjumus

xγ(0) = 1, x′γ(0) = γ

un kādam δ ∈ (0, +∞) ir turpināms apgabalā [0, δ]. Pie tam funkcijas xγ un
x′γ ir pēc parametra γ nepārtrauktas funkcijas.

Parād̄ısim, ka, ja γ > 0, tad funkcija xγ tās defin̄ıcijas apgabalā ir augoša
argumenta t funkcija. Tiešām, saskaņā ar diferenciālvienādojumu (13),

x′′γ(t) ≥ 0, t ∈ [0, δ],

tātad funkcija x′γ aug un

x′γ(t) ≥ γ > 0, t ∈ [0, δ]

un ar̄ı funkcija xγ aug.
No š̄ıs funkcijas xγ monotonitātes seko, ka to iespējams turpināt uz visas

pusass [0, +∞), turklāt

xγ(t) > 0, t ∈ [0, +∞), lim
t→+∞xγ(t) = +∞.

Tālāk no diferenciālvienādojuma (13) saskatām, ka, ja γ < −5 un
t ∈ (0, 1/4), tad izpildās

x′γ(t) = γ +
∫ t

0
ξ−1/2x3/2

γ (ξ)dξ ≤ γ +
∫ 1/4

0
ξ−1/2dξ < −4.
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No iegūtās nevienād̄ıbas izriet, ka

xγ(t) < 1− 4t, t ∈ [0, 1/4],

un funkcija xγ pieņem vērt̄ıbu 0 kādam t̄ ∈ (0, 1/4).
Tātad eksistē suprēms γ0 to parametra γ vērt̄ıbu kopai, kurām funkcija

xγ sasniedz t asi, turklāt γ0 ∈ [−5, 0].
Ērt̄ıbas pēc ieved̄ısim apz̄ımējumu x0 = xγ0 un parād̄ısim, ka

x0(t) > 0, t ∈ [0, +∞), lim
t→+∞x0(t) = 0. (15)

Šim nolūkam pieņemsim, ka kādam t0 > 0 x0(t0) = 0. Šajā punktā nevar
būt spēkā nevienād̄ıba x′0(t0) > 0, jo tad punktos, kuri atrodas pietiekoši tuvu
punktam t0 pa kreisi no tā funkcija x0 būtu negat̄ıva. Nevar izpild̄ıties ar̄ı
vienād̄ıba x′0(t0) = 0, jo diferenciālvienādojumam (13) ir tikai viens vien̄ıgs
triviālais atrisinājums, kuram t0 ir vairākkārt̄ıga nulle. Tātad atliek vien̄ıgi
iespēja, ka x′0(t0) < 0, bet tad γ vērt̄ıbām lielākām par γ0 un pietiekoši tuvām
γ0 funkcija xγ krusto t asi, kas nav iespējams skaitļa γ0 izvēles dēļ. L̄ıdz ar to
mūsu pieņēmums izrād̄ıjies nepareizs un izpildās pirmā no sakar̄ıbām (15).
Tālāk atz̄ımēsim, ka x′0(t) ≤ 0, t ∈ [0, +∞). Tiešām, pieņemsim, ka kādam
ξ > 0 x′0(ξ) > 0. Tas noz̄ımē, ka x′0 aug pie t ≥ ξ un funkcijas x0 minimālā
vērt̄ıba pie t ∈ [0, +∞) ir pozit̄ıva. Ja γ < γ0 un ir pietiekoši tuvs γ0, tad
funkcija xγ ar̄ı būs pozit̄ıva un tās grafika nekrustos t asi, kas nav iespējams
skaitļa γ0 izvēles dēļ. Tātad funkcija x0 dilst un tai eksistē robeža

lim
t→+∞x0(t) = c, c ∈ [0, +∞).

Lai parād̄ıtu, ka (15) izpildās piln̄ıbā, atliek konstatēt, ka c = 0. Ja c > 0,
tad no nevienād̄ıbu virknes x0(t) > c > 0 seko

x′0(t) = γ0 +
∫ t

0
ξ−1/2x

3/2
0 (ξ)dξ > γ0 + c3/2

∫ t

0
ξ−1/2dξ,

bet tad
lim

t→+∞x0(t) = +∞,

kas nav iespējams.
Tātad funkcija x0 ir robežproblēmas (13), (14) atrisinājums, kura eksis-

tenci vēlējāmies pierād̄ıt.
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2.2. Aprioro novērtējumu metode

Piemērs 4.2. Vienkāršas, bet ne kvazilineāras robežproblēmas

x′′ = x3, (16)

x(0) = 1, x(1) = −1 (17)

atrisināmı̄bas pierād̄ıjumā demonstrēsim robežproblēmu atrisināmı̄bas pierā-
d̄ı̌sanas metodi, kuru sauc par aprioro novērtējumu metodi, un ku-
ra balstās uz iepriekš pierād̄ıto teorēmu par kvazilineāras robežproblēmas
atrisināmı̄bu.

Neviens diferenciālvienādojuma (16) atrisinājums x apgabalā(0, 1) nevar
pieņemt pozit̄ıvu maksimuma vērt̄ıbu, ne ar̄ı negat̄ıvu minimuma vērt̄ıbu.
Tiešām, ja punktā t0 ∈ (0, 1) ir diferenciālvienādojuma (16) atrisinājuma x
pozit̄ıvs maksimums, tad

x′(t0) = 0, x′′(t0) ≤ 0.

Tajā pašā laikā no diferenciālvienādojuma (16) iegūstam

x′′(t0) = x3(t0) > 0.

L̄ıdz̄ıgā veidā konstatējam, ka diferenciālvienādojuma (16) atrisinājumam x
apgabalā (0, 1) nav ar̄ı negat̄ıva minimuma. No teiktā izriet, ka jebkurš
robežproblēmas (16), (17) atrisinājums x apmierina novērtējumu

|x(t)| ≤ 1, t ∈ [0, 1]. (18)

Šādā gad̄ıjumā saka, ka robežproblēmas (16), (17) iespējamajam atrisinā-
jumam spēkā apriorais novērtējums.

Svar̄ıgi apzināties, ka pats robežproblēmas (16), (17) atrisinājuma eksis-
tences fakts no tā apriorā novērtējuma vēl neseko. Lai pierād̄ıtu robežprob-
lēmas (16), (17) atrisinājuma eksistenci, kopā ar diferenciālvienādojumu (16)
aplūkosim ar̄ı diferenciālvienādojumu

x′′ = φ(x), (19)

kur

φ(x) = −1, x < −1; φ(x) = x3, −1 ≤ x ≤ 1; φ(x) = 1, x > 1.
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Spēkā novērtējums |φ(x)| ≤ 1, x ∈ R. Š̄ı iemesla dēļ saka, ka notikusi
diferenciālvienādojuma (16) labās puses ’apgriešana’.

Tā kā funkcija φ ir nepārtraukta un ierobežota, saskaņā ar teorēmu 3.1.
robežproblēmai (19), (17) eksistē atrisinājums x̄. Tāpat kā iepriekš viegli
atkal pārliecināties, ka

|x̄(t)| ≤ 1, t ∈ [0, 1].

Secinām, ka diferenciālvienādojuma (19) atrisinājuma x̄ grafika piln̄ıbā pieder
apgabalam, kurā diferenciālvienādojumu (16) un (19) labās puses sakr̄ıt.
Tātad funkcija x̄ ir ar̄ı robežproblēmas (16), (17) atrisinājums.

Parād̄ısim aprioro novērtējumu metodes lietojumu krietni vispār̄ıgākā
gad̄ıjumā, aplūkojot Dirihlē problēmu diferenciālvienādojumam

x′′ = f(t, x) (20)

ar robežnosac̄ıjumiem (12), kur f ∈ C([t1, t2]×R, R).
Teorēma 4.3. Pieņemsim, ka eksistē funkcijas α, β ∈ C2([t1, t2], R)

tādas, ka
α(t1) ≤ A ≤ β(t1), α(t2) ≤ B ≤ β(t2),

α(t) ≤ β(t), t ∈ [t1, t2],

α′′(t) ≥ f(t, α(t)), β′′(t) ≤ f(t, β(t)), t ∈ [t1, t2]. (21)

Tad robežproblēmai (20), (12) eksistē atrisinājums x, kuram spēkā no-
vērtējums

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [t1, t2]. (22)

Pierād̄ıjums. Definēsim funkciju F ∈ C([t1, t2]×R, R) sekojoši

F (t, x) = f(t, x), α(t) ≤ x ≤ β(t),

F (t, x) = α(t), x ≤ α(t),

F (t, x) = β(t), β(t) ≤ x.

Dirihlē problēmai diferenciālvienādojumam x′′ = F (t, x) ar robežnosac̄ı-
jumiem (12), saskaņā ar teorēmu 3.1., eksistē atrisinājums x. Parād̄ısim, ka
tam spēkā novērtējums (22). L̄ıdz ar to teorēmas apgalvojumu būs iespējams
konstatēt, lietojot aprioro novērtējumu metodes spriedumus.

Pierād̄ısim tikai pirmo no novērtējumiem (22), otrais pierādāms ana-
loǧiski. Ja šis novērtējums nav spēkā, tad kādam t0 ∈ (t1, t2) funkcijai
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u(t) = α(t)−x(t) ir pozit̄ıvs maksimums, tātad u′(t0) = 0. Savukārt, kādam
t3 ∈ (t1, t0) u(t3) = 0 un

u′(t3) > 0. (23)

Ja t ∈ [t3, t0], tad funkcijas F konstrukcijas un nevienād̄ıbu (21) dēļ

α′′(t) ≥ F (t, α(t)) = F (t, x(t)) = x′′,

tāpēc šajā apgabalā u′′(t) ≥ 0. Integrējot šo nevienād̄ıbu no t3 l̄ıdz t0,
iegūstam

u′(t0)− u′(t3) = −u′(t3) ≥ 0,

bet tas ir pretrunā nevienād̄ıbai (23). Teorēmas pierād̄ıjums principā ir
noslēdzies.

Pierād̄ıtā teorēma ir samērā spēc̄ıga. Tā, piemēram, ja saskatāmas funkci-
jas f̄ , f̃ ∈ C([t1, t2]×R, R), tādas, ka

f̄(t, x) ≤ f(t, x) ≤ f̃(t, x), (t, x) ∈ [t1, t2]×R,

turklāt diferenciālvienādojumu

x′′ = f̄(t, x), x′′ = f̃(t, x)

partikulārie atrisinājumi ir iegūstami anal̄ıtiski, tad funkciju α, β konstruk-
cija ir reāli iespējama. Vēlreiz atgādināsim, ka metode dod iespēju ne tikai
konstatēt atrisinājuma eksistenci, bet tam dod ar̄ı novērtējumu (22).

Tomēr robežproblēmas atrisinājuma pierād̄ıjums, lietojot aprioro novēr-
tējumu metodi, kļūst ievērojami sarežǧ̄ıtāks, ja diferenciālvienādojuma labā
puse ir atkar̄ıga no x′. Šajā gad̄ıjumā bez iespējamā robežproblēmas atrisi-
nājuma x apriorā novērtējuma vajadz̄ıgs ar̄ı apriorais novērtējums robež-
problēmas atrisinājuma atvasinājumam x′, kurš nepieciešams, lai diferen-
ciālvienādojuma labo pusi varētu ’apgriezt’ ar̄ı pēc argumenta x′ un atkal
varētu pielietot teorēmu 2.1.

Vingrinājums 1.4. rāda, ka diferenciālvienādojuma atrisinājumam x, ku-
ram savā defin̄ıcijas apgabalā ir spēkā novērtējums (18), tajā pašā laikā
tā atvasinājums x′ punkta t = 1 apkārtnē kļūst neierobežots. Lai šāda
situācija nebūtu iespējama, diferenciālvienādojuma labajai pusei, attiec̄ıbā
uz izturēša- nos pēc nezināmās funkcijas atvasinājuma, jāuzliek ierobežojumi.

Diferenciālvienādojumam (11) iespējamā ierobežota atrisinājuma atvasi-
nājuma aprioro novērtējumu nodrošina sekojošais klasiskais nosac̄ıjums, kuru
sauc par Bernšteina nosac̄ıjumu.
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Nosac̄ıjums 4.4. Eksistē funkcija c ∈ C([0, +∞) × R, [0, +∞)), kurai
visiem (t, x, y) ∈ J ×R2 ir spēkā nevienād̄ıba

|f(t, x, y)| ≤ c(t, x)(1 + y2).

Piemērs 4.5. Pieņemsim, ka M ∈ R, diferenciālvienādojuma (11)
atrisinājumiem x, kuriem apgabala [t1, t2] galapunktos spēkā nevienād̄ıbas
|x(ti)| ≤ M ; i = 1, 2, spēkā apriorais novērtējums, ja

f(t, x, 0) ≤ 0, t ∈ [t1, t2], x ∈ [−∞,M),

f(t, x, 0) ≥ 0, t ∈ [t1, t2], x ∈ [M, +∞).

Pierād̄ıjumam pietiek konstatēt, ka šādam diferenciālvienādojuma (11)
atrisinājumam x nevar būt ne pozit̄ıva maksimuma, ja x(t) > M , ne negat̄ıva
minimuma, ja x(t) < −M .

Pieņemsim, ka punktā t0 ∈ (t1, t2) diferenciālvienādojuma (11) atrisinā-
jumam x ir pozit̄ıvs maksimums un x(t0) > M . Tādā gad̄ıjumā x′(t0) = 0.
No vienād̄ıbas

x′′ = f(t, x, 0) +
f(t, x, x′)− f(t, x, 0)

x′
x′,

apz̄ımējot f(t, x(t), 0) = ã(t),

f(t, x(t), x′(t))− f(t, x(t), 0)

x′(t)
= b̃(t),

iegūstam vienād̄ıbu
x′′ = ã(t) + b̃(t)x′.

Ievērosim, ka ã, b̃ ir nepārtrauktas un ierobežotas funkcijas, ã(t) > 0, ja t
pieder kādai punkta t0 apkārtnei. Pieņemsim, ka τ ∈ [t1, t0) ir tāds, ka

x′(τ) = γ > 0, ã(t) ≥ 0, t ∈ [τ, t0],

un integrēsim iegūto vienād̄ıbu no τ l̄ıdz t1. Iegūstam

x′(t) = exp(B(t))(γ +
∫ t0

τ
exp(−B(s))ã(s)ds),

kur ieviests apz̄ımējums B(t) =
∫ t
τ b̃(s)ds. Ievietojot šajā vienād̄ıbā t = t0,

iegūstam x′(t0) > 0, kas nav iespējams.
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Analoǧiskā veidā pārliecināmies, ka diferenciālvienādojuma (11) atrisinā-
jumam x nevar būt negat̄ıva minimuma, ja x(t) < −M .

Vingrinājums 4.6. Nosac̄ıjums 4.4. ir būtisks robežproblēmas (11),
(12) atrisinājuma eksistencei. Risinot robežproblēmu

x′′ = (x′)2+ε, x(0) = 0, x(1) = b,

parād̄ıt, ka tai nav atrisinājuma, ja

b >
1

ε
(1 + ε)

ε
1+ε , ε > 0.
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