Parasto diferencialvienadojumu nelinearas
robezproblemas
3. un 4.lekcija

1. Kvazilinearas robezproblemas
atrisinamiba
Aplukosim robezproblemu
¥ = A(t)x + g(t, z) (1)
Ajx(ty) + Asx(te) + ... + Apx(tn) = o(x(tr), x(t2), ..., z(ty)),  (2)

kur A ir n x n matrica ar apgabala J definetiem nepartrauktiem elemen-
tiem, g € C(J x R",R"); Ay, As,..., Ay, ir n X n matricas ar konstantiem
elementiem, ¢ € C(R",R"),t, € J,s = 1,2,... , max(p, m). Pienemsim, ka
eksiste tadi skaitli M,~ € (0, 4+00), ka izpildas

lg(t, 2)| < M, (t,x) € J x R",
[p(u)] <v, ueR™

Stipro ierobezojumu del, kuri uzlikti apliukotaja robezproblema ietilp-
stoSajam nelinearitatem, to sauksim par kvazilinearu robezproblemu.

Reize ar robezproblemu (1),(2) aplukosim art atbilstoso linearo homogeno
robezproblemu

7 = A(t)z, (3)
Avz(ty) + Asx(ta) + ... + Apx(ty,) = 0. (4)

Teorema 3.1. Ja atbilstosajai linearajai homogenajai robezproblemai
(3),(4) ir tikai trivialais, ar nulli identiski vienadais atrisinajums, tad kvazi-
linearajai robezproblemai (1),(2) eksisté atrisinajums.
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Sis teorémas pieradijumam izdalisim divas lemmas.

Lemma 3.2. Teorema 3.1. ir speka, ja funkcija g péc x apmierina lokalo
Lipsica nosacijumu.

Pieradijums. Piegemsim, ka X(¢) ir apgabala J defineta diferencial-
vienadojumu sistémas (3) fundamentala matrica. Tad diferencialvienado-
jumu sistémas (3) visparigais atrisinajums pierakstams sadi:

kur C' patvaligs n-dimensiju vektors ar konstantam komponentem. levedisim
apzimejumu

un tapat ka teoremas 2.1. pieradijuma paradisim, ka
detD # 0.

Tatad matricai D eksiste apgriezta matrica, kuras norma ir ierobezota. Ar
x(t, ¢) apzimesim diferencialvienadojumu sistémas (1) atrisinajumu, kurs ap-
mierina nosacijumu

z(ty) =¢, ce€R"

Ta ka funkcija g pec x apmierina lokalo Lipsica nosactjumu, tad z(t,c) ir
nepartraukta parametra funkcija, kura defineta visiem t € J ¢ € R". Lie-
tojot konstantes variacijas metodi, iegustam, ka x(t,c) apmierina integral-
vienadojumu

t

x(t,c) = X(t)e+ | X)X (s)g(s,x(s,c))ds.

t1
Apzimesim §i integralvienadojuma labas puses otro saskaitamo ar §(t,c).
Viegli redzet, ka g € C'(J x R™, R") un kadam Ny € (0, +00)

1G(t,c)] < No, (t,c) € J x R". (5)
Tatad
z(t,c) = X(t)c+ g(t, c). (6)

Lai z(t,c) apmierinatu nosacijumus (2), ievietojam tajos izteiksmi (6) un
ieglistam

Dc = ¢g(c), (7)



kur
do(c) = o(z(t1,¢), z(te, c), ..., x(ty,c))—
A1g(ti, ¢) = Aog(ta,c) — ... = Ang(tm, ).

Paradisim, ka vienadojumu sistemai (7) eksiste atrisinajums. No (5) un
teoremas 3.1. nosacijuma seko, ka ¢ ir nepartraukta un ierobezota argumen-
ta ¢ vektorfunkcija. No (7), ievedot apzimejumu ¢ (c) = D™ ¢ (c), ieglistam

¢ = du(o), (8)

kur art ¢, ir nepartraukta un ierobezota argumenta c¢ vektorfunkcija. Lai
pieraditu vienadojumu sistemas (8) atrisinamibu, definésim nepartrauktu tel-
pas R™ attelojumu sevi

5:¢1(C), ce R"

Ja skaitlim N; € (0, +00) izpildas
|¢1(C)| <N1a CER”7

tad attelojums ¢; lodi {¢ € R" : |¢|] < N;} attelo sevi un, saskana ar Bola
- Brauera teoremu, §im attelojumam eksisté nekustigais punkts ¢/, Tatad
A = ¢, (cl%), un funkcija x(t, ) ir robezproblemas (1),(2) atrisinajums.
Lemma pieradita.

Lemma 3.3. Jebkurai funkcijai ¢ € C(J x R", R"), kura apmierina
teoremas 3.1. nosacijumus, eksiste tada funkciju virkne

r— g, g€ C(JxR" R"),

kurai piederosas funkcijas pec x apmierina lokalo LipSica nosactjumu un kuras
robeza katra ierobezota J x R"™ apaksSapgabala, ja r — 400, ir funkcija g.
Sts virknes konvergence pie fikseta ¢t € J ir vienmeériga péec x.

Pieradijums. Vienkarsibas pec lemmu pieradisim tikai gadijumam, kad
n = 1. Visparigaja gadijjuma pieradijums atskiras tikai ar tehniskam de-
talam.

Fiksesim r € {1,2,...} un izvelesimies uz = ass rezgi

k
TR = k=0,+1,+2,....

Katra nogriezni [xy, )4 1] pie fikséta ¢ aizvietosim g ar linearu argumenta x
funkciju ta, lai nogriezna galapunktos funkcijas g un g, sakristu.
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Tatad
gr-(t,x) = g(t,zp) + (9(t, 1 — g(t, xp))r(z — 21),
teldJ, z¢€lrg,xpm]; k=0,£1,£2,....

Viegli parliecinaties, ka funkcijas g, ir nepartrauktas un pec x apmierina
lokalo LipSica nosacijumu. Ja parraksta pedejo vienadibu ta:

gr(t,w) = g(t, x) (1= r(2 — ) + gt Tppr)r (2 — 22),

tad viegli saskatit funkciju g, vienmerigo ierobezotibu. Beidzot, no funkcijas
g vienmerigas nepartrauktibas pec katra kompakta apgabala pie fikseta t seko
mums vajadziga konvergences vienmeriba. Lemma pieradita.

Teoremas 3.1. pieradijums. Saskana ar lemmu 3.3. izvelésimies visa
apgabala J x R" ierobezotu funkciju virkni » — g,.. No lemmas 3.2. seko, ka
katram r € {1,2,...} diferencialvienadojumam

' = A(t)x + g, (t, ) (9)

eksiste atrisinajums x,., kur§ apmierina robeznosacijumus (2). No lemmas 3.2.
pieradijuma saskatama virknes r — x, vienmeriga ierobezotiba apgabala J.
Integrejot diferencialvienadojuma (9) abas puses no t; Iidz ¢, iegustam

t

(1) = 2. (t1) + | (A(s)x.(3) + gr(s, 2,(8)))ds. (10)

Ja t,t € J, no (10) iegistam

1) = 2,1 < [ (A(s)(5) + g1, 2 (5))ls.

No §is nevienadibas un funkciju virknu » — x,,r — g, vienmerigas ie-
robezotibas seko virknes r — x, funkciju vienada nepartrauktiba apgabala
J.

Neierobezojot visparibu, uzskatisim, ka pati funkciju virkne » — x, ap-
gabala J vienmerigi konverge uz kadu funkciju xy (preteja gadijuma saskana
ar Arcela teoremu mes izveletos kadu konvergejosu apaksvirkni). Ta ka visas
virknes r — x,. funkcijas apmierina robeznosacijumus (2), tad ar1 funkcija xg
apmierina robeznosacijumus (2).



Pamatojoties uz Lebega teoremu, vienadiba (10) varam veikt robezpareju,
jar — 4o0o. legustam

t

zo(t) = xo(t1) + | (A(s)zo(s) + g(s,z0(s)))ds.

Atvasinot So vienadibu, secinam, ka funkcija zy apgabala J apmierina dife-
rencialvienadojumu (1). Tatad funkcija zo € Ci(J, R") ir kvazilinearas
robezproblemas (1),(2) atrisinajums. Teorema pieradita.
Vingrinajums 3.4. Pielietojot teoremu 3.1., pieradiet Skorca - Dragoni
teoremu - robezproblemai
" = f(t,z,2), (11)

w(t) = A, a(t) =B (12)

A,
eksiste atrisinajums, ja f € C(J x R?); A,B € R un eksiste M € (0, +00)
tads, ka
\f(t,z,2")| < M, (t,z,2') € Jx R

Piezime 3.5. Ja diferencialvienadojumam (11) aplikojam Neimana
problemu, tad teoremu 3.1. nevaram pielietot, jo atbilstosajai linearajai ho-
mogenajai robezproblemai eksisté netriviali atrisinajumi. Tomer, diferen-
cialvienadojuma (11) vieta aplikojot diferencialvienadojumu

2 =—x+ f(t,z,2)
un ieverojot, ka atbilstosajai linearajai homogenajai robezproblemai
' =—x, 2(ty)=12'(t2) =0,

ja vien to —t; # mn, n- vesels skaitlis, ir tikai trivialais atrisinajums, teoremu
3.1. varam lietot art Neimana problémas atrisinamibas pieradisanai.



2. Nelinearu robezproblemu atrisinamibas
pieradisanas metodika

2.1. ”Piesaudes metode”

Piemeéers 4.1. Pielietojumos kodolfizika sastopamas Tomasa - Fermi
vienadojuma robezproblemas

" = t_l/Zl’S/Q, (13)

z(0) =1, xz(4+00)=0 (14)

atrisinamibas pieradijuma demonstresim ta saukto pieSaudes metodi.

Ta ka diferencialvienadojuma (13) laba puse pie fikseta © € R pec t
ir integréjama apgabalos, kuru kreisais galapunkts ir ¢ = 0, un apmierina
Lipsica nosacijumu pec z, tad, saskana ar Kos1 problemas atrisinajuma ek-
sistences un unitates teoremu, jebkuram v € R eksiste viens vienigs diferen-
cialvienadojuma (13) atrisinajums x.,, kur§ apmierina sakuma nosactjumus

z,(0) = 1, xfy(o) =7

un kadam ¢ € (0, +o00) ir turpinams apgabala [0, ¢]. Pie tam funkcijas z, un

m’v ir pec parametra v nepartrauktas funkcijas.

Paradisim, ka, ja v > 0, tad funkcija z., tas definicijas apgabala ir augosa
argumenta ¢ funkcija. Tiesam, saskana ar diferencialvienadojumu (13),

2(t) >0, te0,d],

tatad funkcija 2/ aug un
al(t) >y >0, te]l0,]

un ar1 funkcija z,, aug.
No §is funkcijas 2, monotonitates seko, ka to iespejams turpinat uz visas
pusass [0, +00), turklat

z4(t) >0, te0,+00), ligrn z(t) = +00.

t——4o0

Talak no diferencialvienadojuma (13) saskatam, ka, ja v < —5 un
t € (0,1/4), tad izpildas

), (t) =7 + /ot VPP ()dE < v + /01/45‘”%5 < —4.
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No iegutas nevienadibas izriet, ka
zy(t) <1—4t, tel0,1/4],

un funkcija z., piepem vertibu 0 kadam ¢ € (0,1/4).

Tatad eksiste suprems 7, to parametra v vertibu kopai, kuram funkcija
x- sasniedz t asi, turklat 7o € [—5,0].

Ertibas pec ievedisim apzimé&jumu xy = T, un paradisim, ka

xo(t) >0, tel0,+00), tiigrnoo zo(t) = 0. (15)
Sim noliikam pienemsim, ka kadam t, > 0 xo(ty) = 0. Saja punkta nevar
but speka nevienadiba x(ty) > 0, jo tad punktos, kuri atrodas pietiekosi tuvu
punktam ¢, pa kreisi no ta funkcija zy butu negativa. Nevar izpildities ar1
vienadiba xj(ty) = 0, jo diferencialvienadojumam (13) ir tikai viens vienigs
trivialais atrisinajums, kuram %, ir vairakkartiga nulle. Tatad atliek vienigi
iespeja, ka z{(ty) < 0, bet tad v vertibam lielakam par 7y un pietiekosi tuvam
7o funkcija x, krusto t asi, kas nav iespejams skaitla vy izveles del. Lidz ar to
miusu piepémums izradijies nepareizs un izpildas pirma no sakaribam (15).
Talak atzimesim, ka z((t) <0, t € [0,+00). Tiesam, pienemsim, ka kadam
€>0 z((£) > 0. Tas nozime, ka xj, aug pie t > £ un funkcijas zy minimala
vertiba pie t € [0,400) ir pozitiva. Ja v < 7o un ir pietiekosi tuvs -, tad
funkcija x., ar1 biis pozitiva un tas grafika nekrustos ¢ asi, kas nav iespcjams
skaitla v izveles del. Tatad funkcija xg dilst un tai eksiste robeza

tLiHlOO zo(t) =¢, c€]0,+00).

Lai paraditu, ka (15) izpildas pilniba, atliek konstatét, ka ¢ = 0. Ja ¢ > 0,
tad no nevienadibu virknes xy(t) > ¢ > 0 seko

! ¢
zo(t) =0 +/ S_l/ng/Q(f)dg > 0 + 03/2/ 124
0 0

bet tad

tlg—noo ZL’()(t> - +OO7

kas nav iespéjams.
Tatad funkcija z ir robezproblemas (13), (14) atrisinajums, kura eksis-
tenci velejamies pieradit.



2.2. Aprioro novertejumu metode

Piemers 4.2. Vienkarsas, bet ne kvazilinearas robezproblemas
1" =2, (16)

z(0)=1, =z(1)=-1 (17)

atrisinamibas pieradijuma demonstresim robezproblemu atrisinamibas piera-
disanas metodi, kuru sauc par aprioro novertejumu metodi, un ku-
ra balstas uz iepriek$ pieradito teoremu par kvazilinearas robezproblemas
atrisinamibu.

Neviens diferencialvienadojuma (16) atrisinajums z apgabala(0, 1) nevar
pienemt pozitivu maksimuma vertibu, ne arl negativu minimuma vertibu.
Tiesam, ja punkta ¢y € (0,1) ir diferencialvienadojuma (16) atrisinajuma x
pozitivs maksimums, tad

Zlf/(to) = 0, JT”(tQ) S 0.
Taja pasa laika no diferencialvienadojuma (16) ieglistam
x//(to) = x3(t0) > 0.

Lidziga veida konstatéjam, ka diferencialvienadojuma (16) atrisinajumam x
apgabala (0,1) nav arl negativa minimuma. No teikta izriet, ka jebkurs
robezproblemas (16), (17) atrisinajums @ apmierina novertéjumu

() <1, telo,1]. (18)

Sada gadijuma saka, ka robezproblemas (16), (17) iespejamajam atrisina-
jumam speka apriorais novertejums.

Svarigi apzinaties, ka pats robezproblemas (16), (17) atrisinajuma eksis-
tences fakts no ta apriora novertejuma vel neseko. Lai pieraditu robezprob-
lemas (16), (17) atrisinajuma eksistenci, kopa ar diferencialvienadojumu (16)
aplikosim ar1 diferencialvienadojumu

a”’ = ¢(x), (19)



Speka novertgjums |¢(z)| < 1, z € R. ST iemesla de| saka, ka notikusi
diferencialvienadojuma (16) labas puses ’apgriesana’.

Ta ka funkcija ¢ ir nepartraukta un ierobezota, saskana ar teoremu 3.1.
robezproblemai (19), (17) eksiste atrisinajums z. Tapat ka ieprieks viegli
atkal parliecinaties, ka

lz(t)| <1, telo,1].

Secinam, ka diferencialvienadojuma (19) atrisinajuma z grafika pilniba pieder
apgabalam, kura diferencialvienadojumu (16) un (19) labas puses sakrit.
Tatad funkcija Z ir arT robezproblemas (16), (17) atrisinajums.

Paradisim aprioro novertéjumu metodes lietojumu krietni visparigaka
gadijuma, apliikojot Dirihle problemu diferencialvienadojumam

2" = f(t,x) (20)

ar robeznosacijumiem (12), kur f € C([t1,t2] X R, R).
Teoréma 4.3. Pienemsim, ka eksisté funkcijas «, 5 € Cy([t1, 2], R)
tadas, ka
a(t) A< B(t), altz) < B < f(t2),

a(t) < B(t), te [t ta],
a'(t) = f(t,a(t), B'() < f(tB(1), tE [t ta]- (21)
Tad robezproblemai (20), (12) eksiste atrisinajums =, kuram speka no-
vertejums
alt) <z(t) < B(t), tEe [ty ts). (22)
Pieradijums. Definesim funkciju F' € C([t1, 2] X R, R) sekojosi

F<t7x):f(t7m)7 O‘(t> Sxﬁﬂ(t)’
F(t,z) =a(t), =z <alt),

F(t,:l]):ﬂ<t), ﬁ(i)g&:

Dirihle problemai diferencialvienadojumam z”” = F'(t,z) ar robeznosaci-
jumiem (12), saskana ar teorému 3.1., eksiste atrisinajums z. Paradisim, ka
tam speka novertejums (22). Lidz ar to teoremas apgalvojumu bus iespejams
konstatet, lietojot aprioro novertéjumu metodes spriedumus.

Pieradisim tikai pirmo no novertéjumiem (22), otrais pieradams ana-
logiski. Ja &is novertejums nav speka, tad kadam ¢, € (t1,ty) funkcijai



u(t) = a(t) — z(t) ir pozitivs maksimums, tatad u'(ty) = 0. Savukart, kadam
t3 S (tl,to) U,(tg) =0 un
Ul(tg) > 0. (23)

Ja t € [ts, to], tad funkcijas F' konstrukcijas un nevienadibu (21) del
a"(t) > F(t,a(t) = F(t,z(t) = 2",

tapec Saja apgabala u”(t) > 0. Integrejot So nevienadibu no t3 lidz t,
iegustam
U,(to) — Ul(tg) = —Ul(t;g) Z O,

bet tas ir pretruna nevienadibai (23). Teoremas pieradijums principa ir
nosledzies.

Pieradita teorema ir samera speciga. T, piemeéram, ja saskatamas funkci-
jas f, f € C([t1,t2] X R, R), tadas, ka

f(t,x) < f(t,x) < f(t,x), (t,x) € [t1,ts] X R,

turklat diferencialvienadojumu

" = f(t,x), "= f(t )

partikularie atrisinajumi ir iegustami analitiski, tad funkciju «, 8 konstruk-
cija ir reali iespejama. Velreiz atgadinasim, ka metode dod iespeju ne tikai
konstatet atrisinajuma eksistenci, bet tam dod arT novertéjumu (22).

Tomer robezproblemas atrisinajuma pieradijums, lietojot aprioro nover-
tejumu metodi, klust ieverojami sarezgitaks, ja diferencialvienadojuma laba
puse ir atkariga no z’. Saja gadijuma bez iespéjama robezproblemas atrisi-
najuma x apriora novertejuma vajadzigs arl apriorais novertejums robez-
problémas atrisinajuma atvasinajumam z’, kur§ nepiecieSsams, lai diferen-
cialvienadojuma labo pusi varetu ’apgriezt’ arl pec argumenta z’ un atkal
varetu pielietot teoremu 2.1.

Vingrinajums 1.4. rada, ka diferencialvienadojuma atrisinajumam z, ku-
ram sava definicijas apgabala ir speka novertejums (18), taja pasa laika
ta atvasinajums z’ punkta ¢ = 1 apkartné klust neierobezots. Lai $ada
situacija nebutu iespejama, diferencialvienadojuma labajai pusei, attieciba
uz iztureésa- nos pec nezinamas funkcijas atvasinajuma, jauzliek ierobezojumi.

Diferencialvienadojumam (11) iespejama ierobezota atrisinajuma atvasi-
najuma aprioro novertejumu nodrosina sekojosais klasiskais nosacijums, kuru
sauc par Bernsteina nosacijumu.
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Nosacijums 4.4. Eksisté funkcija ¢ € C([0,4+00) x R, [0, +00)), kurai
visiem (t,x,y) € J x R? ir speka nevienadiba

[tz y)| < et 2)(1+y7).

Piemers 4.5. Pienemsim, ka M € R, diferencialvienadojuma (11)
atrisinajumiem x, kuriem apgabala [t1, 1] galapunktos speka nevienadibas
|z(t;)| < M; i=1,2, speka apriorais novertejums, ja

f(t7xa O) < Oa te [tlat2]7 S [_OO7M)7

f(t,z,0) >0, te][t,ts], ze€[M,+00).

Pieradijumam pietiek konstatet, ka sadam diferencialvienadojuma (11)
atrisinajumam x nevar biit ne pozitiva maksimuma, ja x(t) > M, ne negativa
minimuma, ja z(t) < —M.

Pienemsim, ka punkta ¢y € (¢1,t5) diferencialvienadojuma (11) atrisina-
jumam z ir pozitivs maksimums un x(ty) > M. Tada gadijuma z'(ty) = 0.
No vienadibas

f(t,.ﬁC,l'/) - f(t7x70)x/

2" = f(t,z,0) + por

Y

iegiistam vienadibu 3
2" =a(t) + b(t)z'.

Teverosim, ka @,b ir nepartrauktas un ierobezotas funkcijas, a(t) > 0, ja t
pieder kadai punkta ¢, apkartnei. Pienemsim, ka 7 € [t;,to) ir tads, ka

Z(r)=~v>0, a(t)>0, te]rtl,
un integrésim ieguto vienadibu no 7 lidz ¢;. leglistam

(6 = xp(B) (1 + [ exp(—B(s))a(s)ds),

kur ieviests apziméjums B(t) = [!b(s)ds. Ievietojot $aja vienadiba t = t,
iegustam z’(to) > 0, kas nav iespéjams.
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Analogiska veida parliecinamies, ka diferencialvienadojuma (11) atrisina-
jumam x nevar but negativa minimuma, ja x(t) < —M.

Vingrinajums 4.6. Nosacijums 4.4. ir butisks robezproblemas (11),
(12) atrisinajuma eksistencei. Risinot robezproblemu

g’ = (2)*T, 2(0) =0, x(1)=0,

paradit, ka tai nav atrisinajuma, ja

1 c
b>—(1+¢)m, €>0.
€
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