Parasto diferencialvienadojumu nelinearas
robezproblemas
5. un 6.lekcija

1. Robezproblemas
diferencialvienadojumiem
ar neintegrejamam singularitatem

1.1. Emdena - Faulera tipa vienadojumi

Piemers 5.1. Izvedisim robezproblemu nelinearam diferencialvienado-
jumam, kuru, apskatot astrofizikas problemu par izplatjjuma esosas gazes
masas lidzsvara nosacijumiem, ieguva 1907.gada. Tas bija viens no pirmajiem
pielietojumos sastopamajiem nelinearajiem diferencialvienadojumiem.

Gazes masa, uz kuru darbojas tas dalinu savstarpejas pievilksanas speki,
bet uz tas aiznemta tilpuma virsmas - pastavigs spiediens (iespejams, arl
vienads ar nulli), pienem lodveida formu, ja vien ta atrodas lidzsvara. Gazes
blivumam p un ieksejam spiedienam P tada gadijuma raksturiga sferiski
centrala simetrija, un So fizikalo parametru vertibas konkretos lodes punktos
ir atkarigas tikai no to attaluma r lidz lodes centram.

Izvelesimies nelielu patvaligu sferas gabalinu ar virsmas laukumu o atta-
luma r no gazes aiznemta lodveida tilpuma centra. Konstruesim uz st virsmas
gabalina cilindru ar augstumu dr. Uz So gazes tilpuma cilindru darbojas
spiediena izraisits speks od P un gazes dalinu savstarpejas pievilkSanas speks
pgodr, kur g ir gravitacijas speka raditais paatrinajums gazes tilpuma cilindra
punktos. No Siem apsverumiem izriet, ka gazes masas lidzsvara nosacijums
izskatas Sads:

odP + pgodr =0



vai, parveidojot,

dP

— 4+ pg = 0. 1
5 TP (1)
Saskana ar Niitona gravitacijas likumu, ¢ = yM,r~2, kur v ir gravitacijas
konstante, bet M, ir gazes masa, kura atrodas lode ar radiusu r. Gazes masa,
kura ieslegta starp sferam ar radiusiem r un r+dr, vienada ar 472r?pdr, tadel

M, = 47r/ r?pdr,
0

lidz ar to no diferencialvienadojuma (1) iegtstam

/ r2pdr = 0.
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Pareizinot So vienadibu ar = un abas tas puses atvasinot pec r, iegustam
p )

diferencialvienadojumu
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Ja nav siltuma apmainas starp gazes aizpildito lodi un apkartejo telpu, tad
P=kp"",

kur k,n ir kadas pozitivas konstantes. Izveloties jaunu mainigo y ta, lai
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k(n+1)
iegustam
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[zdarot velreiz mainigo mainu

iegtistam diferencialvienadojumu

dPr  2dx

@—F;aﬁ-lﬂ:o. (3)

Ja gazes masas veidotajai lodei ir galigs radiuss R, tad pie r = R

un, ja
n—1
t(] = OéRyT(O),
tad

Savukart, no sferiski centralas simetrijas apsverumiem izriet, ka lodes centra
pie r = 0 fizikalajiem parametriem P un p japienem ekstremalas vertibas,
tadel, ieverojot izdaritas mainigo mainas, iegiistam ari robeznosacijumu

Z'(0) = 0. (4)

leverosim, ka diferencialvienadojumam (3) pie ¢t = 0 ir neintegréjama singu-
laritate, tadel iegtitas robezproblemas izpétei nav lietojami klasiskie dife- ren-
cialvienadojumu teorijas rezultati. Vienlaicigi robeznosacijums (4) So neinte-
grejamo singularitati parvers % tipa nenoteiktiba, tadel robezproblemam ar
Sadu nosacijumu iespéjama atrisinajuma eksistence.

Piemers 5.2. Diferencialvienadojumu (3) visparina sckojosie diferen-
cialvienadojumi, kurus sauc par Emdena - Faulera vienadojumiem:

(tP2") +t72" =0, (5)
kur p,oc € R, n € (0,400),
(p(t)2") +q(t)z" =0, (6)

kur funkcijas p,q € C([0,+0), R).



Vingrinajums 5.3. Paradit, ka, ja p(t) > 0, tad, lietojot mainigo mainu
todr /+°° dr
0

= o vy o)~

diferencialvienadojums (4) parveidojams sekojosa forma:
u” + a(s)u™ =0,

kur a € C([0,400), R).

Piezime 5.4. Lai vingrinajuma 5.3 iegutais diferencialvienadojums biitu
aplukojams art negativam funkcijas u vertibam ar racionaliem kapinatajiem
n, ta vieta parasti lieto diferencialvienadojumu

"+ a(t)|z]"sgn(z) = 0, (7)

kuru sauc par Emdena - Faulera tipa vienadojumu

Ieverosim, ka apliukojot Emdena - Faulera tipa vienadojumu pie nega-
tivam kapinataja n vertibam, iegistam diferencialvienadojumu, kuram ir ar1
singularitate pec mainiga . Robezproblemu sadam diferencialvienadojumam
iegist, piemeram, mehanika petot planas, elastigas un homogenas mem-
branas deformaciju:

1
2t gttt =N w(0) =0, /(1) = pa(1),

kur A, g1 € (0, +00).

1.2. Puasona vienadojums ar nelinearu avota funkciju
cilindriskajas un sferiskajas koordinatas

Piemers 5.5. Aplukosim Puasona diferencialvienadojumu, kurs aprak-
sta siltumvadiSanas vai difuzijas procesus ar nelinearu avota funkciju:

Az + f(z) =0.
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Parejot uz cilindriskajam koordinatam un pienemot, ka process ir centrali
simetrisks attieciba pret cilindra asi, iegustam parasto diferencialvienado-
jumu ar neintegréjamu singularitati

o 1:;; + f(z) =0, (8)

Analogiski, parejot uz sferiskajam koordinatam un pienemot, ka process
ir centrali simetrisks attieciba pret sferas centru, iegtistam lidzigu diferen-
cialvienadojumu

o iaz + f(z) =0, (9)

Abiem iegutajiem diferencialvienadojumiem ir dabigi par vienu no robez-
nosacijumiem nemt robeznosactjumu (4), izmantojot apstakli, ka pie ¢ = 0
parametrs x pienem ekstremalu vertibu. Savukart, pie t = t5, to > 0
varam apliikot linearos robeznosacijumus vispariga veida, kurus pierakstisim
sekojosi
z(to) = ap’(to) + bo, ao,by € R. (10)
Minesim dazus prakse sastopamu nelinearu avota funkciju piemerus. Ja
viela, kura notiek apliikotais siltumvadiSanas process, ir pasuzliesmojosa, tad
f(z) = M1 + az)?, kur X\ a,8 € R. Saja izteiksmé parametriem o un (3
vienlaicigi tiecoties uz 0 robezpareja iegtistam

F() = Aexp(z). (11)
Piemeros aplikosim art avota funkciju
f@)=a+l, (12)

kura rodas elektrodinamika, petot skidruma pilienu saplusanu, ka art kimisko
reaktoru teorija sastopamo avota funkciju

f(x) = Bexp(—

).

T+ o

Saja paragrafa apliikotas robezproblémas visparina robezproblema dife-
rencialvienadojumam

x”—l—%x’—l—f(t,x,x’) =0 (13)

ar robeznosacijumiem (4), (10).



1.3. Robezproblemas diferencialvienadojumam, kura
lineara dala ir diferencialoperatoru ar
neintegrejamam singularitatém superpozicija

Diferencialvienadojuma (13) atbilstosajam linearajam homogenajam
diferencialvienadojumam
P,
—r

2"+ 22" =0
t

varam pazeminat kartu ar mainigo mainu u = 2/, iegustot

—u=0, u(0)=0. (14)

Kost problema (14) ietilpstosa diferencialvienadojuma kreiso pusi apzimesim
ar LPly,

Vingrinajums 5.6. Paradit, ka Kost problemai (14) eksiste tikai viens
vienigs trivialais atrisinajums, ja p > 0, bet bezgaligi daudz atrisinajumu, ja
p <0.

No vingrinajuma 5.6. redzam, ka pie p < 0 Kost problemas (14) atrisi-
najumam u

lim u(t)t* = const, %in%(u'(t) + thu(t)) = 0.

t—0
Noverojums pamudina aplikot diferencialo operatoru LI=?) un LI+4 super-
poziciju, jap > 1, ¢q > —1. legistam

14¢
t

P l-p+q Pq
(' — gx) =" + fx'— R

No vingrinajuma 5.6. gutas pieredzes redzam, ka robeznosacijums (4) saja
diferencialo operatoru superpozicija ietilpstosas singularitates parvers neno-
teiktibas %.

Piemers 5.7. Robezproblema diferencialvienadojumam ar sada veida
diferencialo operatoru radusies, piemeram, specialaja relativitates teorija,
kur gravitacijas speks x lode ar radiusu r = 2 ir atrisinajums robezproblémai

x3 x 2

2 2
" / AV 2
23—1—;37—7721‘—}-2773—%—71%2((33) +(1_7)) Oa

2(0) =0, =z(2)=2.



1.4. Fazu plaknes analizes metode

Piemers 6.1.Aplukosim diferencialvienadojumam (9) ar nelinearo avota
funkciju (12), kur aw = 0, 5 = 1 robezproblemu

2 1
.7:” —|_ ;ZU/ + P = O, (15)
Z(0)=0, x(1)=bh, (16)

kur b € R.
Ar z., ¢ € R, ¢ # 0, apzimesim diferencialvienadojuma (15) Kost
problemas ar sakuma nosacijumiem

atrisinajumu un ievedisim jaunus mainigos
_3 30—
r=te™2,  u(r) = z(rfe]?)le[

[egtistam Kogs1 problemu

" 2 / 1
z g 17
uttou 0, (17)
u(0) = sign(c), u'(0) = 0. (18)
Talak ievedisim fazu plaknes (£, 7) mainigos
§(r) =rSu(r), nlr) =rsu(r). (19)

Atvasinot vienadibas (19) un izmantojot diferencialvienadojumu (17), lai iz-
slegtu lielumus u un o/, iegustam divu pirmas kartas diferencialvienadojumu
sistemu
2 5 1
& =38 dn_Tste

dr r 7 dr r ’
kura ekvivalenta fazu plaknes diferencialvienadojumam

dy _ ~3n+ @
dg — 3¢
Sakuma nosacijumi (18) kopa ar izteiksmem (19) dod

lim r3¢(r) = sign(c),n(0) = 0.



Saskana ar pirmo no Sim vienadibam, ja r — 0+, tad &(r) — 400, ja
sign(c) = 1 un  &(r) — —oo, ja sign(c) = —1. Tatad, ja apluko n ka
¢ funkciju, no otra no sakuma nosacijumiem (18) iegtstam

n(+o0) =0, sign(c) =1;n(—o0) =0, sign(c) =—1. (21)

Viegli parliecinaties, ka diferencialvienadojumam (20) ir viens vienigs sin-
gularais punkts
9
6

=

o =—(2)% m=—(3)3,

—_

kurs ir fokuss.

Apskatisim diferencialvienadojuma (20) integrallinijas fazu plakne (£, 7).
Ja ¢ < 0, tad nosactjumam (21) atbilstosa integrallinija, lielumam r augot,
spiralveidigi pulkstena raditaja virziena tuvojas punktam (&, 7o), paliekot
fazu plaknes III kvadranta. Mainiga £ vertibas, pie kuram

dn(§) _

d¢ ’
tam dilstot no vertibas 0 lidz vertibai &y, secigi apzimesim ar by,, bet, tam
augot no —oo lidz vertibai &y, secigi apzimesim ar bg,y1, n = 0,1,....

Virkne n — by, monotoni dilst un konverge uz &y, bet virkne n — by,11
monotoni aug un ari konverge uz &y. Ja ¢ € [by, byl, tad aplukota integrallinija
nosaka 7 ka daudzvertigu mainiga ¢ funkciju, un punkti ..., by, bopi1, ...,
ir 8§1s daudzvertigas funkcijas sazarojuma punkti. Savukart, ja ¢ > 0, tad
diferencialvienadojuma (20) integrallinija, kura atbilst nosacijumam (21), ir
monotoni augosa argumenta & funkcija, kuras grafika atrodas fazu plaknes
IV kvadranta.

Tagad izmantosim otro no robeznosacijumiem (16). Ja t = 1, tad r =
|c|’% un

3 3 2 3
&) = &%) = (1l Hullel#) = z.(1), )

Tatad, ja z.(1) = b, tad z, apmierina arl otro no robeznosacijumiem (16), tas
nozime, ka x. ir arl robezproblemas (15), (16) atrisinajums. No vienadibas
(22) seko, ka tada gadijuma £(r) = b, un mums atliek ieguto integralliniju
fazu plakneé (£,n) krustot ar taisni £ = b, lai iegtitu robezprobléemas (15),
(16) atrisinajumu skaitu.



Rezumegjot fazu plakne noveroto, atzimésim, ka robezproblemai (15), (16)
nav atrisinajuma, ja b € (bg, 0], ir viens vienigs atrisinajums, ja b € (—o0, by)
vai b € (0, +00), ir tiesi n + 1 atrisinajumi, ja b = b,, ir tiesi 2n atrisinajumi,
ja b € (ban, bay—2), ir tiesi 2n + 1 atrisinajumi, ja b € (boy—1, bant1),
n=0,1,....

Vingrinajums 6.2. Lietojot fazu plaknes analizes metodi, izpetit robez-
problemu (8),(16) un (9),(16) atrisinamibu, ja funkcija f defineta ar sakaribu
(11) un b = 0.



