
Parasto diferenciālvienādojumu nelineāras
robežproblēmas
7. un 8. lekcija

1. Automodeļu diferenciālvienādojumu

robežproblēmu piemēri

1.1. Robežproblēmas Blaziusa un Foknera - Skeinas
vienādojumiem

Bieži to vai citu matemātiskās fizikas problēmu ar formālām main̄ıgo
maiņām var reducēt uz robežproblēmu nelineāram parastajam diferenciāl-
vienādojumam vai to sistēmām. Tādā veidā iegūto parasto diferenciālvienā-
dojumu sauc par automodeļu diferenciālvienādojumu, bet atbilstošos formā-
los main̄ıgos sauc par automodeļu main̄ıgajiem. Tādu problēmu iegūšanu
apskat̄ısim Blaziusa vienādojuma piemērā.

Piemērs 7.1. Aplūkosim nostabilizējušos viskoza, nesaspiežama šķidru-
ma plūsmu gar pusbezgal̄ıgu plāksn̄ıti, kura novietota perpendikulāri ko-
ordinātu sistēmas (x, y, z) y asij pozit̄ıvās x pusass plaknē. Ar u un v
apz̄ımēsim šķidruma plūsmas ātruma komponentes, attiec̄ıgi, x un y asu
virzienos. Sākotnējai plūsmai š̄ıs komponentes pieņem vērt̄ıbas

u = u0, v = 0.

Viskozitātes iedarb̄ıba novērojama tikai šaurā slān̄ı plāksn̄ıtes tuvumā, ku-
ru sauc par robežslāni. Šķidruma plūsmas ātruma komponentes u vērt̄ıbas
mainās no lieluma 0 uz plāksn̄ıtes virsmas l̄ıdz u0 uz robežslāņa ārējās robe-
žas. Šķidruma plūsmas pēt̄ı̌sana iespējama, izmantojot Navjē - Stoksa vienā-
dojumu sistēmu, kuru iegūst no masas un kust̄ıbas daudzuma nezūdamı̄bas
likumiem.
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Ja uzskatām, ka robežslānis ir ļoti plāns un u >> v, tad Navjē - Stoksa
vienādojumu sistēma izskatās tāda:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (1)

u
∂u

∂x
+ v

∂v

∂y
= ν

∂2u

∂y2,
(2)

kur ν ir viskozitātes koeficients.
Robežnosac̄ıjumus varam pierakst̄ıt tā:

u(x, 0) = v(x, 0) = 0, u(x,∞) = u0. (3)

Pirmais no šiem nosac̄ıjumiem parāda, ka caur plāksn̄ıtes virsmu nenotiek
masas pārnese un gar plāksn̄ıti nenotiek šķidruma daļiņu sl̄ıdēšana. Otrais
nosac̄ıjums iegūts no apsvēruma, ka šķidruma plūsmas ātruma komponente
u, ja y →∞, asimptotiski tiecas uz sākotnējo šķidruma plūsmas ātrumu u0.

Ieved̄ısim potenciāla funkciju ψ ar vienād̄ıbām

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
,

kura diferenciālvienādojumu (1) pārvērš identitātē, bet diferenciālvienādo-
jums (2) tad pārrakstāms šādi

[(
∂ψ

∂y
)− (

∂ψ

∂x
)]

∂2ψ

∂x∂y
= ν

∂3ψ

∂y3
.

Robežnosac̄ıjumi attiec̄ıgi pārveidojas tā:

∂ψ

∂x
(x, 0) =

∂ψ

∂y
(x, 0) = 0,

∂ψ

∂y
(x, +∞) = u0.

1908.gadā Blaziuss ieteica pēdējā no iegūtajiem vienādojumiem, pāriet
uz automodeļu main̄ıgajiem, izdarot main̄ıgo maiņu

t =
y
√

u0√
νx

, z =
ψ√
νxu0

,

kura to pārveido parastajā diferenciālvienādojumā

z′′′ +
1

2
zz′′ = 0, (4)
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kuru mūsdienu literatūrā sauc par Blaziusa vienādojumu.
Ja y = 0, tad t = 0 un, tā kā

∂ψ

∂y
= z′

∂t

∂y

√
νxu0 = z′u0,

tad no otrā un trešā robežnosac̄ıjumiem iegūstam robežnosac̄ıjumus

z′(0) = 0, z′(+∞) = 1. (5)

Beidzot, ievērojot, ka

∂ψ

∂x
= −z′yu0

2x
+

z

2

√
νu0

x
,

no pirmā robežnosac̄ıjuma iegūstam robežnosac̄ıjumu

z(0) = 0. (6)

L̄ıdz ar to (4), (5), (6) veido robežproblēmu Blaziusa vienādojumam.
Piemērs 7.2. Ja aplūkotajā hidrodinamiskajā procesā plāksn̄ıtes vietā

simetriski pret x asi novietots ķ̄ılis ar virsotni koordinātu sākumpunktā, tad
sakarā ar to, ka ātrums galvenajai šķidruma plūsmai kļuvis atkar̄ıgs no ko-
ordinātas x, diferenciālvienādojumā (2) parād̄ısies papildu saskaitāmais un
diferenciālvienādojuma (4) vietā rodas diferenciālvienādojums

z′′′ + zz′′ + β(1− (z′)2) = 0, (7)

kur koeficients β ∈ R raksturo ķ̄ıli, bet robežnosac̄ıjumi (5), (6) nemainās.
Diferenciālvienādojumu (7) sauc par Foknera - Skeinas vienādojumu.

Vingrinājums 7.3. Veicot pāreju uz automodeļu main̄ıgajiem iegūt
Foknera - Skeinas vienādojumu.

1.2. Transformācijas metode

Piemērs 7.4. Aplūkosim Blaziusa vienādojuma robežproblēmas(4), (5),
(6) skaitlisku risināšanu, lietojot transformāciju metodi.

Veiksim main̄ıgo maiņu

t = Aα1s, z = Aα2y, (8)
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kur A,α1, α2 ∈ R ir kādi pagaidām nezināmi parametri. Iegūstam

Aα2−3α1y′′′ +
1

2
A2(α2−α1)yy′′ = 0.

Ja
α2 − 3α1 = 2(α2 − α1), (9)

tad iegūtais diferenciālvienādojums nav atkar̄ıgs no parametra A, un mums
ir diferenciālvienādojums

y′′′ +
1

2
yy′′ = 0. (10)

Pieņemam, ka z′′(0) = A. Main̄ıgo maiņa (8) dod

Aα2−2α1y′′(0) = A.

Ja
α2 − 2α1 = 1, (11)

tad ar̄ı šis sākuma nosac̄ıjums nesatur parametru A un ir pierakstāms šādi:

y′′(0) = 1. (12)

Abi pārējie sākuma nosac̄ıjumi diferenciālvienādojumam (10) ir homogēni

y(0) = y′(0) = 0. (13)

No lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas (9), (11) iegūstam

α1 = −α2 =
1

3
.

Beidzot, no robežnosac̄ıjuma bezgal̄ıbā iegūstam

Aα2−α1y′(+∞) = 1, A = (y′(+∞))−
2
3 .

Tātad, skaitliski risinot Koš̄ı problēmu (10), (12), (13) l̄ıdz br̄ıdim, kad tās
atrisinājums y asimptotiski pietuvojies kādai konstantai vērt̄ıbai, iegūstam
parametra A vērt̄ıbu un, lietojot transformācijas formulas (8), Blaziusa vie-
nādojuma robežproblēmas(4), (5), (6) atrisinājumu.

Rezumējot izklāst̄ıto, formulēsim transformāciju metodes lietojuma shē-
mu.
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1. Tiek uzdota diferenciālvienādojumā ietilpstošo main̄ıgo transformāci-
ja, kura satur reālas vērt̄ıbas pieņemošus parametrus, tāda, ka pēc tās izpildes
diferenciālvienādojums šos parametrus nesatur.

2. Trūkstošajā sākuma nosac̄ıjumā iekļauj kādu no transformācijas para-
metriem, dodot iespēju noteikt pārējo parametru skaitliskās vērt̄ıbas. Pēc
main̄ıgo transformācijas izpildes ar̄ı sākuma nosac̄ıjumi nedr̄ıkst saturēt para-
metrus.

3. Transformācijas parametru, kurš atbilst trūkstošajam sākuma nosac̄ı-
jumam, nosaka robežnosac̄ıjums atrisinājuma defin̄ıcijas apgabala otrajā ga-
lapunktā. Šeit būtiska ir š̄ı robežnosac̄ıjuma nehomogenitāte.

4. Tiek pārveidoti ar̄ı robežnosac̄ıjumi atrisinājuma defin̄ıcijas apgabala
pirmajā galapunktā, te būtiska ir šo robežnosac̄ıjumu homogenitāte.

5. Risinot Koš̄ı problēmu un izmantojot uzdotās main̄ıgo transformācijas
formulas, iegūstam robežproblēmas tuvinātu skaitlisko atrisinājumu.

2. Transformāciju metode robežproblēmai

diferenciālvienādojumam ar

neintegrējamu singularitāti

2.1. Robežproblēmas skaitliska risināšana

Piemērs 8.1. Aplūkosim iepriekšējās lekcijās minēto robežproblēmu
diferenciālvienādojumam ar neintegrējamu singularitāti

x′′ +
1

t
x′ + λ exp(x) = 0, (14)

x′(0) = x(1) = 0. (15)

Lietosim main̄ıgo transformāciju

t = s exp(α1A), x = y + α2A,

kur α1, α2, A ∈ R ir transformācijas parametri. Pēc tās izpildes iegūstam

exp(−2α1A)(y′′ +
1

s
y′) + λ exp(α2A) exp(y) = 0.

Ja α2 = −2α1, tad iegūtais diferenciālvienādojums nav atkar̄ıgs no parametra
A. Tālāk ievērojam, ka y′(0) = 0, un no x(0) = A seko y(0) = A − α2A.
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Ja α2 = 1, tad y(0) = 0 un l̄ıdz ar to α1 = −1
2
. Beidzot, izmantojot

robežnosac̄ıjumu pie t = 1, varam rakst̄ıt

y(exp(−α1A)] + α2A = 0, y(exp(
A

2
) = −A.

Ievērojot, ka s = exp(−α1A), un izslēdzot parametru A, iegūstam

s = exp(−y

2
). (16)

Koš̄ı problēmas

y′′ +
1

s
y′ + λ exp(y) = 0,

y(0) = y′(0) = 0

atrisinājuma grafika atkar̄ıbā no koeficienta λ vērt̄ıbas var l̄ıkni (16) šķērsot
vairākas reizes, vienu reizi (tai pieskarties), kā ar̄ı var to vispār nešķērsot.
Šie gad̄ıjumi atbilst situācijām, kurās robežproblēmai (14), (15) ir vairāki
atrisinājumi, ir viens atrisinājums, nav atrisinājuma, jo minētie krustpunkti
nosaka parametra A vērt̄ıbas.

2.2. Stabila atrisinājuma izdal̄ı̌sana

Ja robežproblēmai (14), (15) ir vairāki atrisinājumi, tad interesi rada
jautājums par stabila atrisinājuma atrašanu, jo nestabili atrisinājumi nerada
matemātisko rezultātu pielietotāju interesi. Iepaz̄ısimies ar metodi, kura ļauj
noskaidrot robežproblēmas (14), (15) atrisinājumu stabilitāti.

Piemērs 8.2. Ja x0 ir robežproblēmas (14), (15) atrisinājums, tad tas ap-
mierina ar̄ı šādu diferenciālvienādojumam (14) atbilstošu nestacionāru dife-
renciālvienādojumu

∂x(t, τ)

∂τ
=

1

t

∂

∂t
(t

∂x(t, τ)

∂τ
) + λ exp(x(t, τ)) (17)

ar robežnosac̄ıjumiem
x(t, 0) = x0(t), (18)

∂x(0, τ)

∂t
= 0, x(1, τ) = 0. (19)

Uzliksim robežnosac̄ıjumam (18) mazu perturbāciju

x(t, 0) = x0(t) + δx0(t) (20)
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un meklēsim robežproblēmas (17), (19), (20) atrisinājumu sekojošā formā

x(t, τ) = x0(t) + δx(t, τ). (21)

Ievietojot izteiksmi (21) diferenciālvienādojumā (17) un tur ietilpstošās nelin-
earitātes izvirzot Teilora rindā, aprobežojoties tikai ar lineārajiem saskaitā-
majiem, iegūstam diferenciālvienādojumu attiec̄ıbā pret otro saskaitāmo iz-
teiksmes (21) labajā pusē, kuru ı̄suma dēļ apz̄ımēsim ar u:

∂u

∂τ
=

1

t

∂

∂t
(t

∂u

∂t
) + λ exp(x0(t))u. (22)

Robežnosac̄ıjumi (19), (20) šajā situācijā pieņem izskatu

∂u(0, τ)

∂t
= 0, u(1, τ) = 0, (23)

u(t, 0) = δx0(t). (24)

Ja robežproblēmai (22), (23), (24) ir neierobežoti augošs atrisinājums, tad
viegli saprast, ka atbilstošais robežproblēmas (14), (15) atrisinājums x0(t)
nav stabils.

Robežproblēmas (22), (23), (24) atrisinājumu meklēsim formā

u(t.τ) = v(t)w(τ),

to ievietojot diferenciālvienādojumā (22), iegūstam

dw

dτ

1

w
= (

1

t

d

dt
(t

dv

dt
) + λ exp(x0(t))v)

1

v
= −α,

kur α ir nezināma konstante.
Diferenciālvienādojuma

dw

dτ
+ αw = 0

atrisinājums ir w(τ) = C exp(−ατ), kur C ir integrācijas konstante. No
šejienes redzam, ka diferenciālvienādojuma (22) ierobežotam atrisinājumam
konstante α nevar būt negat̄ıva.
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Savukārt, diferenciālvienādojums

1

t

d

dt
(t

dv

dt
) + λ exp(x0(t))v + αv = 0 (25)

ar robežnosac̄ıjumiem
v′(0) = 0, v(1) = 0 (26)

ļauj noteikt funkciju v. Robežproblēma (25), (26) ir Šturma - Liuvila problē-
ma, kurai pie pastāvošajiem nosac̄ıjumiem, kā zināms, ir sanumurējams skaits
ı̄pašvērt̄ıbu

α1 < α2 < . . . < αn < . . . ,

kurām atbilst robežproblēmas (25), (26) atrisinājumi v1, v2, . . . , vn, . . . -
Šturma - Liuvila problēmas ı̄pašfunkcijas. L̄ıdz ar to diferenciālvienādojuma
(22) atrisinājums izsakāms rindas veidā

u(t, τ) =
∞∑

i=1

Ai exp(−αiτ)vi(t),

bet robežnosac̄ıjums (24) dod

δx0(t) =
∞∑

i=1

Aivi(t).

Perturbācijas δx0(t) patvaļ̄ıguma dēļ pēdējais izvirz̄ıjums var saturēt visas
Šturma - Liuvila problēmas (25), (26) ı̄pašfunkcijas vi, no kā izriet, ka
robežproblēmas (22), (23), (24) visi atrisinājumi būs ierobežoti tikai tad,
ja α1 > 0. Tātad robežproblēmas (14), (15) atrisinājums x0 būs stabils, ja
mazākā ı̄pašvērt̄ıba α1 Šturma - Liuvila problēmai (25), (26) ir pozit̄ıva.

Š̄ıs ı̄pašvērt̄ıbas praktiskai noteikšanai var lietot, piemēram, no skaitlisko
metožu kursa paz̄ıstamo Gaļorkina metodi.
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