Parasto diferencialvienadojumu nelinearas
robezproblemas
7. un 8. lekcija

1. Automodelu diferencialvienadojumu
robezprobléemu piemeri

1.1. Robezproblemas Blaziusa un Foknera - Skeinas
vienadojumiem

Biezi to vai citu matematiskas fizikas problemu ar formalam mainigo
mainam var reducet uz robezproblemu nelinearam parastajam diferencial-
vienadojumam vai to sistemam. Tada veida iegtito parasto diferencialviena-
dojumu sauc par automodelu diferencialvienadojumu, bet atbilstosos forma-
los mainigos sauc par automodelu mainigajiem. Tadu problemu iegiSanu
apskatisim Blaziusa vienadojuma piemera.

Piemers 7.1. Aplukosim nostabilizejusos viskoza, nesaspiezama skidru-
ma plasmu gar pusbezgaligu plaksniti, kura novietota perpendikulari ko-
ordinatu sistemas (z,y,2) y asij pozitivas = pusass plakne. Ar w un v
apzimesim Skidruma plismas atruma komponentes, attiecigi, x un y asu
virzienos. Sakotnejai plusmai §1s komponentes pienem vertibas

u=1uy, v=0.

Viskozitates iedarbiba noverojama tikai Saura slani plaksnites tuvuma, ku-
ru sauc par robezslani. Skidruma plismas atruma komponentes u vertibas
mainas no lieluma 0 uz plaksnites virsmas [idz ug uz robezslana arejas robe-
zas. Skidruma plismas petisana iespéjama, izmantojot Navjé - Stoksa viena-
dojumu sistemu, kuru iegiist no masas un kustibas daudzuma neztidamibas
likumiem.



Ja uzskatam, ka robezslanis ir loti plans un u >> v, tad Navje - Stoksa
vienadojumu sistema izskatas tada:
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i | 1

ou O 0%u
- = 2
Yor +U@y V@yQ, 2)

kur v ir viskozitates koeficients.
Robeznosacijumus varam pierakstit ta:

u(z,0) =v(z,0) =0, u(z,00)=uy. (3)

Pirmais no Siem nosacijumiem parada, ka caur plaksnites virsmu nenotiek

masas parnese un gar plaksniti nenotiek skidruma dalinu slidesana. Otrais

nosacijums iegiits no apsveruma, ka skidruma plismas atruma komponente

u, ja y — oo, asimptotiski tiecas uz sakotnejo skidruma plismas atrumu uyg.
[evedisim potenciala funkciju 1 ar vienadibam

u= o v 0
Oy’ ox’
kura diferencialvienadojumu (1) parvers identitate, bet diferencialvienado-

jums (2) tad parrakstams sadi

oY, O Y Py
[(@) - (%”axay = Vaiyg'

Robeznosacijumi attiecigi parveidojas ta:

o o o
—(x,0) = —(2,0) =0, —(x,+00) = uyg.

1908.gada Blaziuss ieteica pedeja no iegiitajiem vienadojumiem, pariet
uz automodelu mainigajiem, izdarot mainigo mainu

t:y\/u_o L (0

N Uz

kura to parveido parastaja diferencialvienadojuma

1
2"+ 522// =0, (4)



kuru miisdienu literatiira sauc par Blaziusa vienadojumu.
Jay=0,tad t =0 un, ta ka

ng = z'g?j,/yxuo = 2wy,

tad no otra un tresa robeznosacijumiem iegiistam robeznosacijumus
Z(0)=0, 2(+o00)=1. (5)

Beidzot, ieverojot, ka

oY _ Fyuo = [Vl
or 2 2V o’

no pirma robeznosacijuma iegtistam robeznosacijumu
2(0) = 0. (6)

Lidz ar to (4), (5), (6) veido robezproblemu Blaziusa vienadojumam.

Piemers 7.2. Ja aplukotaja hidrodinamiskaja procesa plaksnites vieta
simetriski pret x asi novietots kilis ar virsotni koordinatu sakumpunkta, tad
sakara ar to, ka atrums galvenajai skidruma plusmai kluvis atkarigs no ko-
ordinatas x, diferencialvienadojuma (2) paradisies papildu saskaitamais un
diferencialvienadojuma (4) vieta rodas diferencialvienadojums

Z/N + ZZN 4 ﬁ(l . (Z/)2> — 07 (7>

kur koeficients # € R raksturo kili, bet robeznosacijumi (5), (6) nemainas.
Diferencialvienadojumu (7) sauc par Foknera - Skeinas vienadojumu.

Vingrinajums 7.3. Veicot pareju uz automodelu mainigajiem iegut
Foknera - Skeinas vienadojumu.

1.2. Transformacijas metode

Piemers 7.4. Aplukosim Blaziusa vienadojuma robezproblemas(4), (5),
(6) skaitlisku risinasanu, lietojot transformaciju metodi.
Veiksim mainigo mainu

t=A%s, z= A"y, (8)



kur A, aq,as € R ir kadi pagaidam nezinami parametri. legistam
Aag—Boqy/l/ + lAQ(az—m)yy// -0
5 )
Ja

Qg — 30[1 - 2(0[2 - Oél), (9)

tad iegutais diferencialvienadojums nav atkarigs no parametra A, un mums
ir diferencialvienadojums

1
y/// + 5/yyl/ — 0 (10)

Pienemam, ka z”(0) = A. Mainigo maina (8) dod

Aa272a1yl/(0) — A

Ja
Qg — 2@1 = 1, (11)

tad art Sis sakuma nosacijums nesatur parametru A un ir pierakstams sadi:

y"(0) =1. (12)
Abi pargjie sakuma nosacijumi diferencialvienadojumam (10) ir homogeni
y(0) =y'(0) = 0. (13)

No linearu algebrisku vienadojumu sistemas (9), (11) iegustam

1
] = —Qg = —.
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Beidzot, no robeznosacijuma bezgaliba iegiistam
A%y (to0) =1, A= (y/(+00)) 5.

Tatad, skaitliski risinot Kosi problemu (10), (12), (13) Iidz bridim, kad tas
atrisinajums y asimptotiski pietuvojies kadai konstantai vertibai, iegtstam
parametra A vertibu un, lietojot transformacijas formulas (8), Blaziusa vie-
nadojuma robezproblemas(4), (5), (6) atrisinajumu.

Rezumejot izklastito, formulesim transformaciju metodes lietojuma she-
mu.



1. Tiek uzdota diferencialvienadojuma ietilpstoso mainigo transformaci-
ja, kura satur realas vertibas pienemosus parametrus, tada, ka pec tas izpildes
diferencialvienadojums Sos parametrus nesatur.

2. Trukstosaja sakuma nosacijuma ieklauj kadu no transformacijas para-
metriem, dodot iespéju noteikt parejo parametru skaitliskas vertibas. Pec
mainigo transformacijas izpildes ar1 sakuma nosacijumi nedrikst saturet para-
metrus.

3. Transformacijas parametru, kurs atbilst trukstosajam sakuma nosaci-
jumam, nosaka robeznosacijums atrisinajuma definicijas apgabala otraja ga-
lapunkta. Seit butiska ir § robeznosacijuma nehomogenitate.

4. Tiek parveidoti arl robeznosacijumi atrisinajuma definicijas apgabala
pirmaja galapunkta, te butiska ir So robeznosacijumu homogenitate.

5. Risinot Kost problemu un izmantojot uzdotas mainigo transformacijas
formulas, iegistam robezproblémas tuvinatu skaitlisko atrisinajumu.

2. Transformaciju metode robezproblemai
diferencialvienadojumam ar
neintegrejamu singularitati

2.1. Robezproblemas skaitliska risinasana

Piemers 8.1. Aplukosim ieprieksejas lekcijas mineto robezproblemu
diferencialvienadojumam ar neintegrejamu singularitati

" + 1:13’ + Aexp(z) =0, (14)
2'(0) = xz(1) = 0. (15)

Lietosim mainigo transformaciju
t=sexp(mA), = =y+ a4,
kur a1, a9, A € R ir transformacijas parametri. Pec tas izpildes iegustam
1
exp(—2a1 A)(y" + gy’) + Aexp(azA) exp(y) = 0.

Ja ay = —2a4, tad iegiitais diferencialvienadojums nav atkarigs no parametra
A. Talak ieverojam, ka 3/(0) = 0, un no z(0) = A seko y(0) = A — anA.
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Ja ap = 1, tad y(0) = 0 un Iidz ar to a; = —1. Beidzot, izmantojot
robeznosacijumu pie t = 1, varam rakstit

y(exp(—a1A)] + asA =0, y(exp(gl) = —A.

leverojot, ka s = exp(—a; A), un izsledzot parametru A, iegustam

s = exp(—%). (16)

Kost problemas

1
y" + ;y’ + Xexp(y) = 0,

y(0) =4'(0)=0
atrisinajuma grafika atkariba no koeficienta A vertibas var likni (16) skersot
vairakas reizes, vienu reizi (tai pieskarties), ka arT var to vispar neskersot.
Sie gadfjumi atbilst situacijam, kuras robezproblemai (14), (15) ir vairaki
atrisinajumi, ir viens atrisinajums, nav atrisinajuma, jo minétie krustpunkti
nosaka parametra A vertibas.

2.2. Stabila atrisinajuma izdaliSana

Ja robezproblemai (14), (15) ir vairaki atrisinajumi, tad interesi rada
jautajums par stabila atrisinajuma atrasanu, jo nestabili atrisinajumi nerada
matematisko rezultatu pielietotaju interesi. Iepazisimies ar metodi, kura lauj
noskaidrot robezproblemas (14), (15) atrisinajumu stabilitati.

Piemers 8.2. Ja x ir robezproblemas (14), (15) atrisinajums, tad tas ap-
mierina arT $adu diferencialvienadojumam (14) atbilstosu nestacionaru dife-
rencialvienadojumu

dx(t,7) 10

tax(t, T)

5 = ;a( 5 )+ Xexp(z(t, 7)) (17)
ar robeznosacijumiem
x(t,0) = o(2), (18)
0z(0,7) B

Uzliksim robeznosacijumam (18) mazu perturbaciju

z(t,0) = wo(t) + dxo(?) (20)
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un meklesim robezproblémas (17), (19), (20) atrisinajumu sekojosa forma
x(t, 7) = xo(t) + ox(t, 7). (21)

levietojot izteiksmi (21) diferencialvienadojuma (17) un tur ietilpstosas nelin-
earitates izvirzot Teilora rinda, aprobezojoties tikai ar linearajiem saskaita-
majiem, iegustam diferencialvienadojumu attieciba pret otro saskaitamo iz-
teiksmes (21) labaja puse, kuru isuma de] apzimesim ar u:

ou 10, Ou
e = Ea(tE) + Aexp(zo(t))u. (22)

Robeznosactjumi (19), (20) saja situacija piegem izskatu

ou(0, 1)

ot = 07 U(l, T) = 07 (23>

u(t,0) = dxo(t). (24)

Ja robezproblemai (22), (23), (24) ir neierobezoti augoss atrisinajums, tad
viegli saprast, ka atbilstosais robezproblemas (14), (15) atrisinajums x(¢)
nav stabils.

Robezproblemas (22), (23), (24) atrisinajumu meklesim forma

u(t.T) = v(t)w(r),
to ievietojot diferencialvienadojuma (22), iegustam

dw 1 1d, dv 1
= (E@(tﬁ) + /\eXP(xO(t))U); = —a,

dr w
kur « ir nezinama konstante.
Diferencialvienadojuma

dw 0

— +aw =

dr
atrisinajums ir w(7) = Cexp(—ar), kur C ir integracijas konstante. No
Sejienes redzam, ka diferencialvienadojuma (22) ierobezotam atrisinajumam
konstante o nevar biit negativa.



Savukart, diferencialvienadojums

1d , dv
E%(tﬂ> + Xexp(zo(t))v +av =0 (25)

ar robeznosacijumiem

v'(0)=0, v(1)=0 (26)

lauj noteikt funkciju v. Robezproblema (25), (26) ir Sturma - Liuvila proble-
ma, kurai pie pastavosajiem nosacijumiem, ka zinams, ir sanumurejams skaits
1pasvertibu

o <o <...<0,<...,

kuram atbilst robezproblemas (25), (26) atrisinajumi vy, vg, ..., Uy, ... -
Sturma - Liuvila problemas ipasfunkcijas. Lidz ar to d1ferenc1a1v1enad03uma
(22) atrisinajums izsakams rindas veida

ZA exp(—a;T)v;(t),
bet robeznosacijums (24) dod
dxo(t) Z At

Perturbacijas dzo(t) patvaliguma dél pedejais izvirzijums var saturet visas
Sturma - Liuvila problemas (25), (26) Tpasfunkcijas v;, no ka izriet, ka
robezproblemas (22), (23), (24) visi atrisinajumi bus ierobezoti tikai tad,
ja a; > 0. Tatad robezproblemas (14), (15) atrisinajums x, bus stabils, ja
mazaka Tpasvertiba oy Sturma - Liuvila problemai (25), (26) ir pozitiva.

Sis Tpasvertibas praktiskai noteiksanai var lietot, pieméram, no skaitlisko
metozu kursa pazistamo Galorkina metodi.



