Parasto diferencialvienadojumu nelinearas

robezproblemas
9. un 10. lekcija

1. Robezproblemu atrisinajuma unitate un
nepartraukta atkariba

1.1. Robezproblemu atskiriba no Kosi problemas

No parasto diferencialvienadojumu kursa zinams, ka Kos1 problemai

:B/:f<t,$), ZE(CL) = A,

kur f € C(J x R", R"),a € J,A € R" ir viens vienigs apgabala J turpinams
atrisinajums, ja funkcija f pec mainiga x apmierina globalo Lipsica nosaciju-
mu. Tada gadijuma ir speka ar1 sis Kost problemas atrisinajuma nepartrauk-
ta atkariba no sakuma nosacijuma ietilpstosajiem parametriem a un A. De-
monstrésim piemerus, kuri parliecinas, ka robezproblemam situacija ir krietni

sarezgitaka.
Piemers 9.1. Robezproblemai

" /
T = —zx,

2(0) —2'(0) = =K%, a(1) +2/(1) = K,
1 k+1
k> 1, T—ﬂlﬂ(ﬁ),

ka viegli parliecinaties eksiste divi atrisinajumi

x1(t) = ktanh(kt),



*) asinh(at) — r cosh(at)
T =
2 « cosh(at) — sinh(at) ’

kur « = Vk? + 72 —r,r € (0,1) ir vieniga transcendenta vienadojuma

1 a+r 1 k+1
i | _
a n(a—r) 2k n(k—l)

sakne.
Piemers 9.2. Robezproblemai

2

b= —
1422’
z(0) =xz(m) =0

ir atrisinagjums x(t) = 0, t € [0, 7], un viegli parliecinaties, ka citu atrisina-
jumu tai nav. Taja pasa laika robezproblemai ar tiem pasiem robeznosaciju-
miem diferencialvienadojumam

1.2

" o
rhr= 1+ 22

+ €,

nav atrisinajuma, ja € > 0.
Tiesam, ja Sai robezproblemai btitu atrisinajums xg, tad tas apmierinatu
ar1 linearu robezproblemu

" +x=f(t), x(0)=zxz(r)=0,
kur

o Tp(t)
ft) = T+ 22(0)

kas iespejams tikai pie nosacijuma

/O7r f(t)sintdt = 0,

bet §1 vienadiba neizpildas nevienam € > 0, no ka arl seko apgalvojums par
atrisinajuma neeksistenci.



1.2. Unitates teorema Dirihle problemai

Aplikosim Dirihle problemu

x" = f(t,x,x'), (1)
z(a) = A, z(b) =B, (2)

kur f € C([a,b] x R?>,R); A, B € R.
Teorema 9.3.Pienemsim, ka funkcija f nedilst pec otra argumenta un
katram M > 0 eksiste tads £ € R, ka vai nu

Pt (1), 2(0)) — (b, 2a(0), 25(0)
() — (1) =

val ar1

1 (t) — a5(1) T
visam funkcijam z1, z9 € Cy([a, b], R), kuras apmierina novertejumus

zi(t)] < M, |2 <M, telab; i=12,

un visiem ¢ € [a, b], ja vien 2/ (t) # 4(t). Tad robezproblemai (1), (2) nevar
bt divu atrisinajumu.

Pieradijums Pienemsim, ka robezproblemai (1), (2) ir divi atrisinajumi
1 un x9. Aplukosim funkciju

u(t) = x1(t) — 22(t), t € [a,b].

Neierobezojot visparibu, varam uzskatit, ka eksisteé punkts 7 € (a,b), kura
uw(r) > 0. Apzimesim ar (t1,t3) (t1 < t2) lielako intervalu, kurs satur
punktu 7 un kura u(t) > 0. No robeznosacijumiem seko, ka t1,ts € (a,b) un

u(ty) = u(ta) =0

Paradisim, ka visiem ¢ € [ti,t5] «/(t) > 0. Tiesam, preteja gadijuma
atradisies punkts ¢y € (t1,%2), kura v/(¢9) < 0. Punkta ¢, apkartne, kur

u(t) <0

, funkcija v = «/ apmierina linearu pirmas kartas diferencialvienadojumu



v = F(t) + a(t), (3)

kur

ity = a0 0) = Ft, a0, )
() — a5(t)
aft) = f(t, x1(t), 2y (1)) — f(£,za(t), 25(2)).
Saskana ar teoremas nosacijumiem a(t) > 0, t € [t1,t5]. Noteiktibas pec
pienemsim, ka saja intervala F(t) < k, kur lielums £ atbilst skaitlim
M = max{max |z (t)], max |:1c ()]}
1=1,2 “t€la tefa
No diferencialvienadojuma (3) iegtstam

t

v(t) = exp(B(t))(v(to) + | exp(=B(s))a(s)ds, (4)

to

kur

B(t) = /tF(s)ds.

to

Ta ka v(tg) < 0, tad no sakaribas (4) seko, ka
u'(t) = v(t) < wv(t) exp(B(t)) < v(to) exp(k(t —tg)) <0, € [t1,to].

Integrejot pedejo nevienadibu no ¢; 1idz ¢y, iegustam u(ty) > u(ty) > 0, kas
ir pretruna punkta t; izvelei. Tatad pienpemums par punkta ¢y eksistenci
izradijies nepamatots. Beidzot, viegli saskatit, ka nevienadibas

U(t) > 07 ul(t) Z 07 t S (t17t2)

nav savietojamas ar vienadibu u(ty) = 0. Teorema pieradita.

Piemers 9.4. Turpinot demonstret robezproblemu atskiribas no Kost
problemas, uzradisim Kost problemu, kurai teoremas 9.3 nosacijumi izpildas,
bet nav speka atrisinajuma unitate. Tiesam, Kost problemai

"

o’ =23, 2(0) =2/(0) =0

eksiste divi atrisinajumi



1.3. Nepartrauktas atkaribas teorema
Dirihle problemai

Tagad vienlaicigi ar robezproblemu (1), (2) aplukosim robezproblemu
o' = h(t,z,z’), ()

z(a) = A, z(b) = B, (6)

kur h € C([a,b] x R?, R); A, B € R. Pienemsim, ka robezproblemai (1), (2)
ir viens vienigs atrisinajums xg, bet robezproblema (5), (6) tiek apskatita
tadiem h, A, B, ka tai atrisinajums eksiste, pie tam eksiste tads M > 0, ka
katram robezproblemas (5), (6) atrisinajumam =z ir speka novertejums

max |1 (1) =2V (6)] < M3 j=0,1
t€la,

Teoréma 9.5 Pie nosactjumiem, kuri uzlikti robezproblemam (1), (2) un
(5), (6), katram e > 0 atradisies tads § > 0, ka, ja

|f(t7l‘,y)—h(t,{E,y)|+|A—A|+|B—B| <57 (t,x,y) € [aab] X R27

tad
lzo(t) —z(t)| <€, |xg(t) —2'(t)] <€, t€la,b]

Pieradijums. Ja teoremas apgalvojums neizpildas, tad atradisies skaitlis
¢ > 0 un katram naturalam k funkcija fp € C([a,b] x R?, R), skaitli Ay, By €
R un robezproblemas

= fult,z,2"), wx(a) = A, x(b) = By
atrisinajums zy € Cy([a, b], R), kuram

ma [ (1) — 2 ()] < M j=0,1;
€la,

(8 e (t), 2y (1) = fult, 2 (t), 23,(0)] < 7, T € [a, 0],

ol

1
A-Al <. B-Bil<

el

un vismaz vienam j € {0,1}

() ()
m t ) >e k=12 ....
tG[aaib(] ‘xo ( ) Ly ( )| Z & ) &y



Funkciju virknu k& — xp, k — =z}, vienmeriga ierobezotiba, ka art virk-
nes k — 1z vienada nepartrauktiba ir acimredzamas. Paradisim virknes ),
vienado nepartrauktibu. Visiem ¢1,%5 € [a,b] (t1 < t2), k€ {1,2,...}ir
speka novertejumu virkne

to
(1) —aj (k)] < [ Jaf(0)lat <

1

[ 1fultsmne), 21 0) = (80,230 + (8 n(0), (O]t <

li(tQ — 1)+ M(ty — 1) < (14+ M)(t, — t1),

kur
WL = maz{|f(t,,9)| : t € [a,b], v — zo(t)] < M, |y — )] < M}.

Neierobezojot visparibu, varam uzskatit, ka aplukojama funkciju virkne kon-
verge uz funkciju y € Cq([a, b], R), pie tam

max [25 () =y ()] < M3 j=0,1;
te|a,

un vismaz vienam j € {0, 1}

() ©)
m t )] >
max |z (t) =y ()] 2 €,

turklat funkcija y apmierina nosacijumus (2). Beidzot, veicot robezpareju,
iegustam

Jim (6, y(8),y' (1) = filt, zi(t), 24 (1))] <
B [ £(8,y(8), 5/ (1) — f(t 2(t), 24,(5) |+

B [ (8, 20 (8), 25() — St 20 (1), 2 ()] <

Jim 0,0,/ (8) — £(t22(6). 2 (0)] + Jim £ =0

Tatad y apmierina ar diferencialvienadojumu (1), bet konstrukcijas del ne-
sakrit ar robezproblemas (1), (2) vienigo atrisinajumu z((t). leguta pretruna
nosledz teoremas pieradijumu.



2. Robezproblemu skaitliska risinasana,
izmantojot diferenceSanu pec parametra

2.1. Metodes vienkarsaka shema Dirihle problemai

Aplikosim Dirihle problemu diferencialvienadojumam
" = f(t,x, 2’ N, (7)

kur f € C([a,b] X R®, R), ar robeznosacijumiem (2). Tas atrisinajumu varam
uzlukot ar1 ka parametra A\ funkciju, tadel to apzimesim ar z(¢, \).

Pienemsim, ka pie parametra A vertibas A, ir ieguts robezproblemas (7),
(2) atrisinajums x(t, Ag), un ir nepieciesams atrast tas atrisinajumu z(¢, A1),
kur A\; = Ao + AX. Sim noliikam ievedisim funkciju

ott) = 25 ®

un atvasinasim diferencialvienadojumu (7) un robeznosacijumus (2) pec A.
[egistam

w_O0f L Of , Of
=0 Taw? Tan (9)
¢(a) =0, ¢(b) =0. (10)

Sakariba (9) ietilpstosos funkcijas f parcialos atvasinajumus izrekinot pie
A = )\, iegustam linearu diferencialvienadojumu attieciba pret funkciju ¢.
Atrisinot linearo Dirihle problemu (9), (10) un integrejot vienadibu (7) no
Ao lidz A1, ieglistam

x(t, A1) = z(t, \o) + O(t) AN (11)
Ja AN ir mazs, tad formula (11) dod labu atrisinajuma z(t, A\;) tuvinato
vertibu. Ja AN\ ir liels, tad intervalu starp Ay un A\; sadalam vairakos mazos
apaksintervalos un atkartoti risinam Dirihle problemu (9), (10), pielietojot
formulu (11) katram no Siem apaksintervaliem.

2.2. Metodes lietojums Foknera-Skeinas vienadojuma
robezproblemai

Piemers 10.1. Pielietosim aprakstito metodi Foknera-Skeinas vienado-
juma robezproblemai

o ;xx +B(1— (2)2) =0, (12)



z(0) =0, 2/(0)=0, 2'(+o00)=1, (13)

jo Foknera-Skeinas vienadojums (12) pie parametra vertibas § = 0 parversas
Blaziusa vienadojuma, kuram robezproblemu erti varam atrisinat ar trans-
formacijas metodi. Apzimesim So specialaja gadijuma ieguto atrisinajumu ar
z. levedisim mainigo

_ 0x(t, B)

o) =55

un atvasinasim diferencialvienadojumu (12) un robeznosacijumus (13) pec £,
ievietojot ieguitaja sakariba Blaziusa vienadojuma atrisinajumu z. legustam
linearu robezproblemu

1 1
¢W+§Z¢H+2ﬁzl¢/+§zﬂ¢:(Z,)2—17

#(0) =0, ¢'(0)=0, ¢ (+o0)=0.
So robezprobléemu varam risinat ar superpozicijas metodi, meklgjot tas
atrisinajumu forma ¢(t) = u(t) + cv(t). Funkciju v un v atrasanai jarisina
Kost problemas

u” + ;zu” + 262" + ;z”u = () -1,
w(0) =0, «/(0)=0, «"(0)=0.
"+ ;zv" + 282" + ;Z”U = () -1,
v(0) =0, 2'(0)=0, 2"(0)=1.

Konstanti ¢ noteiksim ar sakaribu

m (—

t—4o0

U’(t)>
v'(t)”

Lidz ar to robezproblemas (12), (13) atrisinajums = mazam parametra [
vertibam tuvinati izsakams ar formulu

2(t) = 2(t) + o).

Ja robezproblema (12), (13) jarisina patvaligai parametra (§ vertibai, tad
atrisinajumu iegistam, izmantojot mazu parametra [ mainas soli g un n
reizes atkartojot uzradito algoritmu.




2.3. Kubiceka-Hlavaceka metode

Paradisim punkta 2.1. aprakstitas metodes modifikaciju, kuru literatura
sauc par Kubiceka-Hlavaceka metodi.

Ja z ir Dirihlée problemas (7), (2) atrisinajums, tad ievedisim apziméjumu
C = 2'(a), acimredzot C' = C'(\). Atvasinot diferencialvienadojumu (7) un
sakuma nosacijumus

z(a)=A, 2'(a)=0C (14)

pec A\, iegustam diferencialvienadojumu (9) un sakuma nosacijumus

¢(CL> =0, ¢/(a) =0, (15>
o (1, \, C
o(t) = )

bet atvasinot diferencialvienadojumu (7) un sakuma nosactjumus (14) pec C,
iegtistam

w_ Of Of , Of
=== — - 1
=t ot tac (16)
P(a) =0, ¢'(a) =1, (17)
o d(t, A, C)
:I; Y Y
Y(t) = —ac
Izmantojot otro no robeznosacijumiem (2), ievedisim funkciju
F(\C)=xz(b,\,C) — B. (18)
Meklejamajai funkcijai C'(\) izpildas
oF oF
ad)\ + %dc =0,
no Sejienes
ac__or o
d\  oxoc’
bet, ieverojot (18)
dC _ ¢(b)
o _w(b)' (19)



Atrisinot pie kada A = \g Kost problemas (9), (15) un (16), (17), ka ar1 zinot
vertibu ¢(\g) un integrejot vienadibu (19) no A\ Iidz A; , iegustam tuvinatu
vertibu lielumam ¢(A). Lidz ar to robezproblema (7), (2) reduceta uz Kost

problemu.
Vingrinajums 10.2. Pielietot Kubic¢eka-Hlavaceka metodi punkta 2.2.
aplikotajai Foknera-Skeinas vienadojuma robezproblemai.
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