Parasto diferencialvienadojumu nelinearas

robezproblemas
11. un 12. lekcija

1. Dirihle problemas atrisinamiba
1.1. Apakseja un augseja funkcijas

Aplikosim robezproblemu

kur f € C([a,b] x R?,R); A,B € R.
Jax,y,z € R, tad ievedisim apzimejumu

O(z,y,2) =27 (@ + |z —yl = [y — 2| +2)
Pienemsim, ka eksiste funkcijas
a,B € Co([a, 0], R);  ¢,9 € C(la,b], R)

tadas, ka
a(a) < A< fB(a), ab) <B<pB(0),

so funkciju definicijas apgabala ir speka nevienadibas
a(t) < B@),  o(t) < (1),
o(t) < o/(t) < (1)
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o) < B'(t) < v(t)
un izpildas nosacijumi:
(A)
funkciju definicijas apgabala speka nevienadibas

a"(t) = f(t at), o'(1)),

pU(t) < f(L,B(1), 5'(1)),
(B)

katram = € Cy([a, b], R) ta definicijas apgabala no sakaribam

2" = f(t,x(t),0((t), 2", ¥ (1)) (3)
a(t) < x(t) < B(t) (4)

seko nevienadibas
o(t) < 2'(t) < P(1). (5)

Sadi nosacijumu apziméejumi ir literattra tradicionali pienemti - par (A)
tipa nosacijumiem sauc nosacijumus, kuri nodrosina atrisinajuma aprioro
novertéjumu, bet par (B) tipa nosacijumiem sauc nosacijumus, kuri nodrosi-
na ierobezota atrisinajuma atvasinajuma aprioro novertejumu.

Teorema 11.1. Nosacijumi (A) un (B) ir nepieciesami un pietiekami
robezproblemas (1), (2) atrisinamibai, pie tam eksisté tads §is problemas
atrisinajums z : [a, b] — R, kuram izpildas novertejumi (4) un (5).

Pieradijums. Nosacijumu (A) un (B) nepieciesamiba robezproblemas
(1), (2) atrisinamibai ir acimredzama.

Tiesam, pienemsim, ka x ir tas atrisinajums un definésim

o(t), o) =(t) =2'(t), t€la,b].

Redzam, ka teoremas nosacijumi un apgalvojums izpildas triviala karta.
Lai pieraditu pietiekamibu, definésim funkciju F : [a, b] x B> — R sekojosi

F(t,x,a") = =d(a(t), z, B(t)) + f(£,0(a(t), z, B(1)), 6((t), 2,1 (1))).

Ta ka funkcija F' sava definicijas apgabala ir nepartraukta un ierobezota, tad
saskana ar teoremu par kvazilinearas robezproblemas atrisinamibu vienado-
jumam
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2 =x+ F(t,z, 1) (6)

ar robeznosacijumiem (2) eksisté atrisinajums, kuru apzimeésim ar u.
Paradisim, ka izpildas nevienadiba

ot) < ult), t€fab] (7)
Pienemsim, ka §1 nevienadiba neizpildas un punkts ¢y € [a, b] ir punkts, kura
a(t0> > U(to), Oé/(to) > u/(to), a”(to) > ull(t()).

No robeznosacijuma (2) izriet, ka to ir apgabala [a,b] ieksejs punkts. Tada

gadijuma izpildas
u"(to) = u(to) — d(a(to), u(to), B(to))+
f(to, 0(alto), ulto), B(t0)), 6(d(to), ' (to), ¥ (t0))) =
u(to) + f(to, alto), &/ (o)) — alto) < a(to) — (alte) — ulty)) < a”(to)-

leguta pretruna rada, ka nevienadiba (7) ir pareiza.
Analogiski pieradama arT nevienadiba

u(t) < B(t), telab]. (8)

No (7) un (8), ka art funkciju d, F' definicijam seko, ka u apmierina dife-
rencialvienadojumu

u" = f(t, u, 5(@5(2?),1/,’(#(15))),

pie tam
a(t) <u(t) < B(t), tEea,bl.

Tadel no nosacijuma B seko, ka

o(t) <u'(t) <9(t), tE€[ab],

un lidz ar to u ir robezproblemas (1), (2) atrisinajums. Teoreéma pieradita.
Definicija 11.2. Funkcijas o un 3, kuras figure nosacijuma A, atbilstosi
sauc par apaksejo un augsejo funkcijam.
Ar apaksejo un augsejo funkcijam mes sastapamies jau 4.lekcijas izklasta
par aprioro novertejumu metodes shemu, tiesa gadijuma, kad diferencialvie-
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nadojuma laba puse nav atkariga no nezinamas funkcijas atvasinajuma. Tur
minetais par So funkciju praktisku konstrukciju pilna mera attiecinams ari
uz teorema 11.1. apliukoto visparigako gadijumu.

Apaksejai un augsejai funkcijam uzlikti viegli parbaudami nosacijumi
diferencialnevienadibu forma. Nosacijuma B tiesa parbaude nav iespejama,
tadel formulesim un pieradisim teoremu, kur arl funkcijam ¢ un v uzlikti
nosacijumi diferencialnevienadibu forma.

Teiksim, ka izpildas nosacijums By, ja papildus ieprieksejiem pienemu-
miem funkcijas ¢, € C1([a, b] x R, R) un eksiste tadi skaitli v1,v, € {—1,1},
ka izpildas sekojosas sakaribas:

(f(t, 2, 0(t) = ¢'(t))n =20, t€a,b],

(F(t.2,0(0) — ¢/ (D) 2 0, 1 € [a ],
(1+m)ala) + (1 —=7)60) = 1 +n)A+ (1 —n)B,
(1 =12)B(a) + (L +12)a(b) = (1 —12)A+ (1 +12)B.
Teorema 11.3. Ja izpildas nosacijums By, tad izpildas ar1 nosacijumsB.
Pieradijums. Lai teoremas apgalvojumu pieraditu, japarada, ka diferen-
cialvienadojuma (3) atrisinajumiem, kuri apmierina novertejumu (4), speka
nevienadiba (5).
Pienemsim, ka z ir diferencialvienadojuma (3) patvaligs atrisinajums, un
vispirms paradisim, ka apgabala [a, b] no nevienadibas

z'(t) < (1) (9)

seko nevienadiba
T (2" (t) — ¢'(t)) > 0. (10)
b]

Tiesam, pienemsim, ka kadam ¢ € [a,b] izpildas nevienadiba (9), tad

saskana ar nosacijumu By
(@ (8) = ¢'(1) = n(f(t 2(1),6(0(1), 2, (1)) — ¢'(F)) =
n(f(Ez(t), ¢(t)) = ¢'(t)) = 0,

un nevienadiba (10) pieradita.
Tagad pieradisim pirmo no nevienadibam (5). Ja v; = 1,tad no nosaciju-
ma By seko

ala) = A=xz(a), 2'(a)>da(a)> ¢(a).



Kadam ty € (a,b] '(ty) < é(to), tade] atradisies tads t; € [a, 1), ka

v(t) = o(th), 2'(t) <o(t), te (ttol,

bet kadam to € (t1,t9] x"(t2) < ¢'(t2), kas nav iespejams nevienadibas (10)
del. Savukart, ja v, = —1, tad

Bb) =B =x(b), '(b) = 5'(b) = ¢(b).
Kadam ty € [a,b) 2/(ty) < ¢(to), tadel atradisies tads t; € (¢o, b, ka

.%'I(tl) = ¢(t1), l’l(t) < (b(t), t e [to,tl),

bet kadam to € [tg,t1) 2"(t2) > ¢'(t2), kas atkal nav iespejams nevienadibas
(10) del.

Lai pieraditu otro no nevienadibam (5), rikosimies analogiski, izmantojot
nosacijumu By. Teorema pieradita.

Teorema 11.3. rada, ka funkcijam ¢, ¢ uzliktie nosacijumi diferencialne-
vienadibu forma rada papildu nosacijumus apaksejai un augsejai funkcijam
a un [ apgabala [a,b] galapunktos. Tadel atbrivosimies no Siem papildu
nosacijumiem, uzliekot B tipa nosactjumus diferencialvienadojuma (1) laba-
jai pusei.

1.2. Nagumo nosacijums
Teoréma 12.1. Pienemsim, ka speka novertejums
[f(tz,2)] Sw(l2']), ¢ €a, bl € [a(t), B(1)], 2" € R, (11)
w € C(]0, +00), (0,4+00)), un skaitlim
(b) = B(a)| [afa) = 5(0)]

A= max{|a

b—a b—a }
izpildas
+oo sds .
/ (e M 0(t) = pin (1), (12)

tad speka nosacijums B.
Pieradijums. Izmantojot skaitli M, kuru nevienadibas (12) dél nosaka
vienadiba

/ Mosds B(t) — min a(t) (13)
A w(s)_te[aa?b(} elod)
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un skaitli
N =1+ max{M, max |o/(t)|, max |5'(¢)|}, (14)

t€la,b] tela,b]
definesim funkcijas ¢ un v sekojosi:
—o(t) =¢(t) =N, t€la,b].

Paradisim, ka sadi definetam funkcijam ¢ un 1 izpildas nosacijums B.
Pienemsim, ka x : [a,b] — R ir diferencialvienadojuma

2" = f(t,z,0(—N,z’, N)) (15)

atrisinajums, kurs apmierina nevienadibas (4). Ja mes varesim paradit, ka
Sis atrisinajums apmierina ari nevienadibas

—N <2'(t) <N, te€lab], (16)

tad nosactjuma B izpilde bts pieradita.
Sim nolukam vispirms paradisim, ka kadam t, € [a,b] |2'(tg)] < A
Tiesam, pienemot, ka visiem ¢ € [a,b] 2/(t) > A, iegustam

2(8) —a(a) > A [ dt = Mo a) = max{la(b) ~ 5(a)l,laa) ~ SO,

kas nav iespejams nevienadibu (4) del. Lidzigi pretrunu iegustam no piene-
muma, ka visiem ¢ € [a,b] 2'(t) < —A.

Talak noteiktibas pec pieradisim otro no nevienadibam (16). Pienemsim
pretejo. Ta ka esam konstatejusi, ka

|2'(to)| < AN,
tad atradisies tadi t1, 1t € [a, b], ka
l'/(tl) = )\, xl(tg) = N.

Neierobezojot visparibu, uzskatisim, ka t; < ty (pretéja gadijuma mes difer-
encialvienadojuma izdaritu mainigo mainu ¢ = —s, kura novertéjumu (16)
nemainitu), turklat

A<2/(t) <N, te[t,ts.

Saskana ar funkcijas ¢ definiciju pie t € [t, t5] iegustam nevienadibu
a"(t) = f(t, z(t),2'(t)) < w(|2'(t))),
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kuru varam parrakstit sekojosi
" (t)a'(t)
w(|a’(t)])

Integrejot So nevienadibu no t; lidz t, un izdarot tas kreisaja puse mainigo
mainu z’(t) = s, bet tas labaja puse mainigo mainu z(t) = z, iegustam

N gd z(t2)
/ < / " ds < max ((t) — min «(t).
A w(s) z(t) t€la,b] t€la,b]

< 2'(t).

Ta ka N > M, tad &1 nevienadiba ir pretruna ar nevienadibu (13).

Lidziga veida varam paradit , ka speka arl pirma no pieradamajam nevie-
nadibam (16). Lidz ar to teoremas pieradijums nosledzies.

Piezime 12.2. Teoremas 12.1. nosacijumu sauc par visparinato
Nagumo nosacijumu. Tas tadel, ka klasiskajos japanu matematika Nagu-
mo darbos figure tikai prasiba, lai nevienadibas (12) kreisaja puse esoSais
neistais integralis divergetu. Tatad miisu minétais nosacijums visparina
Nagumo nosacijumu. Viegli parliecinaties, ka izveloties

w(s) =c(1+s%), ¢>0,

Nagumo nosacijums izpildas, un esam ieguvusi jau no 4.lekcijas pazistamo
Bernsteina nosacijumu.

1.3. Srédera nosacijums

Tagad formulesim citus Dirihle problemas (1), (2) atrisinamibas nepiecie-
Samos un pietiekamos nosacijumus, kuros B tipa nosacijums izteikts ar difer-
encialvienadojuma (1) atrisinajuma ipasibu palidzibu.

Definicija 12.3. Pienemsim, ka ¢ € {1,2,3,4}, un teiksim, ka diferen-
cialvienadojumam (1) apgabala

w=A{(t,x,2'):t €la,b],x € [a(t),B(t)],2' € R}

izpildas nosacijums B;, ja visiem t; € [a,b), ts € (t1,b] neeksiste tads difer-
encialvienadojuma (1) atrisinajums z : (t1,t2) — R, kurS saja apgabala
apmierina novertejumu (4) un kuram



limsupa'(t) = 400, (i=1),
t—t1+

limsup 2'(t) = 400, (i =2),

t—to—

lim inf 2/(t)
t—t1+

lim inf ' (t) = —o0, (i=4).

—to—

—o0, (i=3),

Nosacijumu By, B,, Bs, B, apvienojumu sauc par Sredera nosacijumu.
Teorema 12.4. Dirihle problemas (1) (2) atrisinamibai nepieciesami un

pietickami, lai izpilditos nosacijums A un Srédera nosacijums.
Pieradijums. Nosacijumu nepiecieSamiba izpildas triviala karta. Tie-

sam, ja x ir Dirihle problemas (1), (2) atrisinajums, tad atliek izveleties

a(t) = p(t) =z(t), tE€la,bl.

Pietiekamibas pieradijumam izvelesimies skaitlus N, kuri apmierina vie-
nadibu (14), un ievedisim funkcijas Fy : [a,b] x R?* — R sekojosi

Fy(t,z,2") = f(t,0(a(t), z, 5(t)), (=N, 2", N)).

Saskana ar teoremu par kvazilinearas robezproblemas atrisinamibu, diferen-
cialvienadojumam
" = Fy(t,z,2")
eksiste atrisinajums xy, kur§ apmierina robeznosacijumus (2). Tapat ka
teoremas 11.1. pieradijuma iespejams paradit, ka Sim atrisinajumam izpildas
novertejums
a(t) < z(t) < A1), te b

Talak ievedisim funkciju Gy : R* — R
Gn(t,z,2") = Fy(d(a,t,b), z, ")

un turpinasim nepartraukti atrisinajumu xy uz visas ass R, lai arpus apga-
bala [a, b] tas apmierinatu diferencialvienadojumu

" = Gy(t,z,2').



To iespejams izdarit, jo funkcija Gy sava definicijas apgabala ir ierobezota un
nepartraukta visiem N. Katra kompakta R* apaksapgabala funkciju virkne
N — Gy konverge vienmerigi uz funkciju h, kura pierakstama sadi:

h(t,z,2") = f(0(a,t,b),d(a(t),z, B(t)),z).
Izvelesimies punktus tx € (a,b), kuros
zn(b) — xn(a) = 2y (ty) (b — a).
Tada gadijuma

()] = O =] _ B4

Ta ka funkciju virknes
N —ty, N —zn(ty), N — 2y(ty)

ir ierobezotas, tad, neierobezojot visparibu, uzskatisim, ka Iidz ar N — +o00
tn — to, an(ty) — To, Zy(ty) — Ty,

un zq ir Kost problemas
" =h(t,x,2"), x(ty) =To, 2'(to) =7,

atrisinajums ar maksimalo turpinamibas intervalu (w_, w, ), kurs iegits, iz-
darot atbilstoso robezpareju funkciju virkne N — xy.
Funkcijai zo tatad apgabalu (a, b) un (w_, w, ) skeluma speka novertejums

a(t) < wolt) < B(2), (17)

un lidz ar to, funkcijas h definicijas del zy minéetaja apgabalu skeluma apmie-
rina ar1 diferencialvienadojumu (1). Novertejuma (17), nosacijumu By un Bj
del a > w_, bet novertejuma (17), nosacijumu By un By dél b < w,, tatad
atrisinajums xy apmierina arl robeznosacijumus (2). Teorémas pieradijumu
nosledz aprioro novertejumu metodes standarta spriedums.

Vingrinajums 12.5. Paradit, ka Srédera nosacijumu teoremas 12.4. for-
mulejuma var aizstat ar jebkuru no sekojosajiem nosacijumu komplektiem:



ala) = A,a(b) = B, B, By,
(4 6(@):A,ﬂ(b):B, B27B3'

Redzam, ka Sajos formuléjumos iespéja pavajinat Srédera nosacijumu
kompenseéta ar ierobezojumiem apaksejas un augsejas funkciju verttham apla-
kojama apgabala [a, b] galapunktos.
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