Parasto diferencialvienadojumu nelinearas

robezproblemas
13. un 14. lekcija

1. Dirihle problemas atrisinamiba
(turpinajums)

1.1. Atrisinamiba ka atrisinajuma unitates sekas

Formulesim un pieradisim Dirihle problemas atrisinamibas teoremu, ku-
ra ilustre iespeju konstatet atrisinajuma eksistenci ja speka atrisinajuma
unitate.

Papildus piepemsim, ka eksiste skaitli ¢ € (—o0,a), d € (b,+00) tadi,
ka diferencialvienadojuma

2" = f(t,x,2) (1)
laba puse F' € C([c, d]x R%, R) un ta atrisinajumi visa Saja plasakaja apgabala
apmierina Srédera nosacljumu.

Teorema 13.1. Pienemsim, ka visiem

t1 € (¢,d), 1z € (t1,d), x1,22 €R,
Dirihlé problemai diferencialvienadojumam (1) ar robeznosacijumiem
x(ty) = x1, x(ty) = a9

nevar but divu atrisinajumu. Tad Dirihle problemai diferencialvienadoju-
mam (1) ar robeznosacijumiem

z(a)=A, z(b)=B (2)



eksiste atrisinajums.
Pieradijums. Diferencialvienadojumam (1) aplukosim Kosi problemu
ar sakuma nosacijumiem

un tas atrisinajumu apzimesim ar xp.

Ja xy(a) = A, tad teoremas apgalvojums konstatets. Pienemsim, ka
ta tas nav, un, neierobezojot visparibu, uzskatisim, ka z,(a) < A (pretgja
gadijuma mes diferencialvienadojuma (1) izdaritu mainigo mainu y = —xz).

Turpinasim atrisinajumu z;, apgabala (¢, al, un ar x, apzimesim KosT proble-
mas atrisinajumu diferencialvienadojumam (1) ar sakuma nosacijumiem

kuru ar1 turpinasim apgabala (c, a]. Kadam ¢; € (¢, a] izpildisies
xp(t) < o (t), tE [t1,al

Aplukosim diferencialvienadojumam (1) Dirihle problemu ar robeznosa-
cljumiem
2(tr) = mp(tr), x(a) = A, (3)
kurai eksisté atrisinajums z* : [t1,a] — R, jo funkcijas z}, un z, ir robezprob-
lemas (1), (3) apakséja un augseja funkcijas. Turpinot atrisinajumu x* ap-
gabala [a, b], iegustam

¥ (t) > xp(t), t € (t1,b),

preteja gadijuma neizpilditos teoreémas nosacijums par Dirihle problemas
atrisinajuma unitati. Izveloties apgabala [a,b] x;, par apaksejo, bet z,
par augsejo funkcijam, saskana ar teoremu 12.2. konstatejam, ka Dirihle
problemai (1), (2) eksiste atrisinajums, kurs turklat ir viens vienigs. Teorema
pieradita.



1.2. Atrisinajuma, kurs apmierina aprioro
novertéjumu, unitate
Pienemsim, ka diferencialvienadojuma (1) labajai pusei eksiste arl nepar-
traukti parcialie atvasinajumi 0f /0z,df /0x’.
Ja w ir apgabala [a,b] definéts diferencialvienadojuma (1) atrisinajums,
tad diferencialvienadojumu

"o af / af / /
' = %(t,u(t),u )z + %(t,u(t), u'(t))z (4)

sauksim par diferencialvienadojuma (1) linearizeto diferencialvienadojumu.
Saja paragrafa pienemsim, ka eksiste funkcijas a, 8 € C([a,b], R), dife-
rencialvienadojumam (1) apgabala

w={(t,z,2'): t € [a,b],x € [a(t), B(t)], 2" € R}

izpildas Sredera nosacijums, un visiem diferencialvienadojuma (1) atrisina-
jumiem z, kuri apmierina novertejumu

alt) < a(t) < (), telab]

atbilstosa linearizeta diferencialvienadojuma (4) atrisinajumam, kurs apmie-
rina sakuma nosacijumus

izpildas z(t) #0, t € (a,b].

Definicija 13.2. Teiksim, ka Dirihlé problemas (1), (2) atrisinajumam
xo speka lokala unitate, ja eksiste € > 0 tads, ka jebkuram citam Dirihle
problemas (1), (2) atrisinajumam z no nevienadibam

() —wo(t)] <€ [2'(t) —xp(0)] <€,

seko
x(t) = xo(t), tE€ a,b].

Lemma 13.3. Pie augstak minétajiem pienemumiem, ja x, ir diferen-
cialvienadojuma (1) atrisinajums, kur§ apmierina novertéjumu

a(t) < xo(t) < B(t), tEab],
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visiem ¢ € [a,b), d € (c,b] Dirihle problemai diferencialvienadojumam (1)
ar robeznosacijumiem

z(c) = zo(c), x(d) = xo(d),

izpildas lokala unitate.

Sts lemmas pieradijums ir tiess sekojosas lemmas pielietojums.

Lemma 13.4. Pienemsim, ka A € R un x, ir diferencialvienadojuma (1)
atrisinajums, kurs apmierina nosactjumus

xy(c) = zo(c), z\(c) = A

Tad jebkuram e > 0 atradisies tads 6 > 0, ka visiem A, kuri apmierina
nevienadibas

0<|2'(c) — N <4, (5)

x) ir turpinams apgabala [a, b], un taja izpildas
[za(t) — 2o(t)] <€ [2)\(t) —z ()] <, (6)

oa(t) — mo(t) £0, € (c,d]. (7)

Pieradijums. Ja skaitlis A apmierina nevienadibas (5), tad atrisinaju-
ma x, turpinamiba apgabala [a,b] un nevienadibas (6) seko no diferen-
cialvienadojumu kursa pieraditas teoreémas par atrisinajuma nepartraukto
atkaribu nos sakuma nosacijumiem. Atliek pieradit nevienadibu (7).

Piepemsim, ka nevienadiba (7) neizpildas. Tad eksiste skaitlu virknes
n— \,, n—t,tadas, ka

tn € (¢,],  An < (), Jim A, = zg(c)

un xy, (t,) = xo(t,). Neierobezojot visparibu, uzskatisim, ka ¢,, — to (pretéja
gadijuma mes izdalitu konvergejosu apaksvirkni).Ievedisim funkcijas

xo(t) — zy, (t)

() = Con=1.2....
an(t) xp(a) — A\ "

Visiem n izpildas z,(c) =0, 2/ (c) =1, un z, apmierina diferencialvienado-
jumu

Z;{ - gi(t? $0<t)7 xi)(t))zn + g;f/(tv LL’O(t), l‘6<t>)z,/1 + T"(t>zn + S"(t)Z;“
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kur r,, s, ir nepartrauktas un apgabala [a, b] vienmeérigi pie n — +oc uz nulli
konvergejosas funkcijas.
Lidz ar to funkciju virkne n — z, apgabala [a, b] vienmerigi konverge uz
diferencialvienadojuma
v Of of

z = %(t,l‘o(t), $6(t))2 + %@,Z‘o(t), xé)(t))zl

atrisinajumu z, kur§ apmierina nosacijumus
2(c) =0, Z(c)=1, z(ty)=0.
Saskana ar miuisu pienémumiem ¢y = a, tatad

2n(€) — 2p(tn) = 20 (&) (e —tn), n=1,2,...,

kur &, € (¢,t,) un Iidz ar to 2/,(§,) =0, n =1,2,..., sckojosi 2/(c) = 0,
kas nav iespejams. Lemma pieradita.

Teorema 13.5. Pie augstak minéetajiem pienemumiem Dirihle problemai
(1), (2) nav divu atrisinajumu z; un xo, kuri apmierina novertejumu

at) < z;(t) < B(t), telab], i=1,2. 8)

Pieradijums. Ta ka saskana ar lemmu 13.3. apgabala [a,b] izpildas
lokala unitate, tad Dirihle problemai (1), (2) nevar but bezgaligi daudz
atrisinajumu, kuri apmierina novertéjumu (8), pretéja gadijuma mes izdalitu
atrisinajumu apaksvirkni, kuras robezai neizpilditos lokalas unitates nosaci-
jums. Atliek paradit, ka Dirihle problemai (1), (2) nevar but divu dazadu
atrisinajumu.

Ja 1 un x ir divi dazadi Dirihle problemas (1), (2)atrisinajumi, kuri
apmierina novertejumu (8), tad

max (|z1(t) — x2(t)]) > 0.
tela,b]

Neierobezojot visparibu, uzskatisim, ka
zi(a) > zh(a), x1(t) > x2(t), t € [a,b),

(preteja gadijuma mes izveletos kadu atbilstosu apgabala [a, b] apaksinterva-
lu). Aplukosim diferencialvienadojuma (1) atrisinajumus z,., kuri apmierina
sakuma nosacijumus

r.(a)=A, z(a)=r 7r€[ry(a),ri(a)l.

r
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Saskana ar Sredera nosacijumu, atrisinajumi z, turpinami lidz to grafikas pa
labi no punkta a krusto atrisinajumu x; vai x, grafikas. No lemmas 13.4.
seko, ka gadijuma, ja starpiba r — /. (a) ir pietickami maza, tad

x.(t) > zo(t), tE€ (a,b], (9)

un tadel funkcijas z, grafika krusto funkcijas x; grafiku kada punkta ¢, <
b, pie tam ¢, parvietojas pa kreisi, ja r samazinas. Izvelesimies to r &
(x4(a), 2 (a)) kopu, kuriem izpildas nevienadiba (9). Ta ir netuksa, valgja,
ierobezota no augsas, un tas suprems ir z(a). Tas ir pretruna ar to, ka, ja
starpiba 2 (a) — r > 0 ir pietiekosi maza, tad x;(t) > z,.(t), t € (a,b], un
x, grafika saskana ar lemmu 13.4. noteikti krustos atrisinajuma s grafiku.
Teorema pieradita.

1.3. Apaksejas un augsejas funkciju jedziena
visparinajums

Apasejas un augsejas funkcijas, kuras nodrosinaja robezproblemas atrisi-
najuma aprioro novertéjumu un kuras izmantojam iepriekseja paragrafa, tika
uzskatitas par divreiz nepartraukti diferecejamam. Ka izriet no piezimes 12.2,
varetu rasties vajadziba tas dazadi definet apgabala [a, b] apaksapgabalos un
nepartraukti savienot. Sada gadijuma nosacijums par apaséjo un augsejo
funkciju divkarso diferencejamibu ir loti apgrutinoss. Butu art velams, lai
diferencialvienadojuma (1) ierobezotas apaksejo funkciju virknes suprems
art butu apakseja funkcija un ierobezotas augsejo funkciju virknes infims
- augseja funkcija.

Pirmo no minétajiem trukumiem likvidet samera viegli. Ar AC([a,b], R)
apzimésim apgabala [a, b] definétu funkciju klasi, kuram eksisté absoliti ne-
partraukts atvasinajums. Ka zinams absoliiti nepartrauktam funkcijam gan-

driz visur definicijas apgabala eksisté atvasinajums.
Definicija 14.1. Funkciju o € AC4([a,b], R), kurai

D=d/(t) < Dyd/(t), te(a,b)
un gandriz visur apgabala [a, b] izpildas
a’(t) = f(t,a(t), o'(1)),
sauksim par diferencialvienadojuma (1) apaksejo funkciju.
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Funkciju 5 € ACy([a, b], R), kurai
D_B(t) > DY), te (ab)
un gandriz visur apgabala [a, b] izpildas

pU(t) < f(t, B(1), 5'(1)),

sauksim par diferencialvienadojuma (1) augsejo funkciju.

Viegli parliecinaties, ka sadi definetam apaksejai un augsejai funkcijam
speka visi teoremas 11.1 pieradijuma spriedumi. TieSam, So funkciju at-
vasinajumiem uzliktas nevienadibas nodroSina to otro atvasinajumu eksis-
tenci punktos, kuros attiecigi funkcijas a(t) — u(t) un (u(t) — 5(t) sasniedz
pozitivus maksimumus.

Nosacijumi par ierobezotas apaksejo funkciju virknes supremu un ier-
obezotas augsejo funkciju virknes infimu sadi definetam apksejam un aug-
sejam funkcijam joprojam nav speka, tadel turpinasim visparinat apaksejas
un augsejas funkciju jedzienus.

Definicija 14.2. Teiksim, ka funkcija « € BB ([a, b], R), ja visiem

¢t €R, € (—00,¢1)
eksiste tads 6 > 0, ka visiem ¢y, t9, t3,t4 € [a, b] no nevienadibam
t1 <ty << tg < iy,

Cl(tg — t1> < Oé(tg) — Oé(tl),
Oé(t4) — Oé(tg) < Cz(t4 — tg)

seko § < ty — tq.
Teiksim, ka funkcija 5 € BB~ ([a,b], R), ja visiem

c1 € Ra Co € (Cl,OO)
eksiste tads 0 > 0, ka visiem ¢y, t9, t3,t4 € [a, b] no nevienadibam
t1 <ty <<ty < iy,

B(t2) — B(t1) < ci(tz — t1),
ca(ts — t3) < B(ts) — B(ts)
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seko 0 < ty — t;.

leverosim, ka BB*([a,b], R) klases funkcijam, ja vien eksisté atvasina-
jums, tad tas maza intervala nevar strauji dilt, bet BB*([a,b], R) klases
funkcijam - strauji augt. Lai labak definicijas 14.2 jegu, uzradisim dazas
vienkarsakas funkciju klasem BB*([a, b], R) un BB*([a, b], R) piederosu fun-
kciju 1pasibas. To pieradijumi samera viegli seko no definicijas 14.2 un
mes tos izlaidisim. Interesents tos var atrast raksta L.Lepins. Visparinatas
apaksejas un augsejas funkcijas un to pasibas. Latvijas matematikas gada-
gramata - 24, Zinatne, Riga, 1980., 113.-123.1pp. (krievu val.).

Ja a € BB*Y([a,b], R), 3 € BB*([a,b], R), tad funkcijam v € {«, 5}

1) Din(t)=Dy(t) = Dy((t), te€lab),
D y(t) = D y(t) = Dry((#), t€ (a,],

9)  Dia(t) < Dyalt), te (a,b),
Di(t) > D,.B(t), t€ (a,b),

3) visiem s € (a,b) no nevienadibam

lim at) < lim a(t),

t—s— t—s+
Jm (1) > Jim 5(1).

seko
D,a(s) = +o0, D,(3(s) = —o0,

no nevienadibam
lim «a(t) < lim a(t),

t—s+ t—s—
Jim 3() > lim (1),
seko
Dia(s) = —o0, D5(s) = +oo,

4) funkcijas o un [ cies partraukumu ne vairak ka sanummuréjama skaita
punktu,

5) kopas

{s € (a,b) : limy__ Dya(t) = —oo vai limy_., D,a(t) = +oo},

{5 S (CL, b) : hmt—>s— Dlﬂ(t) = 400 vai 1il’I1t_,s+ Drﬁ(t) = —QQ}

ir galigas,

6) kopas



{s € [a,b] : Dja(s) = —oo un D,a(s) = 400},

{s € [a,b] : D;3(s) = +oo0 un D,B3(s) = —o0}

ir slegtas un to mers ir 0.

Definicija 14.3. Funkciju « : [a,b] — R sauksim par diferencialvienado-
juma (1) visparinato apaksejo funkciju, ja

a € BBY([a,b],R), sup |a(t)] < +oo
t€la,b]

un katra kompakta [a, b] apaksapgabala J, kura funkcija oz apmierina LipSica
nosacijumu, ta ir diferencialvienadojuma (1) apakseja funkcija definicijas 14.1
nozime.

Funkciju 5 : [a,b] — R sauksim par diferencialvienadojuma (1) visparina-
to augsejo funkciju, ja

a € BBY([a,b],R), sup |a(t)] < +oo
t€[a,b]

un katra kompakta [a, b] apaksapgabala J, kura funkcija § apmierina LipSica
nosacijumu, ta ir diferencialvienadojuma (1) augseja funkcija definicijas 14.1
nozime.

Funkciju z : [a,b] — R sauksim par diferencialvienadojuma (1) visparina-
to atrisinajumu, ja ta vienlaicigi ir diferencialvienadojuma (1) visparinata
apakseja un augseja funkcija.

Piezime 14.4. Diferencialvienadojuma (1) visparinatais atrisinajums
saskana ar BB™([a,b], R) un BB ([a,b], R) klasem piederoso funkciju Tpasi-
bam kopa ar meru 0 var pienemt bezgaligas atvasinajuma vertibas, lidz ar
to Sajos punktos visparinatajam atrisinajumam var but partraukumi. Viegli
saprast, ka izpildoties Srédera (Bernsteina, Nagumo, u.tml.) nosactjumiem,
diferencialvienadojuma (1) visparinatais atrisinajums ir arT ta atrisinajums
klasiska izpratne.

Pienemsim, ka AG¢([a, b], R) ir visu diferencialvienadojuma (1) visparina-
to apaksejo funkciju kopa, bet BGy([a,b], R) ta visu visparinato augsejo
funkciju kopa. Bez pieradijuma formulésim sekojosas teoremas, kuru pieradi-
jumu iespejams atrast raksta L.Lepins. Visparinato apaksejas un augsejas
funkcijas robezipasibas. Latvijas matematikas gadagramata - 24, Zinatne,
Riga, 1980., 124.-132.1pp. (krievu val.).



Teorema 14.5. Ja a € AG([a,b], R), 3 € BG¢([a,b], R),
a(t) < (), tela,b], (10)
tad visiem ¢; € [a,b), {9 € (t1,b],

A€ fa(t),B(t)], B € lalta), B(t2)]

atradisies diferencialvienadojuma (1) visparinatais atrisinajums z, kurs ap-
mierina robeznosacijumus

un novertejumu
alt) < x(t) < Blt), tE [t b (11)

Teorema 14.6. Pienemsim, ka
A < AG([a,b],R), B < BGy(la,b],R)
ir netuksas kopas,

aolt) = supalt), fo(t) = inf B(2),

acA peB
sup a,(t) < +oo, inf [y(t) > —oo,
tela,b] t€(a,b]

tad OéoEAGf([CL,b],R), ﬁoEBGf([CL,b],R).

Pienemsim, ka diferencialvienadojumam (1) eksiste visparinatas apksejas
un augsejas funkcijas a un 3, kuram izpildas (10), un ievedisim funkcijas
A : [a,b] — R, kuras sauksim par diagonalém un kuram apgabala [a, 0]
izpildas nevienadibas:
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Ievedisim ar1 sekojosos kopu apzimejumus:

{(t,z) : t € [a,b],x € [\(t),B(t)},

B
{(t,2) : t € [a,b], % € [u(t), ()},
ws ={(t,x) : t € [a,b],x € [a(t), \(t)},
wy =A{(t,z) : t € [a,b],x € [a(t), u(t)}.

Teoréma 14.7. Ja katram i € {1,2,3,4} diferencialvienadojumam (1)
kopa w; izpildas Srédera nosacijums B;,

w1

W2

A€ [p(a), Ma)l, B € [Ab), u(b),

tad eksisté diferencialvienadojuma (1) atrisinajums, kur§ apmierina robez-
nosacijumus (2).

Pieradijums. Teorema bius pieradita, ja paradisim, ka visparinatais
atrisinajums x, kurs eksiste saskana ar teoremu 14.5. un apmierina noverteju-
mu (11), apmierina art novertejumu

|'(t)] < +o00, t € [a,b].
[esakuma paradisim, ka

T'(t) < +oo, tE€ [a,b]. (12)
Pienemsim pretejo, ka kadam tg € R, 2'(ty) = +00. lespejami divi gadijumi,
vai nu tg € (a,b] un x(ty) < u(ty), vai ari ty € [a,b) un z(ty) > pu(to). Pirmaja
gadijuma no nevienadibas

D™ u(to) < 2'(to)
seko, ka kadam
t1 € la,to) x(t) < p(t), te [t tol,

bet tada gadijuma kopa wy neizpildas nosacijums Bs, kas saskana ar teoremas
nosacijumiem nav iespejams. Otraja gadijuma speka nevienadiba

D" p(to) < ' (t),
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tadel kadam
t1 € (to, b] I(t) Z ,u(t), t e [to,tl],
bet tad, savukart, kopa w, neizpildas nosacijums B,, kas atkal saskana ar
teoremas nosacijumiem nav iespejams. Lidz ar to nevienadiba (12) pieradita.
Analogiski, izmantojot funkcijai A speka esoSos nosacijumus, varam pa-
radit, ka
' (t) > —oo, tE€la,b).

Teorema pieradita.
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