Parasto diferencialvienadojumu nelinearas

robezproblemas
15. un 16. lekcija

1. Vispariga divpunktu robezproblema
Saja nodala aplikosim robezproblemu

o = f(t,x,2) (1)
Ll(x(a),x(b),x/(a),x'(b)) =0, Lg(x(a),x(b),x'(a),x/(b)) =0, (2>
kur f € C([a,b] x R, R); Ly,L, € C(R* R).
Isuma pec vienadibu (2) kreisas puses apzimésim
Lo(x(a), z(b), 2/ (a), 2’ (b)) = Liz; i=1,2.

Definicija 15.1. Teiksim, ka funkcijai L € C'(R*, R) ir monotonitates
t"ipS (017 02,03, 0—4)7 kur

0; 6{07_7+71}7 i:17273747

ja pie 0; = 0 funkcija L nav atkariga no 1—ta argumenta,

pie 0; = — funkcija L neaug pec i—ta argumenta,

pie 0; = + funkcija L nedilst pec i—ta argumenta,

bet pie o; = 1 funkcijai L nav nekadu izturesanas ierobezojumu attieciba
uz i—to argumentu.

Visas funkcijas L € C'(R*, R), kuram ir monotonitates tips (o1, 09, 03, 04),
veido monotonitates klasi M (o1, 09, 03,04).

Pienemsim, ka diferencialvienadojumam (1) eksiste visparinata apakseja
funkcija o un visparinata augseja funkcija (3, tadas, ka

a(t) < p(t), tEela,b,
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Teorema 15.2. Ja Ly € M(1,+,+,0), Ly € M(+,1,0,—) tad robez
problemai (1), (2) eksiste visparinatais atrisinajums z, kur§ apmierina no-
vertejumu

alt) <z(t) < B(t), tEelab]. (3)

Vispirms pieradisim sekojoso lemmu.

Lemma 15.3. Ja L; € M(1,+,+,0), B € [a(b),5(b)], tad diferen-
cialvienadojumam (1) eksiste visparinatais atrisinajums x, kur§ apmierina
robeznosacijumus

Liz=0, z(b)=B (4)

un novergjumu (3).

Pieradijums. Saskana ar teoremu 14.5 katram A € [a(a), 5(a)] ek-
siste diferencialvienadojuma (1) visparinatais atrisinajums x, kur§ apmierina
nosacijumus

z(a)=A, z(b)=1B (5)

un noverejumu (3). Izvelesimies A = a(a) un robezproblemas (1),(5) vispa-
rinato atrisinajumu apzimesim ar «;. Izpildas

a; = ala), aj(a)>d'(a), ai(b) > a(b).

No §im sakaribam funkcijai L, uzlikto monotonitates nosacijumu del ie-
gustam
L1C¥1 Z LlOé Z 0.

Tatad pieradamas lemmas nosacijumos funkcijas « vieta varam nemt funkciju
aj. Ja A = fB(a) un B ir robezproblemas (1),(5) visparinatais atrisinajums,
kur§ apmierina novertejumu

ai(t) < Bi(t) < B(t), tElabl,
tad izpildas
61<a) - 5(a)7 61(17) < 5(6)7 61(60 < ﬁl(a’)'

No §im sakaribam funkcijai L, uzlikto monotonitates nosacijumu del ie-
gustam
Ly < L5 <0.



Tatad pieradamas lemmas nosacijumos funkcijas (3 vieta varam nemt funkciju

O

Talak konstruesim funkciju virknes

n— o, n— /L, (6)

sekojosa veida. Ja funkcijas ag, Bk, k =1,2,...ir konstruetas, tad nemsim
A = (ag(a)+ Br(a))/2 un ar u apzimeésim robezproblemas (1),(5) visparinato
atrisinajumu, kurs apmierina novertejumu

ak(t) S u(t) S ﬁl(t) S ﬂkz(t% te [av b] (7)

Ja Liu <0, tad definesim ag 1 = u, Ogr1 = Bk,
ja Lyu < 0, tad, savukart definesim ap.1 = ag, [Bri1 = u.
Novertejuma (7) del eksiste robezas funkciju virknem (6), kuras atbilstosi
apzimeésim ar o un fy. Saskana ar funkciju virknu (6) konstrukciju izpildas
nevienadibas
Liag > 0 > Ly fo, (8)

ag(a) = fo(a), ao(b) =B = [u(b),
ao(t) < Bo(t), te€la,b]

Ieverojot monotonitates nosacijumus, kurus apmierina funkcija Ly, iegustam
Liag < Ly,

kas kopa ar (8) dod
LlOéO =0= Llﬁo.

Tatad funkcijas ag un 3y saskana ar teoremu 14.6 ir diferencialvienadojuma
(1) visparinatie atrisinajumi, kuri apmierina robeznosacijumus (4). Lemma
pieradita.

Teoremas 15.2. pieradijums. Definésim oy = o, (; = [ un kon-
struesim funkciju virknes (6) sekojosa veida. Ja kadam k € {1,2,...} funkci-
jas ay un Gy ir konstruetas, turklat oy ir diferencialvienadojuma (1) vispari-
nata apakseja funkcija, bet f ir diferencialvienadojuma (1) visparinata aug-
seja funkcija, tad saskana ar lemmu 15.3. eksiste robezproblemas (1), (4)
visparinatais atrisinajums u, ja B = (ay(b) + Gr())/2.

Ja Lou > 0, tad definesim oy = u, Bri1 = G,

ja, savukart, Lou < 0, tad definesim a1 = ag, Brr1 = u.



Skaidrs, ka sadi konstruetas funkcijas a1 un B4 ir atbilstosi diferen-
cialvienadojuma (1) visparinatas apakseja un augseja funkcijas un apmierina
teoremas nosacijjumus. Konstrueto funkciju virkyu (6) robezas ag un g ek-
siste un vismaz viena no funkcijam ag un [y ir diferencialvienadojuma (1)
visparinatais atrisinajums, kur§ apmierina pirmo no robeznosacijumiem (2).
No sakartbam

Lyag = Laf,

ag(b) = Bo(b), ao(t) < Bo(t), te€la,b]

un funkcijai Ly speka esoSajiem monotonitates nosacijumiem seko
Layag = LafSp.

Tatad diferencialvienadojuma (1) visparinatais atrisinajums apmierina arl
otro no robeznosacijumiem (2). Teoréma pieradita.
Starp monotonitates tipa apzimejumu simboliem dabigi ievest sekojosu
daleju sakartojumu
1>{+,-}>0.

Teorema 15.2. paliek speka, ja nosacijumos ietilpstoSos monotonitates ti-
pus nomaina ar §1 sakartojuma nozime mazakiem monotonitates tipiem.
Sada nozime teoréma 15.2. ir maksimala, jo ta vairs nav speka, ja kadu
no monotonitates tipiem §is teorémas nosacijumos aizvieto ar lielaku tipu.
Pieradits, konstruejot pretpiemerus, ka pie speka esoSajiem nosacijumiem,
kuri uzlikti visparinatajam apaksejai un augsejai funkcijam, ir tikai divas
minetaja nozime maksimalas teoremas. Otraja no §im teoremam

Ly € M(+,+,0,0),€ Ly € M(1,1,+, ).

Uzliekot papildus nosacijumus visparinatajam apaksejai un augsejai funk-
cijam, var iegut vel citas visparigas divpunktu robezproblemas atrisinamibas
teoremas.



2. RobezZproblemas ar neintegrejamu
singularitati
Aplukosim robezproblemu

" = f(t,x,2) 9)
2'(0) = z(1) = 0. (10)
Ja f € C([0,1] x R?,R), tad no teoremas 15.2. seko, ka no visparinatas
apaksejas funkcijas o un visparinatas augsejas funkcijas 3, kuram izpildas
nevienadibas
a(t) < B(t), te o1,
o (0) 20> 5'(0), al) <0< p(1),

eksistences seko robezproblemas(9),(10) visparinata atrisinajuma x eksitence,
kuram apgabala [0, 1] speka novertejums

a(t) < z(t) < B(t). (11)

Ja funkcijai f pie ¢ = 0 ir neintegrejama singularitate, tad, visparigi
runajot, Sis rezultats nav speka. Formulesim nosacijumus, pie kuriem S$1
eksistences teorema saglabajas art minetaja singularitates gadijuma.

Teoréma 16.1. Pienemsim, ka eksiste skaitlis o € (0,1) un integrejama
funkcija € : (0,0) — (0, +00) tada, ka

tl_i)rorzre(t) =0, (12)
o > —¢e(t), [ <et), te(0,0), (13)

visiem 7 € (0,0), to € (7,0] un diferencialvienadojuma (9) atrisinajumiem
x @ |1, tg] — R, kuri sava definicijas apgabala apmierina novertejumu (11),
no nevienadibas
|2'(7)] < &(7) (14)

seko

|2'(t)] <e(t), te(rto). (15)
Tad robezproblemai (9),(10) eksiste visparinatais atrisinajums z : (0,1] — R,
kurs sava definicijas apgabala apmierina novertéjumu (11) un pie t € (0, 0] -
novertejumu (15).



Teoremas pieradijumam lietosim sekojoso lemmu.
Lemma 16.2. Pienemsim, ka

ap = tl_l}Ig}i_ at) < tl_lgﬁr B(t) = Bo, (16)

A € (ap, fp) un izpildas teoremas 16.1. nosacijumi. Tad atradisies
s € (0, 0] un diferencialvienadojuma (9) atrisinajums x : (0, s] — R tads, ka
limy o, 2(t) = A, kuram definicijas apgabala izpildas novertéjumi (11) un
(15).

Pieradijums. Pienemsim, ka s; € (0, 0] ir tads, ka

A€ (alt), (1), tete ()
S1> 83> ...> 8, > ..., klimsk:(), ke € (s, 0],

un xy : [Sg, ty] — R ir diferencialvienadojuma (9) atrisinajumi, kuri apmieri-
na nosacijumus
/
xr(sp) = A, x(sk) =0,

Oé(t) < xk(t) < ﬂ(t), te [Sk,tk).

No nevienadibas |z} (sx)| < £(si) seko, ka
2 ()] < e(t), T € (s, ta]- (17)

Tadel, ja t izvelets lielakais iespejamais, izpildaas vismaz viena no trijam
sekojosam sakaritbham

xk(tk) == Oé(tk>, J,’k(tk) = ﬁ(tk), tk = 0.

No sakaritbam (16) un (17) izriet, ka inf{t,} € (0,0], idz ar to apzimesim
s = inf{tx}. No funkciju virknes k& — x; apgabala (0,s] varam izveleties
konvergejosu apaksvirkni

n — Tpy,

tada gadijuma funkcija x : (0, s] — R, kuru defingjam ta

z(t) = lim zy, (%),

n—oo

ir lemmas apgalvojuma minétais diferencialvienadojuma (9) atrisinajums.
Lemma pieradita.



Teorémas 16.1. pieradijums. Ja izpildas nevienadibas (16), tad ap-
gabala (0, 1] konstruesim funkciju virknes n — «,,, n — [, sekojosa veida.
Definésim

ar(t) = alt), pi(t) =p(t), te(0,1],
un pienemsim, ka jau definetas funkcijas «;, (;; ¢ = 1,2,...,n, kuras
atbilstosi ir diferencialvienadojuma (9) visparinatas apaksejas un augsejas
funkcijas un apmierina lemmas 16.2. nosacijumus,

a; = (lim a;(t) + lim Gi(1))/2.

Saskana ar lemmu 16.2, atradisies t; € (0, o] un diferencialvienadojuma (9)
atrisinajums wu; : (0,¢;] — R, kur§ apmierina nosacijumus

Jim i) = ai,

’u;(tﬂ < 6(t)7 te (O7ti]

Talak izvelesimies skaitlus r; € [t;, 1] tadus, ka intervals (0, r;] ir maksimalais,
kura izpildas novertejums (18). Tad, ja 7, < 1 un a,(r,) = u,(r,) vai
lim;_,,,— u), = —o0, tad

i1 (t) = un(t), te(0,7,),

Ani1(t) = ap(t), te (rp,1],
ﬁnJrl(t) = ﬂn(t)a te (07 1]7

jar, <lun B,(r,) = u,(ry,) vai imy;_,,. _ u), = +o0, tad
Oén+1(t) = Oén<t>, te (07 ]-]7

ﬁn—i-l(t) - un(t)7 le (07 Tn)a
BTH—I(t) = ﬁn@)? te (Tm 1]7

jar, =1unwu,(1) >0, tad
ani1(t) = an(t), te(0,1],
ﬁn—i—l(t) = un(t)a le (07 1]7
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jar, =1unu,(1) <0, tad
ans1(t) = un(t), € (0,1],

ﬂn+1(t) = 6n(t)7 te (07 1]7
beidzot, ja r, = 1 un u,(1) = 0, tad konstrukciju beidzam, jo w, ir difer-
encialvienadojuma (9) visparinatais atrisinajums, kura eksistenci teorema
pierada. Ieverosim, ka konstruetas funkcijas o, 11(t) un 5,41(t) atbilstosi ir
diferencialvienadojuma (9) visparinatas apakseja un augseja funkcijas, kuras
apmierina lemmas 16.2. nosacijumus. Ja izpildas nevienadibas (16), tad
definesim funkcijas @ un 3 ta:

dit—>8up0zz‘(t), Btﬁlnfﬁz(t)v te (071]a

1

ja speka vienadiba ag = 3y, tad definesim

at) =aft), Bt)=p(), te(0,1].

No teorémas 14.5. seko, ka @ un 3 ir diferencialvienadojuma (9) visparinatas
apakseja un augseja funkcijas, un, saskana ar teoremu 14.6. eksiste dife-
rencialvienadojuma (9) visparinatais atrisinajums x, kur§ apmierina nosaci-
jumus z(1) =0,

a(t) < alt) < o(t) < A1) < B(1), € (0,1,
Jom, a() = Jim =(2) = Jim 5(2). (19)

Atliek paradit, ka pie ¢t € (0,0] izpildas novertejums (15). Sim noliikam
vispirms atzimesim, ka veiktas konstrukcijas del izpildas nevienadibas

a'(t) > —e(t), ['(t) <e(t), te(0,0].

No teoremas nosacijuma seko, ka novertéjuma (15) izpilde ekvivalenta nosaci-
jumam, ka katram s € (0, o] atradisies 7 € (0, 0), kuram speka novertéejums
(14). Janevienadiba (14) neizpildas, tad speka viena no divam nevienadibam

2'(t) > e(t), 2'(t) <—e(t), te(0,s].
Pirmaja gadijuma ieguistam
B(t) <e(t) <a'(t), te(0,s],
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bet otra no aplikojamajam nevienadibam dod
a(t) > —e(t) > a'(t), te€(0,s].
Integrejot iegutas sakaribas no 0 lidz ¢, ieglistam atbilstosi nevienadibas
z(t) > B(t), x(t) <a(t), te(0,s],

kuras ir pretruna nevienadibam (19). Teoréma pieradita.

Nosleguma formulesim un pieradisim teoremu, kura precize aplukojama
diferencialvienadojuma (9) labo pusu klasi un lauj pielietot teoremu 16.1.
minetajai robezproblemai.

Teorema 16.3. Pienemsim, ka

0= 17 Ve C((O7 l]aR)7 ce [07 1)a g: (07 1] — R

ir tadi, ka funkcijas t — (g(t) + ¢/t) negativa dala (g(t) + ¢/t)_ apgabala
(0, 1]) ir integréjama un izpildas nevienadiba (vienpusigais novertejums)

ft,z,2)sign(x') < —g)|2’| + (), (t,2,2") € (0,1] x R (20)

Tad robezproblemai (9), (10) eksisté visparinatais atrisinajums x, kurs pie
t € (0,1] apmierina novertejumus (11) un (15), kur

() =t [ (¢ expl [ (als) + c/)-ds)de @

Pieradijums. Izvelesimies patvaligus 7 € (0,1), ¢, € (7, 1] un difer-
encialvienadojuma (9) atrisinajumu w : [7,ty] — R, kur§ apmierina noverte-
jumus (11) un (14), kur funkcija  defineta ar izteiksmi (21). Ja t € [, to],tad
saskana ar nevienadibu (20)

W () < =g ()] + ().
So nevienadibu parveidojot ieglistam,
' (6)]" < ((g(t) + ¢/t)— + ¢/t ()| + (1),

no kurienes

W< [

T

()6 exp /;<g<s> T ¢/s)_ds)dé+
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(Ot exp( [ (9(5) + /) -ds).

Talak izmantojot nevienadibu (14) un izteiksmi (21), parveidojam pedejo
nevienadibu

Wl <e |

T

t

A ex | (g(s) + ¢/5)_ds)de+

t

[ € exp( [ (os) + e/ s)-ds)de = =(1),
tatad pie t € (0,1] izpildas novertéjums (15). Nosacijums (12) izpildas
triviala karta. Pieradiisim, ka izpildas ar1 nevienadibas (13). Aprobezosimies
gan tikai ar pirmo no §im nevienadibam, jo otra no tam pieradama analogiski.
Ja
o(t) >0, te(0,1],

tad nevienadiba (13) izpildas. Piegemsim, ka kadam s € (0,1] o/(s) < 0,
tad atradisies tads sg € (0, s), ka

a'(t) <0, té€lsg,s] (22)
[egustam, ka gandriz visiem t izpildas
o/ ()] = a"(t)sign(a(t)) < f(t,alt), o/ (t)sign(a/(t)) <

< ((g(t) + ¢/t) - + c/t)]a/(t)] + (1),
no kurienes ar parveidojumiem, kuri ir analogiski augstak lietotajiem, ie-
gustam |o/(t)| < e(t), kas kopa ar nevienadibu (22) dod vajadzigo no ne-
vienadibam (13).
Ta esam konstatejusi, ka izpildas visi teoremas 16.1. nosacijumi, tad,
pielietojot So teoremu, teoremas 16.3. pieradijums nosledzas.
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