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Matematiska logika ietver metodes, ka no noteikta izteikumu kopuma iegiit zinamus
secinajumus. So metozu izprasana vai apgiiSana palidz saprast, ka programma logiskas
programmésanas valoda nonak pie rezultata.

4.1. Formulas

Formula sastav no izteikumiem, kuri ir sasaistiti ar logiskajam operacijam: —,A,v,—>. So
operaciju vertibu tabulas dotas ieprieksgja (3.) nodala.

41.1. Interpretacija

Par formulas P(x1,X2,...Xn) interpretaciju sauc konkrétu vértibu kopumu,
kas ir piesaistits mainigajiem x1,Xz,...Xn.

Pie dazam interpretacijam formulas vértiba var biit patiesa (T), bet pie citam aplama (F).
Formulas P vertibu pie interpretacijas I apzimesim ar I(P).

4-1



Janis Zuters. Logiska programmeésana. 4. Izteikumu logikas un predikatu rékinu elementi.
e Formulu, kas ir patiesa vismaz pie vienas no interpretacijam, sauc par izpildamu.
e Formulu, kas ir patiesa pie visam interpretacijam, sauc par tautologiju.

e Formulu, kas nav patiesa ne pie vienas interpretacijam, sauc par pretrunu.

41.2. Logiskas sekas un logiska ekvivalence

Ja formula Q ir patiesa pie visam interpretacijam, pie kuram ir patiesa formula P, tad saka, ka
formula Q seko no formulas P (P = Q).

Ja formulas P un Q seko viena no otras, tad saka, ka tas ir logiski ekvivalentas (P < Q vai
vienkarsi P = Q).

4.2. Formalas teorijas

4.21. Definicija
Lai formali aprakstitu logiku un pieradiSanas teoriju, tick izmantots formalas teorijas jédziens.
Formala teorija T ietver $adas komponentes:

e simbolu kopa A (alfabéts) (pieméram, mainigie, logiskas operacijas),

e formulukopaF c A,

e aksiomu kopa B c F (to formulu kopa, kas jau sakotngji tiek definétas ka patiesas),

e izveduma likumu kopa R < F™".

4.2.2. TieSa izvedamiba

Ja teorija T ir tads izveduma likums R, R € R, ka (Fy,...,F;,,G) € R, tad saka, ka formula G ir
tieSi izvedama no formulam F,...F; péc izveduma likuma R, un to parasti pieraksta Sadi:

F,....F,
G

kur formulas Fj,...,F,, sauc par premisu, bet formulu G — par secinajumu.

R,

4.2.3. lzvedums

Par formulas G izvedumu no formulam F4,...,F, teorija T sauc tadu
formulu virkni Eq,...,Ex, kur Ex = G, bet jebkura no paréjam formulam E;
atbilst vienam no 3 variantiem:

— aksioma (E; € B),
— izejas formula (Ei € { F4,...,Fn }),
— tieSi izvedama no ieprieks iegutajam formulam E1...E;.1.

Ja teorija T eksiste $ads izvedums, tad to pieraksta $adi:

F],...,Fn |—T G,
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kur formulas Fj,...,F, sauc par izveduma hipotézém. Ja ir skaidrs, par kuru teoriju ir runa, tad
simbols T pie |- tiek izlaists:

Fi,...F, |-G,

Ja |-t G (t.i., hipotéZu dalas nav), tad formulu G sauc par teorijas T teorému (t.i., tadu
formulu, kas ir izvedama no teorijas T aksiomam, neizmantojot hipotgzes)

4.3. Izteikumu logika
4.3.1. Definicija

Klasiski izteikumu logika tiek definéta ka formala teorija L, kura satur $adas komponentes:

Tab. 4-1. Izteikumu logikas komponentes.

Alfabéts: operacijas — un —
dienesta simboli ( , )
mainigie a,b,...

Formulas: (1) mainigie
(2) ja A un B ir formulas, formulas ir arT (—A) un (A — B)
Aksiomas: A (A—> (B —A))

Axy(A->B—->C)—>({(A—>B)—>(A—>0)))
Az (B > —-A) > (—-B—> A) > B)

Izved likums:
zveduma Hiums MModus ponens (jeb MP)

Seit A,B un C ir jebkadas formulas. Tadgjadi teorijas L aksiomu skaits ir bezgaligs, kaut ari
definéts, izmantojot tikai 3 aksiomu sh&mas. Tiesi tapat ar1 izveduma likumu skaits ir
bezgaligs.

Pirma klada, m&ginot apgiit matematiskas logikas mehanismus, ir méginat visu (it seviski,
aksiomas) interpretét no racionala un intuitiva viedokla. Daudzos gadijumos tas var palidzet,
bet citos tiesi otradi — traucét.

Citas operacijas $aja teorija var tikt defintas, izmantojot pamatoperacijas:
AvB:=—A—>B

Papildus operaciju lietoSana biitu uzskatama ka sintaktisks saisinajums.

4.3.2. Teorému pieradiSanas mehanisms

Teoréma (sk. arT nodalu 4.2.3) ir tada formula (t.i. izteikums), kuru var noteikta veida izvest,
izmantojot dotas teorijas lidzeklus.

Teorémas pieradijums (jeb izvedums, sk. nodalu 4.2.3) ir noteikta veida konstrugta formulu
virkne (salidzinat ar varda izvedumu kada gramatika).

Izvedums (t.i. katra nakama formula izveduma) tiek konstruéts, izmantojot $adas izejas
formulas un mehanismus:

e aksiomas (Tab. 4-1, 3. sadala),

e substitiicija,
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e hipotézu uzstadiSana,
e izveduma likumu (Tab. 4-1, 4. sadala) piem&roSana.
e ieprieks izvestas teorémas.

Tas, kada seciba un kombinacija tiek piemé&roti mehanismi un formulas, ir visai radoss
process, it seviski ieraudzit esoSu formulu saderibu ar nepiecieSamo rezultatu, izmantojot
substitiiciju, ka arT izdomat hipotezes.

4.3.3. Dazi teoremu pieradiSanas piemeri

Teoréma 1. |- A—>A

Pieradijums.
Apgalvojums Pamatojums
. (A=>((A—A)—>A)) Ay; {A—>A//B}
2. (A>((A>A)>A)—>((A—>(A—>A)—>(A—>A)) Ay {A—>A//B, A//C}
3. (A>(A>A)—>(A>A)) MP; 1; 2
4. A—>(A—>A) Ay {A//B}
5. A>A MP; 4; 3

Teoréema 2. A |- B>A

Pieradijums.
Apgalvojums Pamatojums
1. A hipoteze (sk. teorémas kreiso pusi)
2. A—(B—-A) Ay
3. B>A MP; 1; 2

Ieverojiet, ka abas ieprieksejas teorémas rezultats (attiecigi 5. un 3. apgalvojums) atbilst
teorémas labajai pusei (nevis visai teorémai).

Teoréma 3. Jal A |- B, tad " |-, A—>B

(Dedukcijas teorema, DT)

Seit netiks pieradita.

Teorija L jédzieni implikacija (—) un izvedamiba (|-) ir ciesi saistiti (ko ar1 parada

Dedukcijas teoréma), tomer jaapzinas, ka Sie jédzieni ir divi dazadi.

Teoréma 4. (sekas no DT) A—»B, B—>C |-L A—>C

Pieradijums.
Apgalvojums Pamatojums
1. A-B hipoteze (sk. teorémas kreiso pusi)
2. B-C hipoteze (sk. teorémas kreiso pusi)
3. A hipot€ze (nav teorémas kreisaja puse!)
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4. B MP; 3; 1
5. C MP; 4; 2
6. A—-B,B—>C A|-LC 1-5

7. A—-B,B->Cl-LA—>C DT; 6

Teoréemas5.Jal' B|-LAunI',B | —A,tad " |-L —B
(Reductio ad Absurdum, RAA)

Pieradijums.
Apgalvojums Pamatojums
1. T.B-A dots
2. TBlL—-A dots
3. T|-LB—>-A DT; 2
4. (B>—-A)—>((B>A)—>—B) As; {B//-B}
5. T}vL(B—>A)—>—B MP; 3; 4
6. T'|-LB—>A DT; 1
7. T,B>A|-L—B DT; 5
7. T|+1L—B 6;7

4.4. Predikatu rékini
44.1. Definicija

Izteikumu logika oper€ ar (neatkarigiem) izteikumiem, tomér, analiz&jot vardiskus
apgalvojumus, rodas nepiecieSamiba raksturot art objektu TpasSibas un atticksmes starp tiem.
Sim noliikam tiek ieviests predikata jédziens.

Predikats ir funkcija, kuras vértiba ir patiesums (patiess vai aplams), bet
argumenti ir objekti.

Predikatu izmatoSana papildus izteikumiem (izteikums biitu uzskatams ka predikata
apaksgadijums — bez argumentiem) nosaka predikatu rékinu atskiribu no izteikumu logikas.

Nemot vera to, ka predikata vertiba ir atkariga no tam padodamajiem argumentiem, papildus
predikatiem predikatu rékinos tiek ieviesti arT kvantori — nosacijumi, kas nosaka predikatos
izmantojamo mainigo darbibas apgabalu:

e V —universalais kvantors. Vx nozime: “visiem x (ir speka, ka)”.
e 1 —eksistences kvantors. Ix nozimé: “eksisté tads x, ka”.

Predikatu rékini satur $adas komponentes:

Tab. 4-2. Predikatu rékinu komponentes.

Alfabets: pamatoperacijas — —
papildoperacijas & v
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dienesta simboli ( , )
kvantori V 3
konstantes a, b, ...
mainigie X, y, ...
predikati P, Q, ...
funktori f, g, ...
Formulas: <formula> ::=
<atoms> |
—<formula> |
(<formula>—<formula>) |
V<mainigais> <formula> |
J<mainigais> <formula>
<atoms> ::= <predikats> (<termu saraksts>)
<termu saraksts> ::= <terms> | <terms>,<termu saraksts>
<terms> ::=
<konstante> |
<mainigais> |
<funktors> (<termu saraksts>)
Aksiomas: Tas pasas, kas izteikumu logika
A (A>B->A))
Ay (A->B->C)—>(A>B)>(A->0))
Az (B —>—-A)—> ((—-B—>A)—>B)
un papildus:
Py VX A(x)>A(t)
Py A(t)—>3x A(X)
kur mainigais x ir brivs attieciba pret termu t.

Izved likumi: A,A— B
zveduma likumi a4,4—-5 Modus ponens

B — A(x) vt
B — VxA(x)
A(x)—> B 3+
JxA(x) > B
kur formula A ieklauj mainigos x nesaistita veida, bet B — neieklauj.

Logiskajam operacijam tiek ievérota prioritate $ada seciba: = VI & v —

Vispariga veida predikatiem P(u,v...) mainigos u,v,... sauc par brivajiem mainigajiem. Katrs
no pievienotajiem kvantoriem, kas attiecas uz kadu no predikata mainigajiem, parvers brivo
mainigo saistita mainigaja.

4.4.2. Izteikumu piemeri predikatu logika
Izteikums 1.
Visi Annas draugu draugi ir arT vigas draugi.

VxVy (Friend (Anna,x) & Friend (x,y) — Friend (Anna,y))

Izteikums 2.
Starp katra cilvéka draugu draugiem ir kads, kas ir arT vina pasa draugs.

VxVy3z (Friend (x,y) & Friend (y,z) — Friend (x,z))
4-6
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Izteikums 3.
X ir y vecvecaks, ja eksiste tads z, kam x ir vecaks, bet pats z ir vecaks y.

VxVy (3z (Parent (x,z) & Parent (z,y)) — Grandparent (X,y))

Izteikums 4.
Ieprieksgjo izteikumu var izmainit, $aja gadijuma péec biitibas praktiski nemainot nozimi:
visiem X,y,z ir speka, ka, ja x ir z vecaks un z ir y vecaks, tad x ir y vecvecaks.

VxVyVz (Parent (x,z) & Parent (z,y) — Grandparent (X,y))

Izteikums 5.
X ir y vecmamina, ja X ir y vecvecaks un X ir sieviete.

VxVy (Grandparent (x,y) & Female (x) — Grandmother (X,y))

Izteikums 6.

X ir y prieksStecis (sencis), ja x ir y vecaks vai arT, ja eksisté tads z, kuram x ir vecaks, bet kurs$
ir priekstecis y.

VxVy (Parent (x,z) v 3z (Parent (x,z) & Ancestor (z,y)) — Ancestor (X,y))

Izteikums 7.
So pasu priekste¢a probléemu var definét, izmantojot tikai universalos kvantorus:

visiem Xx,y,z ir speka, ka, ja x ir y vecaks vai arf, ja x ir z vecaks un z ir y priekStecis, tad x ir y
priekstecis.

VxVyVz (Parent (x,z) v Parent (x,z) & Ancestor (z,y) — Ancestor (x,y))

Izteikums 8.

X uny ir savstarp€ji brali/masas/bralis un masa/masa un bralis (“bralu un masu attiecibas”,
siblings, Geschwister), ja tiem ir kopigs vecaks un ja X un y nav viena un ta pati persona.

VxVy (3z (Parent (z,x) & Parent (z,y)) & NotEqual (x,y) — Siblings (x,y))

Izteikums 9.
Bralu un masu problému var definét, izmantojot tikai universalos kvantorus:

visiem x,y,z ir speka, ka, ja z ir vecaks gan x gan y, turklat x un y nav viena un ta pati
persona, tad X un y ir “bralu un masu” attiecibas.

VxVyVz (Parent (z,x) & Parent (z,y) & NotEqual (x,y) — Siblings (X,y))

4.4.3. Teorijas piemérs uz predikatu réekinu bazes

Tiks apskatita teorija @, kas reprezenté konkrétu dzimtas koka fragmentu.
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Att. 4-1. Teorijas @ specialo aksiomu B;-B; grafiska interpretacija.

QG Minna
5
Q_tiesma > Oskars

Tab. 4-3. Teorijas ® komponentes.

Alfabéts: pamatoperacijas — —>
papildoperacijas & v
dienesta simboli ( , )
kvantori V 3
konstantes: Minna, Liesma, Oskars
mainigie X,y
predikati (aiz slipsvitras dots argumentu skaits): Parent/2, Female/1,
Male/1, Son/2, Mother/1
Formulas: tapat ka Tab. 4-2
Aksiomas: tas pasas, kas Tab. 4-2, ka art specialas aksiomas (sk. art Att. 4-1):
B,: Parent (Minna, Liesma)
B,: Parent (Minna, Oskars)
Bs: Female (Minna)
B,: Female (Liesma)
Bs: Male (Oskars)
(talak tiek defineéti jédzieni “mate” un “dels” (universalie kvantori
formulu prieksa izlaisti)):
Bg: Parent (x,y) & Female (x) - Mother (x)
B7: Parent (x,y) & Male (y) — Son (y,x)
Izveduma likumi:  tapat ka Tab. 4-2

Teoréema ®1. |- Mother (Minna)
(Pieradit, ka Minna ir (kadam) mate)

Izveduma izmantotas ari formulu ekvivalences (sk. nodaju 3.3.2).

Apgalvojums Pamatojums
1. —Parent (x,y) v —Female (x) v Mother (x) Bg; A&B:=—(—-Av—B);
A—>B:=—AVB

2. —Parent (Minna,Oskars) v —Female (Minna) v 1; {Minna//x, Oskars//y}
Mother (Minna)

3. —Female (Minna) v Mother (Minna) 2; By, Avfalse=A
4. Mother (Minna) 3; Bs; Avfalse=A

Ar to ir pieradits, ka Minna ir (kadam) mate.
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44.4. Rezoluciju metode un unifikacija

Rezoliiciju metode ir logiska izveduma automatizacijas metode, uz kuras balstas valodas
Prolog realizacija.

Rezoliiciju metode balstas uz “pieradijuma no pretéja” principu.
Ta vieta, lai pieraditu, ka no formulu kopuma {F,...,F,} seko formula F:
{F1,....,Fa}=F

(pieméram, pieradijums nodala 4.4.3), formulu kopai tiek pievienota formulas F negacija, un
tiek m&ginats pieradit §is papildinatas formulu kopas pretrunigums:

{Fy,....Fn,F}=false

Kaut gan uz rezoliiciju metodes balstas valodas Prolog realizacija, tomér rezoliicijas metodes
pilniga apgtiSana nav nepiecieSama, lai rakstitu programmas valoda Prolog, tadg€] Seit nav dots
dzilaks metodes izklasts.

Ar rezoliiciju metodi ciesi saistits jédziens ir unifikacija. Unifikacija ir pass mainigo
aizvietoSanas (substitlicijas) process rezoliicijas metodes ietvaros.

4.5. Vingrinajumi
Vingrinajums #1.
Pieradit izteikumu logika A—B, =B |- —A (Modus Tollens)

(sk. piemérus nodala 4.3.3, méginiet izmantot aksiomas A; un Az (nodala 4.3.1)).

Vingrinajums #2.
Formulét izteikumu predikatu logika:

nodefinét predikatu Sister (masa) (pec lidzibas ar piem&ru #9 nodala 4.4.2).

Vingrinajums #3.
Formulét izteikumu predikatu logika:

nodefinét predikatu Cousin (braléns vai masica).

Vingrinajums #4.
Formulét izteikumu predikatu logika:

katram cilvékam ir tie$i viens tévs.

Vingrinajums #5.
Formul@t izteikumu predikatu logika:

ja manai matei ir tikai viens bérns, tad tas esmu es.

Vingrinajums #6.

Pieradit teorija @ (nodala 4.4.3) teoremu ®2:

|-o Son (Oskars, Minna) (Oskars ir Minnas déls)
Sk. arT1 @1 pieradijumu.
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