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Eksāmena jautājumi un atbildes

(Diskrētā matemātika 1)

21.Diskrētā un nepārtrauktā matemātika vēstures gaitā. (kopā ar algebru)
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35.S šķēlums, tā kanoniskā attiecība. Piemēri ar galīgu un ar bezgalīgu kopu.
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21
37.Teorēma par sirjekciju. Diagrammas komutivitāte.
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1.Diskrētā un nepārtrauktā matemātika vēstures gaitā. (kopā ar algebru)

Pm.-3600 piramīdu celtniecība Ēģiptē.

Pm.-3500 hieroglifiski aditīvi skaitļu pieraksti līdz 100`000

Pm.-3400 Babilonā pozicionāli skaitļu pieraksti pie bāzes 60.

Pm.-1800 uzrakstīti saglabājušies papirusi – Rainda papiruss un Maskavas papiruss, satur 1.pak.vien., kurā nezināmais nosaukts par kaudzi”.

VII-VI Taless no Milētas, 1 no “7 gudrajiem”, grieķu matemātikas pamatlicējs, pirmo teorēmu un to pierādījumu autors.

V gs. Pitagors no Samosas. No prieka par teorēmas atklāšanu esot upurējis 1000 vēršu(hetakombu). Māca, ka “viss ir skaitlis. Atklāj, ka 2/3 no stīgas garuma dod kvintu.

V/IV gs. Dēmokrits no Abderas bija viens no pirmajiem filozofiem - atomistiem un mācīja, ka viss sastāv no atomiem. Noliedza nejaušību. “Smejošais filozofs”. Ieguvis teorēmu par piramīdas, konusaa tilpumu.

IV gs. Aristotelis darbs par formālo loģiku, siloģismu teoriju. Platona skolnieks.

IV gs. Platons izcilais negrieķu filozofs, liek uzrakstīt “kas nezin ģeometriju, lai nenāk iekšā”.

Teateits ar mācību par nesamērojamiem nogriežņiem liek pamatus mūsdienu iracionālam jēdzienam. Iespējams, ka viņš ir atklājis regulārus daudzskaldņus – oktaedru, dodekaedru un ikosaedru.

III gs. Eiklīds dod gandrīz visas sengrieķu matemātikas izklāstu “Elementos”, tai skaitā “ģeom.alg.”, kvadrātvienādojuma pozitīvo sakņu atrašanu ar cirkuli un lineālu. Centieni pierādīt 5.postulātu (ja dotas divas taisnes tiek krustotas ar trešo,  un iekšējo vienpuslenķu summa ir mazāka par diviem taisniem leņķiem, tad pagarinot dotās taisnes, šīs taisnes šajā pusē krustojās.) pēc vairāk nekā 2000 gadiem noveda pie neeiklīda ģeometrijas rašanās.

Arhimēds no Sirakūzām  izcils antīkā laikmeta matemātiķis, ģeniāls teorētiķis un nepārspēts lietišķās matemātiķis, aprēķinot regulāru daudzstūru laukumus, ieguvis sk. ( līdz apbrīnojamai precizitātei (1/500).

III gs. Diofants no Aleksandrijas, “Aritmētikā” meklē veselus pozitīvus atrisinājumus nenoteiktos vienādojumu sistēmas ar veseliem pozitīviem koeficientiem. Tagad tos sauc par Diofanta vienādojumiem. (sk.Fermā, Hilberts)

IV-V gs. Hipatija, matemātiķis, atronoms un filozofs, Aleksandrijas skolas pārstāvis. Darbi nav saglabājušies. Bīskapa Kinilla sakūdīts reliģiozu fanātisks kristiešu pūlis viņu saplosa.

V gs. Ariabhata, indietis, risina Diofanta vienādojumus. , atrod 1.naturālo skaitļu kubu summu, ieguvis tuvinātas ( vērtības .31416, bet Czu Čunučži Ķīnā ar 355/113 dod jau 7  pareizus ( ciparus aiz komata.

628. Grahmagupta, indietis, atrod kvadrātvienādojuma reālās saknes, aprēķina summu aritmētiskai progresijai.

IX gs. Muhameds al Horezmi Vidusāzijā ar darbu “Kitab muhtasaraldžebr almukabala” liek pamatus algebrai, dodot vispārīgo metodi 1 un 2 pakāpes vienādojumu risināšanai. No šejienes radies termins “algebra”. No indiešiem pārņem pozicionālo skaitīšanas sistēmu, kas 12.gs. nonāk Eiropā, kad Al Horezmi grāmatu tulko latīņu valodā.

XI-XII gs. O.Haijams izcils Vidusāzijas dzejnieks., astronoms., matemātiķis., filozofs, vadījis observatoriju, reformējis kalendāru. Devis 3.pakapēs vienādojumu risināšanas metodes ģeometriski, krustojot parabolas. Nodarbojies ar Eiklīda 5.postulāta pierādīšanu.

1202.gs Leonardo no Pizas jeb Fibonači, itāļu matemātiķis, izdod “Liber abaci”, kurā iepazīstina Eiropu ar Vidusāzijas arābu matemātiku, ieskaitot no indiešiem pārņemto decimālo pozicionālo skaitļu pierakstu. Ieved t.s. Fibonači virkni 0,1,2,3,5,8,… (sk.Matijasevičs).

XII gs. Rodžers Bēkons angļu filozofs, dabaszinātnieks cīnās pret viduslaiku sholastiku, aizstāv eksperimentālās zinātnes. Kritizē teologu aprobežotību. : Matemātiku kļūdaini uzskata par grūtu un dažkārt pat aizdomīgu tāpēc, ka matemātikai ir tā nelaime nebūt zināmai baznīcas tēviem”. Par šādiem ieskatiem viņu uz 14 gadiem iespundēja cietumā. Nevajag jaukt ar filozofu Frensisu Bēkonu (Xvi-XII gs).

Apm.1635 Pjērs Fermā atklāj koordinātu metodi ģeometrijā, bet nepublicē. Prot atvasināt un integrēt pakāpes funkcijas arī ar negatīvu un daļveida kāpinātāju. Uzskatāms par skaitļu teorijas pamatlicēju. Uz Diofanta “Aritmētikas” eksemplāra lpp. Malas formulējis t.s. Fermā lielo teorēma un atstājis piezīmi “es atradu brīnišķīgu pierādījumu, bet te ir par maz vietas, lai to uzrakstītu”. Teorēmu neizdevās pierādīt 350 gadus. Liek pamatus varbūtības teorijai.

1637.g. Renē Dekarts, franču filozofs un matemātiķis, neatkarīgi no Fermā atradis koordinātu metodi un publicējis to. Pielikumā “Ģeometrija” savam filozofiskam darbam “Pārspriedumi par metodi”, kaut arī ne tik skaidrā formā kā Fermā darbā, kas izdots tikai pēc autora nāves. Kā fil. akcentēja metodes lomu, vērtējot to augstāk pat atsevišķu rezultātiem, kas iegūts ar jaunās metodes palīdzību.

1640-tie g. Blēzs Paskāls franču matemātiķis un fiziķis, konstruējis saskaitīšanas mašīnu-1.meh.rēķinmašīna, vēlākā aritm. Priekšteči. Sarakstē ar Fermā liek pamatus varbūtības teorijā. Atklāj vēl nedzimušu projekt. ģeom. teor.: konikā ievilkta sešstūra krustpunkti atrodas uz taisnes.

1666.g. Gotfrīds Vilhelms Leibnics, ļoti vispusīgs vācu zinātnieks, darbā “Dissertatio de arte combinatoria” izsaka idejas, no kurām 200 gadus vēlāk izauga matemātiskā loģika, ieteica izmantot divnieku skaitīšanas sistēmu. Izsaka ideju par determinanta jēdzienu. Galvenie rezultāti saistās ar diferenciālrēķiniem un integrālrēķiniem (tie ir Leibnica ievesti termini) pie kuriem nonāk nedaudz vēlāk, bet tos publicē agrāk par Ņūtonu, pie tam skaidrākā izklāstā, ieved skaidru simboliku (arī diferenc. un integr. Pierakstu)

1665-1667.g. angļu fiziķis un matemātiķis Izaks Ņūton. Galvenajā darbā “Dabas filozofijas pamati” izveidota klasiskā zemes un debesu mehānika, kas pēc tam nedalīti valdīja dabas zinātnēs līdz realitivitātes teorijas rāšanās laikam. Kā matemātisko aparātu izmanto paša izstrādāto matemātisko analīzi, kas izveidota neatkarīgi no Leibnica un nedaudz agrāk (bet publicēta vēlāk).

XVII gs. Leonards Eilers ir visu laiku pats ražīgākais matemātiķis. Dzimis Šveicē, viņš visu savu mūža darbu pavada Pēterburgā un Berlīnē. Atstājis izcilus rezultātus nevien visas tā laika matemātiskajās disciplīnās, bet devis virkni teorēmu, kuras tagad pieskaitāmas jaunām pēc viņa radītām nozarēm - kompleksajai analīzei, variāciju rēķiniem, spec. funkciju teor., topoloģ., grafu teor. Tikpat vispusīgi ir pielietotās matemātikas darbu tematika, šīs publikācijas sastāda apm.2/5 no visu darbu skaita. Tāpat kā otrs 18.gs. gara milzis J.S.Bahs, arī Eilers intensīvā darbā pārpūlēja acis, sekoja redzes zudums, un savus pēdējos darbus viņš diktēja saviem skolniekiem.

XVII gs. Bernulli dzimta devusi vismaz 7 izcilus Šveiciešu matemātiķus. Pazīstams Jakovs Bernulli, kurš kopā ar Eileru licis pamatus variāciju rēķiniem. 1713,g, grāmata “Pieņēmumu māksla” uzskatāma par monogr. kombinatorikas un varbūtības teoriju.

1777-1855.g.Karls Fridrihs Gauss, dēvēts par matemātikas karali. Pirmais devis korektu pierādījuma algoritma pamatojumu teorēmai par kompleksās vienādojuma saknes eksistenci. Izcili darbi skaitļu teorijā, difer. ģeometrijā. Jau 1818.g. sapratis paralelitātes postulātu nepierādāmību, taču nav publicējis savus rezultātus neieklīda ģeometrijā. No darbiem pielietojuma matemātikā var minēt pirmo mazo planētu Cereras un Palladas orbītas aprēķināšanu pēc trijiem novērojumiem, kas atļāva, tās pamanīt atkārtoti.

183201898. Luiss Kerols. Izstrādājis oriģ. matem. loģiku.

1833.gViljams Rouens Hamiltons, īru matemātiķis un astronoms, 1833-35 gandrīz vienlaicīgi ar Grasmanu publicē kompleksu skaitļu stingru formālu teoriju. Ieved hiperkompleksus skaitļus – kvarteronus, ar to stimulējot daudzdimensiju vekt. teor. (lin. alg.) izveidi, vektorus mūsdienu izpratnē definē 1847.g.

1841.g.Arturs Keli angļu matemātiķis, ieved tagadējo determinanta apzīmējumu. Formulē gr. visp. definīciju. Veido matricas teor. Darbojas projektīvajā ģeometrijā, zinātniskā mērā sagatavota Kleina Erlangenas programma. Palīdz izveidot lineāro algebru.

1844 un 185. Džoržs Būls, īru matemātiķis, publicē darbus, ar kuriem aizsākās matemātiskās loģikas vēsture. Šajos darbos izklāstīta klasu loģika., kas ir ļoti tuva mūsdienās populārākai izteikumu loģikai.

1851.g. pēc aut. Bernarda Bolcano nāves iznāk “Belgal. paradoksi”, kuros atrodamas idejas, kas pēc tam rakst. Kantora bezgalīgo teor. Brīvdomāšanas dēļ autora dzīves laikā baznīca bija aizliegusi publicēšanu.

1845-1918.g. Georgs Kantors darbojies ar trigonometriskām rindām, nonāk pie patvaļīgu kopu idejas, balstoties uz aktuālās bezgalības jēdzienu. Kronekers nosauc Kantoru par šarlatānu, pauž uzskatu, kas vēlāk noformējās kā konstruktīvisms jeb intuicionisms.

1854-1912.g. Anrī Puankarē. Franču matemātiķis, astronoms. Tas rosina analīzēt diferenciālvienādojumu atrisinājumus no jauna, kvalitatīva viedokļa, kas noveda pie topoloģiskās pieejas, it īpaši nepieciešamas kompl.mat.analaīzes. Izmanto Lobačevska ģeometrijas jēdzienus. Einšteina speciālās relativitātes teorijas līdzautors.

1887.-1985. ungāru matemātiķis Ģergs Poija devis vienu no centr.mod.kombinatorās teor., kas balstās uz grafu teoriju un ļauj sask. Visdažākā veida objektus.

1900.g.Davids Hilberts. vācu matemātiķis, starptautiskā matemātiķu kongresā Parīzē formulē 23 aktuālas matemātiskas problēmas, kas bija veiksmīgi izvēlētas un kuru risināšana, vairumā sekmīga, lielā mērā raksturoja matemātikas attīstības virzienus 20.gs. Pēc darbiem matemātiskajā analīzē, pag.gs.beigās, 1899.g.publicēja “Grundlagen der Geometrie”, klasisku mūsdienu aksimoātiskās teorijas paraugu. Izvirza 20.gs.pirmajos gadu desmitos progr.visas mat.formalizēšanai, to izklāsta ar kopā ar Bernaisu divsējumu darbā “Grundlagen der Mathematik” (1934, 1939). Šai progr.-maksimumu triecienu dod Gēdeļa teorēma par nepilnību. Tomēr savu vērtību saglabā Hilberta skolas konkrētie rezultāti mat.loģikā un mat.pam.pētījumos.

XX gs. 1gadu desm. parādās intuicionistiskais veids matemātikā. TO pārstāv Brauers, viņa skolnieks Heitings u.c. Intiucionisti visas mat.konstr. grib balstīt uz sanumurējamām virknēm, taču viņu definīcijas nav līdz galam skaidras. Rodas jauna, intiucionistiskā loģika, kurā nav spēkā daži klasiskās loģikas likumi. Netiek atzīti tīrie eksistences pierādījumi, kuros nenorāda attiecīgo objektu konstrukcijas procesu. Vēlāk izveidojās konstruktīvā matemātika, par kuras redzamāko pārstāvi kļūst  A.A.Markovs.

1906.-1978.g.Kurts Gēdels austr.mat., 1940.g.migrē uz ASV. Par vienu no pašiem nozīmīgākiem 20 gs. matemātikas rezultātiem uzskatāma Gēdeļa teorēma par nepilnību (1931); katrā aksiomāt. teor., kas aptver nat. skaitļu aritmētiku, var atrast apgalvojumu., kas šajā teor. ne pierādāma, ne atspēkojama.

1882.-1935. Emmija Nētera. vācu mat., Hilberta sk.loc., viens no galv.mod.abstr.alg.pamati. Viņai pieder fundam.lik.par sakarībām starp fizik.sist.saglab.lik. un simetrijas īp. Viņas skolniece Van der Verdens saraksta klasisku monogrāfiju “Modernā algebra”. Fašistiem Vācijā nākot pie varas, izceļojusi uz ASV.

apm.1936.g. vienlaicīgi  un savstarpēji neatkarīgi parādās formāli dažādi, bet savās iespējās līdzvērtīgi priekšlikumi., kā precizēt definētus jēdzienus ar pašu vispār.mat.rīcības priekšr. jeb algor. Anglis Tjūrings pied. abstr.loģ.maš., būvējamu uz papīra. Tās ideja materializējās nepilnus 10 gadus vēlāk elektr.sk., kuru princip.atšķir.(pavāj.) salīdzinot ar Tjūringa mašīnām, tomēr ir ierobež.atm.apjoms. Amer.Klinī, austrietis Gēdels un franču matemātiķis ieveda dažāda veida rekurs.f-jas., amer. Prosts – īpašus simb.virkņju pārveid., amerikānis Čērčs – t.s. “lamba konversijas”, krievu mat. Markovs – “normālos algor.”, kas darbojās patvaļ.simb.kopās jeb alfabētos, topoloģ.valodā formulē.kr.mat. Kolmogorovs algor.formulu. Visu šo jēdzienu būtiskā sakritība liecina par to ka iegūts kaut kas īpašs uzticības vērt, ko vispār. virzienā neizdosies pārspēt arī nākotnē. 

1903.-1979.g. AA.Markovs pēc darbiem topol.pievēršas mat.loģikai un algoritmu teor. Ieved normalgor. Form.konstruktīvās matemātikas pamatnostādnes, kas atšķir no intiucionisma ar to, ka konstr.proc. tiek definēta skaidri un precīzi, lietojot normālos algoritmu vai tiem līdzvērtīgus jēdzienus (Tjūrings).

1939.g. Nikolajs Burbaki – tas ir pseidonīms anonīmo matemātiķu grāmatai – sāk publicēt grandiozu monogrāfisku ciklu “Mat.elementi”, kas aptver visas galvenās mūsdienu matemātikas nozares. To var uzskatīt par Eiklīda “Elem” analogu mūsdienās, tikai 10 reizes lielākā apjomā. Vienlaicīgi tā ir it kā prakt.mat, realizācija Hilberta iecerei par visas matem.vien.aksiom. izklāstu. Šobrīd pēc vairāku desmitu sējumu iznākšanas Burbaki vairs neeksistē.

1944.g. Eikens amerikāņu inženieris, konstruējis pirmo skaitļošanas mašīnu MARK-1, kas darbojās ar elektromagnētiskajiem relejiem. Nākošais solis bija jau elektroniska mašīna ENIAC. Šajās mašīnās programmas nevarēja mainīt, jo tā bija iebūvēta “dzelžos”. Ungāru, amerikāņu matemātiķis Džons von Neimans (1945) ierosināja paredzēt iespēju glabāt progr. maš.atmin., tāpat kā izejas datus, līdz ar to radās jēdziens par programmatūru (software).

1955.g. darbu sāk pirmā skaitļotājs ar pusvadītājiem.

1964.g. parādās 3.paaudzes skaitļotāji ar mikromoduļiem.

1966.g. Maskavā notiek XIII starpt.mat.kongr., tajā piedalās arī matemātiķu delegācija no Latvijas. Amerikāņu mat. Koens ziņo par Hilberta 1 problēmas (1900) atrisināšanu (1963), tā ir kontinuuma probl., pirmā no sarežģīt.jaut., kuru izvirzīja, bet neatrisināja Kantors.

1970.g. krievu matemātiķis Mjatisavičš atrisina Hilberta 10 problēmu, kas formulēta 1900.g., pierādot, ka nav iespējams algoritms, kas katru Diofanta vienādojumu sistēmu dotu atbildi – vai tā eksistē atrisinājums vai nē. Pierādījumā izmantota Fibonači virkne.

LATVIJAS MATEMĀTIĶI.

1828.-1881.g. Kārlis Pētersons dz.Rīgā. stud.Tērbatas univ. Strādājis Mask.par sk. Viens no7 Mask.mat.biedr.dib. (ar A.Davidovu, kas dz.Liepājā) Publ.virkni virsmu teor., izvedis virsmas pamatvienādojumus, ko sauc par Pētersona-Kodaci vien., jo neatk., bet krietni vēlāk tos izveda šis itālis. Uzskatāms par Mask.ģeom.sk.pamatlicēju.

1865.-1921.g.Pīrss Bols, dzimis Valkā, miris Rīgā, baltvācs, studējis Tērbatas universitātē. Strād. par prof. RTU, arī pēc tās pārceļošanas uz Ivanovu, kara laikā 1919.g. kļuva par LU profesoru, izveid. gandrīz period.funkc.teor.pam.

1891.-1956. Otto Šmits dz.Mogiļevā, uz kurieni pēc Trepes bija izceļojuši vec. Uzskatāms par Mask.algebr.sk.pamatlicēju, saraksta pasaulē pirmo monogrāfiju par bezgal.gr. 30-to gadu sāk.organ.vairākas pad.polārekspedīcijas un piedalās tajās. Kara gados viņu izsūta no Mask., jo tēvs bija vācu kolon. Latgalē. 40-tajos gados akad. Šmits izstrādā jaunu kosmogonisku hipotēzi par Saules sistēmas rašanos. Miris Mask.

1900.-1969.g. Arvīds Lūsis ii pirmais LU absolvents, kas strādā LU par profesoru. Viņš vada mat.anal.katedru., zin.intereses saist.ar integrālv. Mira 1969.g.12.feb. pēc plaušu karsoņa, ko ieguva, eksaminējot studentus ziemas sesijā neapkurinātā auditorijā.

1911.-1982.g. Ēmanuels Grīnbergs pēc LU beigšanas, papildinājis zināšanas Parīzes Augst.normālsk. Strādājis LU ZA un rūpn.”Radiotehnika” konstrukt.birojā. Grafu teor. un elektr. ķēžu aprēķinu aizsāk Latvijā. Izveido kuģu korpusa virsmu analītiski konstrukcijas metodi, pēc tam plaši lieto Ļeņingradas kuģu būvētavas. Valsts prēm. saņēma par integrālo shēmu projekt.automatizēšanu.

1910.-1985.g. Ernests Fogels ir izcils skaitļu teorijas speciālists Latvijas matemātiķu vidū. Viņa 54 publikācijas sar. ir virkne rakstu ārzemju žurnālos, sevišķi “Acta Arithmetica”. Pēc centr.jaut.ir pirmsk.sadal.aritm.progresijā un Dirihlē L-f-ja. Daudz darba veltīts neatrisin.probl.par šo funkciju nullēm, t.s. Rīmana hipot. Zinātnē Fogels atdeva visus savus spēkus un kļuva par starptautiski pazīstamu matemātiķi. Kā kauna traipu var vērtēt to, ka padomju laikā Latvijā izdotajā enciklopēdijā vispār nav šķirkļa par viņu.

1924.-1991.g. Linards Reiziņš iestājās aspirantūrā pie profesora Lūša, bet politisku iemeslu dēļ no aspirantūras tika izslēgts. Vēlāk tomēr aizstāvējis zinātņu kandidāta un zinātņu doktora disertāciju. Nodarbojies ar diferenciālvienādojumu kvalit.teor., stabilitātes teor., dif.vien.topoloģ. klasifik. Publ.arī pēt. par Latv.mat. Ievēr. zin.organiz., atjaun. LZA Mat.inst., kuru pēc kara nedaudzus gadus vad.Reiziņa 1.sk. Lūsis; toreiz šis inst. drīz tika lividēts.

      Skaitļošanas tehnikas attīstība Latvijā

1956.g. doc. E.Āriņš pirmoreiz iepazīstina LU studentus ar jēdzienu par programmēšanu.

1960.g. Rīgā ZA sāka darboties Latvijā pirmais elektr.skaitļotājs LM-3, kas tika uzbūvēts inženiera Daubes vadībā. Tā bija divadresu mašīna, darbības ātrums – 30 operācijas sekundē. Pārejot no magnētiskā veltņa uz ferītu atmiņu, ātrdarbība pieauga līdz vairākiem 1000 operācijām sekundē. Mas.darb.fiks.kom.rež.Oper.atmiņas apjoms 2048 šūnas ār.atm.nebija. Ievadu realizēja ar 5 celiņu perfolenti. Programmēšana notika vienīgi reālajās adresēs.

1954.g. nodib. LU skaitļ.centru, 1961.g.sāk darboties no Krievijas ievestā, bet Rīgā modernizētā mašīna IŽCM-2M, 3 adrešu maš. ar ferītu operatīvo atmiņu un ār.atmiņu ar magnētisko veltni. Īsā laikā šis SC kļūst par pirmo no labākajiem PSRS, papildināts ar jaunākiem un jaudīgākajiem skaitļotājiem, Latvija iegūst neatkarību, SC kļūst par Matemātikas un informātikas institūtu.

2.Kopu teorijas(KT) rašanās un attīstība, Rasela paradokss.

KT rašanās un attīstība:

17 gs. Leonards Eilers ir visu laiku pats ražīgākais matemātiķis. Dzimis Šveicē, viņš visu savu mūža darbu pavada Pēterburgā un Berlīnē. Atstājis izcilus rezultātus nevien visas tā laika matemātiskajās disciplīnās, bet devis virkni teorēmu, kuras tagad pieskaitāmas jaunām pēc viņa radītām nozarēm - kompleksajai analīzei, variāciju rēķiniem, spec. funkciju teor., topoloģ., grafu teor. Tikpat vispusīgi ir pielietotās matemātikas darbu tematika, šīs publikācijas sastāda apm.2/5 no visu darbu skaita. Tāpat kā otrs 18.gs. gara milzis J.S.Bahs, arī Eilers intensīvā darbā pārpūlēja acis, sekoja redzes zudums, un savus pēdējos darbus viņš diktēja saviem skolniekiem.

1777-1855.g.Karls Fridrihs Gauss, dēvēts par matemātikas karali. Pirmais devis korektu pierādījuma algoritma pamatojumu teorēmai par kompleksās vienādojuma saknes eksistenci. Izcili darbi skaitļu teorijā, difer. ģeometrijā. Jau 1818.g. sapratis paralelitātes postulātu nepierādāmību, taču nav publicējis savus rezultātus neieklīda ģeometrijā. No darbiem pielietojuma matemātikā var minēt pirmo mazo planētu Cereras un Palladas orbītas aprēķināšanu pēc trijiem novērojumiem, kas atļāva, tās pamanīt atkārtoti.

1851.g. pēc aut. Bernarda Bolcano nāves iznāk “Belgal. paradoksi”, kuros atrodamas idejas, kas pēc tam rakst. Kantora bezgalīgo teor. Brīvdomāšanas dēļ autora dzīves laikā baznīca bija aizliegusi publicēšanu.

1845-1918.g. Georgs Kantors darbojies ar trigonometriskām rindām, nonāk pie patvaļīgu kopu idejas, balstoties uz aktuālās bezgalības jēdzienu. Kronekers nosauc Kantoru par šarlatānu, pauž uzskatu, kas vēlāk noformējās kā konstruktīvisms jeb intuicionisms.

1900.g.Davids Hilberts. vācu matemātiķis, starptautiskā matemātiķu kongresā Parīzē formulē 23 aktuālas matemātiskas problēmas, kas bija veiksmīgi izvēlētas un kuru risināšana, vairumā sekmīga, lielā mērā raksturoja matemātikas attīstības virzienus 20.gs. Pēc darbiem matemātiskajā analīzē, pag.gs.beigās, 1899.g.publicēja “Grundlagen der Geometrie”, klasisku mūsdienu aksimoātiskās teorijas paraugu. Izvirza 20.gs.pirmajos gadu desmitos progr.visas mat.formalizēšanai, to izklāsta ar kopā ar Bernaisu divsējumu darbā “Grundlagen der Mathematik” (1934, 1939). Šai progr.-maksimumu triecienu dod Gēdeļa teorēma par nepilnību. Tomēr savu vērtību saglabā Hilberta skolas konkrētie rezultāti mat.loģikā un mat.pam.pētījumos.

1906.-1978.g.Kurts Gēdels austr.mat., 1940.g.migrē uz ASV. Par vienu no pašiem nozīmīgākiem 20 gs. matemātikas rezultātiem uzskatāma Gēdeļa teorēma par nepilnību (1931); katrā aksiomāt. teor., kas aptver nat. skaitļu aritmētiku, var atrast apgalvojumu., kas šajā teor. ne pierādāma, ne atspēkojama.

1966.g. Maskavā notiek XIII starpt.mat.kongr., tajā piedalās arī matemātiķu delegācija no Latvijas. Amerikāņu mat. Koens ziņo par Hilberta 1 problēmas (1900) atrisināšanu (1963), tā ir kontinuuma probl., pirmā no sarežģīt.jaut., kuru izvirzīja, bet neatrisināja Kantors.

1970.g. krievu matemātiķis Mjatisavičš atrisina Hilberta 10 problēmu, kas formulēta 1900.g., pierādot, ka nav iespējams algoritms, kas katru Diofanta vienādojumu sistēmu dotu atbildi – vai tā eksistē atrisinājums vai nē. Pierādījumā izmantota Fibonači virkne.

Rasela paradokss: 

  Pulka frizierim ir jānoskuj visiem pulkam bārdas. Kā rīkoties frizierim attiecībā pret sevi – griezt sev bārdu vai ne ?

   Rasela paradoksa matemātiskā nostādne:

   Kopu A nosauc par parastu, ja A(A, un par neparastu, ja A(A.

   Visu parasto kopu kopu apzīmē ar P, bet visu neparasto kopu kopu - ar N.

   Noskaidrot jautājumu, vai kopa P ir parasta vai neparasta.

  Risinājums:

Ja P ir parasta kopa (P(~P), tad P ietilpst P(P(P), tā kā P ir visu Kopu kopas. Bet tās ir pretruna. 

Sekojot, ka P nav parasta kopa (P(P) Bet tāpēc P ir parasta kopa, jo P(P,N(N – pretruna, jo tās nevar būt, Ka P(P(P(N. Tāpēc ((P(~P) un ( (P(P)- paradokss (P(~P (P(P((P(~P)((P(N) )

3.KT pamatjēdzieni. KT iekļaušanas attiecība kā daļējs sakārtojums.

Apakškopu kopas apjoms (divi pierādījumi, viens ar indukciju).

Pamatjēdzieni – jēdzieni kurus nedefinē.

 Kopa A .Kopas elements a . Elementa piederība kopai a( A.

Kopu teorijā iekļaušanas attiecība izpildās starp divām kopām A un B, ja  kopa A ir  kopas B apakškopa .

Ieklaušanas attiecība var būt :

<1> nestingra iekļaušana A ( B ( ( x (x ( A ( x ( B)

<2> stingra   iekļaušana   A ( B (  A ( B ( A ( B 

Def : A=B ( A ( B ( B ( A

Iekļaušanas attiecību var saukt par nestingro daļējo sakārtojumu jo sekojošas īpašības izpildās :

1) A ( B ( B ( C ( A ( C tranzitivitāte  

2) A ( A refleksivitāte 

3) A ( B ( B ( A ( A=B  antisimmetriskums 

Def : Kopas A apjoms | A | ir tas elementu skaits .

P(A) – kopa kuras elementi ir  A apakškopas.

Teorēma : Galīgai kopai A ir spēka apgalvojums ka | P(A) | = 2^|A| .

Piemērs : A = {a,b,c}   | P(A) | = 2^3 = 8.

Pierādījums :

<1> ar Indukciju
1) I.B. priekš  A1={a} , P(A1)=2^1=2 ir patiess jo P(A1)={{a},{(}} (triviālas apakškopas)

2) I.P. pieņemsim, ka priekš | An | =n  ir patiess . P(An)=2^n

Apskatam priekš P(An+1), kad | An+1 | =n+1. Jāparāda P(An+1)=2^(n+1)

<2> bez Indukcijas 
Aplūkosim An={a1,a2,…………,aN}. Pierakstīsim visas iespējamās A apakškopas sekojošo bināro kortežu veidā : ar 0  atzīmēsim tos elementus kuri ne pieder tekošai apakškopai un ar 1 tos kuri pieder:

  a1 a2……aN 

0 0  ...… 0 – tukša apakškopa (     {0,1,…,(2^n)-1} = 2^n.  

0 0  …… 1

……………..

1    1  …… 1 – paša A  .     

4.Izteikumu loģikas operācijas un kvantori. Saistīti mainīgie. KT iekšējo operāciju(ieskaitot simetrisko starpību) definīcijas.

Operācijas.

& - konjukcija A&B nozīmē A un B

( - disjunkcija A(B nozīmē A vai B

( - implikācija A(B nozīmē, ja A, tad B

( - ekvivalence A(B nozīmē A tad un tikai tad, ja B

( - negācija (A nozīmē ne A

Kvantori:

(x - visiem x, katram x

(x – eksistē x, tāds, ka …

Saistītie mainīgie:

Ja kāds mainīgais ir saistīts ar kvantoru, tad apgalvojuma patiesums ir atkarīgs no brīvajiem mainīgajiem, kas ieiet šajā apgalvojumā.

Saistīts mainīgais neiespaido šī apgalvojuma patieso vērtību.

Piemēram:

  (x(N (y(N (x*y=2)

  Saistītais mainīgais ir y, jo viņš neiespaido apgalvojuma x*y=2 patiesumu. 

  Brīvais mainīgais ir x, jo viņš iespaido apgalvojuma x*y=2 patiesumu.

KT iekšējās operācijas:

Kopu apvienojums
A(B={x|x(A( x(B}

Kopu šķēlums
A(B={x|x(A& x(B}

Kopu simetriskā starpība
A\  B={x|x(A( x(B}

Kopas papildinājums
A`m=M \ A

5.KT algebras formulas.

Def. T1 = T2 šādu pierakstu sauc par KT algebras formulu, kur T1, T2 ir termi.

Terma induktīvā def. 

  1. Kopa A,B,... saucas terms.

  2. Ja F1 un F2 ir termi, tad par termu sauca arī (F1(F2) vai (F1(F2) vai F1` vai F1(F2. 

Piez. Simbols ( - domāts kopu simetriskā starpība.

KT algebras formulas piemērs:

1) A(B = A(B 

2) A(B=(A(B) \ (A(B)

  Termi ir: A(B, A(B, A, B, (A(B) \ (A(B), A(B

KT algebras formulas:

A B
A&B
A(B
A(B
A(B
A(B

A a
A
A
P
P


A p
A
P
P
A
P

P a
A
P
A
A


P p
P
P
P
P


      Sakarības:

A(B=A

A(B=B(A

A((B(C)=(A(B) (C

A((B(C)= (A(B)(C

A((A(B)=A

(A(B)`m=A`m(B`m

A``m=A

A((=A

A((=(
A(A=A – idempotences likums

A(B=B(A- komutatīvais likums

A((B(C)=(A(B) (C – asociatīvais likums

A((B(C)=(A(C)((A(C) – distributīvais likums

A((B(C)=A – absorbcijas likums

(A(B)`m=A`m(B`m – dualitātes likums

A(M=M

A(M=A

6.KT algebras formulu pierādīšana pēc elementiem un ar EILERA diagrammām.

Def. T1 = T2 šādu pierakstu sauc par KT algebras formulu, kur T1, T2 ir termi.

Terma induktīvā def. 

  1. Kopa A,B,... saucas terms.

  2. Ja F1 un F2 ir termi, tad par termu sauca arī (F1(F2) vai (F1(F2) vai F1` vai F1(F2. 

Piez. Simbols ( - domāts kopu simetriskā starpība.

Pierādīšana pēc elementiem.

Formula: Ax(B  C)=(AxB)  (AxC)

Ir jāpierāda: 

  1) Ax(B C)  (AxB) (AxC);

  2) (AxB) (AxC)  Ax(B C).

1)  Ņem aAx(B C), jāpierada: a(AxB) (AxC).

a1A, a2B C) (a=(a1, a2)).


2 apakšgadījumi: 

I a2 B, a AxB, tātad, a (AxB)  (AxC), QED.

II a2 C, a AxC, tātad, a (AxB) (AxC), QED.

2)  Ņem a(AxB) (AxC), jāpierada aAx(B C).

a1A, a2B, (a=(a1, a2)), vai nu a1A, a2C, (a=a1, a2).


2 apakšgadījumi:



I a2B, a(AxB), tātad, aAx(B C), QED.



II a2C, a(AxC), tātad, aAx(B C), QED.

KT formulu pierādīšana pēc Eilera diagrammām.

Dota KT formula: T1 = T2.

Ja formulas kreisās puses termam T1 konstruētā Eilera diagramma sakrīt ar formulas labās puses termam T2 konstruēto Eilera diagrammu, tad KT formula ir patiesa.

Piemērs:

(A(B)`m = A`m(B`m

Attēlo formulas kreiso pusi  (A(B)`m

[image: image26.png]



Attēlo formulas kreiso pusi (A(B)`m
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kura sastāv no 

A`m                                            B`m 
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Redzams, ka formulas termiem T1, T2 konstruētie Eilera zīmējumi, sakrīt,

no tā secinām, ka formula (A(B)`m = A`m(B`m ir patiesa.

7.KT algebras formulu atspēkošana pēc elementiem (ar pretpiemēru ) un ar EILERA diagrammām.

KT algebras formulu atspēkošana pēc elementiem:

 ???

KT algebras formulu atspēkošana ar Eilera diagrammu.

Dota KT formula: T1 = T2.

Ja formulas kreisās puses termam T1 konstruētā Eilera diagramma nesakrīt ar formulas labās puses termam T2 konstruēto Eilera diagrammu, tad KT formula nav patiesa.

Piemērs:

Pierādīt: (A(B)`m = A`m(B`m 

Attēlo formulas kreiso pusi (A(B)`m
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Attēlo formulas kreiso pusi (A(B)`m
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kura sastāv no 

A`m                                            B`m 

[image: image32.png]



[image: image33.png]



Redzams, ka formulas termiem T1, T2 konstruētie Eilera zīmējumi, nesakrīt,

no tā secinām, ka formula (A(B)`m = A`m(B`m ir nepatiesa.

8.Minikopas, to izmantojums KT formulu pierādīšanā un atspēkošanā. Piemēri.

Def. Par nosaukto kopu A1, A2, …, Ak  M minikopu sauc katru kopu Mi 

(0<=i<2k-1), ja skaitļa  i  pieraksts divnieku sistēmā ir [e1 e2 … ek]2, (ej = 0 vai 1) un Mi = A1e1 A2e2 … Akek, pie kam Aj0 = Aj’ un Aj1 = Aj.

Def. Kopu algebras formula (skat.5.jautājumu)

Minikopas lieto, lai noskaidrotu kopu algebras formulu F1=F2 likteni: formula ir patiesa (pieradīta), ja F1 sastāv precīzi no tām pašām minikopām, no kurām sastāv F2; formula ir aplama (atspēkota), ja kaut kāda minikopa ieiet vienā pusē, bet neieiet otrā. 

[image: image34.png]



Minikopas Mi (0<=I<=7)

A
B
C

0
0
1

0
1
0

0
1
1

1
0
0

1
0
1

1
1
0

1
1
1

Piemērs.

Pierādīt vai atspēkot sekojošu sakarību A(B = A(B, lietojot minikopas.
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Konstruējot Eilera diagrammu formulas kreisai pusei A(B, var redzēt, ka tiek izmantotas minikopas 1,2,3,

un konstruējot Eilera diagrammu formulas kreisai pusei A(B, var redzēt, ka tiek izmantotas minikopa 3
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         A(B                                                                    A(B

Var redzēt, ka formulas kreisā pusē izmantotās minikopas, nesakrīt ar formulas labā pusē izmantotajām minikopām, no tā seko, ka formula ir nepatiesa.

9.Apakškopu gredzens(ar simetrisko starpību un šķēlumu).

Def. Kopu simetrisko starpību   definē ar:  A  B = (A\B)  (B\A)
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Def. Kopu šķēlumu A  B definē ar: AxM | xA & xB
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Def. Par gredzenu algebrisku sistēmu (G, ,), ja:

a)  tā ir aditīva Ābela grupa ar nulles elementu o;

b)  G\{o} ir multiplikatīva pusgrupa;
c)  izpildās distributīvitātes likumi:
xyzG (x (y z) = (x  y)(x z))

xyzG ((x y)  z = (x z)(y z)).

Lai pieradītu, ka algebriskā sistēma (Ka, , ), kur Ka ir kādas kopas M visu apakškopu kopa, ir gredzens, ir jāpierada

a)  ka algebriska sistēma (Ka, ) ir aditīva grupa, t.i.:

· ABKa  CKa (C = AB) (acīmredzami, pildot operāciju, mēs nekad neizkritīsim ārā no kopas M visu apakškopu kopas Ka);

· ABCKa ((A B) C = A (B  C)) (operācijas asociatīvitātes pieradījumu sk. Mājas darbos, porcija 04, uzd.25D);

·  Ka  AKa ((A ) = A = ( A)) (kā jau ir redzams apgalvojumā, kopā Ka eksistē nulles elements, kas ir tukšā kopa);

· AKa  -AKa (A (-A) =  = (-A)  A) (katra elementa (kopas M jebkuras apakškopas A) pretējais elements šī gadījumā ir pati apakškopa A, t.i. (-A = A), jo A A = , kas ir skaidri redzams Eilera - Venna diagrammās),

un arī jāpierada, ka operācija ir komutatīva (tā pieradījumu sk. Mājas darbi, porcija 04, uzd.25D);

b)  jāpierada, ka Ka\{ } ir multiplikatīva pusgrupa (varbūt, ar nulles dalītājiem), t.i:

· ABKa\{ }  CKa (C = AB) (acīmredzami, šķeļot kādas kopas M apakškopas, mēs nekad neizkritīsim ārā no kopas Ka, jo katrs tāds šķēlums, savukārt, ir kopas M apakškopa, kas atkal pieder Ka (kopā Ka eksistē arī  “nulles dalītāji”, piem., M={a,b}; A={a}; B={b}; A  B = 
· ABCKa\{ } ((A B) C = A (B  C)) (operācijas asociativitātes pieradījumu ar Eilera - Venna diagrammām sk. failā *\pict3:skelums.bmp);

c)  jāpierada, ka izpildās:
ABCKa (A (BC) = (A  B)(A C));

ABCKa ((A B)  C = (A C)(B C));


(pierādījumu pēc Eilera-Venna diagrammām sk. pict4:distribpier.bmp).

Tātad, algebriska sistēma (Ka, , ) ir gredzens. Šis gredzens nav gredzens ar vienību, jo neeksistē vienības apakškopa U: nav tiesa, ka UKa  AKa(AU=UA=A) (acīmredzami, šī vienība katra konkrētā gadījumā ir atkarīga no apakškopas A un vienāda ar to). Tātad, šis gredzens arī nav ķermenis.

10.Korteži. Dekarta reizinājums, tā zīmējums plaknē kā formulu pierādīšanas un atspēkošanas līdzeklis. Piemēri.

Def. Par reālu skaitļu kortežu sauc virkni (a1,a2,…,an), kur a1…an ir reālie skaitļi.

Korteža elementi: aiR;

Korteža dimensiju skaits: =n.

Def. Kortežu a=(a1, a2, …, an) un b=(b1, b2, …, bn) summu definē ar 


a+b=(a1+b1, a2+b2, …, an+bn).

Def. Korteža a=(a1, a2, …, an) reizinājumu ar skaitli kR definē ar


k*a=(k*a1, k*a2, …, k*an).

Def. Kopu A un B Dekarta reizinājumu definē ar 



AxB={(x,y)| xA, yB}.

Piem.: 


A={1, 2, 3}


B={a, b, c, d}

AxB={(1, a), (1, b), (1, c), (1, d), (2, a), (2, b), (2, c), (2, d), (3, a), (3, b), (3, c), (3,d)}.

Def. Par kopu A1, A2, …, An Dekarta reizinājumu A1xA2x…xAn sauc visu iespējamo kortežu pāru kopu.

Dekarta reizinājums nav komutatīvs.

Pretpiemērs:

A={x}; B={a}.

AxB={(x, a)}; bet BxA={(a, x)}AxB.

Divu kopu AxB Dekarta reizinājuma zīmējums piemēru sk.
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Dekarta reizinājums kā formulu pierādīšanas līdzeklis

Patvaļīgām kopām K, L, M, N ir spēkā (K(L)x(M(N)=(KxM) ( (LxN) pierādīt to 

1)Pēc elementi 

2)Ar nosacītu zīmējumu Dekarta koordinātās (kopas K, L, M, N) parādot kā segmentus).

Ris. Atzīmēsim vispirms, ka apskatīsim situācijas, kad kopām (K un L), ( M un N) ir kopēji elementi, jo ja to nebūs  tad iegūsim tukšas kopas  gan vienādojuma labajā gan kreisajā pusē Ar reizinājumiem (KxM) un (LxN) atmetīsim visas tās daļas kas nesatur kopējos elementus. Iegūsim piecus reizinājums 

1) (K(L)x(M(N), 

2)(K\L)x(M\N), 

3) (K\L)x(N\M), 

4) (L\K)x(M\N), 

5) (L\K)x(N\M). 

Redzam, ka 2 .. 5 reizinājumam kopēju elementu nav, bet reizinājumam pieder gan (KxM), gan (LxN). Tātad atmetam 2 .. 5 reizinājumus iegūstam(K(L)x(M(N)=(KxM) ( (LxN)
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2)Šo pierādījumu apstiprina arī zīmējums Dekarta koordinātās.
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     (K(L)x(M(N)


Ir vienāds

(KxM)((LxN)

30
Dotas reālu skaitļu kopas K1=[1,4], K2=[3,7], K3=[2,4]. pierādīt Dekarta taisnleņķa koordinātās kopas (Dekarta reizinājums) K1xK2, K2xK3, (K1(K2)xK3, (K1xK3)((K2xK3). Kādas formulas saista šīs kopas? Vai formula paliktu spēkā, ja operāciju ( aizstātu ar ( ? ar \?
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Ris. Jāatzīmē ka (K1(K2)xK3=(K1xK3)((K2xK3). Tik tiešām, ir iespējam 3 apakšgadījumi, ja x2(K3 un x1(K1\K2, x=(x1,x2), tad (xK3=(K1xK3)((=(. Ja x2(K3 un x1(K2\K1, tad situācija ir analoģiska, bet ja x1(K1un x2(k2, tad šī formula ir spēkā. Līdzīgu spriedumu ceļā nonāk , ka operācijas “(” vietā  var būt “(” un”\”. Formulas pareizību demonstrē zīmējumi.

Kā redzam zaļie lauki sakrīt.

Dekarta reizinājums kā formulu atspēkošanas līdzeklis

NAV

11.Formulas ar Dekarta reizinājumu un apvienojumu, šķēlumu, starpību.

Dekarta reizinājuma, apvienojuma, šķēluma, starpības formulas pierādījums ir 10. jautājumā.

Formulas (1) - (4) ir parādītās, pierādītās 10. jautājumā 30 punktā. 

Formulas (1) - (3) ir parādītās, pierādītās 10. jautājuma 31 punktā.
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Formulas (5) - (7) ir pierādītās ģeometriski zīmējumā 

Šīs formulas ir: 

1.  (K1 K2)xK3 = (K1xK3) (K2xK3);

2.  (K1  K2)xK3 = (K1xK3) (K2xK3);
3.  (K1 \ K2)xK3 = (K1xK3) \ (K2xK3);
4.  (KL)x(M N) = (KxM)  (LxN);
5.  Ax(B C) = (AxB) (AxC);
6.  Ax(B C) = (AxB) (AxC);
7.  Ax(B \ C) = (AxB) \ (AxC).
12.Atbilstība (A), tās grafiks, grafs, matrica. Pieci piemēri (abas kopas galīgas, viena bezgalīga, abas bezgalīgas).

Def. Par atbilstību starp kopām A un B sauc kopu trijnieku (A, B, G), kur G AxB (AxB – kopu A un B Dekarta reizinājums). 


kopu A sauc par atbilstības izejas kopu;

kopu B sauc par atbilstības ieejas kopu;


kopu G sauc par atbilstības grafiku.

Def. Ja ir dota atbilstība a=(A, B, G), xA, yB un (x, y)G, saka, ka x atrodas atbilstībā a ar y un ka y ir elementa x pilnais attēls: xa={yB|xay}.

Atbilstības grafs – zīmējums, kur: izejas kopas elementi – kā punkti;

    ieejas kopas elementi – kā punkti;

    atbilstību raksturo bultas, vadītas no “izejas kopas elementiem” (t.i. punktiem)  uz “ieejas kopas elementiem” (attiecīgiem punktiem) un kas atbilst konkrētam grafikam.

Atbilstības grafika piemēru sk. failā pict7:atbgrafs.bmp.

Def. Ja atbilstībā w=(C, B, G) izejas kopas apjoms |C|=m (C={c1, c2, …, cm})  un ieejas kopas apjoms |B|=n (B={b1, b2, …, bm}), tad par atbilstības w  matricu sauc matricu A ar m rindām un n kolonnām,






       /a11  a12  …  a1n\

A = |         …           |






       \am1 am2  … amn/,

kur aij = 1, ja ci w bj, un aij = 0, ja nav tiesa, ka ci w bj.

Piem.: w=(A, B, G), kur 

A={15, 1, 12, 20};

B={2, 3};

G={(15, 3), (12, 3), (12, 2), (20, 2)}.

        /       \

        |0    1| (15)

(w)=|0    0| (1)

        |1    1| (12)

        |1    0| (20)

        \       /


        (2) (3)

Piemēri:

I.  t=(A, B, G), kur


A={1, 3, 6, 15};


B={2, 3};


G={(x, y) AxB | x|y}={(3;3), (6;2), (6;3), (15;3)} – “otrais skaitlis dala pirmo”

II.  q=(A, B, G), kur


A={a, b, c, d};


B={m, n, o, p, q};


G={(a, m), (a, n), (a, o), (a, p), (a, q), (b, m), (b, n), (b, o), (b, p), (b, q), (c, m), (c, n), (c, o), (c, p), (c, q), (d, m), (d, n), (d, o), (d, p), (d, q)} 

  – “pilnā atbilstība” (triviālais piemērs)

III.  z=(R0, R, G), kur G=  – “tukšā atbilstība” (triviālais piemērs) (R0=R\{0}).

IV.  e=(N, N, G), kur G={(n, m)NxN | n=m}.
V.  p=(T, N, G), kur T={0, 1} un G={(t, n)TxN | t=n (mod 2)}.
13.Apgrieztā A, tās grafs un matrica. A reizinājums ar apgriezto A,

Def. Par atbilstības w=(A, B, G1) apgriezto atbilstību sauc atbilstību w-1=(B, A, G2), kur G2={(y,x)BxA | (x,y)G1}.

Atbilstības w apgrieztas atbilstības matrica ir transponētā w atbilstības matrica (kolonnas mainās vietām ar rindām). 

Piem. Atbilstības (w) no iepriekšēja paragrāfa apgrieztās atbilstības matrica ir

             (15)(1)(12)(20)

(w-1)=   /0     0    1    1\  (2)

             \1     0    1    0/  (3)

Apgrieztās atbilstības grafu sk. failā 

W=(A,B,G)                                W(pakāpē 1)=(B,A,G)             (W(pakāpē 1))(pakāpē 1)=(A,B,G)

A={15,1,12,20}                          B={2,3}                                     A={15,1,12,20}

B={2,3}                                     A={15,1,12,20}                          B{2,3}
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G={(15,3),(12,3),(12,2),(20,2)}  G={(3,15),(3,12),(2,12),(2,20)} G={(15,3),(12,3),(12,2),(20,2)}


T.  (w-1)-1 = w.

Tas ir skaidri redzams grafā (sk. pict7:atbgrafs.bmp).

T.  Atbilstības a=(A, B, G1) reizinājums ar apgriezto atbilstību a-1=(B, A, G2)(a*a-1)=e, kur e=(A, A, B), kur G={(x, y)AxA|x=y}.

Tas ir skaidri redzams grafā 

2)a*b=c
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A={15;112;20}

B={2;3}

C={1;4}

a={A,B,G1}

b={B,C,G2}

c={A,C,G}

G1={(15,3),(12,2),(12,3),(20,2)}

G2={(2,4),(3,9)}

G={(15,9),(12,4),(12,9),(20,4)}

14.A reizinājums, tā grafs un matrica. A reizinājuma apgrieztā A.

Def. Par atbilstību w=(A,B,Gw) un v=(B,C,Gv) reizinājumu sauc atbilstību f=(A,C,Gf), kur Gf={(a,c)AxC|bB(((a,b)Gw)&((b,c)Gv))}, vai (kas ir tas pats) 

Gf={(a,c)AxC|bB((a w b)&(b v c))}.

Piem., 

A={15, 1, 12, 20};

B={2, 3};

C={1, 4, 9};

a=(A, B, G1), kur G1={(15, 3); (12, 2); (12, 3); (20, 2)};

b=(A, B, G2), kur G2={(2, 4); (3, 9)};

c=(A, B, G3), kur G3={(15, 9); (12, 4); (12, 9); (20, 4)}.

(Grafu šim piemēram sk.[image: image50.png]


).

Matricas izskatās tā:

        /1  0  0\            /1  1  0  0  0\             /1  1  0  0  0\

(a)= | 1  0  1 |;  (b)= | 0  0  0  1  1 |;  (c )= | 1  1  0  0  0 | 

        | 0  0  0 |           \1  0  0  0  0/            | 0  0  0  0  0 | .

        \ 0  1  0/                                            \0  0  0  1  1 /

Lai atrastu matricas (c ) elementus vai nu zīmē grafu , vai nu, lai noteiktu matricas (c ) cij-to elementu, salīdzinām i-to matricas (a) rindu un j-to matricas (b) kolonnu. Un ja kaut viens vieninieku pāris sakrīt, tad matricā (c ) ierakstām elementa cij vietā vieninieku. Ja neviens nesakrīt, tad nulli.

Piem., meklējam c11 elementu;

Tad salīdzinām (a) matricas 1.rindu (1  0  0) ar (b) matricas 1.kolonnu (1  0  1). 1.pozīcijā gan matricas (a) 1.rindā, gan matricas (b) 1.kolonnā ir vieninieki, tātad, c11=1.

Def. Lai atrastu atbilstību reizinājuma matricas elementu cij, ņem 1.matricas i-to rindu, 2.matricas j-to kolonnu, atbilstošus elementus pa pāriem sareizina un reizinājumus summē pēc Būla algebras noteikumiem):


       k

cij=ais bsj, (1<=i<=m, 1<=j<=m.)


     s=1


Matricu reizinājuma apgrieztā atbilstība

T.  (a*b)-1=b-1*a-1                            (antimorfisma īpašība).

Pieradījums.

a=(A, B, G1);

b=(B, C, G2).

  a: A ( B
     a-1: B ( A

  b: B ( C
    b-1: C ( B

ab: A ( C
b-1a-1: C ( A



(ab)-1: C ( A

 (x,z)CxA. Tad

x (ab)-1 z =z (ab) x=yB((z a y)&(y b x))=yB((y a-1 z)&(x b-1 y))=yB((x b-1 y)&(y a-1 z)=x (b-1a-1) z.

Tātad, ja pārītis pieder G1, tad pārītis pieder G2, QED.

15.Atbilstību iekšējās operācijas, A salīdzināšana. Pieci piemēri ar galīgām un bezgalīgām kopām.


Def. Par atbilstības (=(A,B,Ga), (=(A,B,G() apvienojumu sauc atbilstību (=(((, kuras grafiks ir G(=G((G(, x(((()y(x(y v x(y 



Piemēri. (=({1,2,3,4},{5,6,7,8},Ga) (= ({1,2,3,4},{5,6,7,8},G(), Ga={(1,5),(2,6),(3,7)}, G({(1,5),(2,8),(3,6),(4,8)}, (=(((, kuras grafiks ir G(=G((G( G(={(1,5),(2,6),(3,7),(1,5),(2,8),(3,6),(4,8)}




(=(N,N,Ga), (=(N,N,G() Ga={(x,y)(NxN|y=x2}, G({(x,y) (NxN|y=x3}, (=(((, kuras grafiks ir G(=G((G( G(={(x,y) (NxN|y=x2 v y=x3}


Def. Par atbilstības (=(A,B,Ga), (=(A,B,G() šķēlumu sauc atbilstību (=(((, kuras grafiks ir G(=G((G(, x(((()y(x(y & x(y



Piemēri. (=({1,2,3,4},{5,6,7,8},Ga) (= ({1,2,3,4},{5,6,7,8},G(), Ga={(1,5),(2,6),(3,7)}, G({(1,5),(2,8),(3,6),(4,8)}, (=(((, kuras grafiks ir G(=G((G( G(={(1,5)}



(=(N,N,Ga), (=(N,N,G() Ga={(x,y)(NxN|y=x2}, G({(x,y) (NxN|y=10x}, (=(((, kuras grafiks ir G(=G((G( G(={(x,y) (NxN|y=x2 & y=10x}


Def. Par atbilstības (=(A,B,Ga), (=(A,B,G() starpību sauc atbilstību (=(/(, kuras grafiks ir G(=G(/G(, x((/()y(x(y &( x(y



Piemēri. (=({1,2,3,4},{5,6,7,8},Ga) (= ({1,2,3,4},{5,6,7,8},G(), Ga={(1,5),(2,6),(3,7)}, G({(1,5),(2,8),(3,6),(4,8)}, (=(/(, kuras grafiks ir G(=G(/G(, G(={(2,6),(3,7)}



(=(N,N,Ga), (=(N,N,G() Ga={(x,y)(NxN|y=x2}, G({(x,y) (NxN|y=10x}, (=(/(, kuras grafiks ir G(=G(/G(, G(={(x,y) (NxN|y=x2 &( y=10x}


Def. Par atbilstības (=(A,B,Ga), papildinājumu (` sauc atbilstību ar grafiku G(`=(AxB)/Ga, x(((()y((x(y



Piemēri. (=({1,2},{5,6},Ga), Ga={(1,5),(2,6)} (` atbilstība ar grafiku G(`=(AxB)/Ga G(`={(1,6),(2,5)}



(=(N,N,Ga), Ga={(x,y)(NxN|y=x2}, (` atbilstība ar grafiku G(`=(NxN)/Ga G(={(x,y) (NxN|(y=x2}

                    Atbilstību salīdzināšana


Def. Atbilstību (=(A,B,Ga) sauc mazāku par atbilstību (=(A,B,G(), ja Ga(G(


Piemēri. (=({1,2,3,4},{5,6,7,8},Ga) (= ({1,2,3,4},{5,6,7,8},G(), Ga={(1,5),(2,6)}, G({(1,5),(2,6),(3,6),(4,8)}, atbilstība ( ir mazāka par atbilstību, jo Ga(G(


(=(N,N,Ga), (=(N,N,G() Ga={(x,y)(NxN|y=x+2}, G({(x,y) (NxN|y=x+2 v y=x+3}, atbilstība ( ir mazāka par atbilstību, jo Ga(G(
16.Reizinājuma un apvienojuma distributivitāte.

   Def. Saka, ka kopā M definēta algebriska operācija ( ir distributīva pret algebrisku operāciju (, ja 

          (xyz(M ( (x ( y) ( z = (x ( z) ( (x ( y) )

  Apvienojuma distributivitāte

   (x(y)z == xz(yz  

   xyVz=(x(z)(y(z) 

  Konjunkcija ir distributīva pret disjunkciju.

 Reizinājuma distributivitāte

 (aob)*c = (a*c)o(b*c)

 c*(aob) = (c*a)o(c*b)

Jāpierāda (x(A(z(C(x(((((())z(x(((((()z)

Pierādījums no kreisās uz labo pusi.

x(((((())z((y(B(x(y & y(((()z)((y(B(x(y & y(z v y(z) ((y(B(x(y & y(z v x(y &y(z) ((y(B(x(y & y(z) v (y(B(x(y &y(z)((x((z) v (x((z)(x(((((()z

Pierādījums no labās uz kreiso pusi.

x(((((()z((x((z) v (x((z) ((y(B(x(y & y(z) v (y(B(x(y &y(z) ((y(B(x(y & y(z v x(y &y(z) ((y(B(x(y & y(z v y(z) ((y(B(x(y & y(((()z) ( x(((((())z

17.A Reizinājuma un šķēluma distributivitāte.

Atbilstību reizinājuma un šķēluma distributivitāte.

Vai izpildās vienādība ((((()=(((((
Atspēkojam ar pretpiemēru.

A={1}, B={2,3}, C={4}

(=(A,B,Ga), (=(B,C,G(), (=(B,C,G(), Ga={(1,2),(1,3)},G(={(2,4)}, G(={(3,4)}, ((((()=o omikrons, jeb tukšā attiecība, bet acīmredzams ka ((((((o nav tukšā attiecība. Tātad pretruna. Tātad atbilstību reizinājums nav distributīvs pret atbilstību sķēlumu.

18. Attēlojumi. Injekcija, sirjekcija, bijekcija. Precīzi piemēri ar  galīgām un bezgalīgām kopām.

Def. Par injekciju sauc visur definētu attēlojumu (, ja arī apgrieztā atbilstība (-1 ir viennozīmīga.

Def. Par sirjekciju sauc visur definētu attēlojumu, ja vērtību kopa sakrīt ar ieejas kopu (V(=B).

Def. Atbilstību sauc par bijekciju, ja tā ir gan injekcija, gan sirjekcija.

Bijekcijas kritērijs.

1.visur definēts

2.viennozīmīga

3.sirjektīva

4.injektīva 
Piemēri:

 1) Injekcija

19.Kopu apvienojuma attēls.

 Jautājums ir vai kopu apvienojumu attēls ir kopu attēlu apvienojums (Morfisma īpašība).

 IR.

Pierādījums: pierādi pats. 

20.Kopu šķēluma attēls.

  Jautājums ir vai kopu šķēlumu attēls ir kopu attēlu šķēlums (Morfisma īpašība).

 NAV.

Pierādījums: pierādi pats.

21.Attiecības. Refleksivitāte, antirefleksivitāte, simetriskums, antisimetriskums, transitīvitāte,trihotomiskums; to lakoniskas definīcijas, lietojot operācijas ar atbilstībām.
Attiecību ( sauc par refleksīvu, ja (x(A(x(x).

Attiecību ( sauc par antisimetrisku, ja (x,y(A(x(y & y(x ( x=y).

Attiecību ( sauc par transitīvu, ja (xyz(A(x(y & y(z ( x(z).

Attiecību ( sauc par simetrisku, ja (x,y(A(x(y ( y(x).

Saka, ka ( ir trihotomiska, ja (xy(M(x(y ( y(x ( x=y)

Attiecību ( sauc par tukšo attiecību o (omikrons),  ja ((xy(A(xoy).

Attiecību ( sauc par vienības attiecību (,  ja (xy(A(x(y ( x=y).

Attiecību ( sauc par universālo attiecību (,  ja (xy(A(x(y).

22. Attiecības grafs (diagramma). HASSES normālforma, tās diagramma. Attiecības transitīvais slēgums.

a) Par  a t t i e c ī b a s   g r a f u  ( d i a g r a m m u )  sauc zīmējumu, kurā ir shematiski redzami visi kopas elementi ,un ar bultiņām parādīts kuriem elementiem izpildās dota attiecība.

b) Par  H a s s e s   n o r m ā l f o r m u ar operāciju ( sauc ((\
[image: image1.wmf]e
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   Attiecības grafā pielietojot Hasses normālformu tiek izslēgtas cilpas un lieki ceļi.

Piem.

  Dots grafs:                                       

[image: image51.png]



   Dotā grafa Hasses normālformā (izmestas bultas: e,f,g). 
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c) Par  a t t i e c ī b a s   (   t r a n z i t ī v o   s l ē g u m u  sauc mazāko attiecību 
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 , kas ir lielāka par  (  un kas ir tranzitīva.
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Piemēram. Ja visu cilvēku kopā a(b nozīmē “a ir b tēvs vai māte”, tad a(^b ir attieksme “a ir b sencis” (jebkura no iepriekšējām paaudzēm.

23.Kopu apjoma vienādības definīcija. Sanumurējamas kopas (SK) definīcija. Pamatlemma par SK. SK apakškopa. Nesanumurējamas kopas virskopa.
                                                                                           (
a) Saka, ka kopām A un B ir v i e n ā d i  a p j o m i  un raksta |A|=|B| , kad eksistē bijekcija 
[image: image5.wmf]B
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b) Kopu M sauc par s a n u m u r ē  j a m u  k o p u , ja eksistē injekcija 
[image: image6.wmf]N
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, kur N ir naturālo skaitļu kopa.

c) Pamatlemma : Ja A ir sanumurējama , tad 
[image: image7.wmf]A
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 ir sanumurējamas kopas.

d) 

Teor. Sanumurējamas kopas apakškopa ir sanumurējama kopa. 

Pierādījums. Elementi, kas nepieder apakškopai, tiek izmesti no diega, paliekošie ir sanumurējamas kopas apakškopas elementi, kuri palika uz diega, tātad sanumurējami, seko ka sanumurējamas kopas apakškopa ir sanumurējama kopa. 

Pamatlemma.

 A1(A2(.... = A

 Ja visas kopas Ai(i=0,1,2,...) ir sanumurējamas, tad arī bezgalīgs apvienojums  A1(A2(... ir sanumurējama kopa.
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Pierādījums: izmanto pogu savēršanu uz diega principu.

Piemērs.

      Q ir sanumurējama pēc sekojošas konstrukcijas:

      {  0/1 }

      {  1/1 ,  1/2 ,  1/3 , ... }

      { -1/1 , -1/2 , -1/3 , ... }

      {  2/1 ,   2/2 ,  2/3 , ... }

      {  -2/1 , -2/2 , -2/3 , ... }

       ....................................

Teor. Nesanumurējamas kopas virskopa ir nesanumurējama kopa.

      Pierādījums no pretējā:

Pieņem, ka nesanumurējamas kopas virskopa ir sanumurējama kopa, bet kā zināms, tad sanumurējamas kopas apakškopa ir sanumurējama kopa, nonākam pretrunā, ka nesanumurejama kopa ir sanumurējama, tātad nesanumurējamas kopas virskopa ir nesanumurējama kopa.

Sanumurējamu kopu piemēri.

1. N

2. Z

3. Nk

 4 Q

Nesanumurējamu kopu piemēri.

1. R

24.SK apvienojums, šķēlums, starpība, papildinājums.

Teorēma : Sanumurējamu kopu apvienojums, šķēlums un starpība ir arī sanumurējamas kopas ( bet sanumurējamas kopas papildinājums neobligāti ir sanumurējama kopa).

Sanumurējamas kopas šķēlums ir sanumurējama kopa:

Pierādījums:

Tā kā sanumurējamas kopas šķēlums ir apakškopa, tad pielietojot teorēmu, ka sanumurējamas apakškopa ir sanumurējama, iegūst, ka sanumurējamas kopas šķēlums ir sanumurējama kopa.

Sanumurējamu kopu A un B starpība ir sanumurējama kopa.

Pierādījums:

Sanumurējamu kopu A un B starpība ir apakškopa kopai A. Pielietojot teorēmu, ka sanumurējamas kopas apakškopa ir sanumurējama kopa, seko, ka sanumurējamu kopu A un B starpība ir sanumurējama kopa.

Sanumurējamu kopu A un B apvienojums ir sanumurējama kopa.

Pierādījums:

Iedomāsimies, ka kopa A ir uzvērta uz diega un kopa B ir uzvērta uz cita diega,

tad veram uz jauna diega 

 kopas A pirmo elementu, kopas B pirmo elementu,

 kopa A otro elementu, kopas B otro elementu, un ja no kādas kopas visi elementi tiek izsmelti, tad megjina ņemt no otrās kopas. Tādējādi ir iegūta kontrukcija, kas attēlo to, ka sanumurējamu kopu A un B apvienojums ir sanumurējama kopa

Papildinājums

san\san      - sanumurējama

san\nesan  - sanumurējama

nesan\san  - nesanumurējama

nesan\nesan – nav zināms

25.Sanumurējamu kopu Dekarta reizinājums.

Divu sanumurējamu kopu Dekarta reizinājums ir sanumurējama kopa.

A={a0,a1,a2,…}

B={b0,b1,b2,…}

AxB={(a0,b0),(a0,b1),(a0,b2),…}({(a1,b0),(a1,b1),(a1,b2),….} ( …

26.Veselo skaitļu kopa, racionālo sk. kopa, algebrisko sk. Kopa kā SK.

Teor. Veselo skaitļu kopa, racionālo skaitļu kopa un algebrisko skaitļu kopa ir sanumurējamas kopas.  

Algebrisko skaitļu kopa ir sanumurējama.

Sagatavošanās:

Algebriskie skaitļi: 

  { N          x-n

  { Q          qx-p=0

  {irac.sk.  x2-2=0

Teor. Visu veselo skaitļu kortežs ir sanumurējama kopa.

Teor. Visu vienādojumu kopa ir sanumurējama.

Teor. Visu vienādojumu (ar veseliem koeficientiem) kopa ir sanumurējama.

Pierādījums:

 Uz diega vajag uzvērt visuas n vienādojumu saknes.

 ???

Pierādījums, ka racionālo skaitļu kopa ir sanumurējama.

Savirknējam veselos skaitļus pēc šadas kontrukcijas
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Tādā veidā mēs savirknējam visus veselos skaitļus,

katram skaitlim piekārtojam naturālu skaitli (skat.zīmējumā skaitļus zem taisnes 1,2,3,4,5,6 ...).

Mums izdevās piekārtot katram veselam skaitlim piekārtot skatli no naturālo skaitļu kopas,

secinu, ka veselo skaitļu kopa ir sanumurējama kopa.

Pierādījums, ka racionālo skaitļu kopa ir sanumurējama.

Sarakstam visus racionālos skaitļus tabulas veidā.

Uzzīmējam bultas (skat.zīmējumu),

var redzēt, ka ar bultu palīdzību tiek izsmelti visi visi racionālie skaitļi,

tāpēc secinu, ka racionālo skaitļu kopa ir sanumurējama.
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27.KANTORA teorēma par reālo skaitļu kopu.

Teorēma. Kantora (1.teorēma). Intervāls C := ]0,1[ nav sanumurējama kopa.

Pierādījums. Izvēlēsimies intervāla C skaitļiem visvienkāršāko attēlojuma veidu ar binārdaļskaitļiem, t.i. bezgalīgām ciparu 0, 1 virknēm aiz komata (“galīgajos” daļskaitļos aiz pēdējā cipara 1 seko bezgalīga nuļļu virkne), kuri veido attiecīgā skaitļa pierakstu binārajā skaitīšanas sistēmā.

Piemēram:

  (2/5)10 = 0,(0110)2 = 0.01100110011… 2*.

Pieņemsim pretējo – sanumurēšana ir iespējama, t.i.. ka sastādīta virkne (a1,a2,…an,…), kur 

  a1=0,a11,a12…a1n…

  a1=0,a21,a22…a2n…

  ………………………

  an=0,a1n,a1n…ann…

  ……………………..

kura izsmeļ visus intervāla C skaitļus (augšējie indeksi šeit nenozīmē pakāpes!). Tomēr eksistē skaitlis b=0,b1,b2….bn…, kurš šajā virknē nav sastopams. Tiešām, izvēlēsimies ciparu b1 pretēju a11 (t.i., ja a11=0, tad b1=1, un otrādi), b2 pretēju a22 utt., bn pretēju ann utt. (n(N) .Skaitlis b nevar būt neviens no skaitļiem an, jo katram n ir bn (ann. Iegūtā pretruna nozīmē, ka teorēma ir pareiza. (
28.Jēdziens par aksiomātisko teoriju un tās interpretāciju jeb modeli. Piemēri – naturālie sk., ģeometrija, grupas, gredzeni.

Aksiomatiskā teorija ir teorija par abstraktu  teoriju būvēšanu : abstraktai teorijai ir  p a m a t j ē d z i e n i , kuri netiek definēti un  p a m a t  a p g a l v o j u m i , kuri netiek pierādīti. Pamatjēdzieni apskata  p a m a t o b j e k t u s , ar kuram strādā dota teorija, un  p a m a t a t b i l s t ī b a s  , kuras eksistē pamatobjektiem. 

Ar  pamatapgalvojumu un pamatjēdzienu palīdzību  tiek pierādītas teorijas teorēmas. Ja starp jaunām teorēmām ir vismaz divas , kuras apgalvo pretrunīgas lietas, tad šo teoriju sauc par pretrunīgu ,un tās nozīmē , ka teorijas pamatapgalvojumi bija izvēlēti nepareizi.

Visu nevar definēt. Lieto t.s. pamatjēdzienus, kurus nedefinē.

Visu nevar pierādīt. Lieto t.s. pamatapgalvojumus (jeb aksiomas), kuri netiek pierādīti.

Atvasinātie jēdzieni ir visi tie jēdzieni, kas nav pamatjēdzieni un kurus definē lietojot pamatjēdzienus.

AKSIOMĀTISKĀ TEORIJA
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atvasinasinātie jēdzieni

(tiek definēti)


Atvasinātie apgalvojumi

(teorēmas) (netiek pierādīti)

pamatjēdzieni

(netiek definēti)
Pamatapgalvojumi

(aksiomas) (netiek pierādīti)

Def.  Par aksiomātiskās teorijas interpretāciju sauc 

1) vārdnīcu, kas pamatjēdzienus pārtulko kā konkrētus, pazīstamus jēdzienus, ja

2) konkrētajā izpratnē aksiomas ir patiesi apgalvojumi

Piemērs:

 1) 

     pamatjēdzieni: pati grupa kā kopa, algebriska operācija, vienības elements, apgrieztais elements, apgrieztā elementa operācija.

     kopa G, operācija xoy=z, vienības elements c(G

29. PEANO aksiomas. Aksiomu neatkarība. Neieklīda ģeometrija.

Pamatjēdzieni:
kopa M



elements o(M



attiecība kopā M: (
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( ir visur definētā
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injekcijas īpašība ((-1 viennozīmīgs)

P4. 
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P6. 
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P(x) – elementam x piemīt īpašība P

Neviena no aksiomām neseko ne no kādas. Un izņemot vienu no tiem mēs zaudēsim to jēgu.

Neeikllīda ģeometrija atšķiras no Eiklīda ģeometrijas ar to, ka tai ir izņemta aksioma par paralēlām taisnēm. Tās nozīme, kā caur p-tu kas nepieder taisnei a var novēst vairāk nekā vienu taisni kas nekrustotu taisni a.

30.Matemātiskās indukcijas princips, tā variantu simboliskais pieraksts.

Matemātiskās indukcijas variantu simbolisks pieraksts:

(P(o)&(x(P(x)(P(x+1))) ( (xP(x)

Def. Induktīvā definīcija:

    1.  piedāvā kontrētus gadījumus

    2. kā jau no esošiem objektiem iegūt jaunus klases objektus.

Lai ar indukciju pierādītu, ka īpašība P piemīt visiem nat. sk., vajag:

1) izpildīt indukcijas bāzi: pārliecināties, ka īpašība p PIEMĪT NULLES (p(0)), 

2) izpildīt induktīvo pāreju:

no induktīvā pieņēmuma (īp. P piemīt kādam nat. sk. p. )

secināt induktīvo apgalvojumu (īp. P piemīt arī nākamiem sk. N+1)

1.Piemērs.

N

t.sk.
a(n)

apg. sk.

0
1

1
2

2
4

3
7

A(n) = 1 + (1 + n) n / 2

A(n)= a (n-1) + n

1) a(0) = 1

2) pieņem, ka a(n)=1+(n(n+1)/2

jāpierāda, ka tādā gadījumā 

a(n+1)=1+(1+(n+1))(n+1)/2=(n+1)(n+2)/2+1

a(n+1)=a(n)+n+1=1+n(n+1)/2+n+1

2. Piemērs.

Sn=1+2+…+n=n(n+1)/2

Pierādījums

Ind. bāze

  1=1(1+1)/2

  1=1

  induktīvā pāreja

   pieņem, Sn=n(n+1)/2

   jāpierāda. Sk+1=(n+1)(n+2)/2

   Sn+1=Sn+(n+1)=n(n+1)/2+2(n+1)/2=(n+1)(n+2)/2

3.Piemērs.

        n

  Sn=(k2               (*) Sn=n(n+1)(2n+1)/6

           k+1

Indukcijas bāze

  n=1

  S1=1*2*3/6=1

Induktīvā pāreja

  Pieņem, ka (*) spēkā, tad n=k, to izmantojot jāpierāda, ka (*) ir spēkā, kadjn=k+1

  Dots: Sk=k(k+1)(2k+1)/6

  Jāpierāda: Sk+1=(k+1)(k+2)(2k+3)/6

   Sk+1=Sk+(n+1)2=k(k=1)(2k+1)/6+(k+1)2=Sk+1
31.Divas sastāvdaļas induktīvā pierādījumā. Induktīvas definīcijas. Piemēri.

Def. Induktīvā definīcija:

    1.  piedāvā kontrētus gadījumus

    2. kā jau no esošiem objektiem iegūt jaunus klases objektus.

(Piezīme: Klasi nedefinēju, jo lekcijās nav dota klases definīcija un nav prasīts eksāmenā nav prasīts definēt klasi.)

Lai pierādītu, ka apgalvojums (*) resp. P(n) ir spēka visiem naturāliem n, nepieciešams un pietiekams realizēt divas ****

1. INDUKCIJAS BĀZE: pierāda (*) gadījuma n=0, t.i. P(0)

2. INDUKTĪVĀ PĀREJA: izdara induktīvo pieņēmumu uzskatot, ka P9n) spēkā, un balstoties uz šo pieņēmumu, pierāda induktīvo apgalvojumu, ka P(n+1) spēkā. Tad uz P6 pamata P(n) ir spēkā katram naturālam n

Induktīvs pierādījums apgalvojumam P(n)

Indukcijas bāze
P(0)
P(0), P(1)

Induktīvā pāreja
pieņem.

apgalv.
P(k-1)

P(k)
P(k-1)

(P(k)
P(k-2), P(k-1)

P(k)
P(k-2)&

P(k-1)(P(k)

Determinanta definīcija

1. 
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Piemērs:

1) Fibonači virkne.

2) Koka induktīvā defincija.

3)

Sn=1+2+…+n=n(n+1)/2

*Pielieto indukciju

1. So=1(1+1)/2

                2. * Sn=n(n+1)/2

** Sn+1(n+1)(n+2)/2

Sn+1=Sn+(n+1)=n(n+1)/2+2(n+1)/2=(n+1)(n+2)/2

32.Kopas sadalījums (S). S kanoniskā attiecība kā ekvivalence.

Def. Par kopas M sadalījumu sauc apakškopu kopu 
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Def. Saka ka kopas M sadalījums S1 ir mazāks par šās kopas sadalījumu S2, un raksta S1(S2, ja katra S1 klase ir apakškopa katrai S2 klasei.

T. S1(S1
Def. Visu kopas sadalījumu kopā S(M) divu sadalījumu apvienojumu definē kā mazāko sadalījumu kas ir lielāks par katru no diviem dotajiem sadalījumiem.

Def. Visu kopas sadalījumu kopā S(M) divu sadalījumu šķēlumu definē kā lielāko sadalījumu kas ir mazāks par katru no diviem dotajiem sadalījumiem.

Def. Visu kopas sadalījumu kopā S(M) divu sadalījumu apvienojumu definē kā mazāko sadalījumu kas ir lielāks par katru no diviem dotajiem sadalījumiem.

Def. Par kopas M sadalījuma S(M) kanonisko attiecību sauc kopā M definētu attiecību (, ja 
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S(M) kanoniskā attiecība ir arī ekvivalence, jo tā ir refleksīva, simetriska un transitīva.

T. 
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33.S konstruēšana, izejot no kanoniskās ekvivalences.

 Kopā A dota ekvivalence (=(A,A,G). x un y ir vienā klasē ( x(y.
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   (*)  [x] = [y] (def x(y
kopas A sadalījums, S={Ai,Aj,…}

1) Ai(Aj(…=A

2) i(j ( Ai ( Aj = (
3) (i Ai ( (
T1. Ja kopā A dota ekvivalence, tad ar (*) definēts klases veida A sadalījums

                      [pāreja no ekvivalences uz sadalījumu]

Piemēri.

1) A={1,2,3,4,5}

x(y(def x un y ir ar vienādu paritāti 

2) kopas R sadalījums
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 x(y(([x] = [y])

3) S3 sadalījums klasēs 

    A1={ (1,2,3),(1,2,3),(1,2,3) } un

           { (1,2,3),(3,1,2),(2,3,1) }

    A2={ (1,2,3),(1,2,3),(1,2,3) }

           { (1,3,2),(3,2,1),(2,1,3) }

 (i ( (j ( (sgn(i ( sgn(j)

34.Dotās kopas sadalījumu kopa kā nestingri daļēji sakārtota kopa.

35.S šķēlums, tā kanoniskā attiecība. Piemēri ar galīgu un ar bezgalīgu kopu.

Def. Par kopas A sadalījumu S un T šķēlumu sauc lielāko sadalījumu, kas mazāks par S un mazāks par T

S(T=maxV

       def


V(S(A)

V(S

V(T

T. Divu sadalījumu šķēluma kanoniskā attiecība ir šo sadalījumu kanonisko attiecību šķēlums

Piemērs ar galīgu kopu.
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36.S apvienojums, tā kanoniskā attiecība. Piemēri ar galīgu un ar bezgalīgu kopu.

Def. Par kopas A sadalījumu S un T apvienojumu sauc mazāko sadalījumu, kas lielāks par S un lielāks par T.

S(T=minV

       def


V(S(A)

S(V

T(V

Def. Divu sadalījumu apvienojumu kanoniskā attiecība ir šo kanonisko attiecību apvienojums.

37.Teorēma par sirjekciju. Diagrammas komutivitāte.

                                   (
                                                                    M                                (
T. Ja dota sirjekcija A->B, tad eksistē faktorkopa A/( un sirjekcija A->A/M, kā arī bijekcija A/M->B.
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x,y x(A

xmy((x(=y()


x(A

x*M=[x]


[y] (=y(
Komutivitāte.

S. (=m(
38.Stingri sakārtojumi(kvazinsakārtojums, daļējs sak., lineārais sak.).

Kvazi (r+

Daļējs (r+a

Lineārs (r+a+th


r – refleksivitāte


t – tranzitīvs


th – trihotomisks


a - antisimetrisks

Piemēri. 

Lineārs: x<y reālo skaitļu kopa

Daļējs: kopu iekļaušana A(B (A(B)


Kvazi: polinomu kopa {f(x),g(x),…} definē attiecību (
39.Nestingri sakārtojumi(kvazinsakārtojums, daļējs sak., lineārais sak.).

Kvazi r+

Daļējs r+a

Lineārs r+a+th

Piemēri. 

Lineārs: x(y reālo skaitļu kopa

Daļējs: kopu iekļaušana A(B

Kvazi: pol. kopa f(x),g(x),…

40.Komplekso skaitļu kopas pieci dažādi sakārtojumi.
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Visur definēts attēlojums
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