0.1 Linearie homogenie DV ar konstantiem
koeficientiem

10.teéma

Eilera metode lineara homogena augstakas kartas DV ar konstantiem koeficientiem par-
tikulara atrisinajuma atrasanai. Raksturigais vienadojums. Lineara homogéna augstakas kartas
DV ar konstantiem koeficientiem visparigais atrisinajums gadijumos, kad raksturigam vienadojumam:

saknes. Piemeéri.

0.1.1 Eilera metode

Ka tika paradits, lineara homogéna DV integracijas uzdevums faktiski reduc€jas uz dota DV
atrisinajumu fundamentalsist€mas atraSanas uzdevumu. Kaut ari katram linearam homogénam
DV ir bezgaligi daudz fundamentalsist€mas, tomér vispariga gadijuma tas ir sarezgits uzde-
vums un ne vienmer izpildams elementaro funkciju klas€. Izradas, ka miné€tais uzdevums
batiski vienkarfojas, ja dotais vienadojums ir ar konstantiem koeficientiem. Saja gadifjuma
atbilstosas atrisinaju-mu fundamentalsistémas atraSanas uzdevums reduc€jas uz algebriska
vienadojuma risinasanu.

VienkarSibas del aplukosim vispirms otras kartas linearu homogénu DV ar konstantiem
koeficientiem:

¥+ p1y + pay =0, (0.1)

t.i. pienemot, ka ta koeficienti p; un p, nav atkarigi no x.

Ta ka DV (0.1) faktiski izsaka, ka nezinamas funkcijas un tas pirma un otra atvasinajuma
lineara kombinacija ar koeficientiem p,p, un 1 ir O, tad ir pamats domat, ka viens no dota DV
atrisinajumiem ir funkcija, kuras atvasinajumi at$kiras no tas ar konstantu reizinataju. Sada
pasiba, ka zinams, piemit eksponentfunkcijai.

Eilera metod€ DV (0.1) partikularie atrisinajumi tiek mekl€ti forma

y(x) =€, (0.2)

kur s-pagaidam nezinama konstante (parametrs).
Tevietojot funkciju (0.2) un tas atvasinajumus y'(x) = se** un y”(x) = s?¢** DV (0.1), atro-
dam, ka

(s> + p1s+pr)e™ = 0.

Ta ka ™ # 0, tad attieciba pret s iegiistam kvadratvienadojumu

s?+pis+pr =0, (0.3)

ko sauc par lineara homogéna DV (0.1) raksturigo vienadojumu. Atrisinot kvadratvienadojumu,
tiek ieglitas parametra s vertibas



2
s =—202y[(8) =, 0:4)

ar kuram funkcija (0.2) apmierina doto DV (0.1).
2
Atkariba no diskriminanta D = % — pp vertibas ir iespéjami 3 gadijumi.
1.gadijums: D>0.
Tad raksturiga vienadojuma 3 saknes s; un s, ir realas un dazadas. Tam atbilst divi DV
(0.1) partikularie atrisinajumi

S1X

yix) =€, m(x)=e

Ta ka to Vronska determinants

S1X $2X

e e
W[yl 7y2](X) - Sleslx S2€S2x = (Sz - Sl)e(SI_HZ)x 7& 07

tad tie veido DV (0.1) atrisinajumu fundamentalsistému intervala (—oo, +c0) un lidz ar to DV
(0.1) visparigais atrisinajums ir

y=C1""" + e, xeR. 0.5)

Piemers 1 Atrisinat DV: y” — 3y’ +2y = 0.

Sastadam dota DV raksturigo vienadojumu s> —3s+2 = 0. Ta saknes ir s; = 1 un s, =2
un tatad dota DV visparigais atrisinajums ir y = Cje* + Cre**.

2.gadijums: D=0.

Tad raksturigam vienadojumam ir viena divkarSa sakne s| = s, = —%, kurai atbilst DV
(0.1) partikularais atrisinjums

yi(x) =€’
Izradas, ka DV (0.1) atrisinajums Saja gadijuma ir ar1 funkcija

y2(x) = xe*.
Tie$am, ievietojot DV (0.1) kreisaja pusé y,(x) un tas atvasinajumus

¥h(x) = €1 + s1xe"1,
2" (x) =251 4 s%xeslx
un npemot vera, ka s% +pisi+p2=0uns; = —%, ieglistam
2s1e’* + S%xes‘x + p1(e¥ + s1x€") + popxe®™ =

= (53 + p151+ p2)xe” " + (251 + p1)es* = 0.

Ta ka So atrisinajumu Vronska determinants



51X xeS1x

W[y17YZ](x) = S1X eslx+slxeslx

251X
=e 0
sie #0,

tad tie veido DV (0.1) atrisinajumu fundamentalsistmu intervala (—oo, +c0) un DV (0.1) visparigais
atrisinajums ir
y=Cie’"" +Crxe’, xeR. (0.6)
Piemers 2 Atrisinat DV: y” +2y' +y = 0.

Dota DV raksturiga vienadojuma s 4 25+ 1 = 0 saknes ir s; = so» = —1. Tatad dota DV

visparigais atrisinajums ir y = Cie”* +Coxe * .

3.gadijums: D<0. Tad raksturigam vienadojumam (0.3) ir divas kompleksi saistitas saknes

51,81 = —%ii\/—D: o+iB,

2
P1 p
a=-Lp=vD= /-1

Tam atbilst divi reala mainiga x kompleksi atrisinajumi
21 (x) = el®HB)X — 0% (cos Bx + isin Bx),

2(x) = e )X = ¢®¥(cos Bx — isin Bx).

Ta ka lineara homogena DV jebkura partikularo atrisinajumu lineara kombinacija art ir
atrisinajums, tad realas funkcijas

yi(x) = M = e* cos Bx,
y2(x) = w = ¢™sin Bx

ar ir DV (0.1) atrisinajumi. So atrisinajumu Vronska determinants

e* cos fBx e™ sin Bx

Wiy, y2](x) = oe® cosBx— PBe*sinPx  ae* sinPBx+ Pe* cosPx -

= Be** #£0,

un tatad tie veido DV (0.1) atrisinajumu fundamentalsistému intervala (—oo,+c0). Lidz ar to
DV (0.1) visparigais atrisinajums ir

y = Cr1e* cos fx+ Cre* sin fx, x € R. 0.7)



Piezume. Vispariga atrisinajuma (0.7) izteiksmeé nereti konstansSu C1 un C; vieta tiek ievestas
divas jaunas konstantes A un ar sakaribam C; = Asin ¢ un C = Acos ¢, parveidojot to forma

y =Ae*sin(Bx+ @). (0.8)

Piemers 3 Atrisinat DV: y” +m?y =0, m = const.

Dota DV raksturiga vienadojuma s> +m? = 0 saknes ir tiri imaginari saistiti skait]i s; = im
un s, = —im. Saskana ar formulu (7) dota DV visparigais atrisinajums ir y = C|cosmx +
C, sinmx vai parveidojot to forma (8) y = Asin(mx+ Q).

Lidzigi tiek integréti ar1 augstakas kartas linearie homogeénie DV ar konstantiem koeficien-
tiem

YW 4 py Y 44 pay =0. (0.9)

Meklgjot ta atrisinajumu saskana ar Eilera metodi forma y(x) = e**, ieglistam attieciba pret s
n-tas pakapes algebrisku vienadojumu

" pis" T 4+ py =0, (0.10)

ko sauc par DV (0.9) raksturigo vienadojumu. Vienadojumam (0.10) vienmér ir n saknes,
realas vai kompleksas, skaitot katru sakni tik reizes, kada ir tas karta. Pie kam, ta ka koefi-
cienti py, pa, ..., pn Seit ir reali skait]i, tad kompleksas saknes, ja tadas eksist€, vienmér ir pa
pariem saistitas. Katrai raksturiga vienadojuma k -kartigai realai saknei s atbilst k DV (0.9)
partikularie atrisinajumi:
e xe™, . e,

bet katram k -kartigam saistito komplekso saknu parim o £ if3 atbilst 2k DV (0.9) partikularie
atrisinajumi:

xk— 1 X

e**cos Bx,xe* cos Bx, ..., cos Bx,

xk— 1 &

e** sin Bx, xe* sin Bx, ..., sin Bx.

Iegtitie atrisinajumi veido DV (0.9) atrisinajumu fundamentalsistému intervala x € (—oo, 4-o0),
jo to Vronska determinants nav nulle katram x, un tatad jebkurs cits dota DV atrisinajums ir
So atrisinajumu kaut kada lineara kombinacija.

Piemers 4 Atrisinat DV: y(©) 4+ 8y4) 4 16y” = 0.

Dota DV raksturigam vienadojumam s® 4 8s* + 165> = s?(s> +4) = 0 ir sefas saknes:
divkarSa reala sakne s = 0 un divkarSs tiri imaginaru saistitu saknu paris s = +2i. Atbil-
stosie DV partikularie atrisinajumi ir y; = ¢® = 1, y» = x¢% = x un y3 = cos2x, y; = sin2x,
y5 = xcos2x, yg = xsin2x. Tatad dota DV visparigais atrisinajums ir

y=C1 4+ Cox+ C3cosx + Cysinx + Csxcosx + Cexsinx.



0.1.2 Dazi lineari homogeni DV ar mainigiem koeficientiem, kas
ir parveidojami par DV ar konstantiem koeficientiem

Ja linearu homogeénu DV ar mainigiem koeficientiem var ar kadas transformacijas palidzibu
parveidot par DV ar konstantiem koeficientiem, tad péc ta atrisinaSanas ar inversas trans-
formacijas palidzibu tiks iegiits sakotn€ja DV atrisinajums. Viens no pan€mieniem, ka var
to meéginat izdarft, ir neatkariga mainiga x vieta ievest jaunu neatkarigo mainigo

t= C/ \/ pn(x)dx, C = const. (0.11)

Apliukosim sekojoSus divus piemerus.
1.piemérs. Cebiseva vienadojums:

(1 —x?)y’ —xy +m*y =0, m = const, x| < 1.

Saskana ar formulu (0.11)ievedisim jaunu neatkarigo mainigo

2 d
IT—xzdx = Cm/ ﬁ_ = Cmarcsinx.

Izveloties C = %, iegiisim ¢ = arcsinx un x = sin¢. Izsakot atvasinajumus y’ un y” ar at-
vasinajumiem y, un y;,” péc jauna neatkariga mainiga :

dx x, cost’

. dy 1 d [y \ 1 y;’cost+ysint
Y T dx  costdf \cost)  cost cos?t '

/_ﬂ_}i y;

y

Ievietojot atrastas izteiksmes dotaja DV:

1y cost+y,sint .y

3 sinf—— 4+ m?y = 0,
cost cost cost

(1 —sin’¢)
pec vienkarSoSanas iegiistam vienadojumu ar konstantiem koeficientiem
i +m*y =0.
Ieguta DV visparigais atrisinajums, ka tika paradits 3.piemera, ir
y = Cjcosmt + Cysinmt.
AtgrieZoties pie mainiga x, atrodam CebiSeva vienadojuma visparigo atrisinajumu
y = Cj cos(marcsinx) + C, sin(marcsinx).

2.piemers. Eilera vienadojums



Xy 4+xy +y=0, x>0.

Saskana ar formulu (0.11) ievedam jaunu neatkarigo mainigo

t:C/\/izdx:CIHx,
X

nemot C = 1. Tad x = ¢/, x> = €% un
/
r_ Xt I o—t
= — = e 5
y X Yt
14 - d — 29 -2
= (e ) = o —ap)e .

Ievietojot Sis izteiksmes dotaja DV:
e (yu” —yp)e X +e'yle +y=0,
iegiistam DV ar konstantiem koeficientiem
i +y=0,
kura visparigais atrisinajums ir
y = Cjcost+C;sint.
AtgrieZoties pie mainiga x, atrodam Eilera vienadojuma visparigo atrisinajumu
y = Cjcos(Inx) 4+ C; sin(Inx).

Dazreiz izdodas linearu homogénu DV ar mainigiem koeficientiem parveidot par vienadojumu
ar konstantiem koeficientiem, ievedot jaunu nezinamo funkciju.
3.piemérs. Bessela vienadojums:

xzy” +xy' + (x2 — vz)y =0, v=const,x > 0.

Speciala gadijuma, kad v = %, ievedot ar substituciju
Z 1
y = — =X 27

VX

jaunu nezinamo funkciju z, atrodam



th) 3 -} _3 / -1 29
y :Zx 2Z—X 2z +Xx 27

Ievietojot to visu dotaja vienadojuma

3 1 1
xz(zx*%z—x*%zl +x7%z”) +x(—§x7%z+x*%z/) + (% - Z)x*%z =0,

pec vienkarSoSanas ieglistam attieciba pret z linearu homogénu DV ar konstantiem koeficien-
tiem

77 +z=0.
Ta visparigais atrisinajums, ka redzgjam, ir
z=Cjcosx+C,sinx.
Ta ka z = y+/x, tad Bessela vienadojuma ar v = % visparigais atrisinajums ir

COSX sinx
=C— +Cp——.
y ]ﬁ+ 2\/)7



