0.1 Linearie nehomogenie augstakas kartas DV

11. temats

Lineara nehomogeéna augstakas kartas DV vispariga atrisinajuma struktura. Lineara neho-
mogena augstakas kartas DV atrisinasana ar Lagranza konstanSu variaciju metodi. Piemeéri.
Lineara nehomogéna DV ar konstantiem koeficientiem partikulara atrisindjuma atrasana ar
nenoteikto koeficientu metodi, kad dota DV brivais loceklis ir polinoms, eksponentfunkcija,
sinusa vai kosinusa funkcija, ka ar1 So funkciju dazadi reizinajumi vai reizinajumu summas.
Piemeéri. 6.majas darbs: Linearu nehomogénu augstakas kartas DV ar konstantiem koeficien-
tiem integrésSana.

0.1.1 Lineara nehomogena DV atrisinajumu 1pasibas

Aplukosim tagad linearu nehomogénu augstakas kartas DV, dotu normalforma

y(n)+p] (x)y(nfl)_}__}_pn(x)y:q(x), (01)

vai 1saka pieraksta — ar diferencialoperatora L palidzibu:

L[y (x) = q(x), 0.2)

pienemot, ka vienadojuma koeficienti p;(x), i = 1,7 un brivais loceklis g(x) ir kaut kada inter-
vala x € I C R nepartrauktas funkcijas. Tad, ka mes zinam (teoréma 9.1), DV (0.1) intervala /
eksiste viens vienigs atrisinajums, kas apmierina jebkurus dotos sakuma nosacijumus
_ ~1
¥(x0) = 0, ¥ (x0) = ¥, ¥ Do) =35z € 1.

Ja ir zinams kaut kads DV (0.2) partikularais atrisinajums yy, t.i. Ly;](x) = ¢g(x), x € I, tad

izdarot DV (0.2) substitiiciju
y=yn+Y,

kur Y — jauna nezinama funkcija, iegisim
Llyr +Y](x) = L] (x) + L[Y](x) = g(x) + L[Y](x) = ¢(x).
No Sejienes seko, ka Y ir atrisinajums linearam homogénam DV
LY)(x) =Y™ 4+ pi ()Y ™Y 4. 4 p(x)Y =0, (0.3)

ar tadu pasu kreiso pusi ka dotam nehomogénam DV (0.1). Vienadojumu (0.3) sauc par neho-
mogénam DV (0.1) atbilstoso homogéno DV.

Teorema 11.1 Lineara nehomogéna DV (0.1) visparigais atrisinajums ir vienads ar jebkura
ta partikulara atrisinajuma un atbilstosa lineara homogeéna DV (0.3) vispariga atrisnajuma
summu:

Ynehom.visp. = Yhom.visp. +Ynehom.part. (04)



A Paradisim, ka formula
n

y=y1+) GY (0.5)
i=1
kur
n
Y cri=y (0.6)
i=1

ir homogéna DV (0.3) visparigais atrisinajums, satur visus nehomogéna DV (0.1) atrisinajumus
un tatad ir DV (0.1) visparigais atrisinajums.

TieSam, ja y; ir veél kaut kads cits nehomogéna DV (0.1) partikularais atrisinajums, tad
starpiba y; — y; bis atbilstosa homogéna DV (0.3) partikularais atrisinajums

Ly1 — y2](x) = Ly1](x) — L[y2] (x) = g(x) —q(x) =0

un tatad atrisinajums y; — y, ir iegistams no formulas (0.6), attiecigi izveloties konstansu
Ci, i = 1,n vertibas. Apziméjot §is vértibas ar C;, i = 1,n, ieglistam

n
y2=y1+) CYi. V
i=1

Meklgjot linearam nehomogénam DV (0.1) partikularos atrisinajumus var bt noderigs
sekojoss:

Partikulara atrisinajuma superpozicijas princips. Ja DV (0.1) laba puse ¢g(x) ir izsakama
forma

q(x) = i qk(x),
k=1

un ja katram no DV
L)(x) = qe(x), k=1,m,
ir atrasts kaut kads partikularais atrisinajums yy, tad

m
y=1Y ¥
k=1
ir DV (0.1) partikularais atrisinajums:
m m m
A LY=L ywl=Y L] =) a(x)=q(x). ¥
k=1 k=1 k=1

Piemers 1 Atrisinat DV y” +y = 2x+ 3e”.

A Seit g(x) =2x+3e" =g (x) +q2(x), kur g1 (x) = 2x un g2 (x) = 3¢*. DV y”+y = 2x viegli
ir saskatams partikularais atrisinajums y; = 2x, bet DV y” +y = 3¢* — atrisinajums y; = %ex.
Tatady =y; +y» =2x+ %ex ir dota DV partikularais atrisinajums. AtbilstoSa homogéna DV
Y” +Y = 0 visparigais atrisinajums ir ¥ = Cj cosx 4 C; sinx. Tapéc

3
y=Cjcosx+Cysinx+2x+ Ee"

ir dota DV viparigais atrisinajums. ¥



0.1.2 Lineara nehomogena DV kartas pazeminasana

Ja ir zinams linearam nehomogénam DV (0.1) atbilstoSa homogéna DV (0.3) partikularais
atrisinajums Y1, tad ar substittciju
y=1" / zdx

ar1 nehomogena DV (0.1) kartu var pazeminat par vienu, tapat, ka tas tika paradits agrak
homogénam DV.

Analogiski, ja ir zinami k, 2 < k < n lineari neatkarigi DV (0.1) atbilstosa homogéna DV
(0.3) partikularie atrisinajumi Y1,Y>, ..., Y, tad nehomogéna DV (0.1) kartu var pazeminat par
k vienibam.

Ja ir zinami k, 2 < k < n lineari neatkarigi nehomogéna DV (0.3) partikularie atrisinajumi
Y1,¥2,---,Yk, tad starpibas yy — yi,Vx—1 —y1,.-.,¥2 —y1 bus k — 1 lineari neatkarigi atbilstosa
homogena DV (0.3) partikularie atrisinajumi un nehomogéna DV (0.1) kartu var pazeminat
par kK — 1 vienibam.

0.1.3 Lagranza konstansu variacijas metode

Ja ir zinams atbilsto§a homogena DV (0.3) visparigais atrisinajums

n
Y =3 G, 0.7)
i=1
t.1. ir zinama DV (0.3) kaut kada partikularo atrisinajumu fundamentalsistema Y1,Y5,...,Y;,

tad nehomogéna DV (0.1) vispariga atrisinajuma atraSanai var lietot LagranZa konstansu
varidciju metodi. Sis metodes vienkar§akais gadijums tika jau lietots, risinot pirmas kartas
linearos nehomogénos DV.

Lagranza konstan$u variacijas metod€ lineara nehomogéna DV (0.1) visparigais atrisinajums
tiek mekléts forma

y=Y Ci(x)Y; (0.8)
i=1

kas tiek ieguta no atbilstoSa homogeéna DV (0.3) vispariga atrisinajuma izteiksmes(0.7), aizvi-
etojot taja patvaligas konstantes C;, i = 1,n ar attiecigam funkcijam C;(x), i = 1,n , kuras talak
ir jaatrod ta, lai (0.8) butu DV (0.1)atrisinajums.

Funkciju Cj(x), i = 1,n noteik3anai ir vajadzigi n vienadojumi. Viens no tiem ir DV (0.1).
Par€jos n — 1 vienadojumus var izveléties patvaligi. Lagranza konstansu variacijas metode Sos
vienadojumus izvelas ta, lai funkcijas (0.8) pirmo n — 1 atvasinajumu izteiksmes biitu tadas
pasas ka funkcijai (0.7), t.i., lai tas nesaturétu funkciju G;(x), i = 1,n, atvasinajumus C}(x).

Pakapeniski n — 1 reizi atvasinot izteiksmi (0.8) un katru reizi pielidzinot nullei ieguta
rezultata to dalu, kas satur funkcijas C(x), i = 1,n, ieglisim n— 1 vienadojumus

Y oy =0, k=Tn-1. (0.9)



Tadejadi funkcijas (0.8) pirmie n — 1 atvasinajumui ir forma

YW =Y Gy, k=Tna-1. (0.10)
Savukart n- tais atvasinajums y(”), kuru iegiist, atvasinot (0.10) ar k = n— 1 — forma
- (n-1) , \ (n)
W =Y Gy + Y Gy (0.11)
i=1 i=1
Ievietojot tagad funkciju (0.8) un tas atvasinajumus (0.10) un (0.11) DV (0.1), ieglisim

GWY" 4+ pu(0) Y COY] = ().
i=1 i=1

D=

Y ey + 1Y o™ + pi(x)
i—1 i=1

Seit izteiksme kvadratiekavas ir vienada ar nulli

n n n n

Y GO +p1(0) Y GEY" V44 pax) Y oY = ¥ GLY(x) =0,

i=1 i=1 i=1 i=1
jo Y, i= 1,nir homogena DV (0.3) atrisinajumi.
Rezultata funkciju C!(x), i = 1,n, noteikSanai ir iegiita lineara nehomogéna algebrisku n
vienadojumu sist€éma
(
Y Ci(x)Yi=0
i Ci(x)Y) =0

: (0.12)
-2
LG =0
-1
LG =4 (),
Sist€mas (0.12) determinants ir homogeéna DV (0.3) atrisinajumu fundamentalsist€émas Y1, Y,,...,Y,
Vronska determinants W{yy,y2,...,yn|(x) = W(x), un tatad tas nav vienads ar nulli intervala

x € 1. Lidz ar to sisttma (0.12) vienmer ir viennozimigi atrisinama attieciba pret funkcijam
Ci(x), i = 1,n, un tas atrisinajums saskana ar Kramera formulam ir

Wi(x)
W(x)’

Ci(x) = i=Tn, (0.13)

kur determinanti W;(x), i = 1,n ir ieglistami no sistémas determinanta W (x), aizvietojot at-
tiecigi ta i -to kolonu ar sistemas (0.12) labo puSu (t.i. brivo loceklu) kolonu. Integrejot
(0.13), atrodam

Q@:/$8M+QJ:EL (0.14)

kur C;, i = 1,n — patvaligas konstantes.



Ievietojot atrastas C;(x), i = 1,n, vertibas formula (0.8), iegistam lineara nehomogéna DV
(0.1) visparigo atrisinajumu

= GY;+ Yl-/—d . 0.15
y ; ; Wi (0.15)

Piezime. Pirma summa formulas (0.15) labaja pusé ir DV (0.1) atbilstosa homogéna DV
(0.3) visparigais atrisinajums, bet otra summa — nehomogeéna DV (0.1) partikularais atrisinajums,
ko iegiist no (0.15),kad C; =0, i = 1,n.

Piemers 2. Atrisinat DV y” 4y = g(x), kur ¢(x) ir kaut kada intervala x € I €C R nepartraukta
funkcija.

A Ta ka atbilstoSa homogéna DV Y” 4 Y = 0 visparigais atrisinajums ir ¥ = Cjcosx +
C,sinx, tad dota DV visparigo atrisinajumu mekl€jam forma y = Cj (x) cosx + C(x) sinx. No
Sejienes seko, ka sistema (0.12) attieciba pret funkciju Cj(x) un C(x) atvasinajumiem Cj (x)
un C5(x) ir

C}(x)cosx +Ch(x)sinx =0
—C}(x)sinx+ C)(x) cosx = g(x).

Iegutas sistemas determinants

. cosx  sinx
W (x) = W(cosx,sinx) = ‘ dinx cosx | = 1#0,
bet tad tas atrisinajums saskana ar Kramera formulam (0.13) ir
Ci(x) =W (x) = 0 sinx —q(x) sinx
! g(x) cosx ’
) =Wax) = | % D | =gt cos
2= ing q(x) — AR COSx.

Integréjot iegatas Cj (x) un C;(x) izteiksmes atrodam, ka

Ci(x) = —/q(x) sinxdx +Cy,

Ca(x) :/q(x)cosxdx+C2,

no kurienes seko, ka dota DV visparigais atrisinajums ir

y=C cosx+C2sinx—cosx/q(x) sinxdx+sinx/q(x) cosxdx. V



0.1.4 Lineara nehomogena DV ar konstantiem koeficientiem
partikulara atrisinajuma atrasana

Aplukosim tagad linearu nehomogenu DV
L) =y 4+ piy™ D - pay = g(), (0.16)

kura koeficienti p;, i = 1, n, ir konstanti reali skaitli, bet laba puse g(x) — kaut kada intervala I C
R nepartraukta funkcija. Ka ieprieks tika paradits, DV (0.16) integracijas uzdevums faktiski
vispirms reducgjas uz atbilstoSa homogéna DV

Lly]=0 (0.17)

integracijas uzdevumu. Savukart DV (0.17) integracijas uzdevums reduc€jas uz tam atbilstosa
raksturiga vienadojuma
R(s)=s"+pis" '+ +p,=0 (0.18)

atrisinasanu. Zinot raksturiga vienadojuma (0.18) saknes un Iidz ar to DV (0.17) atrisinajumu
fundamentalsistemu, DV (0.16) vienmer var atrisinat ar Lagranza konstanSu variaciju metodi.

Dazos gadijumos DV (0.16) izdodas integrét vienkarSak, nelietojot LagranZa konstanSu
metodi, bet tas vieta meklejot kaut kada veida DV (0.16) partikularo atrisinajumu (teoréma
11.1). DaZziem DV, piem&ram, ja to labas puses funkcija g(x) ir polinoms, partikularo atrisinajumu
izdodas atrast ar nenoteikto koeficientu metodi, ieprieks jau zinot, kada izskata tie ir jamekIe.
Ir speka

Teorema 11.2

Ja DV (0.16) laba puse (brivais loceklis) ir ar izskatu

q(x) = €**[Q1m, (x) cos Bx + Qopm, (x) sin fx], (0.19)

kur ¢ un B —dotas konstantes, bet Qi (x) un Qopy,(x) ir dotie m; un my pakapes poli-
nomi (viens no tiem var art bt identiski vienads ar nulli), tad DV (0.16) eksist€ partikularais
atrisinajums ar izskatu

y = xKe® [P}, (x) cos Bx + Pay (x) sin Bx], (0.20)

kur Py, (x)un Py, (x) ir m = max(my, my) pakapes polinomi, bet k > 0 ir raksturiga vienadojuma
(0.18) saknes s = o + if karta (k = 0, ja @ + if3nav raksturiga vienadojuma (0.18) sakne).

Piezime. Polinomu P, (x)un Py, (x) koeficienti Seit ir nezinami skait]i (nenoteiktie ko-
eficienti). Tos atrod atrisinot linearu algebrisku vienadojumu sistemu, kuru iegiist ievietojot
izteiksmi (0.20) DV (0.12) un salidzinot iegiitas identitates abas puseés atbilstoso izteiksmju ko-
eficientus. Iegitai sist€mai, kuras karta ir 2m + 2, vienmér eksist€ viens vienigs atrisinajums.

Piemers 3. Atrisinat DV y” + 2y’ +y = sinx.

A Dotam DV atbilsto§a homogéna DV Y 4 2Y’ +Y = 0 raksturigam vienadojumam s° +
2s+ 1 = 0 ir divkarSa sakne s; = sp = —1 un ta visparigais atrisinajums ir

Y =Cie *+Coxe ™.



Salidzinot dota DV labo pusi ar izteiksmi (0.19) redzam, ka dotam DV a =0, f = 1,
Qim, (x) =0, Qam,(x) =1 un tatad m; = my = 0 (konstante ir nulltas pakapes polinoms).
Skaitlis o + i3 = i Seit nav raksturiga vienadojuma sakne (i # —1). Bet tad, saskana ar formulu
(0.16), dotam DV eksiste partikularais atrisinajums forma

y = x"e%[Pyo(x) cos 1x + Pog(x) sin 1x] = A cosx + Bsinx,

kur A un B ir pagaidam nezinamas konstantes, kuras mekléjam ar nenoteikto koeficientu
metodi.
Nemot vera, ka

y' = —Asinx+Bcosx, Yy = —Acosx— Bsinx= —y,

ieguisim, ievietojot atrasto y izteiksmi dotaja DV,
2(—Asinx+ Bcosx) = sinx.

Salidzinot iegutas vienadibas kreiso un labo pusi, atrodam A = —% un B =0.

Lidzartoy = —% cosx ir dota DV partikularais atrisinajums, bet

1
y=Cie "+ Coxe ™ — Ecosx

ir dota DV visparigais atrisinajums. ¥

Piemers 4. Atrisinat DV y” —y = ¢* cos? x.

A Dotam DV atbilstoa homogéna DV Y”” —Y = 0 raksturiga vienadojuma s> — 1 = 0 saknes
ir realas un dazadas s; = —1, s = 1 un homogeéna DV visparigais atrisinajums tapec ir

Y =Cie "+ e,

Lai varétu sastadit nehomogéna DV visparigo atrisinajumu meké&jam ta partikularo atrisinajumu.
Apliikojot dota DV labo pusi ¢* cos?x un salidzinot to ar (0.15), redzam, ka ta nav ar izskatu,
kurai var pielietot teoremu 11.2. Izradas, ka dotam DV tomer So teorému var pielietot, ja dota
DV labo pusi parveido forma e*cos®x = %ex(l + cos2x) un izmanto superpozicijas principu,
t.i. dota DV vieta apliko divus DV y” —y = %exun V' —y= %ex COos 2x.

Salidzinot pirma DV y” —y = %ex labo pusi ar (0.19) redzam, ka Seit m = max(m;,m;) =0,
o =1, B =0 un skaitlis @ + i = 1 = s, ir vienkartiga raksturiga vienadojuma sakne, tapéc
k =1 un DV eksiste partikularais atrisinajums izskata

y1 = x'e*(AcosOx + BsinOx) = Axe”.

Ievietojot So izteiksmi DV atrodam y;” —y; = 2A¢* = %ex unA = }‘. Lidz ar to y; = L—I‘xex.

Salidzinot otra DV y” —y = 1 ¥ cos 2xlabo pusi ar (0.19) redzam, ka Seit m = max (m;,m;) =
0, ¢ =1, B =2 un skaitlis @ + i3 = 1 + 2i nav raksturiga vienadojuma sakne, tapéc k = 0 un
DV eksiste partikularais atrisinajums izskata

y2 = x%e'(A cos 2x 4 Bsin2x) = ¢*(A cos 2x + Bsin2x).



Tevietojot $o izteiksmi DV atrodam y,” —y; = 4¢*[(B —A) cos 2x — (A + B) sin2x] = Je* cos 2x,
no kurienes seko, ka 4(B—A) = %, A+B=0unB=-A= %. Lidz ar to y, = %ex(sian—
cos2x).

Saskana ar superpozicijas principu y = y; +y; = %xex + %ex (sin2x — cos2x) ir dota DV
partikularais atrisinajums, bet tad

1 1
y=Cie "+ Cre* + erx + Ee"(sin 2x — cos2x)
ir dota DV visparigais atrisinajums.
TedorsJa DV (0.15) laba puse (brivais loceklis) ir forma

q(x) = e* QO (x) (acos Bx + bsin fx),

kur a,b, a, B— dotas konstantes, bet Q,,(x) — dotais m -tas pakapes polinoms, tad DV (0.16)
eksiste partikularais atrisinajums y ar izskatu

y = xke® [P, (x) cos Bx + Gy, (x) sin Bx],

kur k =0, ja skaitlis @+ if3 nav raksturiga vienadojuma (0.18) sakne, bet ja o + ifir raksturiga
vienadojuma (0.14) sakne, tad k ir $1s saknes karta.

0.1.5 Uzdevumi patstavigai risinasanai

Atrisinat dotos DV ar konstaSu variaciju metodi vispirms atbilstoSo homogéno DV reducgjot
uz DV ar konstantiem koeficientiem

Tenebaums (240.1pp)

16. x*y” —xy' +y=x;y=Cix+Coxlnx + glnzx;

17.y” — )—%y’ + )%y =xInx;y=Cix+Cox* + %x3 Inx — %x3;

18. x%y” +xy —dy =x>; y = C1x* + Cox 2 + %3;

19. X’y 4+xy —y=x%e Ny = C1x+C2)—IC +e(1+ %),

20. 2x*y” +3xy —y = )—lc; y= Cl\/}—i—Czj—lC — élnx;

Dotiem DV atrisinat atbilstoSo homogeno DV un atrast dota DV partikularo atrisinajumu ar
nenoteiktiem koeficientiem (koeficientu skaitliskas vértibas nemekIet).

Filipovs (44.1pp)

558. y” — 6y’ 4 8y = Sxe* 4 2¢*sinx;

559. y" 42y +y =x(e " —cosx);

562. y” —9y = e~ ¥ (x? 4 sin 3x);

563. y) 4+y” = 7x—3cosx;

565. y3) —4y” + 3y = x(e* +x);

568. y” —2y 42y = (x+¢")sinx;

Autors nezinams:

4. y(4) +y” =xcosx+1;

6.y — 6y + 13y = e¥(x* — 3cos2x);

9. y* +3y03) 42y = 5x — e ¥ cos2x;



10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

y3) 42y” + 5y =242 —5cosx;
y3) —4y” + 13y = & (x+ € sin3x);
y” . 4y/ 4+ 4y — x(eZX _ SinX);

y3) =3y — 4y = xe ¥ (x4 cos4x);
y @ —3y0) 42y = 2x + ¢'sinx;
Y +2y0) 4y = 3xe ™ 4 sinx;
y3) — 4y 45y =352 — e®cosux;
y* —4y0) 4 4y” = xe?*(3 + xsinx);
y*) +2y” +y = x(2cosx + 3xe”);
y3) —4y” 4+ 8y = x(e*sinx + 3x);
y 4 —4y0G) 4397 = x(e*sin3x 4 2x);
y(4) +4y” = 3xe* cosx + 5sin2x;
y(4) — 2y’ 4y =2xe" +3e Fsinx;

(4)



