0.1 Nenoteikto koeficientu metode linearu otras
kartas DV atrisinasanai

12.tema

Nenoteikto koeficientu metodes matematiska biitiba ir Sada. Piepemsim, ka jaatrisina dotais
funkcionalvienadojums: diferencialvienadojums, integralvienadojums, vai kads cits vienadojums,
kura atrisinajums ir funkcija. Sada funkcija eksisté, ir viena vieniga un to var attistit noteikta
veida rinda, pieméram, Teilora rinda. Izpildot atbilsto$as darbibas ar rindam, uzdevums
reduc€jas uz rindas koeficientu atraSanu (nenoteikto koeficientu atraSanu). Mes aplukosim
nenoteikto koeficientu metodi tikai otras kartas lineariem homogéniem DV $adu iemeslu dg].

1.Pirmas kartas lineariem DV nav 1paSas vajadzibas lietot nenoteikto koeficientu metodi, jo
tos pietiekami vienkarsi var atrisinat ar citam metodém.

2.0tras kartas lineariem DV (tapat ka jebkuras citas kartas lineariem DV) svarigkais ir
atrisinat atbilstoSo homogeno DV, jo nehomogéna DV partikularo atrisinajumu, kas nepiecieSams
vispariga atrisinajuma izveidoSanai, vienmer var atrast ar konstanSu variaciju metodi vai art ar
kadu citu metodi (pieméram, vienkarsi uzminot).

3.Augstakas neka otras kartas DV neapskatam pirmkart, laika trakuma del, otrkart, lietoju-
mos tomer visbiezak ir jasastopas tiesi ar otras kartas DV.

Tadéjadi musu uzdevums ir: lietojot nenoteikto koeficientu metodi, atrisinat vienadojumu

Y+ p1(x)y + p2(x)y =0, 0.1)

ja p1(x) unpy(x) ir dotas funkcijas.

0.1.1 Dazas otras kartas lineara homogena DV ipasibas
Lai pilnigak varétu formulét DV (0.1) atrisinajumu 1pasSibas, lietderigi tas aplikot DV

d’u du
a2 g
kur§ atskiras no (0.1) ar to, ka reala mainiga x vieta ir kompleksais mainigais z = x + iy.
Protams, zinot DV (0.2) 1pasibas, vienkarsi tas formulét ari DV (0.1), bet ne otradi, jo (0.1)ir
DV (0.2) specilagadijums, kad z = x, jeb y = 0 izteiksme z = x + iy.
Minésim pieméru. Virkne

+p2(z)u=0, 0.2)

1,—x2,x4,—x6,...,(—1)”x2",...
veido bezgaligi dilstosu geometrisko progresiju ar kvocientu ¢ = —x?. Tas summa ir
v k. 2k 1
S = -1 = —. 0.3
kgb( ) 1+x? ©3)
Rinda formula (0.3)konvergg tikai tad, ja |x| < 1. Kapéc? Rindas summai H# argumenta

vertibas x = £1 ne ar ko 1paSu neatSkiras no citam x vertibam. So faktu var vienkarsi izskaidrot,



ja (0.3) vieta apluko Iidzigu rindu ar komplekso mainigo z:

v k 2k 1

S rinda konvere z-plaknes rinki |z| < r, kur r ir attalums no punkta z = 0 lidz summas § =
TIxZ tuvakajm singularajam punktam, t.i., punktam +i. Sis attalums ir 1. Tade] rinda (0.4)
konvergg rinkT |z| < 1,bet rinda (0.3) — intervala —1 < x < 1.

Definicija 12.1 Kompleksa mainiga z funkciju f(z) sauc par analitisku punkta z, ja eksisté
tada ST punkta apkartne jeb valgjs rinkis |z — zo| < r, kura funkciju f var attistit konvergenta
Teilora rinda

teo rk)
ﬂ@z}jf;m%vwwﬁk—mvu; (05)
k=0 )

kur r ir attalums no punkta zplidz funkcijas f tuvakajam singularajam punktam, t.i. punktam,
kura f nav analitiska.

Piemers 1. Pienemsim, ka funkcija f(z) = (ﬁﬁm

Z

ir attistita Teilora rinda

e % Foo
az—D% |z-1<r (0.6)
0

@+ 1D)E+1)

. (k) o ey = _ . .
Koeficientus ¢, = ! kl(l) bez 1pasam griittbam atrod ar datorprogrammam, bet r ir mazakais

attalums no punkta zo = 11idz funkcijas fsingularajiem punktiem, t.i. punktiem +i un —1. Sis
mazakais attalums ir r = |1 Fi| = /2.

Teoréma 12.1 Ja py(z) un p,(z) vienadojuma (0.2) ir analitiskas funkcijas kompleksas z
plaknes val€ja apgabala D (tas nozimée, ka p; un p; ir analitiskas katra apgabala D punkta),
tad katrs DV (0.2) atrisinajums arT ir analitiska funkcija Saja apgabala D.

Piemers 2. Apskatisim Matjé vienadojumu, kas nereti sastopams matematiskaja fizika

2
Z’_z;t + (A —2gcos2z)u =0, (0.7)
A un g — parametri. Péc teorémas 12.1 katrs (0.7) atrisinajums ir analitiska funkcija visa z
plakné, to var attistit Teilora rinda péc z — zo pakap€m ar brivi izraudzitu zgun iegita Teilora
rinda konverge visiem z, jo r = +oo. Protams, nezinamo (nenoteikto) koeficientu atrasanai ir
meérktiecigi pielietot datorprogrammas.
Definicija 12.2 Punktu zg sauc par DV (0.2) regularu singularu punktu, ja funkcijas

p1(2) = (z—20)p(),  p2(2) = (z—20)’p2(2) (0.8)

ir analitiskas punkta z = z¢. Ja vismaz viena no funkcijam p(z) un p,(z) formulas (0.8) nav
analitiska, tad punktu zgsauc par irregularu singularo punktu.

Definicija 12.3 Punktu z = o sauc par DV (0.2) regularu singularu punktu, ja DV (0.2) péc
substitlcijas z = % punkts ¢ = O ir regulars singulars punkts.



Sekas. Lai 7 = oo butu regulars singulars punkts, ir pietickami, ka DV (0.2) funkcijai p;(z)
punkta z = oo ir vismaz pirmas kartas nulle, bet funkcijai p,(z) — vismaz otras kartas nulle.
Piemers 3. Lezandra vienadojumam

(1—x>)u” —2xu' + Au =0,

jeb vienadojumam
" 2x

u' — u
1 —x2

+ =0 0.9

u =
1 —x2
ir tris singulari punkti x = 41 un x = oo(?). Tie visi ir regulari singulari punkti.
Piemers 4. Bessela vienadojumam

P +xu + (¥ —vHu =0,

jeb vienadojumam
! 1 / V2
w+-u+(1--—5)=0 (0.10)
X X
punkts x = O ir regulars singulars punkts, bet x = oo (+,- 7) — irregulars singulars punkts.
Piemers 5. Ermita vienadojumam

U —2xu' +Au=0 (0.11)

ir tikai viens singulars punkts x = co. (?) Tas ir irregulars singulars punkts.
Piemers 6. Lagera vienadojumam

xu” + (14 o —x)u' +Au =0, (0.12)

o un A— parametri, punkts x = 0 ir regulars singulars punkts, bet x = o (?)— irregulars punkts.
Teorema 12.2 Regulara singulara punkta zgapkartn€ vienadojumam (0.2) eksist€ atrisinajums

400
u(z) = (z—z0)* ZCk(z—ZO)k, lz—z0|l <, (0.13)
k=0
kur r ir mazakais attalums no punkta zolidz par€jiem funkciju p;(z) un p,(z)singularajiem
punktiem. Skaitlis pir reals vai komplekss.
Piezime 1. Skaitla u atrasanai, lietojot nenoteikto koeficientu metodi, parasti iegust kvadratvienadojumu,
kuram ir divas saknes pjun u,. Tomér visparigi iegitie atrisinajumi ar yjun Uy nav lineari
neatkarigi. Tadg] tam yjun p, vérttbam, kuram atbilstoSie atrisinajumi ir lineari atkarigi un
faktiski var atrast tikai vienu atrisinajumu, eksisté vairakas specialas metodes, ka atrast otru
atrisinajumu.

0.1.2 Vienadojuma (0.1) atrisinasana, ja p;(x) un py(x) ir
analitiskas funkcijas
Lai atrastu DV (0.1) visparigo atrisinajumu, viens no vienkarSakajiem panémieniem ir mekléet

atseviSki divus lineari neatkarigus atrisinajumus u(x) un u,(x), kas apmierina $o DV un at-
tbilstoSus sakuma nosacijumus



uy(xo) =1, u} (xo) = 0; ur(xp) =0, ub(xp) = 1. (0.14)
Saja gadijuma Vronska determinants
10
Wluy, uz](xo) = ‘ 0 1 ’ =1=#£0.
Tade]
1) uy (x) un up(x) ir lineari neatkarigi;
2) katra no funkcijam u; (x) un uy(x) ir nosakama viena vieniga veida:

oo o0
up(x) =1+ ch(x—xo)k7 upy(x) =x—x0+ Zék(x—xo)k. (0.15)
k=2 k=2

Koeficientus ¢, vai ¢ nosaka ievietojot atbilstosas rindas DV (0.1), kura funkcijas p;(x) un
p2(x) arl ir attistitas Teilora rindas péc x — xo pakapém, izpilda visas darbibas ar rindam un tad
salidzina koeficientus pie vienadam x — xopakapem.

DV (0.1) visparigais atrisinajums ir

u(x) = Cruy (x) + Coua(x). (0.16)
Ka piemeru apskatisim vispariga atrisinajuma atrasanu Ermita DV
" — 20 + Au=0. (0.17)

A Par x izraudzisimies 0. Ievietojot

~+o0
w(x) =1+ Y et (0.18)
k=2
vienadojuma (0.17), iegiist
Zk(k— l)ckxk_z—ZXchkxk_l +A+AY gx=0,
k=2 k=2 k=2
jeb
tro0 +o0
Y (k+2)(k+ Do = ¥ [2(k+2) — e P2+ 1 = 0. (0.19)
k=0 k=0
Salidzinot iegutas vienadibas (0.19) koeficientus pie vienadam x pakapém, atrodam
K0 2.1.co=—A
xl 3.2.c3=0
X2 43.cs=(4—A)cy
Pl 54.c5=(6—2)c3
xt 6.5.c6 =(8—A)ca (0.20)

(k4 2) (k4 )epsn = (2k—A)ck



No Sejienes seko, ka rindas (0.18) visi koeficienti ar nepara indeksiem ir vienadi ar nulli:
contr1 =0, n=1,2,.... Sareizinot vienadibas (0.20), kas atbilst x para pakapem, iegtistam, ka

n—1

(2n)lca, = [J(4k—2), n=1,2,...

k=0
Tatad +o0 x2n n—1
ul(x):1+;wﬂ)(4k—/l), X € (—o0,00). (0.21)

Lidzigi no (0.15) atrod, ka

o0 x2n+1 n—1
uz(x):x+}§1mlg(4k+2—/l), X € (—o00,400). (0.22)

Lidz ar to Ermita DV (0.17) visparigais atrisinajums ir

u(x) =Ciuy(x)+Cup(x). ¥

0.1.3 Bessela vienadojuma atrisinasana

Lineara homogéna otras kartas DV atrisinasana regulara singulara punkta apkartn€ notiek pec
shémas, kas Saja gadijuma ir lidziga visiem $ada tipa vienadojumiem. Tadg] sikak analiz€sim
Bessela vienadojuma

Xu’ +xu' + (X —vHu=0 (0.23)

atrisinasanu regulara singulara punkta x = 0 apkartné. Bessela funkcijas jeb DV (0.23) atrisinajumi
ir vienas no lietojumos vissvarigakajam specialajam funkcijam ar vairak neka 100 gadu vecu
intensivu pétiSanas vesturi.

Pec teorémas 12.2 DV (0.23) atrisinajumu meklé ka rindas

—+oo
u=x"Yy o, co#0 (0.24)
k=0

summu. VEél neatrodot i un koeficientus cg, jau varam apgalvot, ka rinda (0.24) konverge
visiem x, jo vienadojumam (0.23) ir tikai divi singulari punkti x = 0 un x = o (?+). Tade]
attalums no punkta x = 0 lidz tuvakajam singularajam punktam, t.i. x = oo, ir 4-o. Ievietojot
(0.24) DV (0.23) iegiist

o0

xXu = Y (k4 ) (k4 — e H,
k=0
~+o0
xu' = Z (k+ ) e TH,
k=0
(X —vu= Y ( S s

k=0



Iegutas tris vienadibas saskaitam un pielidzinam koeficientus pie vienadam x pakapeém. Mazaka
pakape ir x*. Koeficients pie tas ir

[ —1)4p—v3ey=0.

Takacy#0, tad u = £v. Lidz ar to skaitlim p var but tikai divas vertibas 4 = v un p = —V.
Pielidzinot koeficientus pie nakamas x**! pakapes, iegiist

[(u+1)>=v*e; =0. (0.25)

Ta ka u = £V ir jau noteikts, tad c; = 0. Lidzigi izsecinam, ka arT visi par€jie koeficienti ¢y
ar nepara indeksiem ir vienadi ar nulli:

0=Cl =C3= ... =Cpt+1 = --- (026)

Salidzinot koeficientus pie x**2*, n = 1,2, ..., atrodam

Con—2
= =1,2,... 0.27
can (U+2n—v)(U+2n—v)’ 0.27)
Ievietojot izteiksmeé 0.27 u = v iegiist vienadojumu sist€ému
(

2= _4.1.(Cv+1)

€4 = _4.2.(63+2)
C6 = ~TF(v3) (0.28)

Cop—
(C2n = _4n(2v+2n)'

Sareizinot vienadibas (0.28) un saisinot vienados reizinatajus iegitas vienadibas abas puses,
atrod
(=D "o 1 (=)"T(v+1)co

4np) }]1 vtk 4mILC(v+n+1)

(0.29)

Con =

kur I' ir Eilera gamma funkcija

~+oo
I'x) = / e ' L.
0

Ja x vieta ir kompleksais mainigais z, tad I'(z) nozimé I'(x) analitisko turpinajumu no x > 0
kompleksa z plakn€. Konstante ¢y # 0 formula (0.29) ir patvaliga. Saskana ar vispasaules

standartizaciju pienem, ka
1

T 2T(v+1)

Tadejadi DV (0.23) atrisinajums ir ta saucama Bessela funkcija

€0

+oo (_1)]{ (§)2k+v

W) = ,;)k!l"(k+v+ 1)

(0.30)



Izraugoties formula (0.27) u = —v un atkartojot spriedumus Iidzigi ieprieks$€jiem, iegiist

2

Ivx) :k;)k!l“(k—v-l—l)'

doo [ 1Vk (X 2k—v
% 0.31)

Var paradit, ka gadijuma, kad x un v formulas (0.30) un (0.31) ir kompleksi lielumi, tad
1) abas rindas konverge visiem x un Vv;

2)ja v nav vesels skaitlis, ar (0.30) un (0.31) ir definéti DV (0.23) lineari neatkarigi atrisinajumi;

3) ja v = n ir vesels skailis, tad

J-n(2) = (—=1)"Jn(2). (0.32)

Tatad Jy(z) un J_y(z) ir lineari neatkarigi atrisinajumi tad un tikai tad, ja v nav vesels skaitlis.
Lai varétu izveidot DV (0.23) visparigo atrisinajumu visiem V (tai skaita ar1 veseliem V),
defin€ 2.veida cilindrisko funkciju jeb Neimana funkciju

Jy(z)cosv —J_y(z)

Y, = 0.33
v(2) sinzwv ’ (©.33)
ja vnav vesels, un

Yo(z) := ‘lllg}l Yy(z2), (0.34)

ja v =nir vesels skaitlis.

Ja v #nun z=ux, ar (0.33) ir defin€ts DV (0.23) atrisinajums (ka divu atrisinajumu J, un
J_y lineara kombinacija). Ja v = n, robezu (0.34) atrod lietojot Lopitala kartulu. Lopitala
kartulas lietoSanu pamato tas, ka rindas (0.30) un (0.31) konverg€ visiem v un x. Neimana
funkcijas Y,, izteiksmi atklati neizrakstam, jo ta ir diezgan gara. Nav griti pieradit, ka:

1) ¥,(x) ir DV (0.23) atrisindjums, ja v = n;

2) Y, ir lineari neatkarigs ar J, un J_,,.

Tadejadi

u(x) = CrJy(x) +CoYy(x) (0.35)
ir DV (0.23) visparigais atrisinajums visiem x un v.

Piezime 1. Neimana funkcijas definicija nav vieniga iesp€ja ka defineét DV (0.23) par-
tikularo atrisinajumu, kas ir lineari neatkarigs ar J,(x). Lidz pagajusa gadsimta vidum bija
sastopamas lidzigas, tomér nedaudz atskirigas definicijas. Tagad gan parasti lieto tikai (0.33),
jo tika konstatéts, ka 3. veida cilindriskajam funkcijam jeb Hankela funkcijam

H (@) = 1(@) + %y (), HP () = I(2) = ¥y (2), (0.36)
kur Yy (z) definéta ar (0.33), Tpasibas ir loti lidzigas ar Eilera formulam

exp(=£iz) = cosz+isinz. (0.37)

Tas dod iesp&ju Jy(z) un Yy (z) vairakas svarigas ipaSibas (pieméram, nu]lu sadalijumu) vienkar$ak

iegut no Hankela funkciju 1pasibam.



Piezime 2. Otru DV (0.23) partikularo atrisinajumu u;(x), kas ir lineari neatkarigs ar
ui(x) = Ju(x), var iegt ari izmantojot to, ka Vronska determinants Bessela DV ir

Piezime 3. Bessela funkcija Jy (x) ir viena no sarezgitakajam specialajam funkcijam. Ta ir
elementara tad un tikai tad, jav =n+ %, kur n ir vesels skaitls. Bessela funkciju grafiki katram
v > 0 apraksta uz 0 dziestoSas svarstibas, kad x — +-oo. TieSi ar $adam svarstibam visbiezak
jasastopas prakse.



