
0.1 Nenoteikto koeficientu metode lineāru otrās
kārtas DV atrisināšanai

12.tēma
Nenoteikto koeficientu metodes matemātiskā būtı̄ba ir šāda. Pieņemsim, ka jāatrisina dotais

funkcionālvienādojums: diferenciālvienādojums, integrālvienādojums, vai kāds cits vienādojums,
kura atrisinājums ir funkcija. Šāda funkcija eksistē, ir viena vienı̄ga un to var attı̄stı̄t noteikta
veida rindā, piemēram, Teilora rindā. Izpildot atbilstošās darbı̄bas ar rindām, uzdevums
reducējas uz rindas koeficientu atrašanu (nenoteikto koeficientu atrašanu). Mēs aplūkosim
nenoteikto koeficientu metodi tikai otrās kārtas lineāriem homogēniem DV šādu iemeslu dēļ.

1.Pirmās kārtas lineāriem DV nav ı̄pašas vajadzı̄bas lietot nenoteikto koeficientu metodi, jo
tos pietiekami vienkārši var atrisināt ar citām metodēm.

2.Otrās kārtas lineāriem DV (tāpat kā jebkuras citas kārtas lineāriem DV) svarı̄gkais ir
atrisināt atbilstošo homogēno DV, jo nehomogēnā DV partikulāro atrisinājumu, kas nepieciešams
vispārı̄gā atrisinājuma izveidošanai, vienmēr var atrast ar konstanšu variāciju metodi vai arı̄ ar
kādu citu metodi (piemēram, vienkārši uzminot).

3.Augstākas nekā otrās kārtas DV neapskatām pirmkārt, laika trūkuma dēļ, otrkārt, lietoju-
mos tomēr visbiežāk ir jāsastopas tieši ar otrās kārtas DV.

Tādējādi mūsu uzdevums ir: lietojot nenoteikto koeficientu metodi, atrisināt vienādojumu

y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0, (0.1)

ja p1(x) unp2(x) ir dotās funkcijas.

0.1.1 Dažas otrās kārtas lineāra homogēna DV ı̄paš̄ıbas

Lai pilnı̄gāk varētu formulēt DV (0.1) atrisinājumu ı̄pašı̄bas, lietderı̄gi tās aplūkot DV

d2u
dz2 + p1(z)

du
dz

+ p2(z)u = 0, (0.2)

kurš atsķiras no (0.1) ar to, ka reālā mainı̄gā x vietā ir kompleksais mainı̄gais z = x + iy.
Protams, zinot DV (0.2) ı̄pašı̄bas, vienkārši tās formulēt arı̄ DV (0.1), bet ne otrādi, jo (0.1)ir
DV (0.2) specilāgadı̄jums, kad z = x, jeb y = 0 izteiksmē z = x+ iy.

Minēsim piemēru. Virkne

1,−x2,x4,−x6, . . . ,(−1)nx2n, . . .

veido bezgalı̄gi dilstošu ǧeometrisko progresiju ar kvocientu q = −x2. Tās summa ir

S =
+∞

∑
k=0

(−1)kx2k =
1

1+ x2 . (0.3)

Rinda formulā (0.3)konverǧē tikai tad, ja |x| < 1. Kāpēc? Rindas summai 1
1+x2 argumenta

vērtı̄bas x =±1 ne ar ko ı̄pašu neatšķiras no citām x vērtibām. Šo faktu var vienkārši izskaidrot,
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ja (0.3) vietā aplūko lı̄dzı̄gu rindu ar komplekso mainı̄go z:

+∞

∑
k=0

(−1)kz2k =
1

1+ z2 . (0.4)

Šı̄ rinda konverǧē z-plaknes riņķı̄ |z| < r, kur r ir attālums no punkta z = 0 lı̄dz summas S =
1

1+x2 tuvākajm singulārajam punktam, t.i., punktam ±i. Šis attālums ir 1. Tādēļ rinda (0.4)
konverǧē riņķı̄ |z| < 1,bet rinda (0.3) – intervalā −1 < x < 1.

Definı̄cija 12.1 Kompleksā mainı̄gā z funkciju f(z) sauc par analı̄tisku punktā z0, ja eksistē
tāda šı̄ punkta apkārtne jeb vaļējs riņķis |z− z0| < r, kurā funkciju f var attı̄stı̄t konverǧentā
Teilora rindā

f (z) =
+∞

∑
k=0

f (k)(z0)
k!

(z− z0)k, |z− z0| < r, (0.5)

kur r ir attālums no punkta z0lı̄dz funkcijas f tuvākajam singulārajam punktam, t.i. punktam,
kurā f nav analitiska.

Piemērs 1. Pieņemsim, ka funkcija f (z) = e−2z

(z2+1)(z+1) ir attı̄stı̄ta Teilora rindā

e−2z

(z2 +1)(z+1)
=

+∞

∑
k=0

ck(z−1)k, |z−1| < r. (0.6)

Koeficientus ck = f (k)(1)
k! bez ı̄pašām grūtı̄bām atrod ar datorprogrammām, bet r ir mazākais

attālums no punkta z0 = 1lı̄dz funkcijas f singulārajiem punktiem, t.i. punktiem ±i un −1. Šis
mazākais attālums ir r = |1∓ i| =

√
2.

Teorēma 12.1 Ja p1(z) un p2(z) vienādojumā (0.2) ir analı̄tiskas funkcijas kompleksās z
plaknes vaļējā apgabalā D (tas nozı̄mē, ka p1 un p2 ir analı̄tiskas katrā apgabala D punktā),
tad katrs DV (0.2) atrisinājums arı̄ ir analı̄tiska funkcija šajā apgabalā D.

Piemērs 2. Apskatı̄sim Matjē vienādojumu, kas nereti sastopams matemātiskajā fizikā

d2u
dz2 +(λ −2qcos2z)u = 0, (0.7)

λ un q – parametri. Pēc teorēmas 12.1 katrs (0.7) atrisinājums ir analı̄tiska funkcija visā z
plaknē, to var attı̄stı̄t Teilora rindā pēc z− z0 pakāpēm ar brı̄vi izraudzı̄tu z0un iegūtā Teilora
rinda konverǧē visiem z, jo r = +∞. Protams, nezināmo (nenoteikto) koeficientu atrašanai ir
mērķtiecı̄gi pielietot datorprogrammas.

Definı̄cija 12.2 Punktu z0 sauc par DV (0.2) regulāru singulāru punktu, ja funkcijas

p̂1(z) = (z− z0)p1(z), p̂2(z) = (z− z0)2 p2(z) (0.8)

ir analı̄tiskas punktā z = z0. Ja vismaz viena no funkcijām p̂1(z) un p̂2(z) formulās (0.8) nav
analı̄tiska, tad punktu z0sauc par irregulāru singulāro punktu.

Definı̄cija 12.3 Punktu z = ∞ sauc par DV (0.2) regulāru singulāru punktu, ja DV (0.2) pēc
substitūcijas z = 1

t punkts t = 0 ir regulārs singulārs punkts.
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Sekas. Lai z = ∞ būtu regulārs singulārs punkts, ir pietiekami, ka DV (0.2) funkcijai p1(z)
punktā z = ∞ ir vismaz pirmās kārtas nulle, bet funkcijai p2(z) – vismaz otrās kārtas nulle.

Piemērs 3. Ležandra vienādojumam

(1− x2)u′′−2xu′ +λu = 0,

jeb vienādojumam

u′′− 2x
1− x2 u′ +

λ
1− x2 u = 0 (0.9)

ir trı̄s singulāri punkti x = ±1 un x = ∞(?). Tie visi ir regulāri singulāri punkti.
Piemērs 4. Besseļa vienādojumam

x2u′′ + xu′ +(x2 −ν2)u = 0,

jeb vienādojumam

u′′ +
1
x

u′ +(1− ν2

x2 ) = 0 (0.10)

punkts x = 0 ir regulārs singulārs punkts, bet x = ∞ (+,- ?) – irregulārs singulārs punkts.
Piemērs 5. Ermita vienādojumam

u′′−2xu′ +λu = 0 (0.11)

ir tikai viens singulārs punkts x = ∞. (?) Tas ir irregulārs singulārs punkts.
Piemērs 6. Lagēra vienādojumam

xu′′ +(1+α − x)u′ +λu = 0, (0.12)

α un λ– parametri, punkts x = 0 ir regulārs singulārs punkts, bet x = ∞ (?)– irregulārs punkts.
Teorēma 12.2 Regulāra singulāra punkta z0apkārtnē vienādojumam (0.2) eksistē atrisinājums

u(z) = (z− z0)µ
+∞

∑
k=0

Ck(z− z0)k, |z− z0| < r, (0.13)

kur r ir mazākais attālums no punkta z0lı̄dz pārējiem funkciju p1(z) un p2(z)singulārajiem
punktiem. Skaitlis µir reāls vai komplekss.

Piezı̄me 1. Skaitļa µ atrašanai, lietojot nenoteikto koeficientu metodi, parasti iegūst kvadrātvienādojumu,
kuram ir divas saknes µ1un µ2.Tomēr vispārı̄gi iegūtie atrisinājumi ar µ1un µ2 nav lineāri
neatkarı̄gi. Tādēļ tām µ1un µ2 vērtı̄bām, kurām atbilstošie atrisinājumi ir lineāri atkarı̄gi un
faktiski var atrast tikai vienu atrisinājumu, eksistē vairākas speciālas metodes, kā atrast otru
atrisinājumu.

0.1.2 Vienādojuma (0.1) atrisināšana, ja p1(x) un p2(x) ir
anal̄ıtiskas funkcijas

Lai atrastu DV (0.1) vispārı̄go atrisinājumu, viens no vienkāršākajiem paņēmieniem ir meklēt
atsevišķi divus lineāri neatkarı̄gus atrisinājumus u1(x) un u2(x), kas apmierina šo DV un at-
tbilstošus sākuma nosacı̄jumus
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u1(x0) = 1, u′1(x0) = 0; u2(x0) = 0, u′2(x0) = 1. (0.14)

Šajā gadı̄jumā Vronska determinants

W [u1, u2](x0) =
∣∣∣∣ 1 0

0 1

∣∣∣∣ = 1 6= 0.

Tādēļ
1) u1(x) un u2(x) ir lineāri neatkarı̄gi;
2) katra no funkcijām u1(x) un u2(x) ir nosakāma vienā vienı̄gā veidā:

u1(x) = 1+
+∞

∑
k=2

ck(x− x0)k, u2(x) = x− x0 +
+∞

∑
k=2

c̃k(x− x0)k. (0.15)

Koeficientus ck vai c̃k nosaka ievietojot atbilstošās rindas DV (0.1), kurā funkcijas p1(x) un
p2(x) arı̄ ir attı̄stı̄tas Teilora rindās pēc x−x0 pakāpēm, izpilda visas darbı̄bas ar rindām un tad
salı̄dzina koeficientus pie vienādām x− x0pakāpēm.

DV (0.1) vispārı̄gais atrisinājums ir

u(x) = C1u1(x)+C2u2(x). (0.16)

Kā piemēru apskatı̄sim vispārı̄gā atrisinājuma atrašanu Ermita DV

u′′−2xu′ +λu = 0. (0.17)

N Par x0 izraudzı̄simies 0. Ievietojot

u1(x) = 1+
+∞

∑
k=2

ckxk (0.18)

vienādojumā (0.17), iegūst
+∞

∑
k=2

k(k−1)ckxk−2 −2x
+∞

∑
k=2

kckxk−1 +λ +λ
+∞

∑
k=2

ckx = 0,

jeb
+∞

∑
k=0

(k +2)(k +1)ck+2xk −
+∞

∑
k=0

[2(k +2)−λ ]ck+2xk+2 +λ = 0. (0.19)

Salı̄dzinot iegūtās vienādı̄bas (0.19) koeficientus pie vienādām x pakāpēm, atrodam

x0 : 2.1.c2 = −λ
x1 : 3.2.c3 = 0
x2 : 4.3.c4 = (4−λ )c2
x3 : 5.4.c5 = (6−λ )c3
x4 : 6.5.c6 = (8−λ )c4

...
...

xk : (k +2)(k +1)ck+2 = (2k−λ )ck
...

...

(0.20)
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No šejienes seko, ka rindas (0.18) visi koeficienti ar nepāra indeksiem ir vienādi ar nulli:
c2n+1 = 0, n = 1,2, .... Sareizinot vienādı̄bas (0.20), kas atbilst x pāra pakāpēm, iegūstam, ka

(2n)!c2n =
n−1

∏
k=0

(4k−λ ), n = 1,2, ....

Tātad

u1(x) = 1+
+∞

∑
n=1

x2n

(2n)!

n−1

∏
k=0

(4k−λ ), x ∈ (−∞,+∞). (0.21)

Lı̄dzı̄gi no (0.15) atrod, ka

u2(x) = x+
+∞

∑
n=1

x2n+1

(2n+1)!

n−1

∏
k=0

(4k +2−λ ), x ∈ (−∞,+∞). (0.22)

Lı̄dz ar to Ermita DV (0.17) vispārı̄gais atrisinājums ir

u(x) = C1u1(x)+C2u2(x). H

0.1.3 Besseļa vienādojuma atrisināšana

Lineāra homogēna otrās kārtas DV atrisināšana regulāra singulārā punkta apkārtnē notiek pēc
shēmas, kas šajā gadı̄jumā ir lı̄dzı̄ga visiem šāda tipa vienādojumiem. Tādēļ sı̄kāk analizēsim
Besseļa vienādojuma

x2u′′ + xu′ +(x2 −ν2)u = 0 (0.23)

atrisināšanu regulāra singulārā punkta x = 0 apkārtnē. Besseļa funkcijas jeb DV (0.23) atrisinājumi
ir vienas no lietojumos vissvarı̄gākajām speciālajām funkcijām ar vairāk nekā 100 gadu vecu
intensı̄vu pētı̄šanas vēsturi.

Pēc teorēmas 12.2 DV (0.23) atrisinājumu meklē kā rindas

u = xµ
+∞

∑
k=0

ckxk, c0 6= 0 (0.24)

summu. Vēl neatrodot µ un koeficientus ck, jau varam apgalvot, ka rinda (0.24) konverǧē
visiem x, jo vienādojumam (0.23) ir tikai divi singulāri punkti x = 0 un x = ∞ (?±). Tādēļ
attālums no punkta x = 0 lı̄dz tuvākajam singulārajam punktam, t.i. x = ∞, ir +∞. Ievietojot
(0.24) DV (0.23) iegūst

x2u′′ =
+∞

∑
k=0

(k + µ)(k + µ −1)ckxk+µ ,

xu′ =
+∞

∑
k=0

(k + µ)ckxk+µ ,

(x2 −ν2)u =
+∞

∑
k=0

(x2 −ν2)ckxk+µ .
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Iegūtās trı̄s vienādı̄bas saskaitām un pielı̄dzinām koeficientus pie vienādām x pakāpēm. Mazākā
pakāpe ir xµ . Koeficients pie tās ir

[µ(µ −1)+ µ −ν2]c0 = 0.

Tā kā c0 6= 0, tad µ =±ν . Lı̄dz ar to skaitlim µ var būt tikai divas vērtı̄bas µ1 = ν un µ2 =−ν .
Pielı̄dzinot koeficientus pie nākamās xµ+1 pakāpes, iegūst

[(µ +1)2 −ν2]c1 = 0. (0.25)

Tā kā µ = ±ν ir jau noteikts, tad c1 = 0. Lı̄dzı̄gi izsecinām, ka arı̄ visi pārējie koeficienti ck
ar nepāra indeksiem ir vienādi ar nulli:

0 = c1 = c3 = ... = c2n+1 = ... (0.26)

Salı̄dzinot koeficientus pie xµ+2n, n = 1,2, ..., atrodam

c2n =
c2n−2

(µ +2n−ν)(µ +2n−ν)
, n = 1,2, ... (0.27)

Ievietojot izteiksmē 0.27 µ = ν iegūst vienādojumu sistēmu

c2 = − c0
4.1.(ν+1)

c4 = − c2
4.2.(ν+2)

c6 = − c4
4.3.(ν+2)

...
c2n = − c2n−2

4n(ν+n) .

(0.28)

Sareizinot vienādı̄bas (0.28) un saı̄sinot vienādos reizinātājus iegūtās vienādı̄bas abās pusēs,
atrod

c2n =
(−1)nc0

4nn!

n

∏
k=1

1
ν + k

=
(−1)nΓ(ν +1)c0

4nn!Γ(ν +n+1)
, (0.29)

kur Γ ir Eilera gamma funkcija

Γ(x) =
ˆ +∞

0
e−ttx−1dt.

Ja x vietā ir kompleksais mainı̄gais z, tad Γ(z) nozı̄mē Γ(x) analı̄tisko turpinājumu no x > 0
kompleksā z plaknē. Konstante c0 6= 0 formulā (0.29) ir patvaļı̄ga. Saskaņā ar vispasaules
standartizāciju pieņem, ka

c0 =
1

2νΓ(ν +1)
.

Tādējādi DV (0.23) atrisinājums ir tā saucamā Besseļa funkcija

Jν(x) =
+∞

∑
k=0

(−1)k ( x
2

)2k+ν

k!Γ(k +ν +1)
. (0.30)
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Izraugoties formulā (0.27) µ = −ν un atkārtojot spriedumus lı̄dzı̄gi iepriekšējiem, iegūst

J−ν(x) =
+∞

∑
k=0

(−1)k ( x
2

)2k−ν

k!Γ(k−ν +1)
. (0.31)

Var parādı̄t, ka gadı̄jumā, kad x un ν formulās (0.30) un (0.31) ir kompleksi lielumi, tad
1) abas rindas konverǧē visiem x un ν ;
2) ja ν nav vesels skaitlis, ar (0.30) un (0.31) ir definēti DV (0.23) lineāri neatkarı̄gi atrisinājumi;
3) ja ν = n ir vesels skailis, tad

J−n(z) = (−1)nJn(z). (0.32)

Tātad Jν(z) un J−ν(z) ir lineāri neatkarı̄gi atrisinājumi tad un tikai tad, ja ν nav vesels skaitlis.
Lai varētu izveidot DV (0.23) vispārı̄go atrisinājumu visiem ν (tai skaitā arı̄ veseliem ν),

definē 2.veida cilindrisko funkciju jeb Neimaņa funkciju

Yν(z) :=
Jν(z)cosπν − J−ν(z)

sinπν
, (0.33)

ja νnav vesels, un
Yn(z) := lim

ν→n
Yν(z), (0.34)

ja ν = n ir vesels skaitlis.
Ja ν 6= n un z = x, ar (0.33) ir definēts DV (0.23) atrisinājums (kā divu atrisinājumu Jν un

J−ν lineāra kombinācija). Ja ν = n, robežu (0.34) atrod lietojot Lopitāla kārtulu. Lopitāla
kārtulas lietošanu pamato tas, ka rindas (0.30) un (0.31) konverǧē visiem ν un x. Neimaņa
funkcijas Yn izteiksmi atklāti neizrakstām, jo tā ir diezgan gara. Nav grūti pierādı̄t, ka:

1) Yn(x) ir DV (0.23) atrisinājums, ja ν = n;
2) Yn ir lineāri neatkarı̄gs ar Jn un J−n.
Tādejādi

u(x) = C1Jν(x)+C2Yν(x) (0.35)

ir DV (0.23) vispārı̄gais atrisinājums visiem x un ν .
Piezı̄me 1. Neimaņa funkcijas definı̄cija nav vienı̄gā iespēja kā definēt DV (0.23) par-

tikulāro atrisinājumu, kas ir lineāri neatkarı̄gs ar Jn(x). Lı̄dz pagājušā gadsimta vidum bija
sastopamas lı̄dzı̄gas, tomēr nedaudz atšķirı̄gas definı̄cijas. Tagad gan parasti lieto tikai (0.33),
jo tika konstatēts, ka 3. veida cilindriskajām funkcijām jeb Hankeļa funkcijām

H(1)
ν (z) = Jν(z)+ iYν(z), H(2)

ν (z) = Jν(z)− iYν(z), (0.36)

kur Yν(z) definēta ar (0.33), ı̄pašı̄bas ir ļoti lı̄dzı̄gas ar Eilera formulām

exp(±iz) = cosz+ isinz. (0.37)

Tas dod iespēju Jν(z) un Yν(z) vairākas svarı̄gas ı̄pašı̄bas (piemēram, nuļļu sadalı̄jumu) vienkāršāk
iegūt no Hankeļa funkciju ı̄pašı̄bām.
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Piezı̄me 2. Otru DV (0.23) partikulāro atrisinājumu u2(x), kas ir lineāri neatkarı̄gs ar
u1(x) = Jn(x), var iegūt arı̄ izmantojot to, ka Vronska determinants Besseļa DV ir

W (x) =
∣∣∣∣ u1(x) u2(x)

u′1(x) u′2(x)

∣∣∣∣ =
C
x
.

Piezı̄me 3. Besseļa funkcija Jν(x) ir viena no sarežǧı̄tākajām speciālajām funkcijām. Tā ir
elementāra tad un tikai tad, ja ν = n+ 1

2 , kur n ir vesels skaitls. Besseļa funkciju grafiki katram
ν ≥ 0 apraksta uz 0 dziestošas svārstı̄bas, kad x → +∞. Tieši ar šādām svārstı̄bām visbiežāk
jāsastopas praksē.
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