1 Otras kartas linearo DV ar konstantiem
koeficientiem pielietojumi

13. temats

Mehanisko svarstibu DV. Harmoniskas svarstibas. Brivas rimstoSas svarstibas. Uzspiestas
nerimstoSas svarstibas. Amplitidu modulacija. Rezonanse. Uzspiestas rimstoSas svarstibas.
Svarstibu procesi elektriskajas kedes. Elektromehaniska analogija.

Apliikosim tuvak otras kartas linearos DV ar konstantiem koeficientiem. Sie DV parasti
paradas aprakstot dazadus svarstibu procesus daba, pieméram, mehaniskas svarstibas, stravas
svarstibas elektriskajas keédes u.c. Tapéc sada veida DV ir svariga loma daudzos praktiskos
pielietojumus.

1.1 Mehanisko svarstibu DV

Sastadisim kustibas (svarstibu) vienadojumu atsvaram ar masu m, pienemot, ka tas ir iekarts
atsper€ ar garumu / un uz to darbojas kaut kads ar€js speks F,, versts vertikala virziena (uz
augsu vai uz leju).

Aplukosim mazas atsvara svarstibas. Atsvara kustibas vienadojumu sastadisim saskana ar
2. Nutona likumu, t.1. ieverojot, ka atsvara masas un kustibas paatrinajuma reizinajums katra
laika momenta ¢ ir vienads ar speku summu, kas darbojas uz So kermeni:

ma :Z?i. )

Ta ka musu gadijjuma atsvara kustiba notiek pa vertikalu taisni, tad vektorialas vienadibas
(1) vietd iegiisim vienu skalaru vienadojumu. So vienadojumu sastadisim attieciba pret nezinimo
funkciju y(¢), t > 0 — atsvara novirz€m no miera stavokla punkta, piepemot, ka y(¢) > 0, ja
novirze ir uz leju, un y(z) < 0, ja — uz augsu (t.i. vérSot y asi uz leju un piepemot , ka y =0
atbilst atsvara miera stavok]a punktam).

Sastadot svarstibu vienadojumu ir pareizi janem vera dazado speku, kas darbojas uz atsvaru,
zimes. Pienemsim, ka visi spéki, kas darbojas virziena uz leju ir ar plus zimi, bet uz augsu —
ar minus zimi. Apliikojama svarstibu procesa uz doto atsvaru darbojas Cetri spéki:

1.Atsvara smaguma spéks

P =mg,

g — gravitacijas paatrinajums. Sis speks vienm@r ir vérsts uz leju ta iespaida atsperes garums /
miera stavokl1 palielinasies par Al.
2.Atsperes elastibas speks

F, = —ko(Al+Yy), ko= const >0, (2)

kas vienmér darbojas ta, lai atgrieztu atsperi izejas stavokli un kas, saskana ar Huka likumu
(Roberts Huks 1635-1703 pirmo reizi publicgja So likumu 1676.g), ir tieSi proporcionals
atsperes garuma / izmainam. Ja Al +y > O atspere ir izstiepta un F, ir versts uz augsu, t.i.
negativa y ass virziena. Ja Al +y < 0 atspere ir saspiesta un F, ir versts uz leju, t.i. pozitiva



y ass virziena. Seit konstante k, ir atkariga no atsperes materiala un tiek saukta par atsperes
elastibas koeficientu.
Miera stavoklt
|Fo| = |—keAl| = k,Al = P. (3)

No Sejienes, zinot atsvara svaru P un izme@rot atsperes miera stavokla pagarinajumu Al, var
izrekinat koeficientu

P
ke = —.
Al
3.Vides pretestibas spéks
d
F, = —k,,d—f, k, = const > 0, 4)

kur§, ka no eksperimentiem ir zinams, ir proporcionals kustibas atrumam un ir versts preteji
tas virzienam. Tas ir negativs, ja atsvars kustas uz leju, tad y aug un tatad % > 0, — pozitivs,

ja atsvars kustas uz augsu, tad y dilst un tatad % < 0.

4.Argjais speks — perturbacijas speks jeb uzspiedéjspeks F, = F(t), kur§ iedarbojas uz
atsvaru y ass pozitiva vai negativa virziena, atkariba no funkcijas F(¢) zimes.

Lidz ar to, saskana ar Nutona likumu (1), formulam (3), (4) un (2), aplukojamo svarstibu
procesu apraksta vienadojums
d’y dy dy
5= P+F,+F,+F,=P—k.(Al+y) —ka +F, = —key—ka +F,,
ti. péc parveidoSanas normalforma, otras kartas linears nehomogéns DV ar konstantiem
nenegativiem koeficientiem

m

oy Koy o (5)
m m m
Piezime 1. Otrais Nutona likums un rezult€josa speka F reprezentacija ka 4 speku summa
butiba ir §1 svarstibu procesa fizikalais modelis, kura par€jos spekus neievero; atrumi ir mazi,
salidzinot ar gaismas atrumu, ka rezultata m = const, u.c.
Piezime 2. Speku P, F,, F}, un F, izteikSana ar y(¢) palidzibu un ievietoSana vienadiba (1)
veido procesa matematisko modeli — DV (5).
Iegustot DV (5), tika pielautas vairakas neprecizitates:
1) Isteniba elastibas speka F, atkariba no atsperes garuma izmainam A/ 4y var nebit lineara.
2) Pretestibas speka atkariba no kustibas atruma var but sarezgitaka neka formula (4).
3) Netika nemta vera atsperes masa.
Tomeér ka parada eksperimenti iegiitais DV (5) pietiekami precizi apraksta aplikojamo
svarstibu procesu.
Argjais speks F,, kas var darboties uz atsvaru, praktiski svarigakajos gadijumos parasti ir
periodisks. Konkrétibas de] talak visur pienemsim, ka tas ir forma

F, = Fycos pt, (6)

kur Fy, p —pozitivas konstantes, Fy — ar€ja speka svarstibu amplitiida, p — svarstibu cirkulara
jeb lenkiska frekvence (svarstibu skaits 27 laika vienibas).



Talak, integréjot DV (5) un analiz€jot ta atrisinajumus, ir €rti lietot apzime&jumus

k

k K
Lou, C=a? = ()
m m m
parrakstot to izskata
V' +2uy + 0’y = hcos pt. (8)

Ka zinams DV (8) visparigais atrisinajums satur divas patvaligas konstantes, tapéc, lai
varétu pétit konkrétu svarstibu procesu, ir jabut zinamiem atsvara sakuma stavoklim yp = y(#y)
un sakuma atrumam vy = y'(f) kaut kada laika momenta 7.

Aplukosim atseviski Cetrus iesp€jamos gadijumus.

1.2 Harmoniskas svarstibas

1.gadijums Ar&ja speka nav un vides pretestiba ir nieciga.
Saja gadfjuma i = p = 0 un DV (8) parveidojas par

V' + o’y =0. 9)
Tas ir linears homogéns DV ar konstantiem koeficientiem, kura raksturigam vienadojumam
s+ w*=0. (10)
ir divas tiri imaginaras saknes s » = i@ un kura visparigais atrisinajums tapec ir
y = Cjcos Wt + C, sin wt,

C1,C, — patvaligas konstantes.
Konstans$u Cy,Cyvieta ievedot ar vienadibam C; = asin ¢,C, = acos ¢ divas citas — a, @,
DV (9) visparigo atrisinajumu (10) var pierakstit forma

y = asin(@t + @). (11)

Saja pieraksta ir redzams, ka atbilstoais svarstibu process ir periodisks ar periodu 7 = %”

¥ Harmoniskas =s=wvarstibas




Svarstibu amplitida a (atsvara lielaka novirze no miera stavok]a punkta) un svarstibu peri-
odam T apgrieztais lielums — svarstibu frekvence

v = l _0 L ]2 (12)
T 2n 2V m
Seit ir konstanti lielumi (laika nemainas). Sadas svarstibas sauc par harmoniskam vai brivam
nerimstosam svarstibam. Svarstibu frekvence v, atSkiriba no svarstibu amplitidas a un fazu
nobides @, nav atkariga no sakuma nosacijumiem. Ta ir raksturiga pasai sist€mai (to nosaka,
ka redzams no formulas (12), atsperes cietiba un atsvara masa).

Zinot atsvara sakuma stavokli yg un sakuma atrumu vy = y6 kaut kada laika momenta #,
viegli var aprékinat atbilstoSo svarstibu amplitiidu a un fazu nobidi ¢. Tiesam, no (11) seko,
ka

¥(t0) = asin(wio + @) = yo,

y/(l‘o) = a(DCOS(COtO + (p) =1y. (13)

Dalot otro no vienadibam (13) ar @, péc tam abas vienadibas celot kvadrata un saskaitot,
atrodam

a= 3+ ()" (14)

Savukart dalot pirmo vienadibu ar otro, atrodam 7g( o + ¢) = (‘:—(y)o un

0]
® = — Wi —l—arctgﬁ. (15)
VO
Tadejadi

2
=1/y3 V—O) sin[@(f — 1 1g 20
y yo+(w info (s — o) +arctg=_ 7.

1.3 Brivas rimstosas svarstibas
2.gadijums Argja speka nav. Vides pretestiba ir biitiska, u > 0.
Saja gadijuma DV (8) ir izskata
Y’ +2uy + 0y =0. (16)
Tas ir linears homogéns DV ar konstantiem koeficientiem. Atbilstosa raksturiga vienadojuma
2 2 _
s“+2us+ o =0 (17)

saknes ir 515 = — i + 1/p? — @?2.Seit iespgjami sekojosi tris apakigadijumi:
L.u> o.
Tad raksturiga vienadojuma (16) abas saknes ir realas un negativas. DV (16) visparigais
atrisinajums ir
y=CrelTHtV o N G eV e (18)



Atsvara kustiba notiek péc dilstoSa eksponenciala likuma: y — 0, kad ¢t — +oo. Vides pretestiba
ir tik liela, ka pie jebkuriem sakuma nosacijumiem kustiba tiek strauji nobremzeta un nekadu
svarstibu nav.
2.0 = .
Tad raksturigam vienadojumam(17) ir negativa divkarSa sakne s = — un DV (16) visparigais
atrisinajums ir forma
y=(C1+Cat)e ™. (19)

Ta ka jebkuram p > O reizinajums ze *’ — 0, kad t — +-oo, tad atsvara kustiba pie jebkuriem
sakuma nosacijumiem tiek atkal strauji nobremzeta un nekadu svarstibu nav, kaut ari, ja
sakuma nosacijumi ir tadi, ka % < 0, atsvars vienu reizi iziet caur miera stavok]a punktu.
3.u<o.
Tad raksturiga vienadojuma saknes ir kompleksas ;> = —u £iy/®? — p?, un DV (16)
visparigais atrisinajums ir

y=e M (Cicos®t + Cysin®t) = ae " sin(@t + @), @ =1/ @0?—pu?. (20)

Analogiski ka gadijuma, kad u = 0, arT Seit pie jebkuriem sakuma nosacijumiem atsvars
svarstas. Tikai svarstibas vairs nav harmoniskas, bet ir dziestoSas — brivas rimstoSas, jo
svarstibu amplitida ae " — 0, kad t — +oo.
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Kustiba nav ari periodiska, jo reizinatajs e formula (20) nav periodiska funkcija. Lielumu
T = %’T sauc par pseidoperiodu. Tas ir periods tikai stnusam.

1.4 Uzspiestas nerimstosas svarstibas.
3.gadijums Uz atsvaru darbojas periodisks ar&jais spe€ks (6). Vides pretestiba ir nieciga p ~ 0.
Saja gadijuma DV (8) parveidojas par
Y+ 0%y = hcos pt. (21)

Tas ir linears nehomogens DV. Ta visparigais atrisinajums ir vienads ar jebkura ta partikulara
atrisinajuma y,un atbilstoSa homogéna DV (9)vispariga atrisinajuma (11) summu

y=asin(@t+ @) +y,. (22)



Nemot vera dota DV labas puses specifisko formu, partikularo atrisinajmu y,mekl€jam saskana
ar teorému 11.2. lesp€jami divi gadijumi:

a) p # - uzspiesto svarstibu frekvence nesakrit ar passvarstibu frekvenci.

Tad ip # i® un skaitlis ip nav DV (9) raksturiga vienadojuma sakne. Lidz ar to DV (21)
saskana ar teorému 11.2 eksiste partikularais atrisinajums forma

yp =Acos pt + Bsin pt, (23)

kur konstantes A un B var noteikt ar nenoteikto koeficientu metodi.
Ievietojot izteiksmi (23) DV (14), iegiistam

(®* — p?)(Acos pt + Bsin pt) = hcos pt,

no kurienes atrodam, ka
A=———, B=0.
w2 —p?’

Tadgjadi DV (21) visparigais atrisinajums ir
. h
y= asm((x)t—}-(p) +a)2—_p2COSpt. (24)

Ka redzams no (24), atsvara kustiba Saja gadijuma ir divu svarstibu summa (superpozicija).
Pirmais saskaitamais atbilst atsvara paSsvarstibam (harmoniskam svarstibam), bet otrais —
uzspiestam, aréja speka raditam svarstibam. Ari tas ir harmoniskas svarstibas, tikai ar pe-
riodu 7' = 27”. Ja p maz atSkiras no w, tad uzspiesto svarstibu amplitiida ir Joti liela.

Ja ir dot1 sakuma nosacijumi — atsvara sakuma stavoklis yp un sakuma atrums vo kaut
kada laika momenta #(, tad analogiski ka harmonisko svarstibu gadijuma, atrodam petamajam
svarstibu procesam atbilstoSas konstanSu a un @ vertibas formula (24):

h
h vo\ 2 o(yo— wz‘_pz)
a= \/(yo P ) 2)2 + (5) , @ =—mn —|—arctg—v0 . (25)

Actimredzot, formulas (14) un (15) seko no (25), ja h = 0, t.i., ja ar€ja speka nav.
Interesantas svarstibas rodas, ja yo = vo = 0.

Tad, nemot 7y = 0, no (25) ieglstam a = sz—pZ , = —%, kad ® > p, un a = —#
, Q= % kad @ < p. Abos gadijumos atbilstoSais DV (21) atrisinajums (24) ir pierakstams
forma . o
— _ . W—p | . O+p
y= wz—_pz(cospt —cost) = preg sin ———1 | sin ——. (26)

Seit izteiksmi kvadratiekavas var uzskatit par svarstibu sin wTﬂ’t amplitidu, kas ar1 svarstas.

Ja starpiba |@ — p|ir maza, tad sin wTert svarstas daudz atrak par sin %t. Sada svarstibu am-
plitadas periodiska maina paradas, pieméram, akustika, kad divi kamertoni ar tuvu frekvenci
tiek atskanoti vienlaicigi (paSsvarstibas un uzspiestas svarstibas). Amplitudas periodiska maina
ir dzirdama pat ar "neapbrunotu" ausi.

Elektronika amplitiidas variacijas laika tiek sauktas par amplitiidas moduldcijam.
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b) p = w — uzspiesto svarstibu frekvence sakrit ar pasSsvarstibu frekvenci.

Tad skaitlis ip ir DV (9) raksturiga vienadojuma vienkarSa sakne: ip = i® un DV (21)
partikularais atrisinajums ir jameklé forma

yp =t(Acos ©f + Bsinot), 27)

kurA un B pagaidam nezinamas konstantes. Ievietojot izteiksmi (27) DV (21), iegtistam

¥y + @%y, = 20(—Asin @t + Bcos ©t) = @cos ot,

no kurienes seko, ka

h
A=0, B=_—.
’ 20
Tadejadi DV (21) visparigais atrisinajums ir
. ht .
y:asm(a)t+(p)+%sma)t. (28)

Atsvara kustiba atkal ir paSsvarstibu un uzspiesto svarstibu superpozicija. Uzspiesto svarstibu
amplitida aug proporcionali laikam ¢. Sadu situaciju sauc par rezonansi. Atspere var tikt
salauzta.

¥F Fezsonan=s




1.5 Uzspiestas rimstosas svarstibas

4.gadijums Uz atsvaru darbojas periodisks ar€jais speks (6). Vides pretestiba ir butiska, y > 0.
Saja gadijuma svarstibu procesu apraksta nehomogénais DV (8):
V' 421y + w?y = hcos pt.
Ta visparigais atrisinajums ir vienads ar jebkura ta partikulara atrisinajuma y,un atbilstosa
homogena DV (16) vispariga atrisinajuma summu. AtbilstoSa homogeéna DV (16) atrisinajumi
tika izanalizeti paragrafa 1.3. Visos iesp€jamos gadijumos tie dzisa, t.i. kustiba vides pretestibas
de] tika nobremzeta.

Aplukosim ka izturas DV (8) partikularais atrisinajums y,. Ta ka skaitlis ip nav raksturiga
vienadojuma (17) sakne, tad saskana ar teorému 11.2, atrisinajumu y,mekl€jam forma

yp = Acos pt + Bsin pt (29)
ar neoteiktiem koeficientiem A un B. levietojot izteiksmi DV (7), atrodam
yp 20y, + 0y, =
= (w* — p?)(Acos pt + Bsin pt) 4+ 211 p(—Asin pt + Bcos pt) = hcos pt,
no kurienes A un B noteikSanai iegiistam linearu algebrisku vienadojumu sist€ému
(®*—p*)A+2upB=h
{—2upA+(w2—p2)B:0. G0

2

Ta ka u > 0, tad sistémas (30) determinants A = (®> — p?)? +4u’p? # 0 un saskana ar

Kramera formulam

1 h(®? — p? 1| 0?—p? 2uph
AL 2up | M@T=pT) g 1o -pt bl 2uph g
A0 o-—p A Al —2up 0 A
Lidz ar to DV (8) partikularais atrisinajums ir
h(®?* — p? 2uph h
yp:—( 3 P )cospt—l——uAp sinpt:—\/zsin(pt—ké’),
ja apzimé
2_ 2 2_ 2
w"—p . 2up w°—p
=sind, —= =cosd, O =arctg ,
VA VA 2up

ko drikst, jo

((02 —p2)2—|—4,u2p2 B
X =

Tadejadi DV(8) visparigais atrisinajums $aja gadijuma ir

sin? & + cos2 & = 1.

h
y=Y+——=sin(pt+9),

VA

kur ¥ ir DV (8) atbilstoSa homogéna DV visparigais atrisinajums. Atsvara kustiba pie je-
bkuriem sakuma nosacijumiem ir divu svarstibu — pasSsvarstibu un uzspiesto svarstibu super-
pozicija. PasSsvarstibas ar laiku izzud, un paliek tikai uzspiestas svarstibas, kuras rada ar€jais
speks.



1.6 Svarstibu procesi elektriskajas kedes

DV (5) apraksta ne tikai mehaniskas svarstibas, bet ari citus svarstibu procesus daba, pieméram,
elektriskajas kedes.

Aplukosim elektrisko ké&di, kas sastav no pretestibas R, kapacitates C, induktivitates L un
kurai ir pieslégts elektrodzingjspeks, kas laika mainas péc zinama likuma E = E(¢).

4 L

3
o e

Pétisim, ka mainas stravas stiprums / = I(¢) kédé atkariba no laika t. Apzimésim ar U},,U3
un U4 sprieguma kritumus atbilstoSajos keédes posmos uz R, C un L. Saskana ar otro Kirhhofa
likumu

Ui+ U3+ Uz = E(1). (32)

No elementarajiem elektribas likumiem seko, ka

1 [ dI(t
U12:I(l‘)R, U23:E/I(t)dt, U34:L%.
0

Ievietojot $is vertibas vienadiba (32), atrodam

[ dl(t
I(t)R+ —/ I(t)dt +LL =E(t). (33)
C 0 dt
Atvasinot identitates (33) abas puses péc ¢ un dalot ar L, iegiistam otras kartas linearu DV ar
konstantiem koeficientiem R 1
r+—I'+—I=E'(t 34
t.1. tada paSa veida DV ka mehanisko svarstibu DV (5). DV (34) un (5) sakrit, ja

R_k 1k FO
L m’ LC m m
No Sejienes seko, ka katrai svarstoSai mehaniskai sistémai var atrast atbilstoSo elektrisko
konttru un pétit to dotas sist€émas vieta. So 1pasSibu sauc par elektromehanisko analogiju.



