1 DV sistemas

1.1 Pirmas kartas DV sistemas

14. temats

Pirmas kartas DV sistémas un to normalveids. Augstakas kartas DV redukcija uz DV
normalu sistému. DV normalas sistémas visparigais un partikularais atrisinajums, vektorialais
pieraksts. Kosi probléma un tas atrisinajuma eksistences un unitates pietickamie nosacijumi.
DV normlo sisteému atrisinaSanas pamatmetodes: izslégSanas metode un integréjamo kom-
binaciju metode. Piemeri.

1.1.1 DV sistemas un to normalveids

Lidz $im mes aplikojam DV ar vienu nezinamo funkciju. Tomér praksé nereti jasastopas
ar situaciju, kura aplikojamo paradibu matematiskais modelis ir DV sistéma ar vairakam
nezinamam funkcijam.

Piemers 14.1. Materiala punkta M kustibu tris dimensiju telpa saskanpa ar otro Nutona
likumu nosaka vektoriala vienadiba

_)—>

md = F = (F,F,,F,). (1.1)

—_—
Speks F vispariga gadijuma var biit mainigo laika ¢, punkta M koordinatu x, y,z un atruma v’
. I 2 dly 2 o
komponentu %,%,% funkcija, bet punkta M paatrinajums — @ = (%, i%, %) . Tadgjadi
vektoriala vienadiba (1.1) ir ekvivalenta ar DV sistemu:
4’ dx dy d
mdéc = F (taxvy,za d);v df? d?)
d dx dy d
md;_F(t7x7y7Z7 d); di}ad?) (12)
d’ dx dy d
mdtzz = F'Z(taxayaza d)[c’ di)a d?)
Piemers 14.2. Lotka — Volterro modeli plésonu — upuru skaita dinamiku apraksta DV

sist€éma (u — upuru skaits, p — plésonu skaits):
du
=(a—0>b
& (a=bp)u (1.3)
dar = (_ K+ '}/I/t) P,

kur a, b, k, Y- konstantes.
Definicija 14.1. DV sistému

i ! -1 ! -1 ! m—1 . ES
y,(n) :E(X7Y1>y17-~->y(1nl )ay27y27"'7ygn2 )7"'7yI11;ym7 7y7(7’l1 ))7 1= 17m7 (14)
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kur n;— naturali skait]i, sauc par DV sistému kanoniska forma.
Teorema 14.1. Katru DV sistéemu kanoniska forma, pielietojot jaunas nezinamas funkcijas,
var parveidot par DV sistému normalforma

dyi

E:fi(xvylvy%'-'?yn)a lzl,_l’l (L.5)
A Paradisim, ka par DV sisttmu normalforma (1.5) var parveidot vienu augstakas kartas
DV
W =F(xy,), "), (1.6)
Ja pielieto substitiicijas y~1) = y;, i = T, n, kur y ,¥2, -+, Yn it jaunas nezinamas funkcijas,
tad, ieverojot identitati y(x) = y; (x) un vienadibas dy;;w = %, i = 1,n, ieglist DV sistému
d
(L =y,
dyy _
=Y
: (1.7)
dyn—l
ddx —Jn
\% = F(xvylay27"';yn)7

kas tikai ar apzim&jumiem atSkiras no (1.5).
Vispariga gadijuma (1.4) reduc€jas uz (1.5) analogi. ¥

1.1.2 Kosi problema

Sistémai (1.5), kuras atrisinajumam jeb vektorfunkcijai y (x) = (1 (x),y2(x), ..., ya(x)) visparigi
nav unitates, papildus uzdod sakuma nosacijumus

YVilxex, = Yi(x0) =yio, i=1,n, (1.8)

kur xp un yjo - dotie skait]i.

Uzdevumu atrast (1.5) atrisinajumu, kas apmierina sakuma nosacijumus (1.8), sauc par DV
sistemas (1.5) Kost problemu.

Teorema 14.2. Ja DV sistéma funkcijas f; un 37{;5, i, j = 1,nir nepartrauktas n+ 1 dimensiju
telpas punkta (xo,y10,¥20,---,¥n0), tad atradisies tada punkta xo apkartne (xo — h, xo + 1), kura
Kos1 problemai (1.5)+(1.8) eksisté viens vienigs atrisinajums.

Piezime 14.1. Teoréma 14.2 dod tikai pietiekamos nosacijumus Kos1 problémas atrisinajuma
lokalai eksistencei un unitatei, bet Sie nosacijumi nav nepiecieSami.

Pielietojot vektoru apzim&jumus

H

Z): (y17y2,---7yn)7

f (x77) = (fl(x7y17y27"'7yn)7 fl(x7y17y27"'7yn)7"'7f1 (x7y17y27“'7yn)>7 (19)
V0= (710,205 -5 Yn0)5
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Kos1 problemu (1.5) + (1.8) var parrakstit vienkarSaka - vektoriala forma,

d7 7/ — — —
ke FOY) Ve = Yo (1.10)

kas ir lidziga vienas funkcijas pirmas kartas DV Ko$1 probléemai. Miisdienu matematiskaja
literatiira Kosi problémai (1.5) + (1.8) lieto ar1 vél vienkarsaku pierakstu:

dy

T (%,%),  Ylx=x, = Yo, (1.11)

kurxe I CR;y,yo e R"; f: IxR" — R".

Pieraksta (1.11) lidzibai Kos1 problemam vienam pirmas kartas DV nav nejauss raksturs. Uz
§ts lidzibas pamata var veidot DV sistemu Kos1 problemu tuvinatas skaitliskas atrisinaSanas
metodes. Galvenas atSkiribas no vienas funkcijas pirmas kartas DV skaitliskajam metodem
Seit ir sekojoSas. Ja realiz€jot skaitlisko metodi vienam pirmas karta DV darbibas ir jaizpilda
ar skait]iem, tad DV sistémam (1.5) attiecigas darbibas ir javeic ar matricam (vai vektoriem).

1.1.3 DV sistemu atrisinasanas analitiskas metodes

Aplukosim divas DV sist€émas (1.5) analitiskas atrisinaSanas metodes.

1.Izslegsanas metode. Ta butiba ir metode, kura no sist€émas (1.5) atgriezas pie viena n-tas
kartas DV. No sistémas (1.5) vienadojumiem un vienadojumiem, kas rodas atvasinot sist€mas
(1.5) vienadojumus censas izslégt visas nezinamas funkcijas, izpemot vienu, attieciba pret
kuru iegust vienu augstakas kartas DV — sisteémas (1.5) rezolventi. Ja ieguto augstakas kartas
DV izdodas atrisinat, tad par€jas dotas sisttmas nezinamas funkcijas var atrast ar darbibam,
kas vairs nesatur integréSanu. Aplukosim dazus piemeérus.

Piemers 14.3. Atrisinat DV sistemu
dx dy
a0 A

A Atvasinot pirmo dotas sist€émas vienadojumu péc ¢, iegustam
d’x _dy
2 dt
No Sejienes, nemot véra dotas sist€émas otro vienadojumu, iegiistam atieciba pret nezinamo

funkciju x otras kartas linearu homogénu DV ar konstantiem koeficientiem (dotas sist€mas
rezolventi attieciba pret x)

d*x

— +x=0.

dr?
Ta visparigais atrisinajums ir x = Cjcost + C;sint. No dotas sisttmas pirma vienadojuma
seko, kay= % = —Cjsint 4+ Cy cost. Lidz ar to, ka viegli parbaudit, dotas sist€mas visparigais

atrisinajums ir
x = Cjcost+ Cysint
y=—C;sint+Cycost V¥
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Piemers 14.4. Atrisinat DV sistemu

dx dy

= t, —= :
dt =y+x-+t, Ut y+x

A Meginasim Soreiz iegut dotas sist€mas rezolventi, pieméram, attieciba pret nezinamo
funkciju y. Atvasinot tade] dotas sist€mas otro vienadojumu péc ¢, iegistam

dzy dy dy dx dx
i dt  dt’
Ievietojot Saja vienadojuma ‘ZI’; vieta izteiksmi no dotas sist€mas pirma vienadojuma, atrodam
d’y _dy
X+t.
a4 YT

Izsakot un ievietojot Seit x = % —y no dotas sisteémas otra vienadojuma, iegiistam attieciba
pret nezinamo funkciju y otras kartas linearu nehomogénu DV ar konstantiem koeficientiem
(dotas sistemas rezolventi attieciba pret y)

d’y ,dy _
2 “dr

P . 2 _ L o
Tegiita DV visparigais atrisinjums ir y = Cje? +C, — %. Lidz ar to dotas sistemas visparigais
atrisinajums ir
d 2_1—1
x:d—f—y:CleZt G+ ==
y = CleZI +C)— 1 +l‘ v

Piezime 14.2. Praktiski izslégSanas metodi lieto tikai Joti vienkarSam DV sistémam taja
gadijuma, ja péc izslégsanas iegiitais DV viegli integréjas.

2.Integrejamo kombindaciju metode. So metodi sauc ari par mainigo atdali$anas metodi.

Saja metodé DV sistému (1.5) parasti parraksta simetriska forma

dy - dy 9w dx (1.12)

fl('x7y17"'7yn) _f2(x7y17"'7yn) fn(x7y17"'7yl’l) 1

Katru vienadibu izteiksmé (1.12) var aplukot ka proporciju starp Cetriem lielumiem un Iidz ar
to var izmantot proporciju 1pasibas, pieméram, no

a c a a+Ac
b d T TPy v
u.c. Izmantojot $1s proporciju 1paSibas, no vienadibam (1.12) var izveidot dazadas integréjamas
kombinacijas, kas biitiba ir pirmas kartas DV simetriska forma attieciba pret funkcijam, kuras
noteikta veida ir saistitas ar (x,yi,...,y,). Atrisinot $o pirmas kartas DV un ta atrisinagjumu
pierakstot forma
Dy (x,y1,y2,--¥n) = Ci, (1.13)
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viegli parliecinaties, ka (1.13) ir DV sistémas (1.5) integralis. To sauc par DV sistémas (1.5)
pirmintegrali.
Ja ir atrasti n DV sist€mas (1.5) pirmintegrali

D;(x,y1,...,yn) =Ci, i=1,n, (1.14)
tadi, ka to Jakobi determinants
99, 9% . 9P
dyr Iy Iyn
0P 0P 0P
D(¢]7¢27-.-7¢ﬂ) - W]z W; o &y,,z #0 (1 15)
D(y1,Y2,-+Yn) Lo ’
9%, 9Py .. 9Py
dy; Iy yn

tad, ka zinams no matematiskas analizes kursa, algebrisko vienadojumu sistemu (1.14) var
atrisinat attieciba pret nezinamiem yy, y2,...,V, atrodot tada veida DV sistémas (1.5) visparigo
atrisinajumu

yi:(Pi(x,C1C2,...,Cn), i=1,n. (1.16)
Diemzel, arT So metodi praksé izdodas pielietot tikai saméra reti galvenokart sekojosu divu
iemeslu de]

e ne vienmér izdodas atrast n neatkarigus pirmintegralus(1.14),t.i. daZreiz izdodas atrast
tikai dazus DV sistemas (1.5) pirmintegralus;

e zinot n pirmintegralus, ne vienmeér viegli var atrisinat sistemu (1.14) attieciba pret nezinamam
funkcijam yq, y2,...,Vn.

Piemers 14.5. Meklesim pirmintegralus Lotka — Voltérra DV sisteémai (1.3).
Paarrakstot to simetriska forma, iegiist

du B dp B ﬂ
(@—bpu  (—x+ywp 1 (17

No pirmas vienadibas atrodam integréjamo kombinaciju — pirmas kartas DV simetriska forma
attieciba pret mainigiem u un p:

(—k+7yu)du (a—bp)dp

= ) (1.18)
u p
kas viegli integréjas. TieSam, integréjot (1.18), ieglistam
alnp+xlnu—yu—bp =InC,
jeb
puexp(—yu—bp) = Cy. (1.19)
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Esam ieguvusi dotas sistemas vienu pirmintegrali. DiemZel otru pirmintegrali, kas ir neatkarigs
ar (1.19) un kuram jasatur art ¢, analitiski atrast neizdodas (!?) . Tomeér no (1.19) var izdarit
dazus secinajumus par pl€sonu un upuru skaita dinamiku.

Piemers 14.6. Lai atrastu speka linijas, ko rada strava ar stiprumu /, plastot pa taisnu vadu
perpendikulari z plaknei, jarisina nelineara DV sist€éma

dx _ _ Ay

dt — x2+y2

dy _  Ax

P (1.20)
dz _

7 =0

kur A ir konstante.
Parrakstot DV sistemu (1.20) simetriska forma
(P +y)dx  (x*+y*)dy dz  dt

B e et (1.21)

bez gritibam atrodam sekojoSas divas integréjamas kombinacijas un tam atbilstoSos pirmintegralus
xdx+ydy=0 = x2+y2 =(.

dz=0 = z=0C.



