0.1 Linearie pirmas kartas DV

6. temats

Linearie pirmas kartas DV. Definicija. Atrisinasanas metodes: integréjosa reizinataja metode,
Lagranza konstantes variacijas metode. Pieméri. Kos1 uzdevums. Lineara nehomogena DV
vispariga atrisinajuma struktiira. Piemeri. Bernulli DV.

0.1.1 Lineara pirmas kartas DV definicija

Definicija 6.1. Pirmas kartas DV sauc par linearu DV, ja tas ir pierakstams forma

Y+ px)y =q(x), (0.1)

kur p(x) un g(x) ir dotas nepartrauktas kaut kada argumenta x mainas intervala / C R funkcijas.
Lineara DV nezinama funkcija y un tas atvasinajums y’ vienmeér ieiet lineari, t.i. locekli, kas
satur y un y’, veido linearu mainigo y, y’ formu.
Funkciju p(x) sauc par DV (0.1) koeficientu, bet g(x) — par brivo locekli. Ja g(x) = 0, tad
DV (0.1) sauc par linearu homogenu DV, preteja gadijuma par linearu nehomogénu DV.
Linearo homogéno DV
Y +p(x)Y =0, 0.2)

kura koeficients p(x) sakrit ar DV (0.1) koeficientu, sauc par nehomogénam DV (0.1) at-
bilstoso homogéno DV. Vienadojumiem (0.1) un (0.2) nav kopigu atrisinajumu. Katrs DV
(0.2) atrisinajums Y parvérS DV (0.1) kreiso pusi par 0, un tatad nevar bt ta atrisinajums.
Savukart katrs DV (0.1) atrisinajums y parveér§ DV (0.2) kreiso pusi par g(x), un tatad nav ta
atrisinajums.

Piezime 6.1. Linearie DV praksé bieZi tiek lietoti, pieméram, lai aprakstitu dazadu populaciju
lielumu izmainas laika. Ja ar x(¢) apzimé populacijas lielumu laika momenta 7, tad linearais
homogenais DV

X(t) = —p(t)x(t)

apraksta situaciju, kura populacijas mainas atrums maza laika intervala ir proporcionals paSas
populacijas lielumam ar proporcionalitates koeficientu — p(¢), kas mainas laika ¢. Ja p(r) > 0,
tad populacija samazinas, ja p(t) < 0 — palielinas.
Nehomogenam DV
X (1) =—p()x(t) +q(t)
populacijas palielinasanos vai samazinaSanos papildus ietekmé "kontroles" funkcija ¢(z).
Aplukosim vispirms linearo homogéno DV (0.2).

0.1.2 Lineara homogena pirmas kartas DV visparigais
atrisinajums

DV (0.2) viegli integréjas ar mainigo atdaliSanas metodi un ta visparigais atrisinajums ir

iegistams ar vienu kvadratiiru.



A TieSam, viens no DV (0.2) atrisinajumiem ir ta saucamais trivialais jeb nulles atrisindjums

Y(x) =0.JaY(x) # 0, tad DV (0.2) var parrakstit forma
dYy
S p(0d
y = —Pldx,

no kurienes seko, ka
In|Y|= —/p(x)dx+C1,

kur C,-patvaliga integracijas konstante. Nemot C = +¢©1, iegistam, ka DV (0.2) visparigais
atrisinajums ir
Y =Ce JPWdx  ccR 0.3)
kur atrisinajumam Y (x) = 0 atbilst vérttba C =0. V¥
Piezime 6.2. Ka redzams no formulas (0.3), DV (0.2) partikularie atrisinajumi atSkiras viens
no otra tikai ar konstantu reizinataju. Tapec, ja ir zinams DV (0.2) kaut kads partikularais
atrisinajums Y (x) # 0, tad ta visparigais atrisinajums ir iegistams bez kvadratiiras un tas ir

Y =CY(x), CEeR. (0.4)

Piemers 6.1. DV Y' — 2% = 0 viens no atrisinajumiem, acimredzot, ir ¥} = x2. Tatad ta
visparigais atrisiajums ir ¥ = Cx?.

0.1.3 Lineara nehomogena pirmas kartas DV integresanas
metodes

Ar1nehomogenais linearais DV (0.1) viegli integréjas, bet ta visparigais atrisinajums ir ieglistams

jau ar divam kvadratiiram. Ir vairakas lineara nehomogéna DV (0.1) integréSanas metodes.

Aplukosim dazas no tam.

0.1.3.1 Integrejosa reizinataja (jeb Eilera) metode

Parrakstisim DV (0.1) diferenciala forma
[p(x)y — g(x)]dx+dy = 0. (0.5)

Piemeéra 5.8. tika paradits, ka vienadojumam (0.5), kas nav eksakts, eksist€ integréjosais
reizinatajs
1 (x) = e P, (0.6)
Lidz ar to DV (0.1) visparigo atrisinajumu var iegut reizinot So DV ar funkciju (0.6) un
metodi.
Tomer vienkar$ak DV (0.1) visparigo atrisinajumu var iegiit sekojosa veida.
A Ar funkciju (0.6) reizina DV (0.1), iegtstot tam ekvivalentu DV
o) PE)dxyy | p(x)ef pdxy, — of Pdx g ()

Y



kuru, ka izradas, 1sak var pierakstit forma
/
<ef P@‘)d’“y) — el Py (y). 0.7)

Integréjot DV (0.7) abas puses péc x un dalot integracijas rezultatu ar el P airodam, ka
DV (0.1) visparigais atrisinajums ir

y= e_fP(X)dx [/efp(X)dxq(X)dx+C:| , C c R v (08)

Piezime 6.3. No formulas (0.8) iegtisanas veida seko, ka ta satur pilnigi visus DV (0.1)
atrisinajumus. Tatad lineariem DV singularie atrisinajumi nav.

Piemers 6.2. Atrisinat DV y' — %y =x*.

A Dotais DV ir linears nehomogéns DV. Ta koeficients un brivais loceklis attiecigi ir p(x) =

—% un g(x) = x*. Atrodam dota DV integr&jofo reizinataju u(x) = el Pdx — o= [ Fdx

2 .. . ! _.
e 2l — p—Inx® _ é Reizinot doto DV ar é, legustam <éy) = éx4 = x*. Integréjot

legutas vienadibas abas puses péc x, atrodam, ka % = f x’dx+C = %3 + C. Tadejadi dota
DV visparigais atrisinajms ir y = %5 +Cx%. v

Piezime 6.4. Formulu (0.6) DV (0.1) integréjosa reizinataja aprékinasanai var iegiit ari $adu
spriedumu rezultata.

A Lai varetu realizet tiko aprakstito DV (0.1) integréSanas algoritmu, tiek mekléta funkcija
[(x), ar kuru reizinot o DV (0.1) ta kreisa puse klast vienada ar reizinagjuma p(x)y at-
vasinajumu:

u(x) '+ p)y] = [u@x)y] = 1 (y+p(x)y'. (0.9)
No vienadibas (0.9) péc saisinasanas ar i (x)y’ un daliSanas ar y ieglistam attieciba pret nezinamo
funkciju p(x) linearu homogénu pirmas kartas DV

u'—plx)p =0, (0.10)
kura visparigais atrisinajums saskana ar formulu (0.3) ir
B (x) = Cel P,

C -patvaliga konstante, pieméram, C = 1. ¥

0.1.3.2 Lagranza konstantes variacijas metode

Saja metodé vispirms tiek atrasts linearam nehomogénam DV (0.1) atbilsto§a homogena DV
(0.2) visparigais atrisinajums (0.3). Péc tam nehomogéna DV (0.1) atrisinajums tiek mekeéts
forma

y = C(x)e /P, (0.11)
kas atSkiras no atbilstoSa homogéna DV vispariga atrisinajuma (0.3) vienigi ar to, ka kon-
stantes C vieta ir mainiga x kaut kada pagaidam nezinama funkcija C(x) (konstante C tiek
mainita — vari€ta).



Ievietojot izteiksmi (0.11) DV (0.1) un pemot veéra, ka
/ S
y’ = (C(x)e_fp(x)dx> = C’(x)e—fp(x)dx _ p(x)c(x)e—jp(x)dx’

x)dx

tiek ieguts, pec vienado locek]u saisinasanas un reizinaSanas ar el P , vienkarSs DV at-

tieciba pret jauno nezinamo funkciju C(x):
C'(x) = efp(x)dxq(x). (0.12)

Integrejot DV (0.12) abas puses péc x atrod ta visparigo atrisinajumu
Clx) = / e/ Py dx+C, CeR.

Ievietojot atrasto C(x) izteiksmi vienadiba (0.11), iegast jau pazistamo DV (0.1) vispariga
atrisinajuma formulu (0.8).

Piemers 6.3. Atrisinat pieméra 6.2 doto DV y’ — %y = x* ar LagranZa konstantes variacijas
metodi.

A Vispirms risinam dotam DV atbilstoSo homoogéno DV Y’ — )—%Y = 0. Tas ir DV ar
atdalamiem mainigiem. Atdalot mainigos, iegiistam dTY = 2%
Y = Cx?. Lidz ar to dota DV atrisinajumu meklgjam forma y = C(x)x?. Ievietojot $o izteiksmi
dotaja DV, ieglistam C'(x)x? +2C(x)x — 2C(x)x*> = x* un péc vienado loceklu saisinaganas

, ho kurienes atrodam, ka

C'(x) = x*. Integr&jot pédéjo vienadibu, atrodam, ka C(x) = %3 +C. Tadgjadi dota DV visparigais
atrisinajums ir y = (%3 + C) X v

0.1.3.3 Bernulli metode

Bernulli metode lineara nehomogéna DV (0.1) atrisinajums tiek meklets ka divu jaunu nezinamu
funkciju reizinajums
y(x) = u(x)v(x). (0.13)

Ievietojot izteiksmi (0.13) DV (0.1), ieglistam
u'v+uy + p(x)uv = q(x)
jeb
[ + p(x)u] v+uy = g(x). (0.14)
Funkciju u(x) talak izvélas ta, lai batu speka vienadiba

u' + p(x)u=0, (0.15)

citiem vardiem, par funkciju u(x) nem DV (0.1) atbilsto§a homogéna DV (0.15) jebkuru par-
tikularo atrisinajumu
u=C*e I P@dx (0.16)



kur C*— patvaliga fikséta konstante. Parasti pem C* = 1, jo gala rezultats nav atkarigs no
C*izveles.

Ievietojot izteiksmi (0.16) vienadiba (0.14), ieglistam attieciba pret nezinamo funkciju v(x)
DV ar atdalamiem mainigiem

C*V = el PG (x), (0.17)
kuru integréjot, atrodam, ka
C'v= /efp(x)dxq(x)dx+ C. (0.18)
Gala rezultata iegiistam, ka
Ip@dx () dx +C
e Xx)dx
y=uy= C*effp(x)dx |:f CI( ) ] = e*fp(x)dx {/efp(x)dxq(x)dx_FC ,

C*

t.i. atkal jau pazistamo lineara nehomogéna DV (0.1) vispariga atrisinajuma formulu (0.8).

Piemeérs 6.4. Atrisinat pieméra 6.2 doto DV y' — %y = x* ar Bernulli metodi.

A Dota DV atrisinajumu meklgjot forma y = uv, kur u un v pagaidam nezinamas funkci-
jas, iegistam u'v 4+ uv' — 2uv = x* jeb (1’ — 2u)v +uv’ = x*. Funkciju u meklgjam ta, lai
u — %u = 0. Attieciba pret u péd¢€ja vienadiba ir DV ar atdalamiem mainigiem — dotam DV
atbilstoSais linearais homogeénais DV. Atdalot mainigos, iegiistam % = 2‘17". Integrejot So
vienadibu, atrodam, ka u = C*x*>. Nemot C* = 1, ti. u = x?, ieglistam attieciba pret v DV

4 « s 3 _ _ N . .
V= % = x2. No $ejienes seko, ka v = % +C. Lidz ar to dota DV visparigais atrisinajums ir

y=uv :xz(x;%—C). \4

Piezime 6.5. Kaut arT Lagranza konstantes variacijas un Bernulli metoZu pamata ir pilnigi
dazadas idejas, tomér So metozu praktiska realizacija atSkiras tikai ar apzim€jumiem. Abas
metodes vispirms tiek atrasta funkcija u = e~/ PWdx pgc tam funkcija v = C(x). Rezultata
atrisinajums ir So funkciju reizinajums.

0.1.4 Kosi uzdevums

Aplukosim Ko$1 uzdevumu, kura ir jaatrod lineara DV (0.1) partikularais atrisinajums, kas
apmierina doto sakuma nosacijumu y(xp) = yo, kur xg,yo-dotie skaitli.

Teorema 6.1. Ja p(x) un g(x) ir nepartrauktas funkcijas kaut kada intervala x € I C R, tad
pie jebkuriem sakuma nosacijumiem xo € I un yg € (—oo, +o0) KosT uzdevumam

{ﬂ+p@W=q@) 0.19)

y(x0) = Yo

eksisté viens vienigs atrisinajums. Tas ir defin€ts un nepartraukti diferenc€jams visa intervala
I.

A Ka zinams, jebkurai intervala I nepartrauktai funkcijai eksisté $aja intervala primitiva
funkcija (nenoteiktais integralis), kas, protams, ar1 ir nepartraukta funkcija intervala /. Lidz ar



to no DV (0.1) vispariga atrisinajuma formulas (0.8) seko, ka jebkur§ DV (0.1) atrisinajums ir
definéts un ir nepartraukts visa intervala I. Savukart, no vienadibas y’ = g(x) — p(x)y tad seko,
ka jebkura atrisinajuma atvasinajums y’ ari ir nepartraukts visa intervala /.

Ta ka jebkuras funkcijas divas primitivas funkcijas atSkiras tikai par konstantu saskaitamo,
tad formula (0.8) nenoteikto integrali [ p(x)dx var azvietot ar noteikto integrali f;; p(x)dx ar
mainigu augsejo robezu (aditiva konstante noisinas). Ar1 otru integrali formula 0.8 var aizvi-
etot ar noteikto integrali robezas no xg lidz x. Citiem vardiem, DV (0.1) visparigo atrisinajumu
(0.8) vienmer var pierakstit ta saucamaja Kos7 forma

y= e_f;:) px)dx {/ eﬁo p(x)dx(](x)dx—Fyo ; (0.20)
X0

kur xo—fiksets intervala I punkts, bet yp—patvaliga konstante. Ja Saja formula fikse art y, tad
iegistam DV (0.1) atrisinajumu, kas apmierina doto sakuma nosacijumu y(xp) = yo, un tas,
acimredzot, ir vienigais DV (0.1) atrisinajums, kas apmierina So nosacijumu. ¥

Piezime 6.6. Geometriski teorémas 6.1. apgalvojums nozimé, ka caur katru vertikalas bez-
galigas joslas x € I, un y € (—oo,4o0) punktu (xp,yo) noteikti kada DV (0.1) integrallikne,
ti. DV (0.1) integralliknes pilniba aizpilda So joslu. Visas integralliknes ir gludas (bez lauzu-
miem) un tas nekrustojas (jo caur katru punktu iet tikai viena integrallikne).

Piezime 6.7. Kost uzdevuma (0.19) atrisinajuma lokala eksistence un unitate, t.i. punkta xg
maza apkartné, seko jau no attiecigas teorémas visparigam pirmas kartas DV ar atklati izteiktu
atvasinajumu.

Piezime 6.8. Atzimésim, ka nelineariem DV atSkiriba no lineariem DV Kosi problemai ne
vienmer eksisté atrisinajums, ne vienmer tas ir viens vienigs, griti ir novertet atrisinajuma
eksistences intervala lielumu.

0.1.5 Lineara nehomogena DV vispariga atrisinajuma struktura

Aplukojot lineara nehomogéna DV (0.1) vispariga atrisinajuma izteiksmi (0.8) redzam, ka to
veido divi saskaitamie. Viens no tiem ir atbilsto§a homogena DV (0.2) visparigais atrisinajums
(0.3), bet otrs ir nehomogena DV (0.1) partikularais atrisinajums, kas atbilst vértibai C = 0 Saja
izteiksme.

Teorema 6.2. Lineara nehomogéna DV (0.1) visparigais atrisinajums y ir vienads ar atbil-
stoSa homogena DV (0.2) vispariga atrisinajuma ¥ un nehomogena DV (0.1) jebkura par-
tikulara atrisinajuma y;summu

y=Y+yi. (0.21)

A levietojot izteiksmi (0.21) DV (0.1) redzam, ka ta ir DV (0.1) atrisinajums
(Y +y1) +p(x) (Y +y1) = (Y + p()Y) + (¥ + p(x)y1) =0+¢(x) = 0.

Atliek paradit, ka izteiksme (0.21) satur visus DV (0.1) atrisinajmus, t.i., ka jebkuram
sakuma nosacijumam y(xg) = yo, Xo € I, yg € (—oo,+o0) atbilstosais DV (0.1) atrisinajums
ar1 ieiet formula (0.21).



Pierakstot homogena DV (0.2) visparigo atrisinajumu Y izteiksmé (0.21) forma

Y = Ce_f;;) plx)dx

b
un méginot apmierinat sakuma nosacijumu y(xg) = yo, iegiistam vienadibu

[ p()

- d
y(x0) = Ce 31 (x0) = C+y1(x0) = yo

jeb C = yo — y1(xp). Lidz ar to mekl€jamais, sakuma nosacijumam y(xo) = yo atbilstoSais
atrisinajums izteiksme (0.21) ir

= Jio P

y(x) = [yo—y1(xo)]e ). v

Piezime 6.9. Nehomogéna DV (0.1) vispariga atrisinajuma izteiksme satur divas kvadraturas.
No tiko pieradita seko, ja ir zinams minéta vienadojuma kaut kads partikularais atrisinajums,
tad ta visparigais atrisinajums ir iegiistams tikai ar vienu kvadratiiru.

Piezime 6.10. Ja ir zinami divi nehomogena DV (0.1) partikularie atrisinajumi yjun y», tad
jebkurs cits ta atrisinajums izradas ir So atrisinajumu kaut kada lineara kombinacija un lidz
ar to ta visparigais atrisinajums ir atrodams jau bez kvadraturam. Ta ir raksturiga linearo DV
pasiba un ta nav spéka nelineariem DV.

A Tiesam, ja yjun y; ir DV (0.1) atrisinajumi, t.i. ja y| + p(x)y; = ¢(x) un y5 + p(x)y2 =
g(x), tad atnemot no pirmas vienadibas otro, iegiisim, ka (y; — y2)' + p(x) (y1 — y2) = 0. Tatad
starpiba y; — y, ir atbilstosa homogéna DV (0.2) partikularais atrisinajums, bet izteiksme
C (y1 —y2), kur C-patvliga konstante, visparigais atrisinajums (skat. piezimi 6.2.). Lidz ar
to nehomogéna DV (0.1) visparigais atrisinajums ir

y=C(1—y2)+y, CeR. V¥ (0.22)

Piemers 6.5. Atrisinat DV y/ + t-y = L.

A Nav griiti saskatit, ka dota DV partikularie atrisinajumi ir y; = 1 un y, = x. Lidz ar to ta
visparigais atrisinajums iry =C(1 —x)+1. ¥

Piezime 6.11. Dazi DV, kas nav lineari attieciba pret y un %, ir lineari attieciba pret x un
Z—;. Tadus DV risina ka linearus DV, uzskatot x par nezinamo funkciju un y par tas argumentu.

Piemers 6.6. Atrisinat DV (2¢” —x)y' = 1.

A Attieciba pret nezinamo funkciju y(x) dotais vienadojums ir nelinears DV. Parraksot
to forma Z—’y“ +x = 2¢”, iegistam linearu nehomogénu DV attieciba pret funkcijas y(x) in-
verso funkciju x(y). Acimredzot, viens no iegita DV partikulariem atrisinajumiem ir x; = ¢”.
Savukart atbilstosa homogéna DV % + X =0 visparigais atrisinajums ir X = Ce™ Jdy = ce.
Lidz ar to, saskana ar teorému 6.2, iegiistam x = X +x; = Ce ¥ +¢”, t.i. dota DV visparigo
integrali. V¥

Par lineariem DV ir parveidojami ar1 daZi citi nelinearie DV, pieméram, Bernulli DV.



0.1.6 Bernulli DV

Par Bernulli DV sauc vienadojumu

¥ 4+ p(x)y =q(x)y", (0.23)

kur p(x) un g(x) ir nepartrauktas argumenta x € I C R dotas funkcijas, bet n — jebkur§ reals
skaitlis, iznemot O un 1 (ja n =1, tad (0.23) ir linears homogéns DV, bet ja n = 0, — linears
nehomogeéns DV).

Jan >0, tad viens no DV (0.23) atrisinajumiem ir trivialais atrisinajums y(x) =0.Jan > 1,
tas ir partikularais atrisinajums, ja 0 < n < 1, tas ir singularais atrisinajums.

Piepemot, ka y(x) # 0, DV (0.23) vienmér var parveidot par linearu DV, izdalot ta abas
puses ar y":

Yy +px)y' " = g(x) (0.24)

un parejot uz jaunu nezinamo funkciju
z=y'" (0.25)

TieSam, taka 7 = (1 —n)y™"y’, tad no (0.24) ieglistam, ka

Z/

1—n

+p(x)z=qx),
un péc reizinasanas ar 1 —n, ka
7+ (1=n)p(x)z=(1-n)q(x). (0.26)

Iegutais DV (0.26) attieciba pret jauno nezinamo funkciju z ir linears DV un ta visparigais
atrisinajums saskana ar formulu (0.8) ir

z=y! = (T [Pl {(1 —n) / g(x)e I POdgy 4 ] (0.27)

Piezime 6.12. Lai atrisinatu Bernulli DV nav nepiecieSams pariet uz linearu DV. Var uzreiz
lietot Lagranza konstantes variacijas metodi vai tai analogisko Bernulli metodi.

Piemers 6.7. Atrisinat DV y/ — 2 = %

A Dotais DV ir Bernulli DV ar n = 1. Atrisinasim So DV ar Lagranza konstantes variaciju
metodi. Vispirms risinam dotam DV atbilstoSo linearo homogéno DV Y’ — % =0. Tasir DV ar
atdalamiem mainigiem un ta visparigais atrisinajums ir ¥ = Cx. Tapéc dota DV atrisinajumu
meklgjam forma y = C(x)x. Ievietojot S0 izteiksmi dotaja DV, iegustam vienadibu C’(x)x +

C(x)— C(;C)x = C(’; x jeb C (x)C'(x) = L. Attiectba pret funkciju C(x) pedeja vienadiba ir DV ar
atdalamiem mainigiem. Atdalot mainigos, iegtistam identitati C(x)dC(x) = d;", kuru integréjot

atrodam, ka C?(x) = Inx? + C, kur C — patvaliga integrésanas konstante. No 3ejienes un no
vienadibas y = C(x)x seko, ka y?> = (Inx> + C)x>. ¥

0.1.7 Uzdevumi pastavigai risinasanai



