0.1 Augstakas kartas DV

8.temats

Augstakas kartas DV visparigais veids. Normalforma. Kosi uzdevums. Kosi uzdevuma
atrisinajuma eksistences un unitates pietiekamie nosacijumi. J&dziens par otras kartas DV
robezproblému. Augstakas kartas DV, kas integréjas kvadratiiras. Pieméri. Augstakas kartas
DV, kuriem var pazeminat vienadojuma kartu. Piemeri.

0.1.1 Pamatjedzieni un definicijas

Augstakas kartas DV visparigais izskats ir

F(x,p,y,y" .. y") =0, (0.1)
kur n > 2, F ir dota nepartraukta savu argumentu funkcija, pie kam DV (0.1) katra zina ieiet
(n)
y\.
Definicija 8.1 Par DV (0.1) atrisinajumu dota intervala / C R sauc jebkuru funkciju y =
©(x), kas ir definéta un n reizes nepartraukti diferencéjama intervala I un kas $aja intervala
parvers DV (0.1) par identitati

F(x,0(x),0'(x),0"(x),....,0" () =0,  x€l
DV (0.1) atrisinajums var but dots ar1 aizklata veida
D(x,y) =0
vai parametriska forma
x=0(1), y=vy(1), tel; CR.

Ja kaut kada n+ 2 dimensiju telpas punkta (xo, o,y - - - » y(()")):

n aF n—1
F(xo,yo,yf),yg,...,y(())):0, m(x()vy()ay()ayga"'?y(() ))3&07

tad ST punkta apkartn€, saskana ar aizklatas funkcijas eksistences un unitates nosa- cijumiem,
DV (0.1) var atrisinat attieciba pret atvasindjumu y"un pierakstit forma

Y =y, .,y 0.2)

Definicija 8.2 DV (0.2) sauc par n-tas kartas DV normalforma vai par DV, atrisinatu pret
augstakas kartas atvasinajumu.

Aplikosim tuvak DV (0.2). Skaidrs, ka DV (0.2), visparigi runajot, eksisté bezgaligi daudz
atrisinajumi. Rodas jautajums, kadi papildus nosacijumi ir vajadzigi, lai iegutu kaut kadu
vienu konkrétu atrisindgjumu? Pirmas kartas DV y' = f(x,y), ka més redzejam, pietiek uzdot
veértibu yg = y(xo) punkta xo, t.i. punktu (xp,yo), caur kuru jaiet DV integralliknei. Augstakas
kartas DV tas ir par maz. Pieméram, DV y” = 0 atrisinajumi ir funkcijas y = C1x + Cy,



kur Cyun C, — patvaligas konstantes (divparametru taiSnu saime plakné Oxy). Lai izdalitu
vienu konkr€tu atrisi- najumu (taisni), ir par maz uzdot punktu (xg,yp), caur kuru jaiet taisnei.
Jauzdod vél tas virziena koeficients y;, vai vél kads cits punkts (xi,y;), caur kuru arT iet
taisne.

Izradas, ka n-tas kartas DV visparigais atrisinajums (t.i. visu dota DV atrisina- jumu saime)
parasti ir funkcija, kas ir atkariga no n patvaligam konstant€ém (parametriem). Tapéc, lai
izdalitu vienu konkrétu atrisinajumu no dota DV visiem atrisina- jumiem ir jauzdod n papildus
nosacijumi. Sos nosacijumus var uzdot dazada veida.

Piemeérs 1 DV y’ = —1 visi atrisinajumi ir ietverti formula
2
y= —3 +C1X+C2.

Lai noteiktu Cjun C(izdalitu vienu vienigu atrisinajumu) var uzdot punkta xgvertibas yg un
Yo Sadu uzdevumu sauc par Kos7 uzdevumu, bet nosactjumus y(xo) = yo, ¥/ (xo) = yj — par
KosT jeb sakuma nosacijumiem.
Takay = —x+Cj, tad C; = yy+x0, Co =yo + %% — (¥o +x0)x0 un atbilstosais atrisinajums
ir
x? —x3
2
Var arf savadak, uzdot atrisinajuma veértibas yo un y; intervala (xo,x;) galos, kura iekSiené
més mekl€jam atrisinajumu. Tad

y=-— + (Yo +X0) (x —x0) + yo-

x2 X2
0 1
yo:—§+C1x0+C2, y1=—§+C1x1+C2,
no kurienes seko, ka
— X1 +x X — X X0X
C]:M )’0+ 1 0’ C, = 1Yo —Xoy1 X1
X1 — Xo 2 X1 — Xo 2

Tadgjadi Soreiz atrisinajums ir

2
X — X1 +x X —X XoxX
y:__+(y1 Yo | X1 0)x+ 1Y0 —Xoy1 _ XoX1.

2 x1—x0+ 2 X1 — X0 2

Sadu uzdevumu sauc par robezproblému, bet nosactjumus y(xo) = yo, y(x1) = y| par robeZnosacijumiem.
Atseviski ir japeta jautajums par Kost uzdevuma, robeZproblémas un citu probléemu for-
mul&jumiem, to atrisinajumu eksistenci un unitati augstakas kartas DV.

0.1.2 Kosi uzdevums

Aplukosim tuvak Kos$i uzdevumu DV (0.2), t.i. jautajumu par DV (0.2) tada atrisinajuma
atraSanu, kur§ dotaja punkta xo € I apmierina dotos Kos7 jeb sakuma nosacijumus

Y(x0) = Y0, ¥ (%0) = ¥, 3" (x0) = ¥ ..,y D (xo) =y, (0.3)



Kur yo, Y, ¥ - ... y0 ") € (—oo, -+oo) — dotie skaitli.

Teorema 8.1 (Kost uzdevuma (0.2) + (0.3) atrisinajuma eksistences un unitates pietiekamie
nosacijumi)

1) JaDV (0.2) laba puse ir nepartraukta savu argumentu x, y,y’, ..., y(”_ Dfunkcija kaut kada
dota punkta xg, yo, y{), ey yé"_l)apkﬁrtné D, tad vienmér atradisies tads intervals xg — h < x <
X0 + h, kura eksisté vismaz viens DV (0.2) atrisinajums, kas apmierina sakuma nosacijumus
(0.3),

2) Jabez tam DV (0.2) labai pusei apkartné D eksisté ierobezoti parcialie atvasinajumi

of 9f df of
ay? ayl’ ay//J"'7 ay(n_1)7

tad $ads atrisinajums ir viens vienigs.
. — 52 . _ . _ - .. .
Piemers 2. DV y” = e7* y+siny’ laba puse ir nepartraukta mainigo x,y,y’ funkcija un tai
eksisté visur ierobeZoti parcialie atvasinajumi

8f_ 2 af ,

oy e, ay = cosy
Tapéc, kadi lai arT nebatu sakuma nosactjumi y(xo) = yo, ' (x0) = yj,, dotam DV eksisté viens
vienigs atrisinajums, defin€ts visam x vertibam un kas apmierina Sos nosacijumus.

Piezime 1. No teorémas 8.1 seko, ja f ir polinoms attieciba pret saviem argumentiem
v,y ,...,y(”_l), tad sakuma datus Kos$i nosacijumos (0.3), kuriem Kos1 uzdevumam eksiste
viens vienigs atrisinajums, var izvéleties patvaligi — vajag tikai, lai neatkariga mainiga x
sakuma vertiba x( piederétu polinoma koeficientu, kas Saja gadijuma ir mainiga x funkcijas,
nepartrauktibas kopigam intervalam.

Piezime 2. Nosacijumu 2) teoréma 8.1, kas garante KoS1 uzdevuma atrisinajuma unitati,
var pavajinat, prasot lai DV (0.2) labas puses funkcija f apmierina attieciba pret argumen-
tiem y,y',y”, ...,V Lipsica nosactjumu: eksisté tada const = L > 0, ka jebkuriem diviem

punktiem (x,yy,y],. .. ,ygn_l)) un (X,y2,¥%, . .. ,ygn_])) apkartné D ir speka nevienadiba

‘f(x,yl,yﬁ,---,ygn_')) —f(x,yz,y’z,--.,yén_l))‘ <

<L (!y1 —yal+ |y —h+. ‘y%"_l) —yg"_l) D .
Seit netiek prasita funkcijas f parcialo atvasinajumu eksistence. DiemZél, praksé var gadities,
ka So nosacijumu ir griti parbaudit.
Definicija 8.3 Par DV (0.2) singularo atrisinajumu sauc atrisinajumu, kuram katra ta punkta
Kos$1 uzdevumam nav atrisinajuma unitates.
JaDV (0.2) laba puse ir nepartraukta un tai eksisté parcialie atvasinajumi pec y, Y/, . .. ,y(”_l),
tad singularie atrisinajumi var but tikai tie atrisinajumi, kuriem ir speéka vismaz viena no

vienadibam
9o _ . 9f _ of  _
dy - T ay - B 8y(n*1)

+ +oo



DV (0.1) Kot uzdevums tiek stadits tapat ka DV (0.2), t.i. tieck mekléts DV (0.1) atrisinajums,
kur§ dotaja punkta xy € I apmierina dotos sakuma nosacijumus (0.3), kur yo, ¥, - .- ,y(()"_l) €
(—o0,+00)— dotie skaitli. Pie kam KosT uzdevuma unitate Seit tiek saprasta analogiski ka
pirmas kartas DV F(x,y,y’) = 0.

Teorema 8.2 (Kost uzdevuma (0.1) + (0.3) atrisinajuma eksistences un unitates pietiekamie
nosacijumi)

Pienemsim, ka p = y(()") ir algebriska vienadojuma

—1
F(X07y07y67"'ay(()’1 )ap):O

viena no sakném. Ja
1)DV (0.1) kreisa puse F ir nepartraukta savu argumentu x,y,y’,..., y() funkcija punkta
X0,50: Vs -3y vy apkartng D,

2) apkartné D eksiste ierobezoti parcialie atvasinajumi
dF JF OJF JoF
ay ) ay/'/ ay//7"'7 ay(nil) I

3) eksisté parcialais atvasinajums

oF n— n
m(x()ay()ayé)?' .. 7yé 1),)75) )) # 07

tad vienmer atradisies tads intervals xo —h < x < xo + h, kura eksisté viens vienigs DV (0.1)
atrisinajums, kas apmierina sakuma nosacijumus (0.3) un kuram

y(n) (XO) _ y(()l’l) )

Piezime 3. Ar1 Seit, analogiski ka teoréma 8.1, nosactjumu 2) var pavajinat, prasot lai
funkcija F apmierina attieciba pret argumentiem y,y', ..., y(n=1) LipSica nosacijumu.
Piezime 4. DV (0.2) nosacijums 3) nebija vajadzigs, jo tas izpildas automatiski: % =1.

0.1.3 Dazi augstakas kartas DV, kas integrejas kvadraturas

Parsvara augstakas kartas DV neintegréjas kvadraturas. Aplikosim tris augstakas kartas DV
pamattipus (ir arf citi), kurus parasti izdodas integrét kvadratiiras. Tie ir nepilnie DV

Fx,y")y =0, FGo" Y ymy=0, FE"2 ym)=o. 0.4)

Visi §ie vienadojumi ir forma F(u,v) = 0 un uzdod (u,v) plakné kaut kadu Iiiju. DV (0.4)
viegli integréjas, ja minéto liniju var atklati uzdot parametriska veida:

u=0(1), v=vy(1), tel.
Tas vienmer ir izdarams, ja Sie vienadojumi ir atrisinami pret u vai v:
u=fv) = v=1,u=f(1),

v=f(u) = u=1,v=[f(7).



0.1.3.1 DV F(x,y")=0

1) Speciala gadijuma, kad aplukojamais DV ir dots normalforma

Y = f(x), (0.5)

parametrizacija nav vajadziga, jo ta visparigo atrisinajumu atrod to n reizes pakapeniski in-
tegrejot.

Takay® = dy(;;) = f(x), tad

y("—l):/f(x)dx+C1.

So izteiksmi sauc par DV (0.5) pirmo starpintegrali.
Analogiski tiek iegiits dota DV (0.5) otrais starpintegralis

y(nz):/(/f(x)dx+cl)dx+c2:/(/f(x)dx) dx+Cix+ G,

treSais starpintegralis, u.t.t. un beidzot DV visparigais atrisinajums

xn—l n—2

X
=/ ... dx...dx+C C G C, =

nreizes

:/.../f(x)dx...d)j+Pnl(x)v

nreizes

kur P,_1(x) —n— 1 pakapes polinoms, kura koeficienti ir n patvaligas konstantes.
2) Vispariga gadijuma, kad DV
F(x,y™)=0 (0.6)
nav atrisinats attieciba pret ¥y to mégina integrét parametriska veida.
A Vispirms tiek meklétas funkcijas

x=¢(t), YW=vy(r), teL 0.7)

tadas, ka
F(o(7),y(1))=0, t€l.

Ja tas izdodas, tad DV (0.6) visparigais atrisinajums art tiek iegiits parametriska forma. Viens
no vispariga atrisinajuma parametriskiem vienadojumiem tad ir x = ¢(7) un ir jaatrod y ka
funkcija no 7 un n patvaligam konstantém C;, i = 1, n.

Taka dy" V) = y"dx = y(1)de(1), tad

y(n=1) :/y/(r)(p’(r)dr+C1.



Analogiski
</ w(r)cp’(r)dr+Cl> @' (1)dT+Cy =
v

(r)w’(r)dr) ¢/ (t)d+C19(1)+ G,
u.t.t., It1dz beidzot

. (/ y/(r)(p’(r)dr) Lo (T)dT+

~~
nreizes

9" 2(7)
n—1)1 " (n—2)!
Izteiksme (0.8) kopa ar vienadojumu x = @(7) dod DV (0.6) visparigo atrisinajumu parametriska
forma.

3) Izklastita metode ir seviski €rta, ja DV (0.6) ir atrisinams attieciba pret x:

+...4+Co10(7)+Cy. (0.8)

x=f"). (0.9)

Tad formulas (0.7) ¢(7) = f(7), y(t) = T un DV (0.9) atrisinajums parametriska forma ir

x = f(7),
y:/... (/’cf’(r)d’v) L@t IR s G (4G

Vv
nreizes

Piemers 3. Atrisinat DV x = Iny”.

A Doto DV aizstajam ar vienadojumiem x = In7 un y” = 7. No otra vienadojuma seko,
ka dy = tdx = tdInt = d7 un y' = 7+ C}. No $ejienes savukart seko, ka dy = y'dx = (t+
C)dInt = (1 + C—TI) dtuny = 7+ CInt+ (;, kas kopa ar x = In7 dod dota DV visparigo
atrisinajumu parametriska forma. Parametru 7 no atrisinajuma formulam Seit var viegli izslegt
. TieSam no x = In 7 seko, ka 7 = ¢*, bet tad y = e* + C1x 4+ (3, kas jau ir dota DV visparigais
atrisinajums, kura y ir atklati izteikts ar x. ¥

Piezime 5. Protams, S0 vienadojumu var atrisinat ari ta: x = Iny” = y' =¢&* =y ="+
Cix+C.

0.1.3.2 DV F(y*=1 y")y =0
A Ar substitiiciju z = y(=1) dotais DV reducgjas uz pirmas kartas DV
F(z,7)=0. (0.10)

DV (0.10) integrejas kvadratiiras, ja to var aizstat ar parametriskiem vienadojumiem

/

z=0(1), Z=vy(1), T€Il. (0.11)



Takadx = d—, = do() ,tad no (0.11) iegtisim dota DV pirmo starpintegrali parametriska forma

y(r)”

_ 9@

{x-lfw(r)dT—FCl 0.12)
Yl =z = g(1).

No (0.12), analogiski ka no vienadojumiem (0.7), atrod dota DV visparigo atrisinajumu parametriska
forma. v

Piemers 4. Atrisinat DV y” = /14 (y/)%.

A Apzimejot y' = z, ieglstam pirmas kartas DV ar atdalamiem mainigiem 7/ = v/ 1+ z2.
Risinasim 80 DV ar parametrizacijas metodi, pemot z = @(7) = sht, 7 = y(1) = cht, jo
cht=V1+sh>t. Takadx = G = &It — bt — 47, tad vienadojumi (0.12) bas izskata

cht cht
x=[dt=1+C,
y' =z =shrt.

No Siem vienadojumiem var viegli izslégt parametru 7, iegistot DV y” = sh(x — Cy), kuru
pakapeniski integréjot atrodam vispirms y' = ch(x — Cy) + C, un péc tam — dota DV visparigo
atrisinajumu
y=sh(x—C1)+Cx+C3. V¥
0.1.3.3 DV F(y"~2 y(") =0
A Ar substiticiju z = y("=2) dotais DV reducgjas uz otras kartas DV
F(z,7')=0. (0.13)

DV (0.13) integrejas kvadraturas, ja to var aizstat ar parametriskiem vienadojumiem

//

z=0(1), 7' =vy(1), t€l, (0.14)

Lai talak varetu, analogiski ka ieprieks, pakapeniski integrét pirmo no vienadibam (0.14),
ir jaatrod dx = dZ ka funkcija no parametra tun lidz ar to — 7' ka funkcija no 7.

Takaz' = ‘le un 7 = d , tad izslédzot no $STm divam vienadibam dx, ieglisim
Z/dZ/ — Z”dZ.
No Sejienes seko, ka

d(Z)? =27d7 =27"dz =2y (7)do(t) =2y(1)¢'(1)dr,

7= \//1// 7)dt+C; = g(1,C)). (0.15)

un




Tadejadi dx = 49(1) yn no (0.14) ieguisim dota DV otro starpintegrali parametriska forma

g(T,C])
_ .90
{x G 0.16)

Y =z=(1).

No (0.16), analogiski ka no vienadojumiem (0.7), atrod dota DV visparigo atrisinajumu parametriska
forma. v
Piezime 6. Ja DV (0.13) ir forma 7’ = f(z), tad atbilstoSo izteiksmi (0.15) var iegit ari

ar $adu papémienu. Dota DV abas puses reizinot ar 27, iegiist 277" = (22) = 27/ f(z), no

kurienes
7= :i:\/Z/f(z)dz+C1.

Sis vienadojums ir ar atdalamiem mainigiem un ta visparigo integrali var atklati uzrakstit
kvadraturas:

=x+C.

dz
i/ \/2ff(z)dz+C1

Piemers 5. Atrisinat DV y’y” = 1.

A Atrisinot doto DV attieciba pret y” un reizinot péc tam abas ta puses ar 2y’, ieglistam
2y = (y?) = 2y_y3’ (3eit, lai nepazaudétu atrisinajumu vai neiegiitu jaunus atrisinajumus,
japarbauda, ka y = 0 un y = const nav dota DV atrisinajumi). Integréjot iegtito vienadibu,
atrodam dota DV pirmo starpintegrali y’ = +,/2 [ ;1% +C =+ —ylz +Cj. Tas ir pirmas
kartas DV ar atdalamiem mainigiem. Atdalot mainigos, iegiistam \/% = +dx, un lidz ar

to dota DVvisparigais integralis ir

\/Clyz— =4Cix+C. V¥V

0.1.4 Dazi augstakas kartas DV, kuriem var pazeminat ta kartu

Dazos gadijumos dotam augstakas kartas DV (0.1) var pazeminat vienadojuma kartu, t.i. re-
ducet So vienadojumu, pieméram, ar mainiga substiticuju uz vienadojumu ar zemaku kartu.
Aplukosim dazus DV (0.1) veidus, kuriem viegli var pazeminat kartu.

0.1.4.1 DV, kas atklati nesatur nezinamo funkciju

Aplikosim DV
F(x,y(k),y(k“),...,y(”)) =0, (0.17)
kas atklati nesatur nezinamo funkciju y un varbiit arf pirmos tas atvasinajumus y',y", ..., y*=1),
1 <k <n—1. Ar substitiiciju
2=y 0.18)



DV (0.17) reducgjas uz (n — k)-tas kartas DV
F(x,z,2,....2" ") =0 (0.19)

attieciba pret jauno nezinamo funkciju z.
Ja DV (0.19) var atrast ta visparigo integrali

q)n—k<x7Z7C1 7C27 s 7Cn—k) = 0,
tad, atgrieZoties pie nezinamas funkcijas y, iegisim DV (0.17) (n — k)-to starpintegrali
an—k(xay(k)aChCz? e 7Cn—k) = 07

kas ir k -tas kartas DV attieciba pret y.

Piemers 6. Atrisinat DV y"”' =2(y" — 1)crgx.

A Dotais tresas kartas DV nesatur nezinamo funkciju y un tas pirmo atvasinajumu y'.
Zemakais funkcijas y atvasinajums, kas ieiet dotaja DV ir y”. Tapéc lietojam substitiiciju
z =", leglistam pirmas kartas DV 7/ = 2(z — 1)czgx attieciba pret jauno nezinamo funkciju
z. Tas ir DV ar atdalamiem mainigiem un ta visparigais atrisindjums ir z = Cysin®x+ 1. At-
grieZoties pie nezinamas funkcijas y, ieglistam otras kartas DV y” = C sin’x+ 1 — dota DV
pirmo starpintegrali. Iegutais DV ir forma (0.5) un ta visparigo atrisinajumu atrodam So DV
divas reizes pakapeniski integréjot y’ = [(Cj sin?x+ 1)dx+Cy = C (53— Si‘f") +x+Cy un

X2 cos2x

—C (=
y=0G(7+—

2

)+%+C2x+C3. v

0.1.4.2 DV, kas atklati nesatur neatkarigo mainigo
Aplukosim DV
F(yy ', ....3") =0, (0.20)

kas atklati nesatur neatkarigo mainigo x.
DV (0.20) kartu var pazeminat par vienu ar substitliciju

Y =z(y), (0.21)
kur jauna nezinama funkcija z ir funkcija tikai no y.
A TieSam,
Ay d) ) dy _ dz
y dx dx dy drx — %dy’
" d(Zd*Z,> 2 2
y//I:dL: dy Q:Z Q _'_Zu
dx dy dx dy dy? |’ (0.22)
() = p(z,dz Lz d L)
y - ’dy’dyz"“’dy”_l
un, ievietojot izteiksmes (0.22) DV (0.20), iegiisim n — 1 kartas DV
dz dz d’z d" !z
F — ..., Plz,—,—,...,——)) =0 0.23



attieciba pret nezinamo funkciju z(y). ¥
Ja var atrast DV (0.23) visparigo integrali

q)(y7Z7C17C27"'7Cn—1) = 07

tad izteiksme
<I>(y,y’,C1,C2, e ,Cn_l) = O,
kas ir pirmas kartas DV attieciba pret y, bus dota DV (0.20) (n — 1)- ais starpintegralis.
Piemers 7. Atrisinat DV 2yy” = y/2.
A Dotais otras kartas DV atklati nesatur neatkaﬁgo mainigo x. Tapéc, lai pazeminatu ta
kartu, lietojam substitiiciju y/ = z(y). Tad y" = 7% + un dota DV vieta ieglistam pirmas kartas

DV 2yz 4z _ 2 Viens no ta atrisinajumiem ir 7 = y = 0 un tatad dotam DV eksisté partikularo

atrlsmajumu saime y =C. Jaz # 0, tad Zy% = z, no kurienes seko, ka 72 = Ciyun y’2 =Cy.
Iegﬁto pirmas kartas DV integrésim ar parametrizacijas metodi, aizstajot to ar vienadojumiem

2
y=Tuny= IrJaatrodx ka funkcijano 7. Taka Zy =y =1, taddx= dfy = chldf = C%d’c, no
kurienes seko, ka X = —I’L' + (. legiitas x un y izteiksmes dod dota DV visparigo atrisinajumu

parametriska forma. Parametru 7 no atrisinajuma formulam Seit var Viegli izslégt, iegiistot
tada veida dota DV visparigo atrisinagjumu. Tie$am, taka 7 = (x — Cz) L tad

1 Gt _ G

y=—(x—-0) 1=

)2 v
Ci —(x— )

Piezime 7. DV y'> = Cyy var integrét arf ar mainigo atdalidanas metodi un iegiit y = %(Cz +
V/C1x)?, kas tikai ar patva]igo konstan$u apzimé&jumiem atikiras no ieprieks&ja.

0.1.4.3 DV, kas ir homogeni attieciba pret nezinamo funkciju un tas
atvasinajumiem

Aplukosim DV
Fxyyy'... ") =0, (0.24)
kur F ir homoggna funkcija ar pakapes raditaju o attieciba pret mainigiem y, y', y”,..., y, t.i
F(x7 ]C.y7 IC.)/?ky//7 R 7ky(n)) = kaF(x7y7y/7y//7 e 7y(n))' (0'25)

DV (0.24) kartu var pazeminat par vienu ar substitliciju

/

Y

== (0.26)
y
A Tiesam,
Y =yz,
y// — y’z+yz' — y(zz +Z/),
"no__ 2 / / " __ 3 / "
V' =yz(z2+7)+y2z +7") =y(z7 + 327 + ") 0.27)

y(n) = yP(Z7Z/7 "'7Z(n_l)>'
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Ievietojot izteiksmes (0.27) DV (0.24) un nemot vera, ka
F(x,y,y2,9(22 +2), .. yP(2,2, 2,27 D)) =

=y2F(x,1,2,2 +7,...P(z,2,",....2"7V)),
iegisim (n — 1) kartas DV

F(x,1,z,22+7,...,P(z,Z,7',... ,z("fl))) =0 (0.28)

attieciba pret jauno nezinamo funkciju z.
Ja izdodas atrast DV (0.28) visparigo integrali

®(x,2,C1,Ca,...,Coq) =0, (0.29)

tad, ievietojot taja z izteiksmi (0.26), iegtisim pirmas kartas DV

/

q)(x7)L7C17C2,"'7Cn—1) =0
y

attieciba pret nezinamo funkciju y. ¥
Speciala gadijuma, ja vispariga integrala (0.29) vieta izdodas atrast DV (0.28) visparigo
atrisinajumu
Z= (p(X,Cl,Cz, . ,Cn_l),

tad ievietojot taja z izteiksmi (0.26), iegiisim, ka
y:Cnexp/(p(x,Cl,Cz,...,Cnl)dx. (0.30)

Piemeérs 8. Atrisinat DV xyy” +xy’> —yy’ = 0.

A Taka x(ky)(ky") +x(ky')? — (ky) (ky') = k*(xyy” +xy"> —yy'), tad dotais otras kartas DV
ir homogéns DV attieciba pret y,y’ un y”. Tapéc ta kartu var pazeminat par vienu ar substitiiciju
y' =yz. Tad y" = y(z* +7') un dota DV vieta ieglisim vienadibu xy?(z> +7') +xy*z> — y’z =
y? (x7 + 2xz% — z) = 0, no kurienes attieciba pret jauno nezinamo funkciju iegast pirmas karas
DV 7 — )lcz = —2z%. Tas ir Bernulli DV un ta visparigais atrisindjums ir z = (parbaudiet
1. Tadejadi dota DV visparigais atrisinajums, saskana ar formulu (0.30), ir

X
x2+C1

y=0C exp/xzxjfxc1 = C26%1n|x2+c1| =CVx2+C. v

Piezime 8. Ja dotais DV ir linears, tad ta kartu ne vienmer ir meérktiecigi pazeminat par
vienu ar substitiiciju (0.26). Pieméram, Bessela DV x?y” +xy’ + (x> — v?)y = 0, v = const ir
homogéns DV attieciba pret y,y’,y” un ar substiticiju (0.26) ta kartu var pazeminat par vienu.
Rezultata iegilist Rikati DV x%7’ + x%z% +xz + (x? — v?) = 0, kas gan ir pirmas kartas DV, bet
nav vairs linears.
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0.1.4.4 DV, kuru kreisa puse ir kaut kadas funkcijas atvasinajums

Aplukosim DV
F(xyy,....y") =0, (0.31)
kura kreisd puse ir kaut kadas funkcijas ®(x,y,y',y”,...,y" 1) atvasinajums (vai pilns difer-

encialis), t.i.

dd(x,y,y, ...,y
F(xayvylw"ay(n)) = (x %Y Y ) (032)

dx
No (0.32) seko, ka izteiksme

®(x,y,y,y",... .y =

ir DV (0.31) pirmais starpintegralis, t.i. jau n — 1 kartas DV attieciba pret nezinamo funkciju
y

Piemers 9. Atrisinat tresas kartas DV yy” +3y'y” = 0.

A Parrakstot doto DV forma (yy”’ +y'y") +2y'y” = 0 redzam, ka ta kreisa puse ir funkcijas
yy" + (y')? atvasinajums. Tatad otras kartas DV yy” + (y')? = Cyir dota DV pirmais starpin-
tegralis. Taka yy” + (y')? = (yy')', tad no DV (yy')’ = C; seko, ka yy' = Cyx + C,, kas ir dota
DV otrais starpintegralis. No $ejienes, ievérojot, ka yy' = %(yz)’ , iegiistam dota DV visparigo

integrali
2 2
Yy

X
—=Ci—+0C Cs.
5 12+2X+3 v

Ja DV (0.31) kreisa puse nav kadas funkcijas atvasinajums (vai pilns diferencialis), tad
dazreiz izdodas atrast tadu funkciju pu = p(x,y,y,...,y") (integréjoso reizinataju), ka péc
pareizinasanas ar So funkciju DV (0.31) kreisa puse k]ust par kaut kadas funkcijas atvasinajumu
(vai pilnu diferenciali). Jaievero tikai, ka Saja gadijjuma DV (0.31) var paradities liekie atrisinajumi
— vienadojuma p(x,y,y’,..., y(”)) = 0 atrisinajumi.

Nobeiguma atzimésim, ka risinot KoSt uzdevumu augstakas kartas DV, patvaligas kon-
stantes bieZi ir izdevigi noteikt péc katras integrésanas.

Piemers 10. Atrisinat Kos1 uzdevumu

Y =2y,
y(0)=1, y(0)=1.

ADota DV laba puse ir polinoms attieciba pret saviem argumentiem. Tatad dotam uzdevu-
mam atrisinajums eksisté un ir viens vienigs punkta xo = O pietiekami maza apkartné. Dotais
DV ir forma y” = f(y). Tapéc, lai iegiitu ta pirmo starpintegrali, reizinam ta abas puses ar
2y/(skat. piezimi 5). Tad 2y'y" = (y"?) = 4y'y* uny’ = +,/4 [y3dy+C) = £/y* +C;. Lai
atvieglotu talako integréSanu, nemam veéra dotos sakuma nosacijumus, no kurienes seko, ka
¥/ (0) = ++/y4(0) +C; = £/T+C; = 1. legiita vienadiba izpildas tikai tad, ja y' = \/y* = y2.
Esam ieguvusi pirmas kartas DV ar atdalamiem mainigiem. Ta visparigais atrisinajums ir
y= )% No sakuma nosacijumiem seko, ka C; = —1. Tatad dota Kos1 uzdevuma atrisinajums
ir

—_—




0.1.5 Uzdevumi patstavigam darbam
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