0.1 Linearie homogenie augstakas kartas DV

0.tema

Lineara homogena augstakas kartas DV atrisinajumu patvaligas linearas kombinacijas ipasiba.
Funkciju linearas atkaribas un neatkaribas jédzieni. Vronska determinants un ta TpaSibas.
Lineara homogéna augstakas kartas DV vispariga atrisinajuma strukttira. Atrisinajumu funda-
mentalas sistemas jédziens.

0.1.1 Lineara augstakas kartas DV definicija un dazas 1pasibas

Starp visiem augstakas kartas DV seviSka loma ir lineariem DV:

ao(x)y" +a; ()" - a(x)y = g(x) 0.1)

to pla§as pielietojamibas un vispilnigak izstradatas teorijas dé]. Seit ai(x),i=1,n—Kkoeficienti,
g(x) — brivais loceklis ir dotas neatkariga mainiga x funkcijas, definétas kaut kada galiga vai
bezgaliga realo skait]u intervala /.

Ka redzams, nezinama funkcija y(x) un tas atvasinjumi DV (0.1) ieiet lineari, t.i. pirmaja
pakapeé un pa vienam katra loceklt DV kreisaja pus€. No Sejienes arT nosaukums — linears DV.

Ja g(x=0, visiem x € I, tad doto DV sauc par homogénu linearu DV (paradas homogenitate
attieciba pret nezinamo funkciju y(x) un tas atvasinajumiem). Ja kaut vienai x € I vértibai
g(x) # 0, tad doto DV sauc par nehomogenu linearu DV.

Dalot DV (0.1) abas puses ar ag(x), to var pierrakstit normalforma:

YW 1y 4+ palx)y = q(x). (0.2)

Pieraksts (0.2) lauj lineariem DV pielietot KoSt uzdevuma atrisinajuma eksistences un unitates
teoremu (sk. ....), kura tika formuléta patvaligam augstakas kartas DV ar izskatu:

Y =y, ),
Ta ka DV (0.2) funkcija

(n=1) _

Feeyy ey ) = g(x) — pr(x)y .= Pa(x)y

un tas parcialie atvasinajumi

0 _
y{;) = _pnfk<x)7kzovn_ 17

ir nepartrauktas savu argumentu funkcijas, ja nepartraukti ir DV (0.2) koeficienti p;(x),i=1,n
un ta brivais loceklis g(x), tad izmantojot teorému ? var pieradit, ka ir pareiza

Teorema 9.1 Ja DV (0.2) koeficienti p;(x), i = 1,n un brivais loceklis g(x) ir nepartrauktas
funkcijas kaut kada intervala I C R, tad pie jebkuriem sakuma nosacijumiem:

¥(x0) = 0,5 (x0) = ¥y, -, y" "V (xg) = yé"_l), (0.3)



x0€l, 3,y .y € (oo, 4o0)
DV (0.2) visa intervala I eksist€ viens vienigs atrisinjums, kas apmierina dotos sakuma nosacijumus
(0.3).
Atzimesim vél daZas linearo DV raksturigas 1paSibas.
Linearo DV linearitate un art homogenitate saglabajas péc jebkuras neatkariga mainiga x
transformacijas

X = (p<l )7
kur ¢(t) ir patval]iga monotona,n reizes nepartraukti diferencéjama funkcija. Linearitate saglabajas
ari péc jebkuras nezinamas funkcijas y(x) linearas transformacijas

y=v(x)z+u(x),

bet homogenitate — péc jebkuras linearas homogeénas transformacijas y = v(x)z, kur u(x) un
v(x) ir dotas n reizes nepartraukti diferenc€jamas funkcijas. Parasti $adas transformacijas lieto,
lai vienkarSotu doto DV. Pieméram, lai daZzos gadijumos to reducetu uz DV ar konstantiem
koeficientiem, vai arT lai reducétajam DV koeficients pie z("=1) biitu vienads ar nulli.

Talak tiks paradits, ka augstakas kartas lineara nehomogéna DV visparigais atrisinajums
tapat ka pirmas kartas lineariem DV ir vienads ar atbilstosa homogéna DV vispariga atrisinajuma
un nehomogena DV jebkura partikulara atrisinajuma summu. Apliakosim vispirms linearo ho-
mogeno DV visparigo teoriju.

0.1.2 Linearu homogenu DV partikularo atrisinajumu 1pasibas

Aplukojot linearu homogénu DV:

y(n) + p1 (x)y(”_l) + ...+ pu(x)y =0, (0.4)

turpmak pienemsim, ka ta koeficienti p;(x),i = 1,n ir nepartraukti kaut kada intervala I € R.
Tas garant€ (saskana ar teorému 9.1), ka pie jebkuriem sakuma nosacijumiem (0.3) DV (0.4)
visa intervala [ eksist€ viens vienigs atrisinajums.

Viens no DV (0.4) atrisinajumiem, acimredzot, ir nulles jeb trivialais atrisinjums

y(x)=0, xel.

Tas atbilst nulles sakuma nosacijumiem

y(x0) =¥ (x0) = .. =y V(x) =0, xp€l

un saskana ar teorému 9.1 ir vienigais DV (0.4) atrisinajums, kas apmierina Sos nosacijumus.
Lai turpmakie pieraksti butu 1saki apzimésim DV (0.2) un (0.4) kreiso pusi ar L[y](x):

L) (x) =y 4+ pr(x)y" D 4+ palx)y (0.5)



vai vienkarsi ar L[y|, ja dota DV (0.2) vai (0.4) koeficienti ir konstanti. L sauksim par linedru
diferencialoperatoru. Operatora jédziens ir funkcijas jédziena visparinajums. Operators L ka-
trai n -reizes nepartraukti diferenc€jamai intervala I funkcijai y piekarto noteiktu nepartrauktu
intervala I funkciju L[y|(x), kuru iegast izpildot ar y noraditas darbibas formulas (0.5) labaja
puse. Ar diferencialoperatora L palidzibu DV (0.4) 1si var pierakstit izskata

L[y](x) = 0. (0.6)

Operatoram L, ka tas seko no izteiksmes (0.5) un atvasinajumu ipasibam, ir speka sekojoSas
divas linearu operatoru pamatipasibas:
1) homogenitate
LICy](x) = CL]y|(x),
C — patvaliga konstante,
2) aditivitate
Llyy +y2](x) = L{y1](x) + L[y2] (x).

No tiko min&tajam operatora L Tpasibam seko, ja yi(x), y2(x),....yk(x) ir kaut kadi skaita k
DV (0.4) partikularie atrisinajumi, tad jebkura to lineara kombinacija, t.i. izteiksme

k
=Y Ciilw), 0.7)
=1

kur C; —patvaligas konstantes, arT ir DV (0.4) atrisinajums.
Tie$am, ja L[y;](x) =0, i = 1,k, tad

k

chyt :Z )’l =0,

jebkuram C; vertibam.

Ka zinams n -tas kartas DV visparigais atrisinajums parasti satur n patvaligas konstantes.
Rodas jautajums vai izteiksme (0.7) gadijuma, kad k = n, t.i. kad ta satur n patvaligas kon-
stantes, kuru skaits sakrit ar DV (0.4) kartu, ir vai nav DV (0.4) visparigais atrisinajums?
Izradas dazreiz ir un dazreiz nav.

Definicija 9.1 Saka, ka DV (0.4) partikularie atrisinajumi

yl(x>7y2(x)7"~vyn(x)

veido DV (0.4) atrisinajumu fundamentalsistemu, ja jebkurS DV (0.4) atrisinajums var tikt

izteikts ka to lineara kombinacija. Citiem vardiem, — ja izteiksme (0.7), kad kK = n, ir DV (0.4)

visparigais atrisinajums. Izradas, ka DV (0.4) partikularie atrisinajumi yj(x), y2(x),...,yn(x)

veido atrisinajumu fundamentalsistemu tad un tikai tad, ja tie ir lineari neatkarigi intervala /.
Definicja 9.2 Funkcijas

¢ (x)a(PZ(x)a"'?(pn(x) 0.8)

sauc par lineari atkarigam intervala /, ja var atrast tadas konstantes A;, i = 1,n, starp kuram
vismaz viena nav nulle, ka



/'Ll(pl(x)+7Lz(p2(x)+...+ﬂ,n(pn(x) =0, xel. (0.9

Ja identitate (0.9) ir pareiza tikai gadijuma, ja visas konstantes A; = 0,i = 1,n, tad funkcijas
(0.8) sauc par lineari neatkarigam intervala /.

Piezime 1. Acimredzot divas funkcijas ir lineari atkarigas intervala / tad un tikai tad, ja tas
atSkiras viena no otras par konstantu reizinataju.

Piemeérs 1. Funkcijas @) (x) = sinx un ¢, (x) = cosx ir lineari neatkarigas jebkura intervala
I € R, josinx # Acosx,jax €.

Piemeérs 2. Funkcijas ¢; (x) = sin’x, @»(x) = cos?x un ¢3(x) = 1 ir lineari atkarigas jebkura
intervala I € R, jo katram x € I ir pareiza formula sin®x + cos?x — 1 = 0.

0.1.3 Vronska determinants

Praktiski noteikt ar definicijas 9.2 palidzibu, vai dota funkciju sistema (0.8) ir lineari atkariga
vai neatkariga vispariga gadijum ir gruti. Parasti DV teorija nosaka, vai dotie DV (0.4) par-
tikulrie atrisinajumi y; (x), y2(x),...,y,(x) ir lineari atkarigi vai neatkarigi intervala /, pielietojot
Vronska determinantu:

Iy e
/ / /
iy ey
W) =Wy, ooyal@=| "1 2 (0.10)
-1 -1 -1
ygn ) ygn ) y’gn )

(J.Vronskis - polu matematikis un filizofs 1778-1853).

Teorema 9.2 Ja DV (0.4) partikularie atrisinajumi y;(x), y2(x),...,y,(x) ir lineari atkarigi
intervala 7, tad W (x) = 0 $aja intervala.

Pieradijums. Ja yi(x), y2(x),...,yn(x) ir lineari atkarigas funkcijas intervala I, tad eksisté
tadas konstantes A;, i = 1,n starp kurm vismaz viena nav nulle, ka A;y;(x) + Aoy (x) + ...+
Auyn(x) = 0 intervala 1. Atvasinot n — 1 reizi o identitati, ieglistam attieciba pret A;, i = i,n
linearu homogeénu algebrisku vienadojumu sistemu

Aiyr (x) + Aaya (x) + ... + Ayyn(x)
Ay (%) + A2y () + -+ Anyy (%)

0
0

. . IO .« e (0.11)
),l(nfl)yl(x) + lz(nfl)yz(x) + .+ /'L,gnfl)yn(x) =0,

kuras determinants ir W (x). Ta ka $ai sistemai eksisté nenulles atrisinajums katram x € 7, tad
tas ir iesp&jams tikai tad, ja W (x) = 0 intervala /.

Piezime 2. Ka redzams no pieradijuma, teoréma 9.2 ir pareiza jebkuram intervala I n — 1
reizi nepartraukti diferencéjamam funkcijam ¢@;(x), @>(x),...,@,(x). Tam nav jabat lineara
homogena DV atrisinajumiem.

Piezime 3. Teoremu 9.2 var formulét ar1 ta: ja intervala / n — 1 reizi diferencéjamu funkciju
¢1(x), 02(x),...,0,(x) Vronska determinants W (x) # O kaut kada punkta x € I, tad dotas
funkcijas ir lineari neatkarigas intervala /.

Piemers 3. Ta ka funkciju ¢; (x) = sinx, ¢»(x) = cosx Vronska determinants



sinx Ccosx

. :—sinzx—coszx:—l, xel,
cosx —sinx

W(x) =

tad tas ir lineari neatkarigas katra intervala I € R.

Teorema 9.3 Ja DV (0.4) partikularie atrisinajumi yj(x), y2(x),...,yn(x) ir lineari neatkarigi
inetrvala 7, tad W(x) # 0 katram x € I.

Pieradijums. Pienemsim pretgjo, t.i. ka eksiste tads xo € I, kuram W (xg) = 0. Aplikosim
sisttmu (0.11) punkta xo. Ta ka sisteémas determinants ir W (xg) = 0, tad tai noteikti eksiste
kaut kads nenulles atrisinajums lio, i = 1,n. Izveidojam funkciju

yo(x) def lf)yl(x) +7b§)y2(x) +...+ /’L,(l)yn(x).

Funkcija yo(x) ka partikularo atrisinajumu y;(x), y2(x),....y»(x) lineara kombinacija ir DV
(0.4) atrisinajums, pie kam, ka seko no sist€émas (0.11) vienadojumiem, tas punkta xy € 1
apmierina nulles sakuma nosacijumus

yo(xo) = yp(xo) = ... = y(()n_l)(xo) =0.

Bet vienigais DV (0.4) atrisinajums, kas apmierina nulles sakuma nosacijumus, ir trivialais
atrisinagjums y(x) = 0. Tatad

Yo(x) = A0Y1 (x) +A3y2(x) + .. 4 Ay (x) =0,

kur vismaz viena no konstantém A2, i = 1,7 nav nulle. Tas nozimg, ka atrisinajumi y; (x),y; (x), . .., yu(x)
ir lineari atkarigi intervala /, kas ir pretruna ar doto.

Piezime 4. Teoréma 9.3 atskiriba no teorémas 9.2 patvaligam intervala I n — 1 reizi nepartraukti
diferencéjamam funkcijam @;(x), @>(x),...,@,(x) nav speka, jo eksisté lineari neatkarigas
funkcijas, kas nav lineara homogéna DV atrisinajumi, kuram W (x) = 0.

No teorémam 9.2 un 9.3 seko, ka DV (0.4) partikularo atrisinajumu linearas atkaribas un
neatkaribas noskaidroSanai pietiek aprékinat atbilstoSa Vronska determinanta W (x) vertibu
brivi izveléta punkta xo € I. Ja W(xp) # 0, tad dotie atrisinajumi ir lineari neatkarigi visa
intervala 1. Ja W(xg) = 0, tad tie ir lineari atkarigi intervala /.

0.1.4 Lineara homogena DV visparigais atrisinajums

Teorema 9.4 (pamatteoréma) Ja DV (0.4) partikularie atrisinajumi yj(x), y2(x),....yn(x) ir
lineari neatkarigi intervala /, tad

y(x) = Zciyz'(x) (0.12)
i=1

ir DV (0.4) visparigais atrisinajums. Citiem vardiem, y;(x), y2(x),...,y,(x)ir DV (0.4) atrisinajumu
fundamentalsistéma.
Pieradijums. Izteiksme (0.12) ka partikularo atrisinajumu y; (x), y2(x),....yn(x) lineara kom-

binacija ar1 ir DV (0.4) atrisinajums jebkuram konstanSu C;, i = 1,n vértibam. Japierada, ka ta
satur visus DV (0.4) atrisinajumus. Pienemsim, ka z(x) ir patvaligs DV (0.4) atrisinajums un



paradisim, ka tas ir iegistams no (0.12) attiecigi piemekl€jot C; vertibas. I1zv€lamies patvaligu
xo € I un aprékinam vértibas

2(x0),7 (x0), - .- ,z(”_l) (x0)-

Sastadam linearu nehomogeénu algebrisku vienadojumu sisteému:

Ciy1(x0) +Coy2(x0) + . .. + Cpyn(x0) = 2(x0)

C1y) (x0) + Cayy(x0) + - .. + Gy (x0) = z(x0) (0.13)

» s e e
C1y§" )(Xo) +Czy§" )(Xo) +... +Cny£1n (x0) = z(xo)

Ta ka saskana ar teorému 9.3 sastaditas sisteémas determinants W (x) # 0, tad tai eksiste viens

vienigs atrisinajums C;, i = 1,n. Ja tagad aplikojam DV (0.4) atrisinajumu

y(x) = ic,-zyi (x),

kuru satur formula (0.12) ar C; = C}, i = 1,n, un doto atrisinajumu z(x), tad ka redzams no
sisteémas (0.13) vienadojumiem, tie punkta xo apmierina vienus un tos pasus sakuma nosacijumus.
Tade] saskana ar teoremu 9.1 tie sakrit visa intervala /:

y(x) = icfyi(X) = z(z), xel
i=1

Sekas. Maksimalais DV (0.4) lineari neatkarigo atrisinajumu skaits ir n, t.i. sakrit ar DV
kartu, jo jebkuri n+1 DV (0.4) atrisinajumi, ka seko no formulas (0.12), veido jau lineari
atkarigu atrisinajumu sist€ému.

Rodas jautajums: vai DV (0.4) vispar eksisté n lineari neatkarigu atrisinajumu sistémas.
Citiem vardiem — atrisinajumu fundamentalsistemas?

Teorema 9.5 Katram n-tas kartas linearam homogénam DV eksisté bezgaligi daudz atrisinajumu
fundamentalsisemas.

Pieradijums. Izvélesimies patvaligu nesingularu n-tas kartas kvadratisku matricu A = (a;;)

, det(A) # 0 un patvaligu punktu xo € I. Ar y;(x) apzimesim DV (0.4) atrisinajumu, kas atbilst
sakuma nosacijumiem

y(X()) =daii, y/(xo) = aiy, "~7y(n_1)(-x0) = dln,

ar y,(x) apzimésim atrisinajumu, kas atbilst sakuma nosacijumiem

y(xO) = ai, yl(XO) = dajny, ...,y(n_l)(xo) = ap,,

u.t.t. ar y,(x) apzimésim atrisinajumu, kas atbilst sakuma nosacijumiem

y(X()) =dapi, yl(xo) = dn2, "'7y(n71)(x0) = dnn-

Atrisinajumu y;(x), y2(x),...,y»(x) Vronska determinants punkta xo ir W(xg) = det(4) # 0.
Tatad tie ir lineari neatkarigi intervala / un, saskana ar teormu 9.4, tie veido DV (0.4) atrisinajumu



fundamentalsistému. Kaut arT katram n-tas kartas linearam homogénam DV eksisté bezgaligi
daudz atrisinajumu fundamentalsisteémas, tomeér katra no tam viennozimigi nosaka pasu DV
normalforma.

Teorema 9.6 Ja diviem DV normalforma

Y ay (x)y" D 4 an(x)y =0,

Y 4 b ()" by (x)y =0
ar nepartrauktiem intervala / koeficientiem ir kopiga kaut viena atrisinajumu fundamentalsistéma,
tad tie sakrit, t.i. a;(x) = b;(x),i = 1,n.
Pieradijums. Atnemot otro DV no pirma, iegiistam

a1 (x) = b1 ()" + [a2(x) = b2 ()" .+ [an(x) = b ()ly = 0.

Ja pienemam, ka a; (x) # by (x) kaut kada intervala I; C I, tad dalot intervala /; $o starpibu ar
a1 (x) — by (x), iegisim n — 1 kartas linearu homogénu DV normalforma

ai(x) — bi(x)
ar(x) =bi(x)’
kura atrisinajumi ir arT abu doto DV atrisinajumu fundamentalsis€mas. Esam ieguvusi pretrunu,
jo n— 1 kartas lineara homogéna DV maksimalais lineari neatkarigo atrisinajumu skaits irn— 1
nevis n. Tatad a; (x) = by (x) intervala I un doto DV starpiba ir ar izskatu

Y Ly ()" 4 dy(x)y =0,  di(x) = i=2n,

a1 () =51 ()" o [an(x) = ba(x)]y = 0.

Pienemot, ka ap(x) # by(x) kaut kada intervla I, € I un sprieZot analogiski ka ieprieks,
iegiistam, ka arf ap(x) = b (x) intervala /, u.t.t., ka a;(x) = b;(x),i = 1,n intervala I.

Zinot DV (0.4) kaut kadu atrisinajumu fundamentalsisttmu, més varam iegit ta visparigo
atrisinajumu (0.12). Savukart, zinot kada DV visparigo atrisinajumu, bieZi viegli var restauréet
paSu DV. Ja y; (x), y2(x), ...,yn(x) ir DV (0.4)atrisinajumu fundamentalsistéma, tad jebkur§
cits DV (0.4) atrisinajums y(x) ir izsakams ar y;(x), y2(x), ...,y,(x) (formula (0.12)). Tas
nozimg, ka DV (0.4) atrisinajumi y(x), y; (x), y2(x), ..., y,(x) ir jau lineari atkarigi un to n+ 1
kartas Vronska determinants

Y1 Y2 ... Yn y

/ ! / /

Yy oYh o Yy
Wy ey l®)=| 7 72 T =0

W e



intervala /. Izvirzot $o determinantu péc pedéjas kolonas, ieglisim

i Y2 e Y y
Y Yy e Va %
W, y,...,vn (n) _ (n—l)_{_u_
325 w5 ¥u] (X)y Wy o TS
o Pw T w7 (0.14)
yln yzn ce ynn y(n)
Vi Yn

kas arT ir meklétais DV.
Piemers 4. Funkcijas sinx un cosx, ka tika paradits pieméra 1, ir lineari neatkarigas jebkura
intervala I € R. AtbilstoSais otras kartas linearais homogénais DV ir

sinx cosx Yy
W(sinx,cosx,y(x)] =| cosx —sinx y |[=0,
—sinx —cosx y”

vai atklata forma y” +y = 0.

0.1.5 Ostrogradcka-Liuvila formula

DV (0.14) koeficients pie y) ir W [V1,Y2, -, ¥n](x) # O intervala I. Dalot DV (0.14) abas puses
ar to un salidzinot iegiito rezultatu ar DV (0.4), atrodam, ka

AW Ly2 ) W (x)
— =— . (0.15)
W(y1,v2, .-, yn](x) W(x)
Piezime 5. Determinanta atvasinajums péc x, ja ta elementi ir funkcijas no x, ir vienads ar
n determinantu summu, kur pirmais atSkiras no dota ar to, ka tam ir atvasinata pirma rinda,
otrajam — otra, treSajam — tre$a u.t.t. Par€jas rindas nemainas. Atvasinot Vronska determi-
nantu, pirmie n — 1 determinanti bus vienadi ar nulli, jo saturés divas vienadas rindas, bet
n-tais sakritis ar koeficientu pie y(”_l) pirms daliSanas ar W (x) iegttaja DV.
Vienadiba (0.15) atieciba pret W (x) ir pirmas kartas DV ar atdalamiem mainigiem. In-
tegrejot So DV, iegustam ta saucamo Ostrogradcka-Liuvila formulu

p1(x) =

W (x) = Ce™J P1@)dx, (0.16)

kur C — patvaliga konstante.
Ostrogradcka-Liuvila formula, kuru otras kartas DV gadijuma parasti sauc ari par Abela
formulu, lauj viegli atrisinat jebkuru otras kartas linearu homogénu DV

V' 4+ p1(x)y + p2(x)y =0, (0.17)

ja ir zinams viens ta partikularais atrisinajums y; (x).



Tiesam, pienemot, ka y(x) ir vél viens DV (0.17) atrisinajums lineari neatkarigs no y;(x),
tad saskana ar Ostrogradcka-Liuvila formulu (0.16)

W[yl,y](X)Zlyl Y | =3y =Yy = Crem I,

iy

ieglistam pirmas kartas linearu nehomogénu DV attieciba pret y. So vienadojumu viegli var
atrisinat ar integréjosa reizinataja yl% palidzibu:
' =y _ <1) _ G [ pi
i n)oo¥ ’
iegistot, ka

y(x) = y1(x)

e~ [ p1(x)dx
i / o —dx+ G
Y1

Piemeérs 5. Atrisinasim DV (1 —x?)y” —2xy' +2y=0,x € (—1,1).

Ta ka dotais DV ir homogens attieciba pret y, y’ un y”, tad ta kartu var pazeminat par vienu,
lietojot standarta substitiiciju z = y;/ Tad y = zy, y" = (' +z%)y un attieciba pret z iegiistam
pirmas kartas, bet diemzel jau nelinearu DV

(1—x*)(d +2%) —2xz+2 =0,

kuru ir gruti atrisinat.
No otras puses, nav grati saskatit, ka viens no dota DV atrisinajumiem ir y(x) = x. No
Ostrogradcka-Liuvila formulas seko, ka

_2x_
:xy/ —y= Clef lfxzdx =

Wl =]

yl

Cn(1— O]
—-C In(1—x?) _ .
1 1 —x%

Péc daliSanas ar x* atrodam, ka

(i) - xz(lci x?)’

Integrejot iegtito vienadibu, atrodam dota DV visparigo atrisinajumu

/ Cidx c / 1 n 1 n 1 J
=X . — X — X =
Y x2(1—x2%) ! x2 0 2(1+x)  2(1—x)




0.1.6 Lineara homogena DV kartas pazeminasana

Lai varétu atrast lineara homogeéna DV (0.4) visparigo atrisinajumu ir jaatrod kaut kada ta
atrisinajumu fundamentalsistéma y(x), y2(x),..., yo(x). Kaut ari to ir bezgaligi daudz, to
atrast vispariga gadijuma ir gruti, varbut pat neiespejami. DaZreiz izdodas atrast tikai daju
no tas. Izradas, ka katrs zinamais lineari neatkarigais dota DV (0.4) atrisinajums Jauj DV
kartu pazeminat par vienu, pie kam saglabajot dota DV linearitati.

VienkarSibas de] aplukosim tresas kartas DV

V"' 4+ p1(x)y" + pa(x)y + p3(x)y =0, (0.18)

pienemot vispirms, ka ir zinams tikai viens ta partikularais atrisinajums y(x).
Izradas, ka dota DV kartu vienmér var pazeminat par vienu, parejot uz jaunu nezinamo
funkciju z ar substituciju

Y= /de. (0.19)
Tad

y/=y’1/de+y1z,
y”zy'{/zdx+2y’1z+y1z’,

y///:yllll/zdx+3y/1/Z_|_3y/1Z/_|_y1Z//

un ievietojot $is izteiksmes DV (0.18), iegiisim

" / 2dx+3Y{z+ 3912 +y12) + p1(x) O / 2dx+2yiz+y1)+

+P2(x>()’/1/zdx+)’12)+p3(x)y1/zdx:0,

vai pargrupéjot locek]us:
DA+ 1 ()Y + p2(x)y) + pa(x)y1] / zdx +y17"+

+3Y1 + p1(x)y1]e + BT +2p1(0)y + p2(x)y1]2 = 0.
Ta ka y(x) ir DV (0.18) atrisinajums, tad pirmais loceklis ieglitaja viendojuma ir vienads ar
nulli un gala rezultata iegiistam linearu homogeénu otras kartas DV attieciba pret z

/

W y
L+2p (X)y—i +p2(x)]z=0. (0.20)

/
23 4 p ()] + 3L
Y1 Y1
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Ja mums sakuma butu zinami divi dota DV (0.18) lineari neatkarigi partikularie atrisinajumi,
tad mums biitu zinams, ka tas seko no formulas (0.17), viens DV (0.20) partikularais atrisinajums

()
z1=\(—].
1

Ar ta palidzibu var talak pazeminat DV (0.20) kartu par vienu. Vispar, ja ir zinami k < n
lineari neatkarigi n-tas kartas lineara homogena DV partikularie atrisinajumi, tad Sada veida
var dota DV kartu pazeminat par k, iegustot n — k kartas DV. Ja k = n — 1, iegustam pirmas
kartas linearu homogénu DV, kas ka zinams vienmér integréjas kvadratiiras.

Piemers 6. Atrisinat DV x>y"" —3x%y" 4 6xy’ — 6y = 0, kuram acimredzot viens no atrisinajumiem
ir y(x) = x.

Ar substitiiciju y =y [ zdx = x [ zdx defingjam jaunu nezinamo funkciju z. Tad y’ = [ zdx+
xz,y" =2z+x7,y" = 37 + x7” un dotais DV bus izskata

(37 +x7") = 3x*(2z+x7) + 6x(/zdx+xz) — 6y/zdx =0.

Péc vienkarSoSanas 7/ = 0. Divas reizes integréjot atrodam, ka z = Cyx+ C,, no Kurienes seko,
ka dota DV visparigais atrisinajums ir

3
y:x/zdx:x/(Clx-l—Cz)dx:Cl%-|—C2x2-|-C3x.

0.1.7 Uzdevumi patstavigai risinasanai
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