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Ievads
Ļoti svarīgi rezultāti matemātiskās fizikas skaitliskajās metodēs tika iegūti 20. gadsimtā, pateicoties galīgo diferenču metodei, galīgo elementu metodei, robeželementu metodei un citām līdzīgām metodēm. Galīgo diferenču metodes pamatā ir tuvinātas formulas 
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Lietojot (0.1) atvasinājumu aproksimācijai, jāsastopas ar vēl vienu problēmu – formulu (0.1) nekorektību: mazas izmaiņas funkcijas vērtību 
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Galīgo diferenču un tai līdzīgām metodēm galvenā priekšrocība – lielais universālums. Tās var lietot daudz dažādām, pat ļoti sarežģītām problēmām. Trūkums – nelielā precizitāte, jo metode bieži neievēro visu informāciju par meklējamo funkciju.
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Tālāk aplūko vienādību 
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kurai jābūt pareizai vismaz kādā funkciju telpas 
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Tālāk vispirms aplūkosim ortogonālos polinomus un to īpašības, jo tām ir liela nozīme dažādos DM metožu lietojumos.
1.tēma

Vispārīgie ortogonālie polinomi, to īpašības

1.1. Ortogonālie polinomi.

Matemātikā un it īpaši skaitļošanas matemātikā svarīga loma ir polinomiem kā vienkāršākajām elementārajām funkcijām. Viegli pārliecināties, ka gandrīz visas parasto diferenciālvienādojumu (sistēmu) tuvinātās atrisināšanas metodes reducējās uz kādu no meklējamās funkcijas (funkciju sistēmas) polinomiālu aproksimāciju un tālāko šo polinomu koeficientu izskaitļošanu. 
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ir lineāri neatkarīga un var tikt izraudzīta par telpas 
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būtu minimums. 
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No (1.3) un (1.4) iegūst lineāru algebrisku vienādojumu sistēmu 
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Diemžēl (1.5) ir slikti saderīga sistēma, tādēļ mazāko kvadrātu metodi šādā formā ar pietiekami lielu N praksē parasti nelieto. Maziem N, piemēram, N=1 vai N=2, metodi var lietot. Sistēmas (1.5) sliktā saderība būtībā ir sekas no sliktās telpas 
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Definīcija 1.2.  Integrāli
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sauc par 
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Definīcija 1.3. Saka, ka polinomu sistēma 
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Šo īpašību var formulēt arī ar citiem vārdiem.
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veido bāzi.
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Tas nozīmē, ka 
[image: image123.wmf])

(

x

R

1

n

-

 intervālā 
[image: image124.wmf]]

,

[

b

a

 maina zīmi. Tātad eksistē sakne 
[image: image125.wmf])

,

(

)

(

b

a

x

n

2

Î

, ka 
[image: image126.wmf])

(

)

(

)

(

)

)(

(

)

(

n

2

n

n

2

n

1

n

R

x

x

x

x

x

q

-

-

-

=

. Turpinot līdzīgus spriedumus, secinām, ka 


[image: image127.wmf])

)...(

)(

(

)

(

)

(

)

(

)

(

n

n

n

2

n

1

n

x

x

x

x

x

x

c

x

q

-

-

-

=

. 
(1.15)

Atliek pierādīt, ka starp saknēm nav vienādu. Pieņemsim, pretējo, ka eksistē sakne 
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Tā kā zemintegrāļa funkcija formulā (1.18) ir nenegatīva un nav identiski vienāda ar 0, iegūta pretruna. Tātad starp saknēm 
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2.tēma

Klasiskie ortogonālie polinomi, to īpašības un klasifikācija

2.1. Klasiskie ortogonālie polinomi.
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2.2. Klasisko ortogonālo polinomu īpašības.

Klasiskiem ortogonāliem polinomiem, protams, ir pareizas visas 1. tēmā aplūkotās īpašības. Tomēr nosacījumu (2.1) un (2.2) dēļ viņiem parādās jaunas lietojumos ļoti svarīgas īpašības. Tādēļ tās aplūkosim atsevišķi. 
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ir n–tās kārtas polinoms. 
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Funkciju  atrod no formulas 
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[image: image236.wmf]w

 ir pietiekami mazs. 

[image: image237.wmf] 
[image: image238.wmf])

(

~

x

Q

n

 rindā (2.11) aizvietojot ar Rodriga formulu (2.4), bet Teilora koeficientus – ar integrāli kompleksā plaknē, iegūst 


[image: image239.wmf]ò

å

å

=

-

+

¥

=

¥

=

-

=

=

Y

d

z

z

z

z

b

z

r

p

r

b

r

r

x

1

n

n

0

n

n

n

n

n

0

n

n

d

x

i

2

n

n

w

x

1

x

x

dx

d

n

w

x

1

w

x

)

(

)

(

)

(

!

!

)

(

)]

(

)

(

[

!

)

(

)

,

(

.

Mainot summācijas un integrācijas kārtību un iegūto rindu summējot kā ģeometrisko progresiju, funkcijai  atrod šādu integrālo reprezentāciju: 


[image: image240.wmf]ò

=

-

-

-

==

Y

d

z

z

b

z

z

z

r

p

r

x

w

x

d

i

2

1

x

1

w

x

)

(

)

(

)

(

)

,

(

.
(2.14)

Integrāli (2.14) atrod kā rezidiju punktā 
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2.3. Klasisko ortogonālo polinomu standartizācija.

Klasisko ortogonālo polinomu standartizāciju veic atkarībā no tā, kādas saknes ir polinomam 
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Klasisko ortogonālo polinomu klasifikācijai ir sena un bagāta vēsture, kā rezultātā ir izveidotas daudz dažādu lietojumos svarīgu formulu. Ja šo standartizāciju izmainītu, tad būtu jāmaina arī daudzas līdz šim labi pazīstamas un bieži lietotas formulas, kas ievērojami apgrūtinātu ortogonālo polinomu pielietošanu. Tādēļ arī mēs turpmāk lietosim klasisko ortogonālo polinomu standartizāciju.
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No (2.16) atrodam 
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Co. Polinomam 
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kur  un  ir kādas konstantes. Integrējot (2.19), iegūst 
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Do. Polinomam 
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un atbilstošo Rodriga formulu
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Tomēr neatkarīgi no tā, kā izraugās konstantes, neeksistē tāds intervāls 
[image: image313.wmf]]

,

[

b

a

, kurā būtu pareizas vienādības (2.2). Polinomus (2.24) ar 
[image: image314.wmf]0

a

=

 sauc par Besseļa polinomiem, bet ar 
[image: image315.wmf]0

a

¹

 – par vispārinātiem Besseļa polinomiem. Kaut arī Besseļa polinomiem nav reāla intervāla, kurā tie ir ortogonāli, tomēr izrādās, ka tie ir ortogonāli kompleksā plaknē uz riņķa līnijas 
[image: image316.wmf]0

r

x

>

=

. Parasti aplūko Besseļa polinomu ortogonalitāti uz riņķa līnijas 
[image: image317.wmf]1

x

=

, kas nodrošina arī pārējo klasisko ortogonālo polinomu īpašību izpildīšanos. Tādēļ Besseļa polinomus pieskaita klasiskajiem ortogonālajiem polinomiem.

Deģenerēto matricu lietojumos liela nozīme būs Jakobi polinomiem un to dažādiem speciālgadījumiem. Tādēļ aplūkosim tos sīkāk.

2.4. Jakobi polinomu speciālgadījumi.

1o. Ja 
[image: image318.wmf]2

1

-

=

=

l

b

a

, tad polinomus sauc par Gegenbauera vai ultrasfēriskajiem polinomiem un apzīmē ar 
[image: image319.wmf])

(

)

(

x

C

n

l

. Tādējādi, ja 
[image: image320.wmf]2

1

-

>

l

, 


[image: image321.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

(

x

J

2

1

2

x

C

2

1

2

1

n

n

n

n

-

-

+

=

l

l

l

l

l

, 
[image: image322.wmf]0

¹

l

, 
(2.25)


[image: image323.wmf])

(

)!

(

)]

(

[

lim

)

(

)

,

(

)

(

)

(

x

J

2

1

1

n

2

x

C

x

C

2

1

2

1

n

n

n

1

0

0

n

-

-

-

®

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

l

l

l

, 
[image: image324.wmf],...

,

2

1

n

=


(2.26)


[image: image325.wmf]1

x

C

0

0

=

:

)

(

)

(

.
(2.27)

Gegenbauera polinomi ir ortogonāli intervālā 
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jeb, izsakot Ležandra polinomus ar Gegenbauera polinomiem, 
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2.5. Ležandra polinomu īpašību pētīšanas piemērs.

1o. Atradīsim Ležandra polinomu rekurences formulu.
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No Rodriga formulas (2.29) atrodam, ka koeficients pie augstākās x pakāpes polinomiem 
[image: image348.wmf])

(

x

P

n

 ir 


[image: image349.wmf]!

!

)!

(

)

!

(

)!

(

!

)

)...(

(

n

1

n

2

n

2

n

2

n

2

1

n

1

n

2

n

2

2

n

n

-

=

=

+

-

.
(2.33)

Salīdzinot koeficientus formulā (2.32) pie augstākās x pakāpes, t.i., pie 
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Ievietojot (2.32) 
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No (2.35), (2.34) un (2.32) atrod šādu rekurences formulu 
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Pēc (2.36) var vienkārši izveidot datorprogrammu, kas atrod [image: image359.wmf])
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4o. Atrast Ležandra polinomu veidotājfunkciju.
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No (2.38) atrod
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5o. Atradīsim Ležandra polinomu 
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Formulas (2.45) galvenā nozīme – no tās, lietojot klasiskās stacionāras fāzes metodi vai sedlu punktu metodi, var atrast Ležandra polinomu asimptotiskas formulas lieliem n. Tās savukārt ir nepieciešamas 
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6o. Ležandra polinomu asimptotiskā formula.
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Lasītājs bez grūtībām atradīs arī sakņu asimptotiskās formulas lieliem n, pielīdzinot nullei (2.46) izteiksmi figūriekavās.

Praktiskai lietošanai standartprogrammās no (2.45) atrod vairākus asimptotiskā attīstījuma locekļus un atbilstošās nuļļu asimptotiskās formulas, kas kopumā ir ļoti darbietilpīgs process. Tādēļ to sīkāk neapskatīsim.

1. piezīme. Pēc 2.5. punkta pētījumu shēmas var aplūkot īpašības citiem Gegenbauera polinomiem, kā arī Jakobi polinomiem 
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Tādēļ Čebiševa polinomu īpašības var vienkārši atvedināt no trigonometrisko funkciju īpašībām. Turpmāk Deģenerēto matricu metodēs Čebiševa polinomus pielietosim ļoti bieži. Ļoti daudz faktu par Čebiševa polinomiem lasītājs var uzzināt grāmatā [4].

Programma 2.1.

Datorprogrammas piemērs matemātikas paketē Mathematica 2.2 Ležandra polinomu Pn(x) izteiksmju atrašana pēc rekurences formulas (2.36)

P[n_,x_]:=Module[{a,b,c},

a=0;b=1;

Do[c=((2k-1)*x*b-(k-1)*a)/k;a=b;b=c,{k,1,n}];

Simplify[c]]
Ar izveidoto programmu aprēķinam, piemēram, P6(x).
Izpildot komandu P[6,x], iegūstam:
          2        4        6

-5 + 105 x  - 315 x  + 231 x

-----------------------------

             16

To pašu iegūstam izpildot iebūvētās  Mathematica 2.2 komandas

Simplify[JacobiP[6,0,0,x]]
          2        4        6

-5 + 105 x  - 315 x  + 231 x

-----------------------------

             16

vai LegendreP[6,x]
          2        4        6

-5 + 105 x  - 315 x  + 231 x

-----------------------------

             16

2.6. Uzdevumi patstāvīgam darbam.

1. Pierādiet, ka 
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2. Uzrakstiet rekurences formulas: 

a) Ermita polinomiem,

b) Lagēra polinomiem,

c) Jakobi polinomiem,

d) Gegenbauera polinomiem,

e) Čebiševa polinomiem.

3. Atrodiet veidotājfunkcijas uzdevumos 2a) – 2e) minētajiem polinomiem. 

4. Uzrakstiet diferenciālvienādojumus uzdevumos 2a) – 2e) minētajiem polinomiem.

5. Pēc rekurences formulām izveidojiet datorprogrammu uzdevumos 2a) – 2e) minētajiem polinomiem un aprēķinu rezultātus salīdziniet ar tiem, kurus iegūst ar standartprogrammām.

6. Atrodiet klasisko ortogonālo polinomu atvasinājumus un noteiciet svaru 
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7. Pierādiet, ka Ležandra polinomu atvasinājumus ar Gegenbauera polinomiem saista formula: 
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8. Pierādiet formulu: 
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3.tēma

Projektori, projektoru piemēri. Atvasinājuma matricas veidošana dotajam projektoram. Kļūdas novērtējums aprēķinos ar atvasinājuma matricu.

3.1. Projektora definīcija.
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sauc par Lagranža projektoru pēc mezgliem 
[image: image437.wmf]x

r

.

Atzīmēsim, ka Lagranža projektors 
[image: image438.wmf]1

N

-

L

 ir atkarīgs tikai no mezglu vektora 
[image: image439.wmf]x

r

, t.i., 
[image: image440.wmf])

(

x

1

N

1

N

r

-

-

=

L

L

. Tādēļ (3.1) kreiso pusi pilnā pieraksta vajadzētu apzīmēt ar 
[image: image441.wmf])

(

)

(

x

f

x

1

N

r

-

L

 vai 
[image: image442.wmf])

)(

)

(

(

x

f

x

1

N

r

-

L

.

Vienādību 
[image: image443.wmf])

)(

)

(

(

)

(

x

f

x

x

f

1

N

r

-

»

L

, kas nepārtrauktām funkcijām vispār pareiza tikai tuvināti sauc arī par Lagranža interpolācijas formulu. Tai ir pareizas precīzas vienādības 


[image: image444.wmf])

(

)

)(

)

(

(

k

k

1

N

x

f

x

f

x

=

-

r

L

, 
[image: image445.wmf]N

2

1

k

,...,

,

=


(3.2)

Vienkārši pierādams, ka 
[image: image446.wmf]1

N

1

N

b

a

C

:

-

-

®

P

]

,

[

L

 (tas izriet no (3.1)), un 
[image: image447.wmf]1

N

1

N

2

-

-

=

L

L

, kur 
[image: image448.wmf]1

N

-

P

 ir 
[image: image449.wmf]1

N

-

 kārtas polinomu telpa. Tās dimensija ir N. Pēdējo vienādību pierāda šādi: 

[image: image450.wmf]  Pieņemsim, ka 
[image: image451.wmf])

(

x

Q

1

N

-

 ir brīvi izraudzīts polinoms. Sastāda starpību: 
[image: image452.wmf])

)(

)

(

(

)

(

x

Q

x

x

Q

1

N

1

N

1

N

-

-

-

-

r

L

. Šī starpība ir polinoms, kura pakāpe ir ne augstāka kā 
[image: image453.wmf]1

N

-

 un kura anulējas N punktos 
[image: image454.wmf]N

2

1

x

x

x

,...,

,

. Tas iespējams tikai tad, ja 
[image: image455.wmf]0

x

Q

x

x

Q

1

N

1

N

1

N

º

-

-

-

-

)

)(

)

(

(

)

(

r

L

 vai 
[image: image456.wmf])

)(

)

(

(

)

(

x

Q

x

x

Q

1

N

1

N

1

N

-

-

-

=

r

L

, jeb 
[image: image457.wmf]1

N

1

N

2

-

-

=

L

L

. [image: image458.wmf]
2o. Furjē projektora definīcija.
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ir definēts lineārs operators 
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Viegli pārbaudīt, ka 
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ir N – tās kārtas polinoms.
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Speciālgadījumā, kad 
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Veidojot projektorus, par apakštelpu 
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Tad vienādība 
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koordinātu formā ir 
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un tā ir pareiza katrai funkcijai 
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Līdzīgi pietiekami lieliem N un 
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kuru pielieto augstāku kārtu atvasinājumu aproksimācijai.
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t.i., meklējamais kļūdas novērtējums vienkārši reducējas uz Lagranža interpolācijas atlikuma atvasinājuma normas novērtējumu. Mūsu rīcībā ir 4 metodes, kā novērtēt Lagranža interpolācijas atlikuma kļūdu, no kurām atvasinājuma atlikuma novērtēšanai var izmantot tikai 3 pēdējās.
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3)  Ir zināmi speciāli novērtējumi, ja 
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Piezīme. Sadalījuma skaitli 
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Teorēma 3.4. Ja 
[image: image542.wmf]]

,

[

b

a

C

f

3

Î

, tad 


[image: image543.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

¢

¢

¢

+

¢

¢

-

+

¢

-

-

£

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

x

f

5

x

f

a

b

N

6

x

f

a

b

1

N

N

4

3

x

f

2

2

2

2

N

N

2

w

r

D

. 
(3.17)

Pierādīsim tikai teorēmu 3.3.
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Izmantojot identitāti 
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Pielietojot formulā (3.20) Teilora formulu, atrodam, ka
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Izmantojot Markova nevienādību 
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Vispārīgi, ja 
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Visi novērtējumi ir tieši atkarīgi no mezglu sadalījuma skaitļa 
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Izmantojot (3.14) un (3.22) atrodam kļūdas novērtējumu aprēķinos ar atvasinājuma matricu 
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3.4. Uzdevumi pastāvīgam darbam.
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4.tēma

Atvasinājuma matrica Lagranža projektoram
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Visi trīs operatori [image: image583.wmf]1
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Operatoru formā (4.4) var pierakstīt kā 
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kur matricas AN elementi akj ir doti ar (4.4), bet 
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Matricu AN, kas izveidota ar projektora 
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(4.7) var aplūkot kā homogēnu algebrisku vienādojumu sistēmu ar matricu AN, kurai eksistē netriviāls atrisinājums (1,1,…,1)T. Tādēļ 
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Induktīvi pa k sašaurinot šīs identitātes uz mezgliem 
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Pie k=N no (4.9) izriet 
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ja tajās ieejošie atbilstošie matricu reizinājumi ir definēti.
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No (4.11) atrodam, ka, ja eksistē tāds naturāls skaitlis k0 ar kuru ir pareiza vienādība 
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Tā kā no 1.īpašības izriet, ka 
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un pēc tam to sašaurinot uz mezgliem xk. Izpildot atvasināšanu pēc Leibnica formulas 
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5.īpašība. Pielietosim substitūciju x=ct+d, kas intervālu 
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Koordinātu formā (4.17) var pierakstīt kā 
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[image: image680.wmf] Pierādījumu šim apgalvojumam iegūst no 5.īpašības ar c=0,5(ba) un d=0,5(b+a). [image: image681.wmf]
Kārtula. Lai sastādītu atvasinājuma matricu AN pēc mezgliem 
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Piezīme. Praktiskiem lietojumiem visbiežāk izraugās tādus mezglus xk, lai atbilstošie standartizētā intervāla [1,1] mezgli tk būtu klasiskā Jakobi polinoma 
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1.uzdevums. Atrast atvasinājuma matricu N  pēc otrā veida Čebiševa polinoma 
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Atzīmēsim, ka 

a) Formula (4.22) ir ērta matricas N skaitliskai atrašanai, lietojot datorprogrammas „Mathematica”, „Maple” u.c.

b) Formula (4.22) ir pielietojama jebkuriem mezgliem tk, k=1, 2, ..., N, brīvi izraudzītā intervālā, t.i., (4.22) var aplūkot kā vispārīgu atvasinājuma matricas elementu aprēķināšanas formulu pēc dotajiem mezgliem 
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2.uzdevums. Atrast atvasinājuma matricu N+2 pēc mezgliem 
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j,k=0, 1, 2, .., N+1.

Pielietojot 1.uzdevumā atrasto formulu,
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vispirms atradīsim matricas N+2 „iekšējos elementus” 
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Tātad matricas „iekšējie elementi” ir 
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j,k=1, 2, .., N.

Atradīsim matricas „stūra” elementus.
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Līdzīgi atrod, ka „malu” elementi
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Citi matricas „malu” elementi ir: 
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Formulas (4.24) – (4.28) dod meklējamās matricas N+2 elementus analītiskā formā. [image: image750.wmf]

[image: image751.wmf] Otrā metode.

Līdzīgi kā 1.uzdevuma atrisinājumā var pielietot vispārīgo otro metodi.
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Arī šeit (4.29) ir vienkāršāk pielietojama aprēķiniem ar datoru nekā analītiskās formulas (4.24) – (4.28). 

Atvasinājuma matricai AN pēc mezgliem xk, k=1, 2, .., N, ir sakars ar Vandermonda matricu VN un atvasināto Vandermonda matricu DVN, kuras definē kā 
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6. īpašība. Atvasinājuma matricai AN pēc mezgliem x1,x2,...,xN ir pareizas vienādības
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Vienādības (4.32) ir ekvivalentas ar matricu vienādību 
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Piezīme. Izmantojot (4.31) var vienkārši pierādīt arī 3. īpašību, ka 
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Piezīme. Kaut arī (4.31) dod vienkāršu analītisku izteiksmi atvasinājuma matricas AN atrašanai, lieliem N šo formulu ir grūti pielietot pat ar datoru, jo 
[image: image779.wmf]1

N

-

V

 aprēķinos reizē ar N strauji pieaug kļūda. Tādēļ praksē biežāk atvasinājuma matricas atrašanai lieto (4.22) vai (4.29). 

4.2. Datorprogrammas atvasinājuma matricas atrašanai pēc dotā mezglu vektora 
[image: image780.wmf]x

r

.

Programma 4.1. 

Datorprogrammas piemērs atvasinājumu matricas AN=A(t) aprēķināšanai pēc dotā mezglu vektora 
[image: image781.wmf]t

r

 saskaņā ar formulām (4.22).

A[t_]:=Module[{n,dp,d},n=Length[t];

dp=N[Table[Product[t[[k]]-t[[i]],{i,1,k-1}]*

Product[t[[k]]-t[[i]],{i,k+1,n}],{k,1,n}]];

d=N[Table[Sum[1/(t[[k]]-t[[i]]),{i,1,k-1}]+

Sum[1/(t[[k]]-t[[i]]),{i,k+1,n}],{k,1,n}]];

Table[If[k==j,d[[k]],N[dp[[k]]/dp[[j]]/

(t[[k]]-t[[j]])]],{k,n},{j,n}]]

Šeit dp un d ir vektori, kuru komponentes attiecīgi ir: dp[[k]]=p'n(tk) un d[[k]]=(kk.    

Piemērs 1. Piecu dimensiju vektoram t={1; 0.5; 0; 0.5; 1}, kas atbilst segmenta [1,1] sadalījumam 4 vienādās daļās, atbilstošo atvasinājumu matricu A(t) tagad atrodam izpildot komandas
$MinPrecision=6;

m=5;

t=Table[-1+2k/(m-1),{k,0,m-1}]k

A[t] 

Šeit pirmā komanda norāda rezultāta vēlamo zīmīgo ciparu skaitu.

Rezultātā iegūstam matricu 
[image: image782.wmf])
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 kā sekojošu divdimensiju masīvu:

{{4.16667, 8., 6., 2.66667, 0.5},

 {0.5, 1.66667, 3., 1., 0.166667}, 

 {0.166667, 1.33333, 0, 1.33333, 0.166667},

 {0.166667, 1., 3., 1.66667, 0.5},  

 {0.5, 2.66667, 6., 8., 4.16667}}

Izpildot komandu MatrixForm[A[t]], šo masīvu, ja vēlamies, var attēlot matricas formā:


4.16667
8.
6.
2.66667
0.5


0.5
1.66667
3.
1.
0.166667


0.166667
1.33333
0 
1.33333
0.166667


0.166667
1.
3.
1.66667
0.5


0.5
2.66667
6.
8.
4.16667

Atvasinājuma matricu, kas atbilst otrā veida Čebiševa polinoma U5(t) nullēm, kurām ir pievienoti intervāla (1,1) galapunkti, un kurai katrs elements satur 6 zīmīgos ciparus, atrodam, izpildot komandas

$MinPrecision=6;

n=5;

t=Flatten[{-1,Table[N[-Cos[Pi*k/(n+1)]],

{k,1,n}],1}];

A[t]

Iegūstam

{{12.1667, 14.9282, 4., 2., 1.33333, 1.0718, 0.5}, 

  {3.73205, 1.73205, 2.73205, 1.1547, 0.732051, 0.57735, 0.267949}, 

  {1., 2.73205, 0.333333, 2., 1., 0.732051, 0.333333},  

  {0.5, 1.1547, 2., 0., 2., 1.1547, 0.5}, 

  {0.333333, 0.732051, 1., 2., 0.333333, 2.73205, 1.},  

  {0.267949, 0.57735, 0.732051, 1.1547, 2.73205, 1.73205, 3.73205}, 

  {0.5, 1.0718, 1.33333, 2., 4., 14.9282, 12.1667}}

Programma 4.3. 

Datorprogrammas piemērs atvasinājumu matricas
[image: image783.wmf]N

A

 aprēķināšanai pēc otrā veida Čebiševa polinoma UN(t) nuļļu kopas, kas papildināta ar punktiem 
[image: image784.wmf]1

t

±

=

, saskaņā ar formulām (4.24) – (4.28).

A[n_]:= Module[{s1,s2,t,dkj,dkk,rs,rb,ks,kb},

      t= N[Table[-Cos[Pi*k/(n+1)],{k,1,n}]];

      s1= (2n^2+4n+3)/6;

      s2= (-1)^n/2;                  

      rs:= 2(-1)^(j+1)/(1+t[[j]]); 

      rb:= 2(-1)^(n+j+1)/(1-t[[j]]);

      ks:= (-1)^k/(1+t[[k]])/2;

      kb:= (-1)^(n+k)/(1-t[[k]])/2;

      dkk:= t[[k]]/(t[[k]]^2-1)/2; 

      dkj:= (-1)^(k+j)/(t[[k]]-t[[j]]);

      N[Table[If[k<1,If[j<1,-s1,If[j>n,s2,rs]],

      If[k>n,If[j<1,-s2,If[j>n,s1,rb]],

      If[j<1,ks,If[j>n,kb,If[k==j,dkk,dkj]]]]],

      {k,0,n+1},{j,0,n+1}]]]

Šeit s1=(N+1,N+1 =(0,0 , s2=(0,N+1 =(N+1,0 , rs=(0,k , rb=(N+1,k , ks=(k,0 , kb=(k,N+1 dkk=(k,k , dkj=(k,j , k,j=1,…,N.

Izpildot, piemēram, komandas

$MinPrecision=5;

A[8],
iegūsim atvasinājumu matricu, kas sakrīt ar to matricu, kura tika iegūta ar Programmu 4.2., atbilstoši formulām (4.22):

{{12.1667, 14.9282, 4., 2., 1.33333, 1.0718, 0.5}, 

  {3.73205, 1.73205, 2.73205, 1.1547, 0.732051, 0.57735, 0.267949},  

  {1., 2.73205, 0.333333, 2., 1., 0.732051, 0.333333},  

  {0.5, 1.1547, 2., 0, 2., 1.1547, 0.5}, 

  {0.333333, 0.732051, 1., 2., 0.333333, 2.73205, 1.},  

  {0.267949, 0.57735, 0.732051, 1.1547, 2.73205, 1.73205, 3.73205},  

  {0.5, 1.0718, 1.33333, 2., 4., 14.9282, 12.1667}}

Atkal jāatzīmē, ka lieliem N šī Programma 4.3 strādā ātrāk un precīzāk nekā universālā Programma 4.1, kas atbilst formulām (4.22).

Programma 4.4. 

Atvasinājuma matricu, kas atbilst Jakobi polinoma J5(1,1)(x) nullēm intervalā (1,1) un kurai katrs elements satur 8 zīmīgos ciparus, atrodam, izpildot komandas

$MinPrecision=8;

t=Table[NRoots[JacobiP[5,1,1,x]==0,x][[j,2]],

{j,1,5}]

A[t]

Atbilstošais divdimensiju masīvs ir

{{
5.3437292,  
8.6769406,   
5.1447093, 
 2.4137451,
  0.60224718},  

  {
0.88250448, 
 1.2018978, 
 2.9053497,
 1.0664419,
  0.24549446}, 

  {
0.28199973, 
 1.5657989,  
 0.,          
1.5657989,
 0.28199973}, 

  {
0.24549446,
 1.0664419,  
2.9053497,
1.2018978, 
   0.88250448},  

  {
0.60224718,
  2.4137451,
  5.1447093,
 8.6769406,
  5.3437292}}

Izpildot komandu MatrixForm[A[t]], varam attēlot šo masīvu matricas formā

5.3437292      8.6769406     5.1447093     2.4137451     0.60224718

0.88250448   1.2018978      2.9053497    1.0664419      0.24549446

 0.28199973    1.5657989      0.                   1.5657989     0.28199973

0.24549446     1.0664419     2.9053497     1.2018978      0.88250448

 0.60224718    2.4137451      5.1447093     8.6769406      5.3437292

Programma 4.5. 

Atvasinājuma matricu, kas atbilst otrā veida Čebiševa polinoma U6(t) nullēm intervālā (1,1) un kurai katrs elements satur 7 zīmīgos ciparus, atrodam, izpildot komandas

$MinPrecision=7;

n=6;

t=N[Table[-Cos[Pi*k/(n+1)],{k,1,n}]];

A[t]

Iegūstam

{{7.17884, 11.70171, 7.441864, 4.493959, 2.129923, 0.5549581}, 

  {1.109916, 1.53001, 3.878002, 1.837989, 0.8019377, 0.2020248}, 

  {0.2919344, 1.603875, 0.3511698, 2.24698, 0.7601607, 0.176292}, 

  {0.176292, 0.7601607, 2.24698, 0.3511698, 1.603875, 0.2919344}, 
  {0.2020248, 0.8019377, 1.837989, 3.878002, 1.53001, 1.109916}, 

  {0.5549581, 2.129923, 4.493959, 7.441864, 11.70171, 7.17884}}

Programma 4.6. 

Datorprogrammas piemērs atvasinājumu matricas 
[image: image785.wmf])
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 aprēķināšanai pēc dotā mezglu vektora 
[image: image786.wmf]x

r

 ar Vandermonda matricas palīdzību saskaņā ar formulu (4.31).
A[x_]:=Module[{n,V,DV},n=Length[x];

V=Table[x[[j]]^(i-1),{i,n},{j,n}];

DV=Table[(i-1)*x[[j]]^(i-2),{i,n},{j,n}];

N[Transpose[Inverse[V].DV]]]

Izpildot komandas

m=5;

t=Table[-1+2k/(m-1),{k,0,m-1}]+2;

A[t]

atkal iegūstam masīvu, kurš tika iegūts ar Programmu 4.1., atbilstoši formulām (4.22):

{{4.16667, 8., 6., 2.66667, 0.5},

 {0.5, 1.66667, 3., 1., 0.166667}, 

 {0.166667, 1.33333, 0, 1.33333, 0.166667},

 {0.166667, 1., 3., 1.66667, 0.5},  

 {0.5, 2.66667, 6., 8., 4.16667}}

Šeit pie vektora t tika pieskaitīts 2 (atvasinājumu matrica, kā tika parādīts, no tā nemainās), lai varētu izvairīties no nenoteiktībām, aprēķinot matricu V un DV elementus. Kaut arī šeit mēs ieguvām to pašu rezultātu ko iepriekš, tomēr lieliem N šī programma strādā lēnāk un neprecīzāk nekā programma, kas atbilst formulām (4.22).

Programma 4.7. 

Datorprogrammas piemērs atvasinājumu matricas 
[image: image787.wmf]N

A

 aprēķināšanai pēc otrā veida  Čebiševa polinoma UN(t)  nuļļu kopas, 

A[n_]:= Module[{t,s,dkj,dkk},

        t= N[Table[-Cos[Pi*k/(n+1)],{k,1,n}]];

        s=1-t^2;   

        dkj:=((-1)^(k+j))*

        s[[j]]/(t[[k]]-t[[j]])/s[[k]];

        dkk:=3*t[[k]]/s[[k]]/2; 

        N[Table[If[k==j,dkk,dkj],{k,n},{j,n}]]]

Izpildot, piemēram, komandas:

$MinPrecision=7;

A[6]

mēs iegūstam to pašu rezultātu, ko ieguvām ar programmu 4.5. atbilstoši formulām (4.22):

{{7.17884, 11.70171, 7.441864, 4.493959, 2.129923, 0.5549581}, 

  {1.109916, 1.53001, 3.878002, 1.837989, 0.8019377, 0.2020248}, 

  {0.2919344, 1.603875, 0.3511698, 2.24698, 0.7601607, 0.176292},  

  {0.176292, 0.7601607, 2.24698, 0.3511698, 1.603875, 0.2919344},  
  {0.2020248, 0.8019377, 1.837989, 3.878002, 1.53001, 1.109916}, 

  {0.5549581, 2.129923, 4.493959, 7.441864, 11.70171, 7.17884}}

Galvenā atšķirība ir tā, ka šī programma lieliem N strādā nedaudz ātrāk un dod precīzāku rezultātu nekā ar programmu 4.5., jo šeit mazāk uzkrājas noapaļošanas kļūdas.

4.3. Uzdevumi patstāvīgam darbam.

1. Atrast analītiski atvasinājuma matricas 
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2. Sastādīt datorprogrammu atvasinājuma matricas atrašanai, ja mezglu vektora 
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3. Pārbaudīt iepriekšējā uzdevumā izveidoto atvasinājuma matricu lietojumu precizitāti šādām funkcijām:
a)  
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5.tēma

Integrēšanas matrica dotajai atvasinājuma matricai
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Tātad (5.10) ir matricu vienādojuma 
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kurai ir zināma līdzība ar nenoteiktā integrāļa pierakstu 
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[image: image935.wmf] Vispirms aplūko (5.16) summu ar 
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kuru vienkārši pierādīt ar rezidiju palīdzību, pielietojot teorēmu, ka racionālas funkcijas rezidiju summa no visiem poliem paplašinātā kompleksā plaknē 
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3.īpašība. Integrēšanas matricas kubiskai normai ir pareiza nevienādība
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[image: image946.wmf] Pēc 2. īpašības 
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Speciālgadījumā, ja 
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Co. Integrēšanas matricas 
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Šajā gadījumā 
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5.2. Datorprogrammu piemēri integrēšanas matricas 
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Programma 5. 1. 
Vektoram t un kolonai j atbilstošo vienkāršāko integrēšanas matricu 
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 atrodam, lietojot paketē Mathematica 2.2 iebūvēto integrēšanas komandu. Pie kam zemintegrāļa izteiksmi, t.i. polinomu l[k] pirms integrēšanas izvēršam pēc x pakāpēm ar komandu Expand, tādā veidā samazinot integrēšanas laiku:
B[t_,j_]:=Module[{n,dp,l},n=Length[t];

If[j>n,Print["nav tādas kolonas"],

(dp=N[Table[Product[t[[k]]-t[[i]],{i,1,k-1}]*

Product[t[[k]]-t[[i]],{i,k+1,n}],{k,1,n}]];

l[k_]:=Product[x-t[[m]],{m,1,k-1}]*

       Product[x-t[[m]],{m,k+1,n}];

Table[Integrate[Expand[l[k]],{x,t[[j]],t[[i]]}]/

dp[[k]],{i,n},{k,n}])]]

Vispārīgu integrēšanas matricu 
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Programma 5. 2. 

Vektoram t un kolonai j atbilstošo vienkāršāko integrēšanas matricu 
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 atrodam, aprēķinot visus nepieciešamos integrāļus analītiski. Šajā nolūkā vispirms, lietojot komandu CoefficientList, atrodam polinomu l[k] koeficientus. Integrēšanas rezultātā iegūto polinomu vērtības tiek aprēķinātas saskaņā ar Hornera shēmu:

B[t_,j_]:=Module[{n,l,c,P,s},n=Length[t];

    (* Definējam polinomus l[k]=q[t]/q'[tk]/(t-tk) *)

l[k_]:=Product[(x-t[[m]])/(t[[k]]-t[[m]]),{m,1,k-1}]*

       Product[(x-t[[m]])/(t[[k]]-t[[m]]),{m,k+1,n}];

    (* Izveidojam polinomu l[k] koeficientu matricu *)

c=N[Table[CoefficientList[l[k],x],{k,n}]];

    (* Ievedam palīgmatricu P ar nulles elementiem *)

P=Table[0,{i,n},{k,n}];

    (* elements P[[i,k]] tiek atrasts analītiski   integrējot polinomu l[k] un aprēķinot pēc Hornera shēmas iegūtā polinoma vertību punktā t[[i]] *)

Do[P[[i,k]]=(P[[i,k]]+c[[k,n+1-m]]/(n+1-m))*t[[i]],

{k,n},{i,n},{m,n}];

    (* Atrodam integrēšanas matricu pēc j-tās kolonas *)

If[j>n,Print["nav tādas kolonas"],(s=P[[j]];

Do[P[[i]]=P[[i]]-s,{i,n}];

B[t,j]=P)]]

Jāatzīmē, ka Programma 5.2 strādā daudz ātrāk nekā Programma 5.1.
5.3. Uzdevumi patstāvīgam darbam.
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6.tēma

DM metodes lietojumi diferenciālvienā-dojuma Košī problēmai

6.1. DM metode parastā diferenciālvienādojuma Košī problēmai.

Aplūkosim problēmas
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2) Problēmai (6.1) pielieto substitūciju (6.2) un iegūst 
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(6.5) sašaurina uz mezgliem (6.3) un atvasinājuma vektoru aizvieto ar atvasinājuma matricas [image: image1090.wmf]2
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3) Vienādojumu (6.6) no kreisās puses pareizina ar kādu no matricas 
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(6.9) ir algebrisku vispārīgi nelineāru vienādojumu sistēma attiecībā pret (6.7), kuru var risināt ar parasto iterāciju metodi, par sākotnējo vērtību izraugoties vektoru 
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Tad ar (6.9) ir definēts saspiedējattēlojums, ja 
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Līdzīgi koriģē vienādojumu (6.9), lai atrastu atrisinājumu nākamajos intervālos 
[image: image1111.wmf]]

,

[

h

3

a

h

2

a

+

+

, 
[image: image1112.wmf]]

,

[

h

4

a

h

3

a

+

+

, … .

Bo. Aplūkosim gadījumu, kad, veidojot atrisinājumus soli pa solim, nepieciešams kādā no intervāla 
[image: image1113.wmf]]

)

(

,

[

h

1

m

a

mh

a

+

+

+

, 
[image: image1114.wmf],...

,

,

2

1

0

m

=

 , vietā aplūkot citu intervālu ar jaunu soli h, t.i., intervālu


[image: image1115.wmf]]

,

[

j

h

mh

a

mh

a

+

+

+

,
(6.12)

pie tam mezglu punktus [image: image1116.wmf]k
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Co. Risināšanas gaitā tiek mainīts mezglu šablons standartizētā intervālā [image: image1127.wmf]]
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6.2. Atrisinājuma precizitātes noteikšana.

10. DM metode problēmai (6.1) atkarīga no diviem neatkarīgiem parametriem: soļa h (ja pielieto vairākus soļus 
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1) samazinot soli h, bet nemainot N;

2) palielinot N, bet nemainot soli h (vai soļus 
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);

3) vienlaikus palielinot N un samazinot soli h.

1. piezīme. Lai, atrisinot sistēmu (6.9), iterāciju process konverģētu, pietiek ar nosacījumu 
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2. piezīme. N palielināšana vispār neiespaido iterāciju procesa konverģenci. Tomēr tā strauji palielina iegūtā atrisinājuma precizitāti, vienlaikus palielinot arī aprēķiniem nepieciešamo laiku, jo jāizpilda darbības ar lielākas dimensijas matricām. Ievērojot mūsdienu skaitļotāju lielo ātrdarbību, N palielināšana ir galvenā metode precīzāku atrisinājumu iegūšanai ar DM metodi. 

3. piezīme. Gadījumos, kad iterāciju process konverģē, bet N palielināšana kaut kādu iemeslu dēļ nav vēlama [piemēram, sarežģīti ir aprēķināt 
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], pēc dažu iterāciju izpildīšanas tālāko atrisinājuma precizēšanu var veikt arī ar Ņūtona metodi, kurā iterāciju procesā atrasto vērtību izmanto kā starta vērtību. Šādas atrisināšanas  shēmas lietošanu pamato tas fakts, ka Ņūtona metode ļoti strauji konverģē, ja starta vērtība jau ir tuva meklējamam atrisinājumam.
20. Ar DM metodi problēmas (6.1) atrastā atrisinājuma kļūdas teorētiskie novērtējumi ir sarežģīti un bieži dod stipri paaugstinātas nevienādības. Tādēļ kļūdas novērtēšanu parasti veic jau aprēķinu procesā ar datoru. Viena no vienkāršākajām metodēm – aprēķinus veic ar diviem dažādiem šabloniem (dažādi N un/vai dažādu intervālā [image: image1141.wmf]]
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ortogonālo polinomu saknes) un salīdzina abas iegūtās atrisinājuma vērtības aplūkojamā intervāla galapunktā, kur tām prasītās precizitātes robežās ir jāsakrīt. Eksistē vēl citi līdzīgi pārbaudes paņēmieni. 
6.3. Skaitļošanas datorprogrammas (6.1) atrisināšanai.

Programma 6. 1. 

Datorprogrammas piemērs parastā difrenciālvienādojuma Koši problēmas atrisināšanai ar DM metodi, patvaļīgam Jakobi polinomam 
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Programma satur piecus parametrus: n – izvēlētā Jakobi polinoma pakāpi, a un b – parametrus, kas nosaka Jakobi polinoma veidu (piemēram, pirmā veida Čebiševa polinomiem a=b=1/2, Čebiševa otrā veida polinomiem a=b=1/2, Ležandra polinomiem a=b=0), h – integrācijas soļa garumu, s – veicamo integrācijas soļu skaitu.
DM[n_,a_,b_,h_,s_]:= Module[

           (* Ievedam lokālos mainīgos *)

{t,m,B,l,c,p,X,Y,xk,Ys,it,Y1,Y2},

           (* atrodam Jakobi polinoma saknes *)

t=Flatten[{-1,

Table[NRoots[JacobiP[n,a,b,z]==0,z,pr][[j,2]],

{j,1,n}],1}];

(* Print[t]; *)

           (* veidojam integrēšanas matricu B *)

m=n+2;

l[k_]:=Product[(x-t[[j]])/(t[[k]]-t[[j]]),{j,1,k-1}]*

       Product[(x-t[[j]])/(t[[k]]-t[[j]]),{j,k+1,m}];

c=N[Table[CoefficientList[l[k],x],{k,m}]];

B=Table[0,{i,m},{k,m}];

Do[B[[i,k]]=(B[[i,k]]+c[[k,m+1-j]]/(m+1-j))*t[[i]],

{k,m},{i,m},{j,m}];

p=B[[1]];

Do[B[[i]]=B[[i]]-p,{i,m}];

(* Print[B]; *)

Print[" B norma = ",

Max[Table[Sum[Abs[B[[i,j]]],{j,1,m}],{i,1,m}]]];

               (* risinam doto uzdevumu *)

X={x0}; Y={y0};

Do[

xk=N[x0+h*(1+t)/2];

Ys=Table[y0,{j,1,n+2}];

it=1;

Y1=Ys;

Y2=Ys+(h/2)*B.f[xk,Y1];

While[Max[Abs[Y2-Y1]]>1/10^pr,

     {it=it+1,

      Y1=Y2,

      Y2=Ys+(h/2)*B.f[xk,Y1]}];

Print["it=",it,

"    ","x=",N[xk[[n+2]]],

"    ","y=",N[Y2[[n+2]]]];

x0=xk[[n+2]];

y0=Y2[[n+2]];

X=Join[X,Drop[xk,1]];

Y=Join[Y,Drop[Y2,1]],{s}];

       (* zīmējam atbilstošo integrāllīkni *)

ListPlot[Thread[{X,Y}],PlotJoined->True,

PlotStyle->RGBColor[1,0,0]];]

Piezīme 1. Lai varētu lietot šo programmu vispirms ir jāuzdod vēlamais zīmīgo ciparu skaits pr turpmākiem aprēķiniem un jāievada dotā vienādojuma labā puse f[x_,y_],kā arī sākuma vērtības x0 un y0

(skat. piemēru zemāk).

Piezīme 2. Programma dotās x0 un y0 vērtības aizvieto ar jaunām vērtībām. Tas ļauj aprēķinus turpināt, ja vajag, ar citu soli vai citu Jakobi polinomu.

Piezīme 3. Programma būtībā sastāv no trim daļām: 1) tiek veidots izvēlētajam Jakobi polinomam atbilstošais mezglu vektors t; 2) tiek veidota vektoram t atbilstošā integrēšanas matrica B, izdrukājot tās kubisko normu; 3) tiek risināta dotā problēma. Ja gribam risināt daudzas dažādas Koši problēmas ar vienu un to pašu Jakobi polinomu (nemainot tā pakāpi un veidu), tad varam izveidot jaunu programmu, kas satur tikai šīs programmas trešo daļu, vektoru t un matricu B aprēķinot pirms tam.

Programmas 6.1 pielietošanas piemērs. 

Aplūkosim Košī  problēmu:
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kuras  precīzais atrisinājums, kā viegli pārbaudīt ir  
[image: image1145.wmf]x
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. To var iegūt arī, piemēram, ar paketes Mathematica palīdzību, izpildot komandas:  
<<Calculus`DSolve`

atr=DSolve[

{y'[x]== -5 x y[x]^2+5/x-1/(x^2),y[1]==1},y,x]

Plot[y[x]/.atr[[1]],{x,1,2}];//Timing 

Iegūstam:

        1

{{y -> (-- & )}}

        #1

[image: image1146.png]



{0.06 Second, Null}

Risinot ar DM metodi, uzdodam vispirms zīmīgo ciparu skaitu pr turpmākiem aprēķiniem un ievadam dotā vienādojuma labo pusi un sākuma datus:

pr=17;

$MinPrecision=pr;

f[x_,y_]:=-5*x*y^2+5/x-1/(x^2)

x0=1;

y0=1;
Ņemot, piemēram, n=11, a=b=1, h=1/10, s=10, izpildām komandu:

DM[11,1,1,1/10,10];//Timing

Iegūstam:

B norma = 2.

it=19    x=1.1    y=0.90909090909090909

it=19    x=1.2    y=0.83333333333333333

it=19    x=1.3    y=0.76923076923076923

it=18    x=1.4    y=0.71428571428571429

it=18    x=1.5    y=0.66666666666666667

it=18    x=1.6    y=0.625

it=18    x=1.7    y=0.58823529411764706

it=18    x=1.8    y=0.55555555555555556

it=18    x=1.9    y=0.52631578947368421

it=18    x=2.     y=0.5
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{0.99 Second, Null}

Aprēķinam DM metodes kļūdu integrācijas intervāla labajā galapunktā, t.i. sastādot starpību starp iegūto ar DM metodi tuvinātā atrisinājuma vērtību un precīzā atrisinājuma vērtību šajā punktā:

y0-N[y[x0]/.atr[[1]]]

Iegūstam:

                     -19

3.8504137837991181 10

6.4. uzdevumi patstāvīgajam darbam.

1. Atrisināt programmas 6.1 pielietošanas piemēru ar 
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Kurā no gadījumiem: a), b) vai c) iegūst precīzāku rezultātu?

2. Izveidojiet papildinājumu programmai 6.1., kurā automātiski maina soļa garumu h atkarībā no nepieciešamā iterāciju skaita iepriekšējā solī.

3. Izveidojiet programmu, kurā pēc 3 iterācijām, ko veic ar DM metodi, tālāk pielieto Ņūtona metodi: 

a) vienu reizi;

b) divas reizes.
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Uzzīmēt funkciju grafikus.

7.tēma

DM metodes lietojumi diferenciālvienā-dojumu sistēmas Košī problēmai

7.1. DM metožu lietojumi parasto diferenciālvienādojumu sistēmu Košī problēmu atrisināšanai.

Kā zināms, Košī problēmu augstāku kārtu diferenciālvienādojumu sistēmai, kas atrisināta pret tajā ieejošo funkciju augstāku kārtu atvasinājumiem, papildus ieviešot jaunas nezināmās funkcijas, var reducēt uz diferenciālvienādojumu sistēmas normālformu
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tad (7.1) un (7.2) var pierakstīt kā 
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2) Problēmai (7.1) +(7.2) pielieto substitūciju (7.5).
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4) Pieņemsim, ka 
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Atrisinājuma precizitātes kontroli Košī problēmai parasto diferenciālvienādojumu sistēmai veic analogi tam, kā to dara vienam vienādojumam. Tā bija apskatīta 6. tēmā, tādēļ to sīkāk šeit neanalizēsim.
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7.2. Skaitļošanas programmas problēmas  atrisināšanai.

Lai izveidotu skaitļošanas programmu problēmas (7.1)+(7.2) atrisināšanai nepieciešams pielietot 2 programmas:

1) programma (Programma 7.1), kas sagatavo darbam integrēšanas matricu 
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:

 pēc dotā mezglu vektora 
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, kurā tiek norādīta arī veicamo aprēķinu precizitāte.

2) programma (Programma 7.2), kas tieši realizē (7.1)+(7.2) atrisināšanu un rezultātu izdod tabulas vai grafiku veidā.

Vienkāršības labad mēs aplūkosim tikai 3 vienādojumu sistēmu. Bez grūtībām var izveidot līdzīgu programmu ar vairāk (vai mazāk) kā 3 vienādojumiem.

Programma 7.1.  

Integrēšanas matricas 
[image: image1291.wmf]B

 izveidošana
Lai programmu 7.1 varētu lietot tālāk konkrētas Košī problēmas risināšanai, vispirms ir jāievada programmas modulis, jāizvēlas, ar cik zīmīgiem cipariem tiks veikti turpmākie aprēķini:
pr=30;              

$MinPrecision=pr;

jāizveido mezglu vektors tk, piemēram ar otrā veida piektās pakāpes Čebiševa polinoma nullēm:

n=5;

tk=Flatten[{-1,N[Table[-Cos[Pi*k/(n+1)],{k,1,n}]],1}];

un jāaprēķina tam atbilstošā integrēšanas matrica B:                      

fB[t_]:=Module[{l,c,m,P},m=Length[t];

l[k_]:=

Product[(x-t[[j]])/(t[[k]]-t[[j]]).{j,1,k-1}]*

Product[(x-t[[j]])/(t[[k]]-t[[j]]),{j,k+1,m}];

c=Table[CoefficientList[l[k],x],{k,m}];

P=Table[0,{i,m},{k,m}];

Do[P[[i,k]]=(P[[i,k]]+c[[k,m+1-j]]/

(m+1-j))*t[[i]],{k,m},{i,m},{j,m}];

Do[P[[m+1-i]]=P[[m+1-i]]-P[[1]],{i,m}];P]

B=fB[tk];

Piezīme. Programmas 7.1 vietā var izmantot arī kādu no integrāšanas matricām, kas atrastas 5. tēmā.
Programma 7.2 

Trīs parasto difrenciālvienādojumu sistēmas Koši problēmas atrisināšanai ar DM metodi 

Programma satur četrus parametrus: h - integrācijas soļa garumu, s – veicamo soļu skaitu, eps - iterāciju vēlamo precizitāti, itmax - maksimālo pieļaujamo iterāciju skaitu.
DMS[h_,s_,eps_,itmax_]:=

Module[(* lokālie mainīgie *){m,T,X,Y,Z,ts,V0,V1,V2,it},

(* iterāciju process *)

m=Length[tk];

T={t0};X={x0};Y={y0};Z={z0};

Do[

ts=N[t0+h*(1+tk)/2];

V0={x0,y0,z0};

V1={Table[x0,{j,m}],Table[y0,{j,m}],Table[z0,{j,m}]};

it=1;

V2=V0+(h/2)*F[ts,V1[[1]],V1[[2]],V1[[3]]].

Transpose[B];

While[Max[Abs[V2-V1]]>eps&&it<itmax,

{it=it+1,V1=V2,

V2=V0+(h/2)*F[ts,V1[[1]],V1[[2]],V1[[3]]].

Transpose[B]}];

t0=ts[[m]];

x0=N[V2[[1,m]]];

y0=N[V2[[2,m]]];

z0=N[V2[[3,m]]];

Print["    ","t=",N[t0]," ","h=",N[h]," ","it=",it];

Print["x=",x0];Print["y=",y0];Print["z=",z0];

T=Join[T,Drop[ts,1]];

X=Join[X,Drop[V2[[1]],1]];

Y=Join[Y,Drop[V2[[2]],1]];

Z=Join[Z,Drop[V2[[3]],1]],

{i,s}];

(* grafiku zīmešana *)

ListPlot[Thread[{T,X}],PlotJoined->True,

PlotStyle->RGBColor[0,0,1],

AxesLabel->{"t","x"},

PlotLabel->"x(t) grafiks"];

ListPlot[Thread[{T,Y}],PlotJoined->True,

PlotStyle->RGBColor[1,0,0],

AxesLabel->{"t","y"},

PlotLabel->"y(t) grafiks"];

ListPlot[Thread[{T,Z}],PlotJoined->True,

PlotStyle->RGBColor[1,0,1],

AxesLabel->{"t","z"},

PlotLabel->"z(t) grafiks"];]

Piezīme 1. Lai varētu lietot šo programmu vispirms ir jāizpilda programma 7.1. Tas nozīmē, ka jāuzdod: 

pr= turpmāko aprēķinu zīmīgo ciparu skaits; ir jāizveido segmentā [1,1] mezglu vektors tk un ir jāaprēķina tam atbilstošā integrēšanas matrica B. Bez tam vēl ir jāuzdod f[t_,x_,y_,z]: = {f1(t,x,,y,z), f2(t,x,y,z), f3(t,x,y,z)} diferenciālvienādojumu sistēmas vienādojumu labo pušu vektors, kā arī dotās problēmas sākuma vērtības t0,x0,y0 un z0 (skat. piemērus zemāk).

Piezīme 2. Programma, beidzot darbu, dotās sākuma vērtības t0 , x0,y0 un z0 aizvieto ar jaunām vērtībām. Tas ļauj aprēķinus turpināt, ja vajag, ar citu soli h vai vektoru tk un tam atbilstošo citu integrēšanas matricu B.

7.3. Piemēri.

Piemērs 7.1

Dota diferenciālvienādojumu sistēma:
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ar sākuma nosacījumiem: x(0)=2, y(0)=1, z(0)=2. Problēmas precīzais atrisinājums ir: 
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Atrisināsim šo problēmu tuvināti ar programmu 7.2 un salīdzināsim iegūtos rezultātus ar precīzo atrisinājumu.

Ievadam dotās sistēmas vienādojumu labās puses un sākuma nosacījumus

F[t_,x_,y_,z_]:=

{(a+1/(t+1))*x+(b-a-3/(t+1))*y/(t+1)^4,

 (b+2/(t+1))*y,

 (b-c-4/(t+1))*y/(t+1)^3+(c+3/(t+1))*z}

t0=0; x0=2; y0=1; z0=2;

Izvēlamies un ievadam  parametru a, b un c vērtības:

a=60; b=50; c=1/10;

Izvēlamies un ievadam veicamo aprēķinu soļu garumu h, soļu skaitu s, iterāciju precizitāti eps, maksimālo solī pieļaujamo iterāciju skaitu itmax, piemēram,  

h=1/10; s=10; eps=1/10^pr; itmax=100;

un izpildām komandu 

DMS[h,s,eps,itmax]

Iegūstam atrisinājuma vērtību izdruku un atbilstošos grafikus:
    t=0.01 h=0.01 it=29

x=3.45657493664217682467191940791

y=1.681860568242647877769201027058

z=2.663729114046519907730556314543

    t=0.02 h=0.01 it=29

x=5.999246893338951009273008478

y=2.82810041433365005735914404216

z=3.72831472459988595648356738381

    t=0.03 h=0.01 it=29

x=10.45555867212712250355518028465

y=4.75462393473388885689076753051

z=5.44716454042485141440813527964

    t=0.04 h=0.01 it=30

x=18.29570116064401097124542140509

y=7.99200307663077312414118831225

z=8.2342341005336476999344444741

    t=0.05 h=0.01 it=30

x=32.1396949132375427475620799387

y=13.43119959173301607865496534713

z=12.76580282017873998228124396897

    t=0.06 h=0.01 it=30

x=56.6701848685749052100014181824

y=22.56810928700930542523903774195

z=20.14680331618115867332230295537

    t=0.07 h=0.01 it=31

x=100.2786924606236713728191857567

y=37.9138809477331578599447923216

z=32.1826689070329865784015352032

    t=0.08 h=0.01 it=31

x=178.0403644641526776695216747707

y=63.6832821990932883134923008137

z=51.823672738117662752536372826

    t=0.09 h=0.01 it=31

x=317.098612137367537560643846882

y=106.9493536989684888607116161126

z=83.8912609969211501620186030231

    t=0.1 h=0.01 it=31

x=566.427176248639486253780270764

y=179.5799225156426646848213047529

z=136.2654305031414936153024610029
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Lai novērtētu iegūto rezultātu precizitāti, ievadam precīzā atrisinājuma izteiksmes:

xpr[t_]:=N[(1+t)*Exp[a*t]+Exp[b*t]/(1+t)^2]

ypr[t_]:=N[Exp[b*t]*(1+t)^2]

zpr[t_]:=N[Exp[b*t]/(1+t)+Exp[c*t]*(1+t)^3]

un aprēķinam starpības:

t=1/10;

x0-xpr[t]

y0-ypr[t]

z0-zpr[t]

Iegūstam:
1.607167500346711593494082160893 10-8
1.524974545271452903810900572479(10-9
1.13737191151785692475981648191(10-9
Piemērs 7.2  Lorenca sistēma 
Dota diferenciālvienādojumu sistēma:
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ar koeficientu vērtībām a=10, r=28, b=8/3 un sākuma nosacījumiem: x(0)=0.96, y(0)=0, z(0)=0. Šo problēmu nav iespējams atrisināt analītiski. Risināsim to tuvināti ar programmu 7.12.

Ievadam dotās sistēmas vienādojumu labās puses koeficientu vērtības un sākuma nosacījumus:

F[t_,x_,y_,z_]:={a*(y-x),r*x-x*z-y,x*y-b*z}

r=28;sig=10;kb=8/3;

t0=0; x0=96/100; y0=0; z0=0;

Ievadam aprēķinu soļu garumu h, soļu skaitu s, iterāciju precizitāti eps un maksimālo solī pieļaujamo iterāciju skaitu itmax,
h=1/20;  s=20;  eps=1/10^pr;   itmax=50;

Izpildam komandu:

DMS[h,s,eps,itmax]  

un iegūstam atrisinājuma vērtību izdruku un grafikus intervālā [0,1]:

    t=0.05 h=0.05 it=38

x=0.834998601324555162509703632274

y=1.15311571395738468670768335988

z=0.0234884101616417212336339781637

    t=0.1 h=0.05 it=37

x=1.220656741305434445634459398847

y=2.448536864936409208318116794406

z=0.1051986671443219930800089169699

    t=0.15 h=0.05 it=37

x=2.109599648087973466654534649454

y=4.52352067370465129801009362165

z=0.359306791164867757599643975329

    t=0.2 h=0.05 it=36

x=3.75930336179973858731207451007

y=8.10796973037688883095481591846

z=1.170253654760370820929058706945

    t=0.25 h=0.05 it=35

x=6.65287594016583120995433266431

y=14.08289200135932994805337091375

z=3.7063248951547958872946501136

    t=0.3 h=0.05 it=35

x=11.30985250745574595433800143522

y=22.41028736196448270664383642731

z=10.97344261988481086991992877575

    t=0.35 h=0.05 it=35

x=17.09658212087899739760607533822

y=27.6780904960062585726146679629

z=27.01214524113892070914712244508

    t=0.4 h=0.05 it=40

x=19.77625525937623723468647603332

y=17.95943080886695037932296889647

z=45.0666347022908624956221982292

    t=0.45 h=0.05 it=38

x=15.09323981664554718860034837337

y=-0.01996812879200440294040321370337

z=46.8672023478589142794484309442

    t=0.5 h=0.05 it=33

x=7.02620889558108029333570599366

y=-8.27425347925140467357864076875

z=38.6223942907431608590643402227

    t=0.55 h=0.05 it=28

x=0.676064698307287632387553229929

y=-9.28823824721485787744213789283

z=32.3126612909454455400543055816

    t=0.6 h=0.05 it=28

x=-3.130271358744678596165373379528

y=-8.72056371410856349251969126878

z=28.88313582847419580297381905299

    t=0.65 h=0.05 it=31

x=-5.2357501107868721794976284079

y=-8.34502428063878091057369292442

z=26.98771090869479851018344592174

    t=0.7 h=0.05 it=31

x=-6.45869133967633215294764913412

y=-8.40451657293055554614294348213

z=25.92646679868876398172926131675

    t=0.75 h=0.05 it=31

x=-7.29829620696453963248147120558

y=-8.78776894287179897360214332227

z=25.46549795995536623982472336356

    t=0.8 h=0.05 it=31

x=-7.99415899164779112796714688381

y=-9.30821552417167459540734911975

z=25.53392501082605966425252075458

    t=0.85 h=0.05 it=31

x=-8.61277999160795871626062741684

y=-9.75771019517112864533389232058

z=26.06686513801609131317158548308

    t=0.9 h=0.05 it=30

x=-9.11329978104085257153823284388

y=-9.93842514336091003142754195275

z=26.92086733733687458984759330387

    t=0.95 h=0.05 it=30

x=-9.40632060843795676836681722402

y=-9.72675944456981048462458920702

z=27.84725901224670938541126591629

    t=1. h=0.05 it=29

x=-9.41852658893151374640190906851

y=-9.14606035555281688195661184486

z=28.54812016823482724586746964282
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Aprēķinu kvalitātes novērtēšanai, salīdzināsim iegūtās vērtības pie t=1 ar vērtībām:

xpr=-9.418526566683286509906763403446; 

ypr=-9.146060328193648076194431441281; 

zpr=28.548120147289847482072902880081; 

kurām ir 30 cipari aiz komata, kas visi ir precīzi. 

Izpildot komandas:

x0-xpr

y0-ypr

z0-zpr

iegūstam kļūdu lielumus:
-2.224822723649514566505942954257(10-8
-2.735916880576218040357689720515(10-8
2.094497976379456676274026031027(10-8.
Piezīme. Šos kļūdu lielumus var viegli samazināt, palielinot mezglu vektora dimensiju skaitu solī h, respektīvi izmainot parametrus programmā 7.1, aprēķinot integrēšanas matricu 
[image: image1301.wmf]2

N

+

=

B

B

ˆ

:

 Piemēram, ņemot n=5 vietā n=11, iegūstam šo lielumu vietā:  
2.121343839039120047978274700277(10-14
4.174651029914569081037698164(10-14
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7.4. Uzdevumi patstāvīgam darbam.

1. Atrisināt intervālā 
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2. Pārveidot programmu 7.2. tā, lai tā automātiski mainītu soļa garumu h atkarībā no risinājumā pielietoto iterāciju skaita.

3. Pārbaudīt programmas 7.2 darbības precizitāti, veidojot:

a) programmu 7.1. ar Ležandra mezgliem;

b) programmu 7.1 ar mezgliem, kas ir polinoma 
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8.tēma

DM metožu sakars ar citam parasto diferenciālvienādojumu (sistēmu) Košī problēmu atrisināšanas shēmām

8.1. Runges – Kutta tipa metodes.

Tās ir viensoļu metodes, kuras lieto soli pa solim diferenciālvienādojumu vai diferenciālvienādojumu sistēmas Košī problēmas atrisināšanai. Ir izstrādātas un izpētītas ļoti daudz dažādu Runges – Kutta tipa atrisināšanas shēmu. [6.7].

Izrādās, ka liela daļa no Runges – Kutta metožu risināšanas shēmām ir vienkārši atrodamas arī ar integrēšanas matricas 
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Aplūkosim Košī problēmu diferenciālvienādojumu sistēmai
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Atgādināsim, ka (8.1) ir ekvivalenta ar tās garāku pierakstu:
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Meklēsim (8.1) atrisinājumu intervālā 
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 ir jāatrod. Vispārīgai Runges – Kutta N pakāpju metodei ir šāda atrisināšanas shēma. Intervālā 
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Atrisinājumu 
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kur 
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Aplūkosim divas dažādas metodes, kā saistīt DM metodi ar Runges – Kutta metodi (8.4).

1. metode. 
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, kuriem standartizētā intervālā 
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Pēc šiem mezgliem atbilstošajā standartizētā intervālā 
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Rīkojoties līdzīgi kā 1.metodē, iegūst
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(8.20) ir ekvivalenta ar (8.14) + (8.15). [image: image1416.wmf] 
Tādējādi (8.13) + (8.14) būtībā ir problēmas (8.1) Runges – Kutta tipa atrisināšanas shēma, kas izveidota ar DM metodi. [image: image1417.wmf]
1. piemērs. Lietojot DM metodi, izveidot atrisināšanas shēmu Runges – Kutta tipa metodēm, kuras literatūrā pazīstamas kā Lobatto IIIA, Lobatto IIIB un Lobatto IIIC metodes. Literatūrā, kas izdota krievu valodā līdz 1990.g., Lobatto metodes nav sastopamas.
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20. Lobatto IIIB metode.
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Rīkojoties līdzīgi kā punktā 10.,
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kur svara skaitļi 
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Tātad (8.25) un (8.28) dod Lobatto IIIB metodi. [image: image1468.wmf]
Lobatto IIIB priekšrocība – aprēķinot 
[image: image1469.wmf]1

y

 no (8.28), nav nepieciešams zināt 
[image: image1470.wmf]1

N

g

+

. Trūkums – sliktākas stabilitātes īpašības nekā IIIA un IIIC metodēm.

30. Lobatto IIIC metode.
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Ar tiešu aprēķinu atrodam, ka 
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ir Lobatto kvadratūras koeficienti. Pārbaudi veikt patstāvīgi.

Norādījums. 
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ja f ir brīvi izraudzīts vektors kā vienādojuma (8.1) labā puse. Vai (8.42) nav nepareiza vienādība? Tomēr (8.42) ir matemātiski pamatota vienādība, jo katram polinomam 
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No otrā vienādojuma atņemot pirmo, 
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dod veselu Ādamsa metožu saimi, kas atkarīga no brīvi izraudzītas konstantes c formulā (8.48). Ja c izraugās tā, lai 
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Ar citām c vērtībām, tai skaitā 
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Eksistē vēl vairākas parasto diferenciālvienādojumu sistēmu atrisināšanas shēmas, kuras var aprakstīt ar DM metodi, bet mēs tās neapskatīsim.

8.3. Uzdevumi patstāvīgam darbam.

1. Sastādiet programmu (pēc programmas 7.1 parauga) integrēšanas matricas 
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a) Lobatto IIIA metodei;

b) Lobatto IIIB metodei;

c) Lobatto IIIC metodei.

2. Salīdziniet precizitāti, ko iegūst ar DM metodi, risinot Košī problēmas 7. tēmā aplūkotos piemērus, ja ar programmu 7.1 atrod matricu 
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9. tēma

Īpašvērtību un īpašfunkciju atrašana lineāriem diferenciālvienādojumiem ar mainīgajiem koeficientiem

Viens no praksē visbiežāk sastopamākiem šāda veida uzdevumiem ir Šturma – Liuvila problēma. Tā var tikt tieši pielietota dažādu praktiska rakstura uzdevumos, gan to var izmantot kā palīguzdevumu citu sarežģītāku matemātiskās fizikas problēmu risināšanai, piemēram, realizējot Furjē metodi vienādojumiem ar parciāliem atvasinājumiem.
9.1. Šturma – Liuvila problēmas formulējums un atrisināšana ar DM metodi.

Uzdevumu atrast tās  vērtības, kurām eksistē netriviāls vienādojuma 
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atrisinājums, kas apmierina robežnosacījumus
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sauc par Šturma – Liuvila problēmu, ja intervālā 
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Parametra  vērtības un tām atbilstošos netriviālos (9.1) + (9.2) atrisinājumus sauc attiecīgi par problēmas īpašvērtībām un īpašfunkcijām.

Visu īpašvērtību un tām atbilstošo īpašfunkciju atrašanu sauc arī par (9.1) + (9.2) spektrālo problēmu.

Šturma – Liuvila problēmas risināšanu ar DM metodi veic pēc šādas shēmas.

Ar substitūciju 
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problēmu (9.1) + (9.2) reducē uz līdzīgu problēmu standartizētā intervālā 
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Atrisinot lineāro algebrisko vienādojumu sistēmu (9.8) + (9.2) attiecībā pret 4 nezināmajiem 
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Vienādības (9.10)  matricu formā var pierakstīt 
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Līdzīgi atrod, ka otrā atvasinājuma aproksimācijai var pielietot formulu 


[image: image1659.wmf])

(

~

)

(

x

u

x

u

N

2

N

2

N

S

A

D

S

=

. 
(9.13)

Tālāk sašaurina vienādojumu (9.1), kurā abas puses dala ar 
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Lai sistēmai (9.14) eksistētu netriviāls atrisinājums nepieciešams, ka 
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Tādējādi jāatrod 
[image: image1670.wmf]N

N

´

 matricas 


[image: image1671.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

-

þ

ý

ü

î

í

ì

¢

+

þ

ý

ü

î

í

ì

=

)

(

)

(

~

)

(

)

(

~

)

(

)

(

k

k

N

k

k

2

N

k

k

N

x

r

x

q

diag

x

r

x

p

diag

x

r

x

p

diag

A

A

C
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īpašvērtības un īpašvektorus ar iespējami lielu N. To veic ar lineārās algebras metodēm, lietojot datorprogrammas. Mūsdienu galda skaitļotāji spēj atrast īpašvērtības un īpašvektorus matricām (9.16) pat līdz N=150.

No (9.16) atrod N īpašvērtības
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un tām atbilstošos īpašvektorus, kas noteikti ar pareizību līdz konstantam reizinātajam
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Ja (9.18) pievieno 
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kas atbilst īpašvērtībai 
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Tā atbilst tuvinātai īpašvērtībai 
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Eksperimentāli var parādīt, ka dotās kļūdas robežās abās virknēs (9.21) un (9.22) pirmās 
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Sīkāki (9.24) vispārīgā atrisinājuma pētījumi ar rindām parāda, ka katram 
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kur 
[image: image1727.wmf])

(

x

J

l

n

 ir Besseļa funkcija, kas punktā x=0 ir ierobežota visiem 
[image: image1728.wmf]0

³

n

, bet 
[image: image1729.wmf])

(

x

Y

l

n

 – Neimana funkcija, kas punktā x=0 ir neierobežota arī visiem 
[image: image1730.wmf]0

³

n

. Tādēļ kā papildnosacījums punktā x=0 ir jāizraugās atrisinājuma 
[image: image1731.wmf])

(

x

u

 ierobežotība, kas pieprasa izvēlēties formulā (9.25) 
[image: image1732.wmf]0

C

2

=

.

Problēmas formulējums.
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Spektrālo problēmu (9.23) + (9.26) var reducēt uz divām dažādām parastām Šturma – Liuvila problēmām atkarībā no tā, vai 
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2) Ja 
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ar robežnosacījumiem 
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Abas šīs problēmas var atrisināt ar 9.1. punktā aplūkoto DM metodi, kā rezultātā īpašvērtības atrod kā 
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9.3. Īpašvērtību un īpašfunkciju problēma otrās kārtas lineāriem diferenciālvienādojumiem ar periodiskiem koeficientiem.
Aplūkosim īpašvērtību un īpašfunkciju problēmu 


[image: image1749.wmf]0

u

u

x

q

x

u

x

p

u

=

+

+

¢

+

¢

¢

l

)

(

)

(

)

(

,
(9.30)


[image: image1750.wmf])

(

)

(

b

u

a

u

=

, 
[image: image1751.wmf])

(

)

(

b

u

a

u

¢

=

¢

,
(9.31)

ja 
[image: image1752.wmf])

(

x

p

 un 
[image: image1753.wmf])

(

x

q

 intervālā 
[image: image1754.wmf]]

,

[

b

a

 ir pietiekami gludas, periodiskas ar periodu 
[image: image1755.wmf]a

b

T

-

=

 funkcijas. Robežnosacījumus (9.31) sauc arī par periodiskuma robežnosacījumiem. Neierobežojot vispārīgumu, var pieņemt, ka 
[image: image1756.wmf]p

2

T

=

, bet 
[image: image1757.wmf]p

-

=

a

, 
[image: image1758.wmf]p

=

b

. To panāk pielietojot (9.30) + (9.31) piemērotu lineāru substitūciju.

Aplūkosim vispirms piemēru: Matjē funkciju atrašanu, kuras bieži pielieto fizikā un matemātiskajā fizikā.

Pieņemsim, ka dota spektrālā problēma: 
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un periodiskuma robežnosacījumi
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ja q vienādojumā (9.32) ir dots parametrs.
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Pāra funkcijas kā īpašfunkcijas, kas atbilst 
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Abas augstāk minētās ir Šturma – Liuvila tipa problēmas un tās var atrisināt ar 9.1. punktā doto DM metodi. Tomēr abas Šturma – Liuvila problēmas var atrisināt arī savādāk, tieši pielietojot 1. un 2. veida Čebiševa polinomus. Šo metodi aplūkosim sīkāk.
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Tas nozīmē, ka 
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Īpašvērtības 
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Atbilstošie īpašvektori ir 
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pēc kuriem, lietojot Lagranža interpolācijas formulu, atrod īpašfunkcijas ar pareizību līdz konstantam reizinātājam.
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[sk. Teorēmu 3.1.].
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9.4. Piemēri.
1. piemērs. Atrast īpašvērtības un īpašfunkcijas problēmai 
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[image: image1846.wmf] Šī ir nesingulāra Šturma – Liuvila problēma. Tai var pielietot 9.1. punktā aplūkoto metodi. Izraugās 
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Tādējādi tuvinātās īpašvērtības 
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[image: image1905.wmf] Šī ir singulāra Šturma – Liuvila problēma, jo formulējumā (9.1) 
[image: image1906.wmf]0

0

r

=

)

(

. Tādēļ vispirms būtu jāpārbauda tās korektība. Tam nolūkam nepieciešams diferenciālvienādojuma (9.62) vispārīgā atrisinājuma pētījums. (9.62) ir literatūrā pazīstams vienādojums, un tā vispārīgais atrisinājums –  


[image: image1907.wmf])

(

)

(

)

(

3

2

3

1

3

2

3

1

x

3

2

J

x

C

x

3

2

J

x

C

x

u

2

1

l

l

-

+

=

.
(9.63)


[image: image1908.wmf](

)

å

¥

=

+

+

+

G

-

=

0

k

k

2

k

2

t

1

k

k

1

t

J

n

n

n

)

(

!

)

(

)

(

 – 
(9.64)

Besseļa funkcija. No (9.64) izriet, ka 
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Tādējādi (9.62) ir korekti formulēta spektrālā problēma. Tās atrisinājumu dod (9.66), kur 
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10.tēma

DM metožu lietojumi parasto diferenciāl-vienādojumu robežproblēmām

10.1. Robežproblēmas otrās kārtas lineāriem diferenciālvienādojumiem.
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nodrošina atvasinājuma nepiesātinātu aproksimāciju līdzīgi kā Šturma – Liuvila problēmas gadījumā.
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Tālāk sašaurina diferenciālvienādojumu (10.1) uz intervāla 
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Izmantojot (10.3) bez pirmā un pēdējā vienādojuma atrod, ka 
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10.2. Nelineāras robežproblēmas otrās kārtas diferenciālvienādojumiem.
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10.3. Robežproblēmas augstāku kārtu diferenciāl-vienādojumiem.
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Pēc mezgliem (10.13) atrod matricas 
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pirmā un pēdējā vienādojuma, lietojot (10.12), iegūst šādus divus vienādojumus:  
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Sašaurinot diferenciālvienādojumu (10.12) uz iekšējiem mezgliem 
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Sistēmām (10.15) + (10.16) kopējais vienādojumu skaits ir par 2 lielāks nekā nezināmo 
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Tādējādi atrod visus 
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kur (10.18) labās puses N+2 dimensiju vektora 
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Tālāk jārisina lineāra nehomogēna N algebrisku vienādojumu sistēma
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Matricas 
[image: image2090.wmf]B

, 
[image: image2091.wmf]T

B

 un vektoru 
[image: image2092.wmf]T

σ

 atrod ar datoru. Arī sistēmu (10.20) atrisina ar datoru. [image: image2093.wmf]
Liekas nedaudz neparasti, ka veidojot algebrisku vienādojumu sistēmu 
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10.4. Programmas parasto diferenciālvienādojumu robežproblēmu atrisināšanai.

Programma 10. 1   Diferenciālvienādojuma 
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 intervāla galapunktos:
fu[p_,s_,n_]:=Module[

            (* Definējam lokālos mainīgos: *)

{t,m,dp,d,A,A4,P,G,L},  

         (* Veidojam mezglu punktu vektoru xk *)

t=N[Table[(Sin[j*Pi/(n+1)/2])^2,{j,0,n+1}]];

xk=t;

      (* Veidojam atbilstošo atvasinājumu matricu A *)

m=n+2;

dp=N[Table[Product[t[[k]]-t[[i]],{i,1,k-1}]*

Product[t[[k]]-t[[i]],{i,k+1,m}],{k,1,m}]];

d=N[Table[Sum[1/(t[[k]]-t[[i]]),{i,1,k-1}]+

Sum[1/(t[[k]]-t[[i]]),{i,k+1,m}],{k,1,m}]];

A=Table[If[k==j,d[[k]],N[dp[[k]]/dp[[j]]/

(t[[k]]-t[[j]])]],{k,m},{j,m}];

 (* Veidojam sistēmas matricu *)

A4=MatrixPower[A,4];

P=A4-IdentityMatrix[n+2]*p[xk];

G=Table[P[[i,j]],{i,2,n+1},{j,2,n+1}];

G=Join[{Delete[A[[1]],{{1},{n+2}}]},G,

       {Delete[A[[n+2]],{{1},{n+2}}]}];

 (* Veidojam sistēmas labo pusi *)

P=Transpose[A4];

L=-P[[1]]*s[[1]]-P[[n+2]]*s[[2]];

L[[1]]=s[[3]]-A[[1,1]]*s[[1]]-A[[1,n+2]]*s[[2]];

L[[n+2]]=s[[4]]-A[[n+2,1]]*s[[1]]-A[[n+2,n+2]]*s[[2]];

   (* Risinām izveidoto sistēmu *)

P=Transpose[G];

G=P.G;

L=P.L;

u=Flatten[{s[[1]],LinearSolve[G,L],s[[2]]}];]

Piezīme 1. Programma satur trīs parametrus: funkciju p – dotā diferenciālvienādojuma koeficientu, vektoru 
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Piezīme 2. Programma dotam  n veido mezgla vektoru xk atbilstoši otrā veida Čebiševa polinoma nullēm. Ja gribam lietot citu mezgla punktu sadalījumu, piemēram, vienmērīgu, tad programmā ir jāizmaina tikai xk aprēķināšanas algoritms.

Piezīme 3. Gala rezultātā tiek iegūti divi vektori, jau minētais mezglu punktu vektors xk un atbilstošais nezināmās funkcijas vērtību vektors u.

Datorprogrammas 10.1 lietošanas piemērs gadījumā, kad 
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1.solis: Ievadam programmu 10.1

2.solis: Ievadam turpmāko aprēķinu vēlamo precizitāti pr , dotos datus: funkciju p(x) , vektoru s un skaitli n
pr=16;

$MinPrecision=pr;

p[x_]:=1

s={0,1,-1,2};

n=15;

3.solis Izpildām komandas:
fu[p,s,n]

xk

u

ListPlot[Thread[{xk,u}],PlotJoined->True,

PlotStyle->RGBColor[0,0,0],AxesLabel->{"x","u"},

PlotLabel->"u(x) grafiks"];

Rezultātā iegūstam mezglu punktu vektoru xk: 

{0,0.04951556604879044,0.18825509907063323,

   0.3887395330218428, 0.6112604669781572, 

   0.8117449009293668, 0.9504844339512096, 1.}
atbilstošo atrisinājuma vektoru u:

{0, -0.04227310145800869, -0.08849752192590936, 0.006223858916020381, 0.2817437108532728, 0.6304122962827307, 0.9011178843419152, 1},

kā arī atrisinājuma u(x) grafiku:

[image: image2114.png]utx)
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Iegūtā atrisinājuma pārbaude. Šajā gadījumā doto problēmu var atrisināt precīzi un novērtēt tuvinātā atrisinājuma u kļūdu. Izpildām komandas:

(* Precīzais atrisinājums v[x], ja p[x]=1 *)

v[x_]:=Module[{t,f,G,c},

f[t_]:={Cos[t],Sin[t],Exp[t],Exp[-t]};

G={f[0],f[1],f'[0],f'[1]};

c=N[Simplify[Together[LinearSolve[G,s]]]]; 

N[c.f[x]]]

(* Precīzā atrisinājuma grafiks un tuvinātā atrisinājuma maksimālā kļūda *)

Plot[Evaluate[v[x]],{x,0,1},AxesLabel->{"x","v"},

PlotLabel->"v(x) grafiks"];

Print["Maksimala kluda ="," ",Max[Abs[v[xk]-u]]]

Iegūstam:

[image: image2115.png]vix) gratiks





Maksimālā kļūda = 1.9759862477900055(10-8
Piezīme 1. Dotā atrisināšanas shēma nav vienīgā DM metode, kā risināt robežproblēmas. Atkarībā no tā, kādi ir dotie robežnosacījumi, dažreiz izdevīgāk ir pielietot kādu no atrisinājuma matricai 
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Iegūtā vienādojuma abas puses reizina no kreisās puses ar 
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Vienādībā (10.22) 
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kurai nezināmo skaits un matricas 
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Iespējami vēl arī citi varianti, kā, lietojot DM metodi, atrisināt robežproblēmas.

10.5. Uzdevumi patstāvīgajam darbam.
1. Izveidot vismaz 2 dažādas datorprogrammas (10.1)+(10.2) atrisināšanai: 

a) vienu bez integrēšanas matricu lietošanas;

b) otru ar integrēšanas matricas lietošanu.
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11.tēma

DM metožu lietojumi jaukta veida problēmām lineāriem paraboliskiem parciāliem diferenciālvienādojumiem
11.1. Vispārīgā risināšanas shēma.

Aplūko problēmu
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Problēmā (11.1) – (11.3) visas ieejošās funkcijas ir pietiekami gludas, un 
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Atvasinājuma matricas 
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Lai vienkāršotu pierakstus, apzīmēsim: 


[image: image2186.wmf])

(

:

)

,

(

t

u

t

x

u

k

k

=

, 
[image: image2187.wmf])

(

:

)

,

(

t

p

t

x

p

k

k

=

, 
[image: image2188.wmf])

(

:

)

,

(

t

q

t

x

q

k

k

=

,


[image: image2189.wmf])

(

:

)

,

(

t

r

t

x

r

k

k

=

, 
[image: image2190.wmf])

(

:

)

,

(

t

g

t

x

g

k

k

=

.
(11.5)

Problēmā (11.1) – (11.3) vienādojumu (11.1) sašaurina uz iekšējiem mezgliem 
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Vienādojuma (11.1) vietā iegūst vienādojumu sistēmu 
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Sākuma nosacījumu (11.2) vietā iegūst 
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jeb, ievērojot saskaņošanas nosacījumus, ka 
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Robežnosacījumu (11.3) vietā iegūst 
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No (11.11) atrod
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Ievietojot (11.12) vienādojumu sistēmā (11.7) iegūst šādu Košī problēmu DV sistēmai
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Pēc šiem mezgliem atrodam atvasinājuma matricas 
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(11.18) + (11.19) atrisina ar programmas 10.1 palīdzību, piemēram, divējādi izraugoties 
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Piezīme 1. Lietojot DM metodi parciāliem diferenciālvienādojumiem pēc augstāk minētās shēmas, kas būtībā literatūrā ir pazīstama kā taišņu metode, mums jāsastopas ar vēl vienu problēmu: sistēmas (11.18) + (11.19) stabilitāti punkta t apkārtnē. Stabilitātes gadījumā atbilstošai (11.18) īpašvērtību sistēmai, kas atkarīga arī no t, visas īpašvērtību reālās daļas ir negatīvas. Īpašvērtības ir atkarīgas gan no N, gan mezglu 
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 izvēles. N palielināšana, kas noved parasti pie meklējamās funkcijas precīzāku aproksimāciju, var radīt nestabilitāti sistēmas (11.18) + (11.19) atrisināšanā un N vienkārši palielināt nedrīkst. Līdzīgi var notikt, ja Čebiševa mezglu vietā ņem Ležandra mezglus vai otrādi. Tas parasti noved pie tā, ka atsevišķos laika intervālos 
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Programma 11.1. Piemērs jaukta veida problēmas (11.14) – (11.16) risināšanai ar DM metodi. 

1. Vispirms tiek izpildītas komandas, kurās tiek uzdota:

      (* Turpmāko aprēķinu precizitāte *)

pr=30;

$MinPrecision=pr; 

(* Vienādojuma koeficienti un sākuma nosacījums *) 

a=1;a2=a^2;b=2;c=3;d=4;

sn[x_]:= 4*x*(1-x)

(* Mezgli xk pa x un sākuma vērtības sk *)

n=9;

xk=N[Table[Sin[k*Pi/2/(n+1)]^2,{k,0,n+1}]];

sk=N[Table[Sin[k*Pi/(n+1)]^2,{k,0,n+1}]];

z1=ListPlot[Thread[{xk,sk}],PlotJoined->True,

AxesLabel->{"x","u"},PlotLabel->"u(x,0) grafiks"];

             (* Mezglu šablons tk pa t *)

m=5;

tk=Flatten[{-1,N[Table[-Cos[Pi*k/(m+1)],{k,1,m}]],1}];

[image: image2265.png]uix,0) grafiks





2. Nākamajā solī tiek aprēķinātas atvasinājumu matrica A pēc mezglu vektora xk , tās kvadrāts jeb otro atvasinājumu matrica A2 un integrēšanas matrica B pēc vektora tk:
    (* Atvasinājumu matricas apreķināšanas programma *)

fA[t_]:=Module[{m,dp,d},m=Length[t];

dp=N[Table[Product[t[[k]]-t[[i]],{i,1,k-1}]*

Product[t[[k]]-t[[i]],{i,k+1,m}],{k,1,m}]];

d=N[Table[Sum[1/(t[[k]]-t[[i]]),{i,1,k-1}]+

Sum[1/(t[[k]]-t[[i]]),{i,k+1,m}],{k,1,m}]];

Table[If[k==j,d[[k]],N[dp[[k]]/dp[[j]]/

(t[[k]]-t[[j]])]],{k,m},{j,m}]]

     (* Integrēšanas matricas programma *)

fB[t_]:=Module[{l,c,m,P},m=Length[t];

l[k_]:=Product[(x-t[[j]])/(t[[k]]-t[[j]]),{j,1,k-1}]*

       Product[(x-t[[j]])/(t[[k]]-t[[j]]),{j,k+1,m}];

c=Table[CoefficientList[l[k],x],{k,m}];

P=Table[0,{i,m},{k,m}];

Do[P[[i,k]]=(P[[i,k]]+c[[k,m+1-j]]/(m+1-j))*t[[i]],

{k,m},{i,m},{j,m}];

Do[P[[m+1-i]]=P[[m+1-i]]-P[[1]],{i,m}];P]
(* Matricu A,A2,B aprēkināšana *)

A=fA[xk];

A2=A.A;

B=fB[tk];

3. Tālāk tiek uzdotas parasto diferenciālvienādojumu sistēmas (11.18) labās puses un tās skaitliskās risināšanas parametri:
(* Diferenciālvienādojumu sistēmas labās puses *)

F[t_,u_]:=Table[Delete[a2*A2[[i+1]]+t[[j]]*A[[i+1]]*xk,

{{1},{n+2}}].u[[j]]+b*t[[j]]*u[[j,i]]+

c*Exp[-d*t[[j]]],{j,m+2},{i,n}]

      (* Skaitliskās risināšanas parametri *) 

h=1/400;           (* soļa garums pa t *)

s=40;              (*soļu skaits *)

eps=1/10^10;       (*iterāciju precizitāte *)

itmax=40;          (* maksimālais iterāciju skaits *)

t0=0;              (* t sākuma vērtība *)

us=Delete[sn[xk],{{1},{n+2}}];  (* sākuma vērtības *)

T={t0};U={us};     (* palīgmasīvi *)

4. Risinām problēmu (11.18) – (11.19) un zīmējam atrisinājuma grafikus:

(* u aprēķināšanas programma *)

Do[

tj=N[t0+h*(1+tk)/2];

u0=Table[us,{j,m+2}];

u1=u0;

it=1;

u2=u0+(h/2)*B.F[tj,u1];

While[Max[Abs[u2-u1]]>eps&&it<itmax,

{it=it+1,u1=u2,u2=u0+(h/2)*B.F[tj,u1]}];

t0=tj[[m+2]];

us=N[u2[[m+2]]];

(* Print["    ","t=",N[t0]," ","it=",it];

Print["u=",us]; *)

T=Join[T,Drop[tj,1]];

U=Join[U,Drop[u2,1]],{i,s}]//Timing

    (* Atrisinājuma grafiskā ilustrēšana *)

Print["    ","t=",N[t0]," ","h=",N[h]];

Z2=ListPlot[Thread[{xk,Flatten[{0,us,0}]}],

PlotJoined->True,DisplayFunction->Identity];

Show[z1,z2,DisplayFunction->$DisplayFunction,

AxesLabel->{"x","u"},

PlotLabel->"u(x,0) un u(x,t) grafiki"];

ListPlot3D[Table[U[[i]],{i,1,s,4}],

AxesLabel->{x,t,u},Ticks->None];

   5.Iegūstam:

    t=0.1   h=0.0025
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11.2. Vienādojumi ar atdalāmiem mainīgajiem.
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ar piemēroti izraudzītām funkcijām 
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Furjē metodes lietošana problēmai (11.22) + (11.24) notiek pēc šādas shēmas.

10. Izveido un atrisina atbilstošo spektrālo problēmu
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Tā rezultātā atrod īpašvērtības un atbilstošās īpašfunkcijas: 
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20. Sastāda un atrisina Košī problēmu
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30. Meklējamo atrisinājumu atrod kā rindas summu
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Pēc Furjē metodes vispirms realizē 10. punkta spektrālo problēmu, kuru var atrisināt ar DM metodi, lietojot 9.tēmā aplūkoto metodiku. Tam nolūkam atrod 
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No (11.29) un (11.30) atrod 
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. Ar šim atrastām īpašvērtībām atrisina (11.28), t.i., realizē 20. punktu un iegūst 


[image: image2297.wmf])

(

),...,

(

),

(

t

T

t

T

t

T

0

N

2

1

.
(11.33)

Meklētais atrisinājums tuvināti ir 
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Protams, problēmu (11.22) - (11.24) var risināt ar 11.1. punktā aplūkoto metodi, nemeklējot ne īpašvērtības ne īpašfunkcijas, bet uzreiz izveido Košī problēmu parasto DV sistēmai.

10.3. Uzdevumi patstāvīgajam darbam.
1. uzdevums. Dota problēma
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kur 
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Par mezgla punktiem izraugoties 
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1)  11.1. punktā aplūkoto metodi;

2)  11.2. punktā aplūkoto Furjē metodi;

3)  Salīdzināt iegūtos rezultātus, lietojot dažādas N vērtības. 

4)  Atrisināt 1), 2) un 3) uzdevumu, par mezgliem 
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12.tēma

DM metodes lietojumi jaukta veida problēmām nelineāriem paraboliska tipa parciāliem diferenciālvienādojumiem

12.1. Jaukta veida problēma Kortevega de Frīsa vienādojumam.

Daudzās nelineārās matemātiskās fizikas problēmās sākotnēji dotos vienādojumus vispirms vienkāršo, pielietojot dažādas asimptotiskās metodes, starp kurām nozīmīgu vietu ieņem perturbāciju teorija. Tālāk risina problēmas vienkāršotiem vienādojumiem, kas bieži arī ir nelineāri, ar līdzīgi pārveidotiem sākuma un robežnosacījumiem. Viens no praksē daudzkārt lietotajiem ir Kortevega de Frīsa (KdF) vienādojums
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kur  – parametrs. Parametra   vērtībai nav būtiskas nozīmes, jo ar substitūciju 
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Risināšanas plāns šim uzdevumam ir līdzīgs 11.tēmas 11.1. punktā aplūkotajam
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Pēc šiem mezgliem ar programmas 4.1 palīdzību atrod matricas 
[image: image2330.wmf]2

N

+

A

 un 
[image: image2331.wmf]3

2

N

+

A

. Tās elementus apzīmē attiecīgi ar 
[image: image2332.wmf]ik

a

 un 
[image: image2333.wmf])

(

3

ik

a

, 
[image: image2334.wmf]1

N

2

1

0

k

i

+

=

,...,

,

,

,

. 

Elementus 
[image: image2335.wmf]ik

a

 var atrast arī analītiski pēc 4.tēmas formulām, jo 
[image: image2336.wmf])

(

)

(

)

(

t

U

x

1

x

q

N

2

2

N

-

=

+

. Atradīsim analītiski tikai matricas 
[image: image2337.wmf]2

N

+

A

 „stūru” elementus. Pēc vienkāršiem aprēķiniem 


[image: image2338.wmf]1

N

1

N

2

N

N

00

a

3

N

4

N

2

6

1

1

U

1

U

2

1

a

+

+

-

=

+

+

-

=

¢

-

-

=

,

)

(

)

(

)

(

,
(12.6)


[image: image2339.wmf]0

1

N

N

1

N

0

a

2

1

a

,

,

)

(

+

+

-

=

-

-

=

.
(12.7)

2) Pielietojot atvasinājuma matricu 
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kur, līdzīgi iepriekšējiem uzdevumiem, 
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3) Sašaurinot (12.2) uz iekšējiem mezgliem 
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pēc zināmām funkcijām
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Atrisinot Košī problēmu (12.38) + (12.39) iegūst 
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Atrisinājuma grafiks, ja 
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   = 2/3,    ( = 5,    c1 = - c2 = 15/8,    (  = 10-3,

                               n  = 11,  m  =  5, f(x)=0.  
13.tēma

DM metodes lietojumi jaukta veida problēmām nelineāriem hiperboliska tipa diferenciālvienādojumiem

13.1. Lineāra problēma viļņu vienādojumam.
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Mēs izraugāmies apzināti vienkāršotu problēmu (13.1) - (13.3), lai pārāk nesarežģītu analītiskās formulas, kurām atrisinājuma iegūšanai beigās ir jālieto datorprogrammas. Piemēram, jau sākumā pieņemam, ka 
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un sastādām matricas 
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pēc 4. tēmā aplūkotās programmas 4.4. Apzīmē 
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kur konstantes 
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3) Sistēmai (13.7) pievieno sākuma nosacījumus, kurus iegūst no (13.2), sašaurinot to uz mezgliem 
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4) Uzdevumu (13.7) + (13.9) reducē uz diferenciālvienādojumu sistēmu normālformā, apzīmējot 
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5) Pielietojot datorprogrammu, atrisina Košī problēmu (13.10) + (13.11) un pēc atrastajām 
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, funkcijām ar Lagranža interpolācijas formulu palīdzību iegūst 
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6) Formulas (13.12) precizitāti pārbauda: 

a) mainot N;

b) par mezgliem 
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13.2.Nelineāra jaukta veida problēma hiperboliska tipa diferenciālvienādojumiem.

Kā piemēru aplūkosim jaukta veida problēmu Sin – Gordon vienādojumam
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[image: image2509.wmf] 1) Vispirms problēmu (13.13) – (13.15) reducēsim uz šādu:  
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Viegli pārbaudīt, ka (13.13) – (13.15) ir ekvivalenta ar (13.16) – (13.18). Pēc šādas problēmas pārveidošanas nav vairs nepieciešams lietot atvasinājuma matricas kvadrātu 
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Pēc šiem mezgliem ar programmas 4.1. vai 4.2. palīdzību izveidosim atvasinājuma matricu 
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Tā kā funkcija v neieiet robežnosacījumos, bet vienādojumu sistēmu sašaurina uz iekšējiem mezgliem, tad 
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kuru izveido ar programmas 4.2. palīdzību pēc iekšējiem mezgliem 
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Viegli pārbaudīt, ka 
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4) Sašaurinot (13.16) uz iekšējiem mezgliem 
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kur konstantes 
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5) Sistēmai (13.23) pievieno sākuma nosacījumus no (13.17), kas sašaurināti uz 
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6) Atrastajām funkcijām 
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7) Precizitātes kontroli veic:

a) mainot N;

b) mainot intervālā 
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Piezīme. Iepriekšējo uzdevumu var arī atrisināt līdzīgi tam, kā to darījām 13.1 punktā, neizpildot redukciju uz (13.19) – (13.21). Tad būtu jāizmato arī 
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