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Recenzenti:

Prof., Dr. hab. mat. U. Raitums (Latvijas universitāte)
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2.1 Ievads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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4.2 Pamatjēdzieni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3 Pal̄ıglemmas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.4 Invariantas kopas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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1. Ievads

Diferenciālvienādojumu kvalitat̄ıvās teorijas pamatproblēma ir pēc dažām rak-
stur̄ıgām atrisinājumu ı̄paš̄ıbām klasificēt diferenciālvienādojumu sistēmas. Tā-
da klasifikācija atļauj sarežǧ̄ıtas diferenciālvienādojumu sistēmas izpēti aizvi-
etot ar vienkāršākas tās pašas klases diferenciālvienādojumu sistēmas izpēti.
Pietiekoši mazā invariantas kopas apkārtnē apmierinošu klasifikāciju dod topolo-
ǧiskās (dinamiskās) ekvivalences jēdziens.

Divas autonomu diferenciālvienādojumu sistēmas ir topoloǧiski ekviva-
lentas, ja eksistē to fāzu telpu homeomorfisms, kurš jebkuru pirmās difer-
enciālvienādojumu sistēmas trajektoriju attēlo par otrās diferenciālvienādojumu
sistēmas trajektoriju saglabājot orientāciju.

Ja, bez tam, atbilstošais homeomorfisms transformē jebkuru pirmās difer-
enciālvienādojumu sistēmas atrisinājumu par otrās diferenciālvienādojumu sis-
tēmas atrisinājumu, tad apskatāmās diferenciālvienādojumu sistēmas ir di-
namiski ekvivalentas. Ja apskata tikai diferenciālvienādojumu sistēmu sašaurinā-
jumus mazā invariantās kopas apkārtnē, tad runā par lokālo topoloǧisko (di-
namisko) ekvivalenci.

Diferenciālvienādojumu sistēmu topoloǧiskās ekvivalences jēdziena pamat-
ideju var atrast A. Puankarē [104] darbos. Viņš apskat̄ıja jautājumu par
tādas fāzu telpas anal̄ıtiskas transformācijas eksistenci, kura autonomu ne-
lineāru diferenciālvienādojumu sistēmu pārviedo lineārā, vai modernā inter-
pretācijā meklēja anal̄ıtisku difeomorfismu, kurš realizē nelineāras un lineāras
diferenciālvienādojumu sistēmas dinamisko ekvivalenci. 50-os gados S. Stern-
bergs [161, 162] vājināja difeomorfisma anal̄ıtiskuma pras̄ıbu aizvietojot to
ar pietiekama gluda difeomorfisma eksistenci. Stingru diferenciālvienādojumu
topoloǧiskās ekvivalences jēdzienu ieveda A. A. Andronovs un L. S. Pontrja-
gins [2] darbā par strukturāli stab̄ılām diferenciālvienādojumu sistēmām plaknē
1937. gadā.

Problēmu par diferenciālvienādojumu sistēmu topoloǧiskās ekvivalences
paz̄ımju atrašanu nekust̄ıgā punkta apkārtnē formulēja V. V. Ņemickis [73].
Problēmas atrisinājumu lineāro autonomo diferenciālvienādojumu sistēmām,
kurām ir tikai elementāri nekust̄ıgie punkti, deva E. M. Vaisbords [163],
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A. Reiziņa un L. Reiziņš [149] un V. I. Arnolds [5]. Vispār̄ıgā gad̄ıjumā lineāras
autonomas diferenciālvienādojumu sistēmas topoloǧiski klasificēja N. N. Ladis
[59].

D. M. Grobmanis [24, 35, 36, 37, 38, 39] un F. Hartmanis [43, 44, 45, 46]
pierād̄ıja, ka autonoma diferenciālvienādojumu sistēma

dx/dt = Ax+ f(x, y), x ∈ IRn

ir dinamiski ekvivalenta lineārai diferenciālvienādojumu sistēmai

dx/dt = Ax, x ∈ IRn,

ja matricai A nav tādu ı̄pašvērt̄ıbu, kuru reālā daļa vienāda ar nulli, f ir
Lipšica attēlojums ar pietiekoši mazu Lipšica konstanti un tāds, kas anulējās
koordinātu sākumu punktā. Lai pierād̄ıtu šo teorēmu, D. M. Grobmanis ar kon-
stantu variācijas formulas pal̄ıdz̄ıbu konstruēja attēlojumu un tālāk parād̄ıja,
ka šādi konstruētais attēlojums ir homeomorfisms, kurš realizē nelineāras un
lineāras diferenciālvienādojumu sistēmas dinamisko ekvivalenci. Saskaņā ar F.
Hartmaņa metodi dotā diferenciālvienādojumu sistēma tiek reducēta uz difeo-
morfismu un tiek atrasts atbilstošo difeomorfismu topoloǧiskās ekvivalences
nosac̄ıjums. Atz̄ımēsim vēl, ka ekvivalences pierād̄ıjumā būtisks ir apstāklis,
ka IRn ir lokāli kompakta telpa.

1962. gadā L. Reiziņš [150, 151, 153] vispārināja Grobmaņa–Hartmaņa
teorēmu elementāro slēgto trajektoriju apkārtnēs. Lai to realizētu viņš slēgtās
trajektorijas apkārtnē ieved pseidolokālās koordinātes un dinamiskas sistēmas
topoloǧiskās struktūras izpēti slēgtās trajektorijas apkārtnē reducē uz pus-
periodiskas diferenciālvienādojuma sistēmas izpēti koordinātu sākuma punkta
apkārtnē. Analoǧisku rezultātu vēlāk ieguva ar̄ı M. Irvins [50], kurš pierād̄ıjumā
izlietoja Hartmaņa metodi atbilstošam Puankarē attēlojumam. Tālāk K. Pal-
mers [85, 90] vispārināja Vaisborda un Grobmaņa–Hartmaņa teorēmu tādam
neautonomām diferenciālvienādojumu sistēmām, kuru lineārā daļa apmierina
eksponenciālās dihotomijas nosac̄ıjumus.

Banaha telpā Vaisborda teorēmas analogu pierād̄ıja A. Reinfelds [108]. Lai
pierād̄ıtu Grobmaņa–Hartmaņa teorēmu Banaha telpā bija nepieciešams prin-
cipiāli jauns pierād̄ıjums. Izmantojot J. Mosera [70] idejas to veica Č. Pjū
[102] un J. Palis [83]. Īsu Gromaņa–Hartmaņa teorēmas pierād̄ıjumu dinamisko
sistēmu paplašinājumiem Banaha telpā, izlietojot Gr̄ına tipa attēlojumu, deva
A. Reinfelds [117]. Atbilstošais homeomorfisms, kurš realizē dinamisko ekvi-
valenci tiek meklēts kā speciāla funkcionāl–integrālvienādojuma atrisinājums.
Jāatz̄ımē, ka šāda pieeja izrad̄ıjās ļoti veiksmı̄ga, un to A. Reinfelds tālāk
att̄ıst̄ıja un lietoja, lai pierād̄ıtu redukcijas teorēmas impuls̄ıvo diferenciālvienā-
dojumu sistēmām Banaha telpā. Grobmaņa–Hartmaņa teorēmu un tās modi-
fikācijas, lietojot dažādas metodes ir pierād̄ıjuši ar̄ı M. A. Boudourides [20, 21],
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I. U. Bronšteins un V. A. Glavans [23], Nguyen Van Minhs [65], A. Reinfelds
[105, 110, 139].

L. Reiziņš [153, 154, 155], R. M. Minca [68], N. N. Ladis [56, 57, 58], K. Kol-
mens [31, 32] un A. Reinfelds [106, 111] veica pēt̄ıjumus par sadalošos difer-
enciālvienādojumu sistēmu dinamisko ekvivalenci saliktu nekust̄ıgo punktu un
saliktu slēgtu trajektoriju apkārtnēs.

Diferenciālvienādojumu sistēmu topoloǧiskās ekvivalences pēt̄ıjumos svar̄ıga
loma ir redukcijas teorēmai. Saskaņā ar redukcijas teorēmu eksistē tāds Lipšica
attēlojums v, ka nelineāra diferenciālvienādojumu sistēma{

dx/dt = Ax+ f(x, y),
dy/dt = By + g(x, y)

dinamiski ekvivalenta daļēji linearizētai diferenciālvienādojumu sistēmai{
dx/dt = Ax
dy/dt = By + g(v(y), y),

ja matricai A nav ı̄pašvērt̄ıbu ar nulles reālo daļu, visu matricas B ı̄pašvērt̄ıbu
reālās daļas vienādas ar nulli, f un g ir Lipšica attēlojumi ar pietiekoši mazu
Lipšica konstanti un tādi kuri anulējās koordinātu sākuma punktā. Teorēmas
pierād̄ıjumu speciālā gad̄ıjumā, kad y ir viendimensionāls un vēl pie papildus
nosac̄ıjumiem deva L. Reiziņš [152]. Vispār̄ıgā gad̄ıjumā teorēmu anonsēja A.
N. Šošitaǐsvili [6, 159] diferenciālvienādojumu sistēmām, kuru labā puse ir C2

gluda (pierād̄ıjums tika publicēts tikai 1975. gadā [160]). A. Reinfelds [107, 109]
izlietojot citu metodi pierād̄ıja redukcijas teorēmu, pie kam no attēlojumiem f
un g tika pras̄ıta tikai Lipšica nosac̄ıjumu izpilde ar pietiekoši mazu Lipšica kon-
stanti. K. Palmers [55, 86, 87, 88, 89, 91] ar nedaudz atšķir̄ıgu metodi pierād̄ıja
redukcijas teorēmu un dažādas tās modifikācijas telpā IRn. Neautonomām difer-
enciālvienādojumu sistēmām redukcijas teorēmu ar̄ı pierād̄ıja Nguen Van Minhs
[66].

Dažādas topoloǧiskās ekvivalences paz̄ımes normāli hiperboliskas invari-
antas kopas, tai skaitā invarianta tora apkārtnē ir atraduši G. S. Osipenko
[76, 77, 78, 79, 80, 81, 82], J. Palis un F. Takens [84], M. Hiršs, C. Pjū un M. Šubs
[49], C. Pjū un M. Šubs [103] un A. Reinfelds, kā IRn [112, 113, 114, 115, 116],
tā Banaha telpā [118, 119].

Banaha telpā tādu diferenciālvienādojumu sistēmu dinamisko ekvivalenci,
kuru lineārā daļa ir neierobežots slēgts operators, ir pēt̄ıjuši K. Lu [63] un P.
W. Bates un K. Lu [16].

Topoloǧiskās ekvivalences pēt̄ıjumi diskrētām dinamiskām sistēmām IRn

sākās ar F. Hartmaņa [43, 44, 45, 46] un M. Irvina [50] darbiem. U. Kirchgrabers
[53, 54, 55] pierād̄ıja redukcijas teorēmu diskrētām dinamiskām sistēmām



14 1. Ievads

IRn. Savukārt G. Papaschinopoulos [95] pierād̄ıja redukcijas teorēmu diferenču
vienādojumiem.

1991.–1993. g. B. Aulbahs un B. M. Garai [9, 10, 11] publicēja pirmos
darbus par neapgriežamu attēlojumu ekvivalenci Banaha telpā. Pie šādiem
attēlojumiem noved ar̄ı pēt̄ıjumi par vienā virzienā turpināmu evolūcijas tipa
parciāldiferenciālvienādojumu atrisinājumiem. B. Aulbahs un B. M. Garai
izvirz̄ıja hipotēzi par neapgriežamu attēlojumu redukciju un pierād̄ıja to speciāl-
gad̄ıjumā. A. Reinfelds [129, 132, 137] pierād̄ıja izvirz̄ıto hipotēzi vispār̄ıgā
gad̄ıjumā.

Habilitācijas darba kopsavilkuma otrajā nodaļā tiek definēti pamatjēdzieni,
tai skaitā dinamisko (semidinamisko) sistēmu topoloǧiskā ekvivalence. Ap-
skata diskrētu dinamisku sistēmu, kuru inducē homeomorfisms divu pilnu
metrisku telpu Dekarta reizinājumā. Atbilstošais homeomorfisms apmierina
fiksētas metriskas nevienād̄ıbas. Šāda tipa nevienād̄ıbas ir rakstur̄ıgas attēloju-
miem, kuriem ir spēkā Grobmaņa–Hartmaņa teorēma vai redukcijas teorēma
telpā IRn. L̄ıdz̄ıgas nevienād̄ıbas ir izmantojoši J. I. Neimarks [71, 72] un V.
A. Pliss [100, 101], lai pierād̄ıtu invariantas varietātes eksistenci. Redukcijas
tipa teorēmās svar̄ıgu lomu spēlē globālie Lipšica attēlojumi, kuru grafiki ir
invariantas kopas. Šāda tipa Lipšica attēlojumiem izpildās unitātes ı̄paš̄ıbas.
Invarianto kopu eksistencei attēlojumiem un diferenciālvienādojumu sistēmām,
kā IRn, tā Banaha telpā matemātiskajā literatūrā velt̄ıtas daudz publikāciju.
Darbā dotie nepieciešamie un pietiekamie nosac̄ıjumi vispārina un konkretizē
J. Adamāra [40] un citu matemātiķu iegūtos rezultātus [3, 17, 18, 19, 25,
28, 30, 34, 41, 42, 47, 48, 49, 51, 52, 61, 62, 69, 92, 94, 97, 164, 165].
Iegūtie rezultāti dod iespēju konkretizēt redukcijas teorēmu formulējumus.
Jaunā oriǧinālā pierād̄ıjuma metode ļauj pierād̄ıt redukcijas teorēmu un dažādas
š̄ıs teorēmas modifikācijas atkār̄ıbā no dotajiem nosac̄ıjumiem pilnā metriskā
telpā, tai skaitā ar̄ı Banaha telpā. Jāatz̄ımē, ka bieži teorēmas nosac̄ıjumus
nav iespējams uzlabot. Bez tam tiek pierād̄ıtas redukcijas tipa teorēmas neap-
griežamu attēlojumu inducētām semidinamiskām sistēmām. Reizē ar to ir
pierād̄ıta B. Aulbaha un B. M. Garai hipotēze.

Trešajā nodaļā tiek vispārināti iepriekšējās nodaļas rezultāti dinamiskajiem
paplašinājumiem. Tie ir neautonomu sistēmu dabiskie vispārinājumi.

Ceturtajā nodaļā tiek pēt̄ıta impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmu di-
namiskā ekvivalence Banaha telpā. No vienas puses tie aptver neautonomu
diferenciālvienādojumu sistēmas, no otras puses tādas diferenciālvienādojumu
sistēmas, kuru atrisinājumi ir turpināmi tikai vienā virzienā. Impuls̄ıvo difer-
enciālvienādojumu sistēmas ir adekvāts matemātiskais modelis evolūcijas proce-
siem, kuri pēkšņi maina savu stāvokli fiksētos laika momentos. Pirmie impuls̄ıvos
diferenciālvienādojumus sāka pēt̄ıt A. D. Mǐskis un V. D. Milmanis [67]. V. Lak-
shmikanthama, D. D. Bainova un P. S. Simeonova [60], kā ar̄ı A. M. Samoilenko
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un N. A. Perestjuka [156] monogrāfijās dots impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu
sistēmu teorijas sistemātisks izklāsts.

Impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmu dinamisko ekvivalenci pirmie sāka
apskat̄ıt autors [124, 125, 135, 141, 142, 143, 146, 148] un L. Sermone [124, 125,
157, 158] un mazliet vēlāk ar̄ı D. D. Bainovs, S. I. Kostadinovs un Nguyen Van
Minhs [14, 15]. Dotajā nodaļā pierād̄ıtas redukcijas teorēmas dažādas modi-
fikācijas impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmām Banaha telpā (tai skaitā
ar̄ı neapgriežamām sistēmām), ja sistēma sadalās divās daļās. Ar̄ı pierādot re-
dukcijas teorēmas impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmām svar̄ıga loma ir
globāliem Lipšica attēlojumiem, kuru grafiki ir invariantas kopas [12, 13, 126,
135, 143]. Bieži redukcijas tipa teorēmas ir atkārtoti lietojamas jau reizi re-
ducētai sistēmai, kas atļauj tālāk vienkāršot doto sistēmu. Izmantojot standarta
paņēmienus var iegūt ar̄ı redukciju teorēmu lokālos variantus.

Dinamiskās ekvivalences pietiekamie nosac̄ıjumi ir uzdoti ar nevienād̄ıbām,
kuras satur integrāļus no atbilstošiem evolūcijas operatoriem. Iegūtie rezultāti
no vienas puses precizē jau zināmos rezultātus parasto diferenciālvienādojumu
sistēmām IRn, no otras puses tie dod metodi kā risināt analoǧiskās problēmas
funkcionālās telpās.

Pēdējā piektajā nodaļa aplūkoti iepriekšējās nodaļās att̄ıst̄ıto metožu pieli-
etojumi. Redukcijas principu stabilitātes teorijā autonomām diferenciālvienādo-
jumu sistēmām pierād̄ıja V. A. Pliss [98, 99, 101]. Neautonomām diferenciālvie-
nādojumu sistēmām to vispārināja B. Aulbahs [7, 8]. Redukcijas principa
dažādiem aspektiem stabilitātes teorijā ir velt̄ıti darbi [14, 15, 26, 64, 69,
96, 156]. Dotajā darbā dots ı̄ss redukcijas principa pierād̄ıjums stabilitātes
teorijā semidinamiskām sistēmām pilnā metriskā telpā, izlietojot attēlojumu
topoloǧisko ekvivalenci.

Aizklātā veidā ēnas lemma parādās saist̄ıbā ar D. V. Anosova difeomorfis-
miem [4]. Ir diezgan plaša matemātiskā literatūra, kura velt̄ıta ēnas lemmas
dažādu modifikāciju pierād̄ıjumiem lokāli kompaktās telpās [22, 29, 74, 75, 93],
gan Banaha telpā [1, 27]. Dots ı̄ss ēnas lemmas pierād̄ıjums metriskā telpā,
izlietojot funkcionālvienādojumus, kuri zināmā mērā l̄ıdz̄ıgi tiem, kurus izlieto
dinamiskās ekvivalences pierād̄ıjumā.

Nodaļas beigās pierād̄ıta divu nelineāru vienādojumu, kuri sastopami aprak-
stot elektronu kust̄ıbu girotrona rezonatorā, asimptotiskā ekvivalence [33].
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2. Diskrēto dinamisko un semidinamisko
sistēmu topoloǧiskā ekvivalence

2.1 Ievads

Patvaļ̄ıgā pilnā metriskā telpā aplūkojam homeomorfisma (nepārtraukta attēlo-
juma) T

T (x, y) = (f(x, y), g(x, y))

inducēto diskrēto dinamisko (semidinamisko) sistēmu. Iegūstam nepieciešamos
un pietiekamos nosac̄ıjumus, lai eksistētu globāls Lipšica attēlojums, kura
grafiks ir dinamiskas (semidinamiskas) sistēmas invarianta kopa. Iegūtie starpre-
zultāti atļauj atrast pietiekamos nosac̄ıjumus dinamiskās (semidinamiskās) sistē-
mas sadal̄ı̌sanai un vienkāršošanai un tātad dod iespēju dotās sistēmas pēt̄ı̌sanu
reducēt uz daudz vienkāršākas sistēmas izpēti. Iegūtas teorēmas ir klasiskās
Grobmaņa–Hartmaņa teorēmas un redukcijas principa vispārinājums pilnā
metriskā telpā.

2.2 Pamatjēdzieni

Šajā paragrāfā definēsim dažus pamatjēdzienus, kuri ir nepieciešami tālākās
nodaļās, kā ar̄ı precizēsim attēlojuma T formu.

Pieņemsim, ka X1 un X2 ir pilnas metriskas telpas ar atbilstošiem attālu-
miem ρ1 un ρ2.

Defin̄ıcija 2.1 Attēlojumu T : X1 → X2 sauc par Lipšica (ar konstanti k), ja
visiem x, x′ ∈ X1 izpildās nevienād̄ıba

ρ2(T (x), T (x′)) ≤ kρ1(x, x′).

Defin̄ıcija 2.2 Puntu x ∈ X sauc par attēlojuma T nekust̄ıgo punktu, ja izpildās
vienād̄ıba T (x) = x.
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Teorēma 2.3 Saspiešanas attēlojuma teorēma. Ja T : M→ X ir Lipšica
attēlojums ar konstanti k < 1, M ir pilnas metriskas telpas X slēgta apakškopa,
kur T (M) ⊂ M, tad attēlojumam T ir viens un tikai viens nekust̄ıgais punkts
kopā M.

Defin̄ıcija 2.4 Nepārtrauktu attēlojumu H: X→ X sauc par homeomorfismu,
ja tas ir bijekt̄ıvs un tā inversais attēlojums ar̄ı ir nepārtraukts.

Defin̄ıcija 2.5 Nepārtrauktu vienparametra attēlojumu saimi {T n}, n ∈ Z,
kur T 1 = T : X→ X, sauc par diskrētu dinamisko sistēmu ja:

(i) T 0 = id, kur id ir identiskais attēlojums;

(ii) T n ◦ T k = T n+k.

Diskrēta semidinamiska sistēma ir vienparametra attēlojumu saime, kura definē-
ta tikai nenegat̄ıviem veseliem skaitļiem.

Ievērojam, ka diskrētas dinamiskās sistēmas gad̄ıjumā attēlojums T ir home-
omorfisms.

Defin̄ıcija 2.6 Divas diskrētas dinamiskās (semidinamiskās) sistēmas T n1 ,
T n2 : X → X ir topoloǧiski ekvivalentas, ja eksistē tāds homeomorfisms H: X →
X, ka diagramma

-

-

X

X

X

X

??

T n1

T n2

HH

komutē.

Defin̄ıcija 2.7 Divi attēlojumi T1, T2: X → X ir topoloǧiski ekvivalenti, ja ek-
sistē tāds homeomorfisms H: X→ X, ka diagramma

-

-

X

X

X

X

??

T1

T2

HH
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komutē.

Viegli pārliecināties, ka divas diskrētas dinamiskās (semidinamiskās) sistē-
mas T n1 un T n2 , kuras inducē attēlojumi T1 un T2, ir topoloǧiski ekvivalentas tad
un tikai tad, ja attēlojumi T1 un T2 ir topoloǧiski ekvivalenti.

Pieņemsim, ka X un Y ir pilnas metriskas telpas ar atbilstošiem attālumiem
ρ1 un ρ2. Aplūkosim nepārtrauktu attēlojumu T : X×Y → X×Y formā

T (x, y) = (f(x, y), g(x, y)),

kurš apmierina sekojošus nosac̄ıjumus:

(H1) ρ1(x, x′) ≤ αρ1(f(x, y), f(x′, y)), α > 0;

(H2) ρ1(f(x, y), f(x, y′)) ≤ βρ2(y, y′);

(H3) ρ2(g(x, y), g(x′, y′)) ≤ γρ1(x, x′) + δρ2(y, y′), kur α(δ + 2
√
βγ) < 1;

(H4) attēlojums f(·, y): X→ X ir surjekt̄ıvs.

Mūsu mērķis ir atrast nosac̄ıjumus pie kuriem dotais attēlojums T ar topoloǧis-
kas transformācijas pal̄ıdz̄ıbu sadalās un vienkāršojās.

Piemērs 2.8 Apskat̄ısim sekojošu attēlojumu Banaha telpā

x1 = Ax+ F (x, y),
y1 = By +G(x, y), (2.1)

kur x ∈ X, y ∈ Y, A un B ir ierobežoti lineāri attēlojumi, attēlojumam A
eksistē inversais, ‖B‖ < ‖A−1‖−1, attēlojumi F : X ×Y → X, G: X ×Y → Y
apmierina Lipšica nosac̄ıjumus

|F (x, y)− F (x′, y′)| ≤ ε(|x− x′|+ |y − y′|),

|G(x, y)−G(x′, y′)| ≤ ε(|x− x′|+ |y − y′|).

Var viegli pārliecināties, ka attēlojums T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H4),
kur α = (‖A−1‖−1−ε)−1, β = γ = ε, δ = ‖B‖+ε. Nosac̄ıjums α(δ+2

√
βγ) < 1

reducējās uz nevienād̄ıbu

ε <
‖A−1‖−1 − ‖B‖

4
.

Ar vienād̄ıbu x1 = Ax + F (x, y) definētais attēlojums fiksētam y ir surjekt̄ıvs,
ja ε‖A−1‖ < 1. Atz̄ımējam, ka ε‖A−1‖ < 1/4.
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Piez̄ıme. Apskatām attēlojumu, kurš parāda, ka vispār̄ıgā gad̄ıjumā nevienād̄ıbu
α(δ+ 2

√
βγ) < 1 nevar aizvietot ar vienād̄ıbu. Viegli pārliecināties, ka lineārais

attēlojums

x1 = α−1x− βy,
y1 = γx+ δy,

kur x ∈ IR1, y ∈ IR1 un α, β, γ, δ > 0, apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H4).
Ja α(δ + 2

√
βγ) < 1, tad dotajam attēlojumam ir nekust̄ıgais punkts ko-

ordinātu sākumpunktā un divas invariantas taisnes – Lipšica attēlojumu grafiki.
Ja turpret̄ım α(δ + 2

√
βγ) = 1, tad dotajam attēlojumam caur koordinātu

sākumpunktu iet tikai viena invarianta taisne. Atbilstošā lineārā attēlojuma
rakstur̄ıgajam vienādojumam ir divkārša sakne, pie kam elementārā dal̄ıtāja
pakāpe ir 2. Teorēma 2.22 nav spēkā.

2.3 Pal̄ıglemmas

Pamata rezultātu pierād̄ıjumā izlietosim sekojošas tr̄ıs lemmas. Apskatam attē-
lojumu kopu

Lip(k) = {u | u: X→ Y un ρ2(u(x), u(x′)) ≤ kρ1(x, x′)}.

Lemma 2.9 Ja αβk < 1 un u ∈ Lip(k), tad ar vienād̄ıbu ϕ(x) = f(x, u(x))
definētais attēlojums ϕ: X→ X ir homeomorfisms.

Tālāk ar vienād̄ıbu

(Lu)(f(x, u(x))) = g(x, u(x))

definējam operatoru L kopā Lip(k).

Lemma 2.10 Eksistē tāds k ≥ 0, ka L(Lip(k)) ⊂ Lip(k).

Tālāk apskatām attēlojumu kopu

Lip(l) = {v | v: Y → X un ρ1(v(y), v(y′)) ≤ lρ2(y, y′)}

un definējam operatoru K kopā Lip(l) ar vienād̄ıbu

f(Kv(y), y) = v(g(v(y), y)).

Operators K ir korekti definēts, jo attēlojums f(·, y): X → X is surjekt̄ıvs un
izpildās nosac̄ıjums (H1).
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Lemma 2.11 Eksistē tāds l ≥ 0, ka K(Lip(l)) ⊂ Lip(l).

Tālāk nodaļās 1 un 2 pieņemsim, ka

k =
2αγ

1− αδ +
√

(1− αδ)2 − 4α2βγ

un

l =
2αβ

1− αδ +
√

(1− αδ)2 − 4α2βγ
.

Jāatz̄ımē, ka βk = γl, α(γ + δk)(1 − αβk)−1 = k, αl(γl + δ) + αβ = l. αβk =
αγl < 1/2 un kl < 1.

Piemērs 2.12 Apskatām attēlojumu (2.1). Aprēķinām

k = l =
2ε

‖A−1‖−1 − ‖B‖ − 2ε+
√

(‖A−1‖−1 − ‖B‖)(‖A−1‖−1 − ‖B‖ − 4ε)

=
‖A−1‖−1 − ‖B‖ − 2ε−

√
(‖A−1‖−1 − ‖B‖)(‖A−1‖−1 − ‖B‖ − 4ε)

2ε
< 1.

2.4 Nekust̄ıgais punkts

Dosim pietiekamos nosac̄ıjumus nekust̄ıgā punkta eksistencei.

Teorēma 2.13 Ja (1 − α)(1 − δ) − αβγ > 0, tad attēlojumam T ir viens un
tikai viens nekust̄ıgais punkts T (x0, y0) = (x0, y0).

Piemērs 2.14 Pieņemsim, ka attēlojums ir formā (2.1). Nosac̄ıjums (1−α)(1−
δ) > αβγ reducējās uz nevienād̄ıbu

ε <
(‖A−1‖−1 − 1)(1− ‖B‖)
‖A−1‖−1 − ‖B‖

.

Izlietojot sakaru starp ǧeometrisko un aritmētisko vidējo iegūstam

(‖A−1‖−1 − 1)(1− ‖B‖)
‖A−1‖−1 − ‖B‖

≤ ‖A
−1‖−1 − ‖B‖

4
.
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2.5 Invariantas kopas

Dosim nepieciešamos un pietiekamos nosac̄ıjumus, lai eksistētu tādi globāli
Lipšica attēlojumi u: X→ Y un v: Y → X, kuru grafiki ir invariantas kopas.

Teorēma 2.15 Pieņemsim, ka nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıju-
mus (H1)–(H4). Lai eksistētu attēlojumi u: X→ Y un v: Y → X, kuri apmie-
rina funkcionālvienādojumus

u(f(x, u(x))) = g(x, u(x)), (2.2)

f(v(y), y) = v(g(v(y), y)) (2.3)

un Lipšica nosac̄ıjumus

ρ2(u(x), u(x′)) ≤ kρ1(x, x′), (2.4)

ρ1(v(y), v(y′)) ≤ lρ2(y, y′), (2.5)

ir nepieciešami un pietiekami, lai attēlojumam T būtu nekust̄ıgais punkts.

Atz̄ımējam, ka ja αδ + 1 ≤ 2α, tad

βk + δ =
1− αδ −

√
(1− αδ)2 − 4α2βγ

2α
+ δ <

1− αδ
2α

+ δ ≤ 1.

Gad̄ıjumā, kad αδ + 1 ≥ 2α, iegūstam

α(1 + γl) = α +
1− αδ −

√
(1− αδ)2 − 4α2βγ

2
< α +

1− αδ
2

≤ 1.

Lemma 2.16 Ja βk + δ < 1 un α(1 + γl) < 1, tad (1 − α)(1 − δ) > αβγ, un
apgriezti, ja (1− α)(1− δ) > αβγ, tad βk + δ < 1 un α(1 + γl) < 1.

Teorēma 2.17 Pieņemsim, ka nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıju-
mus (H1)–(H4), un pieņemsim, ka βk+δ < 1. Lai eksistētu attēlojums u: X→
Y, kurš apmierina funkcionālvienādojumu (2.2) un Lipšica nosac̄ıjumus (2.4)
nepieciešami un pietiekami, lai eksistētu tāds attēlojums u0 ∈ Lip(k), ka izpildās
nevienād̄ıba

sup
x
ρ2(u0(f(x, u0(x))), g(x, u0(x))) < +∞. (2.6)

Teorēma 2.18 Pieņemsim, ka nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıju-
mus (H1)–(H4), un pieņemsim, ka α(1 + γl) < 1. Lai eksistētu attēlojums
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v: Y → X, kurš apmierina funkcionālvienādojumu (2.3) un Lipšica nosac̄ıjumus
(2.5) nepieciešami un pietiekami, lai eksistētu tāds attēlojums v0 ∈ Lip(l), ka
izpildās nevienād̄ıba

sup
y
ρ1(v0(g(v0(y), y)), f(v0(y), y)) < +∞. (2.7)

Piez̄ıme. Viegli var pārliecināties, ka izpildās sekojošas nevienād̄ıbas

ρ2(u(f(x, y)), g(x, y)) ≤ ρ2(u(f(x, y)), u(f(x, u(x))))

+ρ2(g(x, u(x)), g(x, y)) ≤ (βk + δ)ρ2(u(x), y)

un
ρ1(v(y), x) ≤ αρ1(f(v(y), y), f(x, y))

= αρ1(v(g(v(y), y)), f(x, y)) ≤ αρ1(f(x, y), v(g(x, y))) + αγlρ1(v(y), x).

Seko
ρ1(v(y), x) ≤ α(1− αγl)−1ρ1(v(g(x, y)), f(x, y)).

Piemērs 2.19 Aplūkojam attēlojumu (2.1). Nosac̄ıjums (2.6) izpildās, ja

sup
x
|G(x, 0)| < +∞,

un nosac̄ıjums (2.7) izpildās, ja

sup
y
|F (0, y)| < +∞.

Lemma 2.20 Ja T ir homeomorfisms un ja attēlojums v: Y → X apmierina
(2.3) un (2.5), tad ar vienād̄ıbu ψ(y) = g(v(y), y) definētais attēlojums ψ: Y →
Y ir homeomorfisms.

Sekas 2.21 Ja T ir homeomorfisms un ja attēlojumi u: X → Y un v: Y →
X apmierina (2.2)–(2.5), tad ar vienād̄ıbu S(x, y) = (f(x, u(x)), g(v(y), y))
definētais attēlojums S: X×Y → X×Y ir homeomorfisms.

2.6 Homeomorfismu ekvivalence. 1

Apskatām gad̄ıjumu, kad homeomorfismam T ir nekust̄ıgais punkts.
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Teorēma 2.22 Ja homeomorfisms T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H4) un ja
tam ir nekust̄ıgais punkts, tad eksistē tāds homeomorfisms H: X×Y → X×Y,
ka diagramma

-

-

X×Y

X×Y

X×Y

X×Y

??

T

S

HH

komutē, kur S(x, y) = (f(x, u(x)), g(v(y), y)).

Pierād̄ıjums. Pierād̄ıjums sastāv no vairākiem soļiem.
Solis 1. Attēlojums p. Funkcionālvienādojumam

f(p(x, y), u(p(x, y))) = p(T (x, y))

ir viens vien̄ıgs atrisinājums p ∈M1, kur

M1 =
{
p

∣∣∣∣∣p: X×Y → X is nepārtraukts un sup
x,y

ρ1(p(x, y), x)
ρ2(u(x), y)

< +∞
}

ir pilna metriska telpa.
Solis 2. Attēlojums π. Funkcionālvienādojumam

g(v(π(x, y)), π(x, y)) = π(T (x, y))

ir viens vien̄ıgs atrisinājums π ∈M2, kur

M2 =
{
π

∣∣∣∣∣π: X×Y → Y is nepārtraukts un sup
x,y

ρ2(π(x, y), y)
ρ1(v(y), x)

< +∞
}

ir pilna metriska telpa.
Solis 3. Attēlojums q. Funkcionālvienādojumam

f(q(x, z), z) = q(f(x, u(x)), g(q(x, z), z))

ir viens vien̄ıgs atrisinājums q ∈M1(l), kur

M1(l) =
{
q

∣∣∣∣∣q ∈M1, sup
x,y

ρ1(q(x, y), x)
ρ2(u(x), y)

≤ l un ρ1(q(x, z), q(x, z′)) ≤ lρ2(z, z′)
}

ir pilna metriska telpa.
Solis 4. Attēlojums θ. Funkcionālvienādojumam
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θ(S(x, y)) = g(q(x, θ(x, y)), θ(x, y))

ir viens vien̄ıgs atrisinājums θ ∈M3, kur

M3 =
{
θ

∣∣∣∣∣θ: X×Y → Y is nepārtraukts un sup
x,y

ρ2(θ(x, y), y)
ρ1(q(x, y), v(y))

< +∞
}

ir pilna metriska telpa.
Solis 5. Attēlojums P . Funkcionālvienādojumam

P (S(x, y)) = f(P (x, y), u(P (x, y)))

ir viens vien̄ıgs atrisinājums P ∈M4, kur

M4 =
{
P

∣∣∣∣∣P : X×Y → X is nepārtraukts un sup
x,y

ρ1(P (x, y), x)
ρ2(θ(x, y), u(x))

< +∞
}

ir pilna metriska telpa un

P (x, y) = p(q(x, θ(x, y)), θ(x, y)) = x.

Solis 6. Attēlojums Π. Funkcionālvienādojumam

Π(S(x, y)) = g(v(Π(x, y)), Π(x, y))

ir viens vien̄ıgs atrisinājums Π ∈M3, kur

Π(x, y) = π(q(x, θ(x, y)), θ(x, y)) = y.

Solis 7. Attēlojums Q. Funkcionālvienādojumam

Q(T (x, y), g(Q(x, y, z), z)) = f(Q(x, y, z), z)

ir viens vien̄ıgs atrisinājums Q ∈M5, kur

M5 =
{
Q

∣∣∣∣∣Q: X×Y ×Y → X is nepārtraukts,

ρ1(Q(x, y, z), Q(x, y, z′)) ≤ lρ2(z, z′) un sup
x,y,z

ρ1(Q(x, y, z), x)
max (ρ2(u(x), y), ρ2(z, y))

<∞
}

ir pilna metriska telpa. Seko Q(x, y, z) = q(p(x, y), z). Viegli pārliecināties, ka
Q(x, y, y) = x. Tādēļ q(p(x, y), y) = x.

Solis 8. Attēlojums Θ. Funkcionālvienādojumam

Θ(T (x, y)) = g(Q(x, y, Θ(x, y)), Θ(x, y))
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ir viens vien̄ıgs atrisinājums Θ ∈M2, kur

Θ(x, y) = θ(p(x, y), π(x, y)) = y.

Iegūstam, ka ar vienād̄ıbām

H(x, y) = (p(x, y), π(x, y))

un
Γ (x, y) = (q(x, θ(x, y)), θ(x, y))

definētie attēlojumi H, Γ : X×Y → X×Y ir savstarpēji inversi un H ir home-
omorfisms, kurš nodrošina attēlojumu T un S topoloǧisko ekvivalenci. Teorēma
ir pierād̄ıta.

Piemērs 2.23 Pieņemam papildus, ka attēlojums (2.1) ir homeomorfisms ar
nekust̄ıgo punktu. Izmantojot Teorēmu 2.22 iegūstam ka homeomorfisms (2.1)
is topoloǧiski ekvivalents homeomorfismam

x1 = Ax+ F (x, u(x)),
y1 = By +G(v(y), y).

2.7 Neapgriežamu attēlojumu ekvivalence

Apskat̄ısim nepārtraukta attēlojuma T gad̄ıjumu.

Teorēma 2.24 Ja nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–
(H4) un ja attēlojums u: X → Y apmierina nosac̄ıjumus (2.2) un (2.4), tad
eksistē tāds nepārtraukts attēlojums q: X ×Y → X, kurš ir Lipšica attēlojums
attiec̄ıbā pret otro main̄ıgo, un homeomorfisms H: X × Y → X × Y, ka dia-
gramma

-

-

X×Y

X×Y

X×Y

X×Y

??

T

R

HH

komutē, kur R(x, y) = (f(x, u(x)), g(q(x, y), y)).

Teorēma 2.25 Ja nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–
(H4), eksistē tāds homeomorfisms f0: X → X, ka f−1

0 ir Lipšica attēlojums ar
konstanti mazāku par 1, α(1 + γl) < 1 un
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sup
x,y

ρ1(f(x, y), f0(x)) < +∞,

tad eksistē nepārtraukts attēlojums q: X × Y → X, kurš ir Lipšica attēlojums
attiec̄ıbā pret otro main̄ıgo, un homeomorfisms H: X × Y → X × Y, ka dia-
gramma

-

-

X×Y

X×Y

X×Y

X×Y

??

T

N1

HH

komutē, kur N1(x, y) = (f0(x), g(q(x, y), y)).

Piemērs 2.26 Vispār̄ıgā gad̄ıjumā neapgriežamiem attēlojumiem izlietojot
Teorēmu 2.24 iegūstam ka (2.1) ir topoloǧiski ekvivalents attēlojumam

x1 = Ax+ F (x, u(x)),
y1 = By +G(q(x, y), y).

2.8 Homeomorfismu ekvivalence. 2

Apskatām gad̄ıjumu, kad T ir homeomorfisms, un nav zināms vai eksistē
nekust̄ıgais punkts.

Teorēma 2.27 Ja homeomorfisms T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H4) un
ja attēlojums v: Y → X apmierina nosac̄ıjumus (2.3) un (2.5), tad eksistē
nepārtraukts attēlojums θ: X × Y → Y, kurš ir Lipšica attēlojums attiec̄ıbā
pret pirmo main̄ıgo, un homeomorfisms H: X×Y → X×Y, ka diagramma

-

-

X×Y

X×Y

X×Y

X×Y

??

T

N

HH

komutē, kur N(x, y) = (f(x, θ(x, y)), g(v(y), y)).

Teorēma 2.28 Ja homeomorfisms T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H4), ek-
sistē tāds homeomorfisms g0: Y → Y, kurš ir Lipšica attēlojums ar konstanti
mazāku par 1, βk + δ < 1 un
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sup
x,y

ρ2(g(x, y), g0(y)) < +∞, (2.8)

tad eksistē homeomorfisms H: X×Y → X×Y tāds, ka diagramma

-

-

X×Y

X×Y

X×Y

X×Y

??

T

R0

HH

komutē, kur R0(x, y) = (f(x, u(x)), g0(y)).

Teorēma 2.29 Ja homeomorfisms T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H4), ek-
sistē tāds homeomorfisms f0: X→ X, ka f−1

0 ir Lipšica attēlojums ar konstanti
mazāku par 1, α(1 + γl) < 1 un

sup
x,y

ρ1(f(x, y), f0(x)) < +∞, (2.9)

tad eksistē homeomorfisms H: X×Y → X×Y tāds, ka diagramma

-

-

X×Y

X×Y

X×Y

X×Y

??

T

N0

HH

komutē, kur N0(x, y) = (f0(x), g(v(y), y)).

Piemērs 2.30 Apskatām attēlojumu (2.1). Nosac̄ıjums (2.8) izpildās, ja

sup
x,y
|G(x, y)−G(0, y)| < +∞

un nosac̄ıjums (2.9) izpildās, ja

sup
x,y
|F (x, y)− F (x, 0)| < +∞.

Pieņemsim, ka attēlojums (2.1) ir homeomorfisms, un pieņemsim, ka B ek-
sistē inversais attēlojums, ‖B‖ < 1, supx,y |G(x, y)| < +∞ un
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ε <



‖A−1‖−1 − ‖B‖
4

, ja ‖A−1‖−1 + ‖B‖ ≤ 2

(‖A−1‖−1 − 1)(1− ‖B‖)
‖A−1‖−1 − ‖B‖

, ja ‖A−1‖−1 + ‖B‖ > 2.

Izlietojot Teorēmu 2.28 iegūsim, ka homeomorfisms (2.1) ir topoloǧiski ekviva-
lents

x1 = Ax+ F (x, u(x)),
y1 = By.

Ja ‖A−1‖ < 1, supx,y |F (x, y)| < +∞ un

ε <



(‖A−1‖−1 − 1)(1− ‖B‖)
‖A−1‖−1 − ‖B‖

, ja ‖A−1‖−1 + ‖B‖ ≤ 2

‖A−1‖−1 − ‖B‖
4

, ja ‖A−1‖−1 + ‖B‖ > 2,

tad no Teorēmas 2.29 izriet ka homeomorfisms (2.1) ir topoloǧiski ekvivalents

x1 = Ax,
y1 = By +G(v(y), y).

2.9 Piez̄ımes

Otrā nodaļa uzrakst̄ıta pēc darbu [105, 120, 121, 128, 129, 137] materiāliem.
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3. Diskrēto dinamisko paplašinājumu
ekvivalence

3.1 Pamatjēdzieni

Šajā nodaļā definēsim dažus pamatjēdzienus, kuri ir nepieciešami tālākās noda-
ļās un precizēsim attēlojuma T formu.

Pieņemsim, ka X un Y ir pilnas metriskas telpas ar atbilstošiem attālumiem
ρ1 un ρ2, un Λ ir topoloǧiska telpa. Š̄ıs nodaļas mērķis ir vispārināt redukci-
jas teorēmu uz homeomorfismu (nepārtrauktu attēlojumu) inducētu diskrētu
dinamisko (semidinamisko) sistēmu paplašinājumiem pilnā metriskā telpā.

Aplūkosim nepārtrauktu attēlojumu T formā

(x, y, λ) 7→ (f(x, y, λ), g(x, y, λ), σ(λ)),

kurš apmierina sekojošus nosac̄ıjumus:

(H1) ρ1(x, x′) ≤ αρ1(f(x, y, λ), f(x′, y, λ)), α > 0;

(H2) ρ1(f(x, y, λ), f(x, y′, λ)) ≤ βρ2(y, y′);

(H3) ρ2(g(x, y, λ), g(x′, y′, λ)) ≤ γρ1(x, x′) + δρ2(y, y′), kur α(δ + 2
√
βγ) < 1;

(H4) attēlojums f(·, y, λ): X→ X ir surjekt̄ıvs;

(H5) attēlojums σ:Λ→ Λ ir homeomorfisms.

Mūsu mērķis ir atrast nosac̄ıjumus pie kuriem dotais attēlojums T ar topoloǧis-
kas transformācijas pal̄ıdz̄ıbu sadalās un vienkāršojās.

Piemērs 3.1 Apskat̄ısim sekojošu neautonomu diferenču vienādojumu sistēmu
formā

x(n+ 1) = A(n)x(n) + F (x(n), y(n), n),
y(n+ 1) = B(n)y(n) +G(x(n), y(n), n),
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kur n ∈ ZZ, x ∈ X, y ∈ Y, X un Y ir Banaha telpas, A(n) un B(n) ir ierobežoti
lineāri attēlojumi, A(n) eksistē inversais, ‖B(n)‖ < ‖A−1(n)‖−1 un attēlojumi
F : X×Y × ZZ→ X, G: X×Y × ZZ→ Y apmierina Lipšica nosac̄ıjumus

|F (x, y, n)− F (x′, y′, n)| ≤ ε(|x− x′|+ |y − y′|),
|G(x, y, n)−G(x′, y′, n)| ≤ ε(|x− x′|+ |y − y′|).

Var viegli pārliecināties, ka attēlojums T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–
(H5), kur α = ((supn ‖A−1(n)‖)−1 − ε)−1, β = γ = ε, δ = supn ‖B(n)‖ + ε
un σ(n) = n+ 1. Nosac̄ıjums α(δ + 2

√
βγ) < 1 reducējās uz nevienād̄ıbu

ε <
(supn ‖A−1(n)‖)−1 − supn ‖B(n)‖

4
.

Ar vienād̄ıbu x1 = A(n)x + F (x, y, n) definētais attēlojums fiksētam n un y ir
surjekt̄ıvs, ja ε supn ‖A−1(n)‖ < 1. Atz̄ımēsim, ka ε supn ‖A−1(n)‖ < 1/4.

3.2 Pal̄ıglemmas

Pamata rezultāta pierād̄ıjumā izlietosim sekojošas tr̄ıs lemmas. Apskatam attē-
lojumu kopu

Lip(k) = {u | u: X×Λ→ Y un ρ2(u(x, λ), u(x′, λ)) ≤ kρ1(x, x′)}.

Lemma 3.2 Ja αβk < 1 un u ∈ Lip(k), tad ar vienād̄ıbu ϕ(x, λ) =
(f(x, u(x, λ), λ), σ(λ)) definētais attēlojums ϕ: X ×Λ → X ×Λ ir homeomor-
fisms.

Tālāk ar vienād̄ıbu

(Lu)(f(x, u(x, λ), λ), σ(λ)) = g(x, u(x, λ), λ)

definējam operatoru L kopā Lip(k).

Lemma 3.3 Eksistē tāds k ≥ 0, ka L(Lip(k)) ⊂ Lip(k).

Tālāk apskatām attēlojumu kopu

Lip(l) = {v | v: Y ×Λ→ X un ρ1(v(y, λ), v(y′, λ)) ≤ lρ2(y, y′)}

un definējam operatoru K kopā Lip(l) ar vienād̄ıbu

f(Kv(y, λ), y, λ) = v(g(v(y, λ), y, λ), σ(λ)).
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Operators K ir korekti definēts, jo attēlojums f(·, y, λ): X→ X ir surjekt̄ıvs un
izpildās nosac̄ıjums (H1).

Lemma 3.4 Eksistē tāds l ≥ 0, ka K(Lip(l)) ⊂ Lip(l).

3.3 Invariantas kopas

Dosim nepieciešamos un pietiekamos nosac̄ıjumus, lai eksistētu tādi attēlojumi
u: X×Λ→ Y un v: Y ×Λ→ X, kuru grafiki ir invariantas kopas.

Teorēma 3.5 Pieņemsim, ka nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıju-
mus (H1)–(H5). Lai eksistētu attēlojumi u: X × Λ → Y un v: Y × Λ → X,
kuri apmierina funkcionālvienādojumus

u(f(x, u(x, λ), λ), σ(λ)) = g(x, u(x, λ), λ), (3.1)

f(v(y, λ), y, λ) = v(g(v(y, λ), y, λ), σ(λ)) (3.2)

un Lipšica nosac̄ıjumus

ρ2(u(x, λ), u(x′, λ)) ≤ kρ1(x, x′), (3.3)

ρ1(v(y, λ), v(y′, λ)) ≤ lρ2(y, y′) (3.4)

ir nepieciešami un pietiekami, lai eksistētu nepārtraukti attēlojumi x0:Λ → X
un y0:Λ→ Y tādi, ka

f(x0(λ), y0(λ), λ) = x0(σ(λ)) un g(x0(λ), y0(λ), λ) = y0(σ(λ)).

Teorēma 3.6 Pieņemsim, ka nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıju-
mus (H1)–(H5), un pieņemsim, ka βk+ δ < 1. Lai eksistētu attēlojums u: X×
Λ → Y, kurš apmierina funkcionālvienādojumu (3.1) un Lipšica nosac̄ıjumu
(3.3) nepieciešami un pietiekami, lai eksistētu tāds attēlojums u0 ∈ Lip(k), ka
izpildās nevienād̄ıba

sup
x,λ

ρ2(u0(f(x, u0(x, λ), λ), σ(λ)), g(x, u0(x, λ), λ)) < +∞. (3.5)

Teorēma 3.7 Pieņemsim, ka nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıju-
mus (H1)–(H5), un pieņemsim, ka α(1+γl) < 1. Lai eksistētu attēlojums v: Y×
Λ → X, kurš apmierina funkcionālvienādojumu (3.2) un Lipšica nosac̄ıjumu
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(3.4) nepieciešami un pietiekami, lai eksistētu tāds attēlojums v0 ∈ Lip(l), ka
izpildās nevienād̄ıba

sup
y,λ

ρ1(v0(g(v0(y, λ), y, λ), σ(λ)), f(v0(y, λ), y, λ)) < +∞. (3.6)

Lemma 3.8 Ja T ir homeomorfisms un ja nepārtrauktais attēlojums v: Y×Λ→
X apmierina (3.2) and (3.4), tad ar vienād̄ıbu ψ(y, λ) = (g(v(y, λ), y, λ), σ(λ))
definētais attēlojums ψ: Y ×Λ→ Y ×Λ, ir homeomorfisms.

Sekas 3.9 Ja T ir homeomorfisms un ja nepārtrauktie attēlojumi u: X×Λ→ Y
un v: Y × Λ → X apmierina (3.1)–(3.4), tad ar vienād̄ıbu S(x, y, λ) =
(f(x, u(x, λ), λ), g(v(y, λ), y, λ), σ(λ)) definētais attēlojums S: X × Y × Λ →
X×Y ×Λ ir homeomorfisms.

3.4 Homeomorfismu ekvivalence. 1

Apskatām gad̄ıjumu, kad attēlojums T ir homeomorfisms.

Teorēma 3.10 Ja homeomorfisms T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H5) un ja
nepārtrauktie attēlojumi x0:Λ→ X un y0:Λ→ Y ir tādi, ka

f(x0(λ), y0(λ), λ) = x0(σ(λ)) un g(x0(λ), y0(λ), λ) = y0(σ(λ)),

tad eksistē tāds homeomorfisms H: X×Y ×Λ→ X×Y ×Λ, ka diagramma

-

-

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

??

T

S

HH

komutē, kur S(x, y, λ) = (f(x, u(x, λ), λ), g(v(y, λ), y, λ), σ(λ)).

3.5 Neapgriežamu attēlojumu ekvivalence

Teorēma 3.11 Ja nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–
(H4) un ja nepārtraukts attēlojums u: X×Λ→ Y apmierina nosac̄ıjumus (3.1)
un (3.3), tad eksistē nepārtraukts attēlojums q: X×Y×Λ→ X, kurš ir Lipšica
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attēlojums attiec̄ıbā pret otro main̄ıgo, un homeomorfisms H: X×Y → X×Y,
ka diagramma

-

-

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

??

T

R

HH

komutē, kur R(x, y, λ) = (f(x, u(x, λ), λ), g(q(x, y, λ), y, λ), σ(λ)).

Pieņemsim, ka eksistē nepārtraukts attēlojums f0: X×Λ→ X, kurš apmie-
rina nosac̄ıjumus:

(i) ρ1(x, x′) ≤ c1ρ1(f0(x, λ), f0(x′, λ)) un c1 < 1;

(ii) attēlojums f0(·, λ): X→ X ir surjekt̄ıvs.

Teorēma 3.12 Ja nepārtrauktais attēlojums T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–
(H4), α(1 + γl) < 1 un

sup
x,y,λ

ρ1(f(x, y, λ), f0(x, λ)) < +∞, (3.7)

tad eksistē nepārtraukts attēlojums q: X×Y×Λ→ X, kurš ir Lipšica attēlojums
attiec̄ıbā pret otro main̄ıgo, un homeomorfisms H: X×Y ×Λ → X×Y ×Λ,
ka diagramma

-

-

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

??

T

N1

HH

komutē, kur N1(x, y, λ) = (f0(x, λ), g(q(x, y, λ), y, λ), σ(λ)).

3.6 Homeomorfismu ekvivalence. 2

Teorēma 3.13 Ja homeomorfisms T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H5) un
ja nepārtrauktais attēlojums v: Y × Λ → X apmierina nosac̄ıjumus (3.2) un
(3.4), tad eksistē nepārtraukts attēlojums θ: X ×Y × Λ → Y, kurš ir Lipšica
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attēlojums attiec̄ıbā pret pirmo main̄ıgo, un homeomorfisms H: X×Y → X×Y,
ka diagramma

-

-

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

??

T

N

HH

komutē, kur N(x, y, λ) = (f(x, θ(x, y, λ)), g(v(y, λ), y, λ), σ(λ)).

Pieņemsim, ka nepārtraukts attēlojums g0: Y×Λ→ Y apmierina nosac̄ıju-
mus:

(i) ρ2(g0(y, λ), g0(y′, λ)) ≤ c2ρ2(y, y′) un c2 < 1;

(ii) attēlojums (y, λ) 7→ (g0(y, λ), σ(λ)) ir homeomorfisms.

Teorēma 3.14 Ja homeomorfisms T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H5),
nepārtrauktais attēlojums u: X×Λ→ Y apmierina nosac̄ıjumus (3.1) un (3.3),
βk + δ < 1 un

sup
x,y,λ

ρ2(g(x, y, λ), g0(y, λ)) < +∞, (3.8)

tad eksistē homeomorfisms H: X×Y ×Λ→ X×Y ×Λ tāds, ka diagramma

-

-

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

??

T

R0

HH

komutē, kur R0(x, y, λ) = (f(x, u(x, λ), λ), g0(y, λ), σ(λ)).

Pieņemsim, ka nepārtraukts attēlojums f0: X×Λ→ X apmierina nosac̄ıju-
mus:

(i) ρ1(x, x′) ≤ c1ρ1(f0(x, λ), f0(x′, λ)) un c1 < 1;

(ii) attēlojums (x, λ) 7→ (f0(x, λ), σ(λ)) ir homeomorfisms.
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Teorēma 3.15 Ja homeomorfisms T apmierina nosac̄ıjumus (H1)–(H5),
nepārtrauktais attēlojums v: Y×Λ→ X apmierina nosac̄ıjumus (3.2) un (3.4),
α(1 + γl) < 1 un

sup
x,y,λ

ρ1(f(x, y, λ), f0(x, λ)) < +∞, (3.9)

tad eksistē homeomorfisms H: X×Y ×Λ→ X×Y ×Λ tāds, ka diagramma

-

-

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

X×Y ×Λ

??

T

N0

HH

komutē, kur N0(x, y, λ) = (f0(x, λ), g(v(y, λ), y, λ), σ(λ)).

3.7 Piez̄ımes

Trešā nodaļa uzrakst̄ıta pēc darbu [127, 130, 131, 132, 133, 136, 139, 140, 144,
145, 147] materiāliem.
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4. Impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmu
ekvivalence

4.1 Ievads

Impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmu dinamisko ekvivalenci pirmie sāka
apskat̄ıt autors un L. Sermone un mazliet vēlāk ar̄ı D. D. Bainovs, S. I. Kostadi-
novs un Nguyen Van Minhs. Dotajā nodaļā pierād̄ıtas redukcijas teorēmas
dažādas modifikācijas impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmām Banaha telpā
(tai skaitā ar̄ı neapgriežamām sistēmām), ja sistēma sadalās divās daļās. Bieži
redukcijas tipa teorēmas ir lietojamas jau reizi reducētai sistēmai, kas atļauj
tālāk vienkāršot doto sistēmu. Izmantojot standarta paņēmienus var iegūt ar̄ı
redukciju teorēmu lokālos variantus.

4.2 Pamatjēdzieni

Pieņemam, ka X un Y ir Banaha telpas. Ar L(X) un L(Y) apz̄ımējam
lineāru ierobežotu operatoru Banaha telpas. Aplūkojam sekojošu impuls̄ıvo
diferenciālvienādojumu sistēmu



dx/dt = A(t)x+ f(t, x, y),
dy/dt = B(t)y + g(t, x, y),
∆x|t=τi = x(τi + 0)− x(τi − 0)

= Cix(τi − 0) + pi(x(τi − 0), y(τi − 0)),
∆y|t=τi = y(τi + 0)− y(τi − 0)

= Diy(τi − 0) + qi(x(τi − 0), y(τi − 0)),

(4.1)

kur:

(i) attēlojumi A: IR→ L(X) un B: IR→ L(Y) ir lokāli integrējami Bohnera
noz̄ımē;
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(ii) attēlojumi f : IR×X×Y → X un g: IR×X×Y → Y ir lokāli integrējami
Bohnera noz̄ımē attiec̄ıbā pret t fiksētiem x un y, un apmierina Lipšica
nosac̄ıjumus

|f(t, x, y)− f(t, x′, y′)| ≤ ε(|x− x′|+ |y − y′|),

|g(t, x, y)− g(t, x′, y′)| ≤ ε(|x− x′|+ |y − y′|);

(iii) visiem i ∈ ZZ, Ci ∈ L(X), Di ∈ L(Y), attēlojumi pi: X×Y → X, qi: X×
Y → Y apmierina Lipšica nosac̄ıjumus

|pi(x, y)− pi(x′, y′)| ≤ ε(|x− x′|+ |y − y′|),

|qi(x, y)− qi(x′, y′)| ≤ ε(|x− x′|+ |y − y′|);

(iv) attēlojumi (x, y) 7→ (x + Cix + pi(x, y), y + Diy + qi(x, y)), x 7→ x + Cix
ir homeomorfismi;

(v) impulsu momenti τi veido monotoni augošu virkni

. . . < τ−2 < τ−1 < τ0 < τ1 < τ2 < . . . ,

kuras robežpunkti var būt vien̄ıgi ∓∞.

Dosim impuls̄ıvas diferenciālvienādojumu sistēmas atrisinājuma un globālās
dinamiskās ekvivalences jēdziena defin̄ıcijas.

Defin̄ıcija 4.1 Impuls̄ıvas diferenciālvienādojumu sistēmas atrisinājums ir ga-
baliem absolūti nepārtraukts attēlojums ar pirmā veida pārtraukumiem punk-
tos t = τi, kurš gandr̄ız visiem t apmierina impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu
sistēmu (4.1) un punktos t = τi apmierina ”lēciena” nosac̄ıjumus.

Atz̄ımējam, ka nosac̄ıjums (iv) garantē (4.1) atrisinājuma turpināmı̄bu
negat̄ıvā virzienā. Nosac̄ıjums (v) kopā ar labās puses Lipšica nosac̄ıjumiem
attiec̄ıbā pret x un y nodrošina atrisinājuma unitāti uz IR.

Apz̄ımējam ar Φ(·, s, x, y) = (x(·, s, x, y), y(·, s, x, y)): IR→ X×Y sistēmas
(4.1) atrisinājumu, kur Φ(s + 0, s, x, y) = (x(s + 0, s, x, y), y(s + 0, s, x, y)) =
(x, y). Pārtraukuma punktos τi visu atrisinājumu vērt̄ıbas aprēķinātas punktos
τi + 0, ja nav speciāli norād̄ıts. Tālāk lietosim sāısināto apz̄ımējumu Φ(t) =
(x(t), y(t)).

Pieņemsim, ka U ir Banaha telpa. Apskatām divas impuls̄ıvo diferenciālvie-
nādojumu sistēmas

du/dt = P (t, u), ∆u|t=τi= Si(u(τi − 0)) (4.2)
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un
du/dt = Q(t, u), ∆u|t=τi= Ti(u(τi − 0)), (4.3)

kuras apmierina atrisinājuma eksistences un unitātes teorēmas nosac̄ıjumus.
Pieņemsim, ka maksimālais atrisinājuma eksistences intervals ir IR. Apz̄ımēsim
ar φ(·, s, u): IR→ U un ψ(·, s, u): IR→ U augstāk minēto sistēmu atrisinājumus
attiec̄ıgi. Pieņemsim, ka eksistē tāda funkcija e: U→ IR+, ka

max {|P (t, u)−Q(t, u)|, sup
i
|Si(u)− Ti(u)|} ≤ e(u).

Defin̄ıcija 4.2 Divas impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmas (4.2) un (4.3)
ir globāli dinamiski ekvivalentas, ja eksistē tāds attēlojums H: IR×U→ U un
pozit̄ıva konstante c ka:

(i) H(t, ·): U→ U ir homeomorfisms;

(ii) H(t, φ(t, s, u)) = ψ(t, s,H(s, u)) visiem t ∈ IR;

(iii) max {|H(t, u)− u|, |H−1(t, u)− u|} ≤ ce(u);

(iv) ja diferenciālvienādojumu sistēma ir autonoma un tā ir bez impulsa
iedarb̄ıbas, tad attēlojums H nav atkar̄ıgs no t.

Atz̄ımēsim, ka bez nosac̄ıjumiem (iii) un (iv) dinamiskās ekvivalences jē-
dziens kļūst triviāls, jo šajā gad̄ıjumā ar vienād̄ıbu H(s, u) = ψ(s, 0, φ(0, s, u))
definētais attēlojums H apmierina nosac̄ıjumus (i) un (ii). Ir svar̄ıgi atz̄ımēt,
ka klasiskajā globālajā Grobmaņa–Hartmana teorēmā autonomu diferenciāl-
vienādojumu sistēmām atbilstošā funkcija ir e(x) = a > 0 un atbilstošā kon-
stante c ir atkar̄ıga tikai no lineārā tuvinājuma.

4.3 Pal̄ıglemmas

Apz̄ımējam ar X(t, τ) un Y (t, τ) lineāro impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu
sistēmu {

dx/dt = A(t)x,
∆x|t=τi = x(τi + 0)− x(τi − 0) = Cix(τi − 0)

un attiec̄ıgi {
dy/dt = B(t)y,
∆y|t=τi = y(τi + 0)− y(τi − 0) = Diy(τi − 0)
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evolūcijas operatorus. Apz̄ımējam ar

ν1 = sup
s

∫ s

−∞
|Y (s, t)||X(t, s)| dt+ sup

s

∑
τi≤s
|Y (s, τi)||X(τi − 0, s)|,

ν2 = sup
s

∫ +∞

s
|X(s, t)||Y (t, s)| dt+ sup

s

∑
s<τi

|X(s, τi)||Y (τi − 0, s)|

un
ν = max{ν1, ν2}.

Pieņemam, ka PC(IR ×X,Y) ir to attēlojumu u: IR ×X → Y kopa, kuri
ir nepārtraukti ja (t, x) ∈ [τi, τi+1)×X un kuriem ir pirmā veida pārtraukumi,
ja t = τi. Attēlojumu kopa

B1 =
{
u ∈ PC(IR×X,Y)

∣∣∣∣∣sup
s,x
|u(s, x)| < +∞

}

ir Banaha telpa, ja lietojam normu

‖u‖ = sup
s,x
|u(s, x)|.

Ja k > 0, tad kopa

B1(k) = {u ∈ B1 | |u(s, x)− u(s, x′)| ≤ k|x− x′|}

ir Banaha telpas B1 slēgta apakškopa. Apz̄ımējam ar

µ1 = sup
s

∫ s

−∞
|Y (s, t)| dt+

∑
τi≤s
|Y (s, τi)|

 < +∞.

Lemma 4.3 Ja u, u′ ∈ B1(k) un ε(1 + k)ν1 < 1, tad pastāv novērtējums∫ s

−∞
|Y (s, t)||z(t)− z′(t)| dt+

∑
τi≤s
|Y (s, τi)||z(τi − 0)− z′(τi − 0)|

≤ ν1 (1− εν1(1 + k))−1 (|x− x′|+ εµ1‖u− u′‖) ,
kur z: (−∞, s]→ X ir impuls̄ıvas diferenciālvienādojuma sistēmas{

dz/dt = A(t)z + f(t, z, u(t, z)), z(s) = x,
∆z|t=τi = Ciz(τi − 0) + pi(z(τi − 0), u(τi − 0, z(τi − 0)))

atrisinājums.

Attēlojumu kopa
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N1 =
{
u ∈ PC(IR×X,Y)

∣∣∣∣∣ sup
s,x 6=0

|u(s, x)|
|x|

< +∞
}

ir Banaha telpa, ja lietojam normu

‖u‖ = sup
s,x6=0

|u(s, x)|
|x|

.

Ja k > 0, tad kopa

N1(k) = {u ∈ N1 | |u(s, x)− u(s, x′)| ≤ k|x− x′|}

ir Banaha telpas N1 slēgta apakškopa.

Lemma 4.4 Ja u, u′ ∈ N1(k), f(t, 0, 0) = 0, pi(0, 0) = 0 un ε(1 + k)ν1 < 1, tad
pastāv novērtējums∫ s

−∞
|Y (s, t)||z(t)− z′(t)| dt+

∑
τi≤s
|Y (s, τi)||z(τi − 0)− z′(τi − 0)|

≤ ν1 (1− εν1(1 + k))−1
(
|x− x′|+ εν1(1− εν1(1 + k))−1|x|‖u− u′‖

)
,

kur z: (−∞, s]→ X ir impuls̄ıvas diferenciālvienādojumu sistēmas{
dz/dt = A(t)z + f(t, z, u(t, z)), z(s) = x,
∆z|t=τi = Ciz(τi − 0) + pi(z(τi − 0), u(τi − 0, z(τi − 0)))

atrisinājums.

Piez̄ıme. Lemmas 4.3 un 4.4 paliek spēkā ar̄ı neapgriežamām impuls̄ıvo difer-
enciālvienādojumu sistēmām, ja nosac̄ıjums ε(1 + k)ν1 < 1 ir aizvietots ar
stingrāku nosac̄ıjumu

ε(1 + k) max{ν1, sup
i
|(idx + Ci)−1|} < 1.

Attēlojumu kopa

B2 =
{
v ∈ PC(IR×Y,X)

∣∣∣∣∣sup
s,y
|v(s, y)| < +∞

}

ir Banaha telpa, ja lieto normu

‖v‖ = sup
s,y
|v(s, y)|.
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Ja l > 0, tad kopa

B2(l) = {v ∈ B2 | |v(s, y)− v(s, y′)| ≤ l|y − y′|}

ir Banaha telpas B2 slēgta apakškopa. Apz̄ımējam ar

µ2 = sup
s

(∫ +∞

s
|X(s, t)| dt+

∑
s<τi

|X(s, τi)|
)
< +∞.

Lemma 4.5 Ja v, v′ ∈ B2(l) un ε(1 + l)ν2 < 1, tad pastāv novērtējums∫ +∞

s
|X(s, t)||w(t)− w′(t)| dt+

∑
s<τi

|X(s, τi)||w(τi − 0)− w′(τi − 0)|

≤ ν2 (1− εν2(1 + l))−1 (|y − y′|+ εµ2‖v − v′‖) ,

kur w: [s,+∞)→ Y ir impuls̄ıvas diferenciālvienādojuma sistēmas{
dw/dt = B(t)w + g(t, v(t, w), w), w(s) = y,
∆w|t=τi = Diw(τi − 0) + qi(v(τi − 0, w(τi − 0)), w(τi − 0))

atrisinājums.

Analoǧiski, attēlojumu kopa

N2 =
{
v ∈ PC(IR×Y,X)

∣∣∣∣∣ sup
s,y 6=0

|v(s, y)|
|y|

< +∞
}

ir Banaha telpa, ja ieved normu

‖v‖ = sup
s,y 6=0

|v(s, y)|
|y|

.

Ja l > 0, tad kopa

N2(l) = {v ∈ N2 | |v(s, y)− v(s, y′)| ≤ l|y − y′|}

ir Banaha telpas N2 slēgta apakškopa.

Lemma 4.6 Ja v, v′ ∈ N2(l), g(t, 0, 0) = 0, qi(0, 0) = 0 un ε(1 + l)ν2 < 1, tad
pastāv novērtējums∫ +∞

s
|X(s, t)||w(t)− w′(t)| dt+

∑
s<τi

|X(s, τi)||w(τi − 0)− w′(τi − 0)|
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≤ ν2 (1− εν2(1 + l))−1
(
|y − y′|+ εν2(1− εν2(1 + l))−1|y|‖v − v′‖

)
,

kur w: [s,+∞)→ Y impuls̄ıvas diferenciālvienādojumu sistēmas{
dw/dt = B(t)w + g(t, v(t, w), w), w(s) = y,
∆w|t=τi = Diw(τi − 0) + qi(v(τi − 0, w(τi − 0)), w(τi − 0))

atrisinājums.

Tālāk pieņemsim, ka

k = (2εν1)−1(1− 2εν1 −
√

1− 4εν1)

un
l = (2εν2)−1(1− 2εν2 −

√
1− 4εν2).

4.4 Invariantas kopas

Invariantām kopām ir liela noz̄ıme ekvivalences teorijā.

Teorēma 4.7 Ja 4εν < 1, f(t, 0, 0) = 0, g(t, 0, 0) = 0, pi(0, 0) = 0 un qi(0, 0) =
0, tad eksistē viens un tikai viens attēlojums u ∈ N1(k) un viens un tikai viens
attēlojums v ∈ N2(l), kuriem ir sekojošas ı̄paš̄ıbas:

(i) u(t, x(t, s, x, u(s, x))) = y(t, s, x, u(s, x)) visiem t ∈ IR;

(ii) |u(s, x)− u(s, x′)| ≤ k|x− x′|;

(iii)
∫ +∞

s
|X(s, t)||y(t, s, x, y)− u(t, x(t, s, x, y))| dt

+
∑
s<τi

|X(s, τi)||y(τi − 0, s, x, y)− u(τi − 0, x(τi − 0, s, x, y))|

≤ ν2(1− ε(1 + k)ν2)−1|y − u(s, x)|;

(iv) v(t, y(t, s, v(s, y), y)) = x(t, s, v(s, y), y) visiem t ∈ IR;

(v) |v(s, y)− v(s, y′)| ≤ l|y − y′|;

(vi)
∫ s

−∞
|Y (s, t)||x(t, s, x, y)− v(t, y(t, s, x, y))| dt

+
∑
τi≤s
|Y (s, τi)||x(τi − 0, s, x, y)− v(τi − 0, y(τi − 0, s, x, y))|

≤ ν1(1− ε(1 + l)ν1)−1|x− v(s, y)|.
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Pierād̄ıjums. Fukcionālvienādojumiem

u(s, x) =
∫ s

−∞
Y (s, τ)g(τ, z(τ), u(τ, z(τ))) dτ

+
∑
τi≤s

Y (s, τi)qi(z(τi − 0), u(τi − 0, z(τi − 0)))

un
v(s, y) =

∫ +∞

s
X(s, τ)f(τ, v(τ, w(τ)), w(τ)) dτ

+
∑
s<τi

X(s, τi)pi(v(τi − 0, w(τi − 0)), w(τi − 0))

Banaha telpā N1(k) (attiec̄ıgi N2(l)) eksistē viens un tikai viens atrisinājums,
kur z: (−∞, s]→ X ir impuls̄ıvas diferenciālvienādojumu sistēmas{

dz/dt = A(t)z + f(t, z, u(t, z)), z(s) = x,
∆z|t=τi = Ciz(τi − 0) + pi(z(τi − 0), u(τi − 0, z(τi − 0)))

un w: [s,+∞)→ Y ir impuls̄ıvas diferenciālvienādojumu sistēmas{
dw/dt = B(t)w + g(t, v(t, w), w), w(s) = y,
∆z|t=τi = Diw(τi − 0) + qi(v(τi − 0, w(τi − 0)), w(τi))

atrisinājumi.

Piez̄ıme. Teoremas 4.7 nosac̄ıjumi (i)–(v) paliek spēkā ar̄ı neapgriežamām im-
puls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmām, ja pievienojam papildus nosac̄ıjumu

2ε sup
i
|(idx + Ci)−1| < 1 +

√
1− 4εν1.

Teorēma 4.8 Ja 4εν ≤ 1, supt,x |g(t, x, 0)| < +∞, supi,x |qi(x, 0)| < +∞ un
2εµ1 < 1 +

√
1− 4εν1, tad eksistē viens un tikai viens attēlojums u ∈ B1(k),

kuram ir sekojošas ı̄paš̄ıbas:

(i) u(t, x(t, s, x, u(s, x))) = y(t, s, x, u(s, x)) visiem t ∈ IR;

(ii) |u(s, x)− u(s, x′)| ≤ k|x− x′|;

(iii)
∫ +∞

s
|X(s, t)||y(t, s, x, y)− u(t, x(t, s, x, y))| dt

+
∑
s<τi

|X(s, τi)||y(τi − 0, s, x, y)− u(τi − 0, x(τi − 0, s, x, y))|

≤ ν2(1− ε(1 + k)ν2)−1|y − u(s, x)|.
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Piez̄ıme. Teorēma 4.8 paliek spēkā ar̄ı neapgriežamām impuls̄ıvo diferenciālvie-
nādojumu sistēmām, ja pievienojam papildus nosac̄ıjumu

2ε sup
i
|(idx + Ci)−1| < 1 +

√
1− 4εν1.

Teorēma 4.9 Ja 4εν ≤ 1, supt,y |f(t, 0, y)| < +∞, supi,y |pi(0, y)| < +∞ un
2εµ2 < 1 +

√
1− 4εν2, tad eksistē viens un tikai viens attēlojums v ∈ B2(l),

kuram ir sekojošas ı̄paš̄ıbas:

(iv) v(t, y(t, s, v(s, y), y)) = x(t, s, v(s, y), y) visiem t ∈ IR;

(v) |v(s, y)− v(s, y′)| ≤ l|y − y′|;

(vi)
∫ s

−∞
|Y (s, t)||x(t, s, x, y)− v(t, y(t, s, x, y))| dt

+
∑
τi≤s
|Y (s, τi)||x(τi − 0, s, x, y)− v(τi − 0, y(τi − 0, s, x, y))|

≤ ν1(1− ε(1 + l)ν1)−1|x− v(s, y)|.

4.5 Apgriežamu sistēmu dinamiskā ekvivalence. 1

Tālāk apskatām reducētu impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmu
dx/dt = A(t)x+ f(t, x, u(t, x)),
dy/dt = B(t)y + g(t, v(t, y), y),
∆x|t=τi = Cix(τi − 0) + pi(x(τi − 0), u(τi − 0, x(τi − 0))),
∆y|t=τi = Diy(τi − 0) + qi(v(τi − 0, y(τi − 0)), y(τi − 0)).

(4.4)

Pēdējā sistēma sadalās divās daļās. Pirmā no tām nesatur main̄ıgo y, kamēr
otrā ir neatkar̄ıga no x. Pieņemsim, ka Ψ(·, s, x, y) = (x0(·, s, x), y0(·, s, y)): IR→
X × Y ir sistēmas (4.4) atrisinājums, kur Ψ(s + 0, s, x, y) = (x, y). Ieved̄ısim
sāısināto apz̄ımējumu Ψ(t) = (x0(t), y0(t)).

Teorēma 4.10 Ja 4εν < 1 un attēlojumi u: IR × X → Y un v: IR × Y → X
apmierina nosac̄ıjumus (i) – (vi), tad impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmas
(4.1) un (4.4) ir globāli dinamiski ekvivalentas.

Pierād̄ıjums. Teorēmas pierād̄ıjums sastāv no vairākiem soļiem.
Solis 1. Attēlojumu kopa

N3 =
{
κ ∈ PC(IR×X×Y,X)

∣∣∣∣∣ sup
s,x,y

|κ(s, x, y)|
|y − u(s, x)|

< +∞
}
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ar normu
‖κ‖ = sup

s,x,y

|κ(s, x, y)|
|y − u(s, x)|

ir Banaha telpa. Eksistē viens un tikai viens funkcionalvienādojuma

κ1(s, x, y)

=
∫ +∞

s
X(s, τ)(f(τ, Φ(τ))− f(τ, x(τ) +κ1(τ, Φ(τ)), u(τ, x(τ) +κ1(τ, Φ(τ))))) dτ

+
∑
s<τi

X(s, τi)(pi(Φ(τi − 0))

−pi(x(τi − 0) + κ1(τi − 0, Φ(τi − 0)), u(τi − 0, x(τi − 0) + κ1(τi − 0, Φ(τi − 0)))))

atrisinājums telpā N3.
Solis 2. Attēlojumu kopa

N4 =
{
λ ∈ PC(IR×X×Y,Y)

∣∣∣∣∣ sup
s,x,y

|λ(s, x, y)|
|x− v(s, y)|

< +∞
}

ar normu
‖λ‖ = sup

s,x,y

|λ(s, x, y)|
|x− v(s, y)|

ir Banaha telpa. Eksistē viens un tikai viens funkcionālvienādojuma

λ1(s, x, y)

=
∫ s

−∞
Y (s, τ)(g(τ, v(τ, y(τ) + λ1(τ, Φ(τ))), y(τ) + λ1(τ, Φ(τ)))− g(τ, Φ(τ))) dτ

+
∑
τi≤s

Y (s, τi)(qi(v(τi − 0, y(τi − 0) + λ1(τi − 0, Φ(τi − 0))), y(τi − 0)

+λ1(τi − 0, Φ(τi − 0)))− qi(Φ(τi − 0)))

atrisinājums telpā N4.
Apz̄ımēsim ar H1(s, x, y) = (x+κ1(s, x, y), y+λ1(s, x, y)). No atrisinājuma

unitātes visiem t ∈ IR iegūstam

H1(t, Φ(t, s, x, y)) = Ψ(t, s,H1(s, x, y)).

Solis 3. Attēlojumu kopa

N3(l) = {κ ∈ N3 | |κ(s, x, y)− κ(s, x, y′)| ≤ l|y − y′|}

ir Banaha telpas N3 slēgta apakškopa. Eksistē viens un tikai viens funkcionālvie-
nādojuma
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κ2(s, x, w)

=
∫ +∞

s
X(s, τ)(f(τ, x0(τ), u(τ, x0(τ)))−f(τ, x0(τ)+κ2(τ, x0(τ), η(τ)), η(τ))) dτ

+
∑
s<τi

X(s, τi)(pi(x0(τi − 0), u(τi − 0, x0(τi − 0)))

−pi(x0(τi − 0) + κ2(τi − 0, x0(τi − 0), η(τi − 0)), η(τi − 0))),

η(t) = Y (t, s)w +
∫ t

s
Y (t, τ)g(τ, x0(τ) + κ2(τ, x0(τ), η(τ)), η(τ)) dτ

+
∑

s<τi≤t
Y (t, τi)qi(x0(τi − 0) + κ2(τi − 0, x0(τi − 0), η(τi − 0)), η(τi − 0))

atrisinājums telpā N3(l).
Solis 4. Attēlojumu kopa

N5 =
{
λ ∈ PC(IR×X×Y,Y)

∣∣∣∣∣ sup
s,x,y

|λ(s, x, y)|
|x+ κ2(s, x, y)− v(s, y)|

< +∞
}

ar normu
‖λ‖ = sup

s,x,y

|λ(s, x, y)|
|x+ κ2(s, x, y)− v(s, y)|

ir Banaha telpa. Eksistē viens un tikai viens funkcionālvienādojuma

λ2(s, x, y) =
∫ s

−∞
Y (s, τ)(g(τ, x0(τ) + κ2(τ, x0(τ), y0(τ)

+λ2(τ, Ψ(τ))), y0(τ) + λ2(τ, Ψ(τ)))− g(τ, v(τ, y0(τ)), y0(τ))) dτ

+
∑
τi≤s

Y (s, τi)(qi(x0(τi − 0) + κ2(τi − 0, x0(τi − 0), y0(τi − 0)

+λ2(τi − 0, Ψ(τi − 0))), y0(τi − 0) + λ2(τi − 0, Ψ(τi − 0)))

−qi(v(τi − 0, y0(τi − 0)), y0(τi − 0)))

atrisinājums telpā N5.
Definējam attēlojumu H2 ar vienād̄ıbu

H2(s, x, y) = (x+ κ2(s, x, y + λ2(s, x, y)), y + λ2(s, x, y)).

Tad attēlojums H2 visiem t ∈ IR apmierina funkcionālvienādojumu

H2(t, Ψ(t, s, x, y)) = Φ(t, s,H2(s, x, y)).

Solis 5. Attēlojumu kopa

N6 =
{
κ ∈ PC(IR×X×Y,X)

∣∣∣∣∣ sup
s,x,y

|κ(s, x, y)|
|y + λ2(s, x, y)− u(s, x)|

< +∞
}
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ar normu
‖κ‖ = sup

s,x,y

|κ(s, x, y)|
|y + λ2(s, x, y)− u(s, x)|

ir Banaha telpa. Triviālais atrisinājums ir vien̄ıgais funkcionālvienādojuma

κ3(s, x, y) =
∫ +∞

s
X(s, τ)(f(τ, x0(τ), u(τ, x0(τ)))

−f(τ, x0(τ) + κ3(τ, Ψ(τ)), u(τ, x0(τ) + κ3(τ, Ψ(τ))))) dτ

+
∑
s<τi

X(s, τi)(pi(x0(τi − 0), u(τi − 0, x0(τi − 0)))− pi(x0(τi − 0)

+κ3(τi − 0, Ψ(τi − 0)), u(τi − 0, x0(τi − 0) + κ3(τi − 0, Ψ(τi − 0)))))

atrisinājums telpā N6.
Solis 6. Triviālais atrisinājums ir vien̄ıgais funkcionālvienādojuma

λ3(s, x, y) = −
∫ s

−∞
Y (s, τ)(g(τ, v(τ, y0(τ)), y0(τ))

−g(τ, v(τ, y0(τ) + λ3(τ, Ψ(τ))), y0(τ) + λ3(τ, Ψ(τ)))) dτ

+
∑
τi≤s

Y (s, τi)(qi(v(τi − 0, y0(τi − 0) + λ3(τi − 0, Ψ(τi − 0))), y0(τi − 0))

+λ3(τi − 0, Ψ(τi − 0)))− qi(v(τi − 0, y0(τi − 0)), y0(τi − 0)))

atrisinājums telpā N5.
Solis 7. Atz̄ımējam, ka attēlojumi α1: IR×X×Y → X un β1: IR×X×Y → Y,

kuri definēti ar vienād̄ıbām
α1(s, x, y)

= κ2(s, x, y + λ2(s, x, y)) + κ1(s, x+ κ2(s, x, y + λ2(s, x, y)), y + λ2(s, x, y))

un

β1(s, x, y) = λ2(s, x, y) + λ1(s, x+ κ2(s, x, y + λ2(s, x, y)), y + λ2(s, x, y))

ar̄ı attiec̄ıgi apmierina soļu 5 un 6 funkcionālvienādojumus. Bez tam α1 ∈ N6

un β1 ∈ N5. No šejienes α1(s, x, y) = 0 un β1(s, x, y) = 0. Seko, spēkā identitāte

H1(s,H2(s, x, y)) = (x, y).

Solis 8. Attēlojumu kopa

N7 =
{
κ ∈ PC(IR×X×Y ×Y,X)

∣∣∣∣∣
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sup
s,x,y,w

|κ(s, x, y, w)|
max {|y − u(s, x)|, |y − w|}

< +∞
}

ar normu

‖κ‖ = sup
s,x,y,w

|κ(s, x, y, w)|
max {|y − u(s, x)|, |y − w|}

ir Banaha telpa. Kopa

N7(l) = {κ ∈ N7 | |κ(s, x, y, w)− κ(s, x, y, w′)| ≤ l|w − w′|}

ir N7 slēgta apakškopa. Eksistē viens un tikai viens funkcionālvienādojuma

κ4(s, x, y, w)

=
∫ +∞

s
X(s, τ)(f(τ, Φ(τ))− f(τ, x(τ) + κ4(τ, Φ(τ), η(τ)), η(τ))) dτ

+
∑
s<τi

X(s, τi)(pi(Φ(τi − 0))− pi(x(τi − 0)

+κ4(τi − 0, Φ(τi − 0), η(τi − 0)), η(τi − 0))),

η(t) = Y (t, s)w +
∫ t

s
Y (t, τ)g(τ, x(τ) + κ4(τ, Φ(τ), η(τ)), η(τ)) dτ

+
∑

s<τi≤t
Y (t, τi)qi(x(τi − 0) + κ4(τi − 0, Φ(τi − 0), η(τi − 0)), η(τi − 0))

atrisinājums telpā N7(l).
Solis 9. Eksistē viens un tikai viens funkcionālvienādojuma

λ4(s, x, y) = −
∫ s

−∞
Y (s, τ)(g(τ, Φ(τ))

−g(τ, x(τ) + κ4(τ, Φ(τ), y(τ) + λ4(τ, Φ(τ))), y(τ) + λ4(τ, Φ(τ)))) dτ

+
∑
τi≤s

Y (s, τi)(qi(x(τi − 0) + κ4(τi − 0, Φ(τi − 0), y(τi − 0)

+λ4(τi − 0, Φ(τi − 0))), y(τi − 0) + λ4(τi − 0, Φ(τi − 0)))− qi(Φ(τi − 0)))

atrisinājums telpā N4.
Solis 10. Attēlojumi α2: IR×X×Y×Y → X un β2: IR×X×Y → Y, kuri

definēti ar vienād̄ıbām

α2(s, x, y, w) = κ1(s, x, y) + κ2(s, x+ κ1(s, x, y), w)

un
β2(s, x, y) = λ1(s, x, y) + λ2(s, x+ κ1(s, x, y), y + λ1(s, x, y))
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ar̄ı attiec̄ıgi apmierina soļu 8 un 9 funkcionālvienādojumus. Bez tam α2 ∈ N7(l)
un β2 ∈ N4. No šejienes α2(s, x, y, y) = 0 un β2(s, x, y) = 0. Iegūstam sekojošu
identitāti

H2(s,H1(s, x, y)) = (x, y).

Ievērojot soļus 1, 2, 7 un 10, iegūstam, ka H1(s, ·) ir homeomorfisms, kurš
realizē (4.1) un (4.4) globālo dinamisko ekvivalenci. Viegli pārliecināties, ka ja
diferenciālvienādojumu sistēma (4.1) ir autonoma un nav impulsu iedarb̄ıbas,
tad attēlojumi u, v, H1 un H2 ir neatkar̄ıgi no s ∈ IR. Atz̄ımēsim, ka mūsu
gad̄ıjumā e(x, y) = ε(|x|+ |y|). Teorēma ir pierād̄ıta.

4.6 Neapgriežamu sistēmu dinamiskā ekvivalence

Neapgriežamām impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmām nosac̄ıjumu (iv)
aizvietojam ar nosac̄ıjumu:

(iv’) attēlojums x 7→ x+ Cix ir homeomorfisms.

Teorēma 4.11 Ja 4εν < 1 un attēlojums u: IR ×X → Y apmierina (i)–(iii),
tad eksistē attēlojums q: IR ×X ×Y → X, kurš ir Lipšica attēlojums attiec̄ıbā
pret trešo main̄ıgo, tāds ka impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmas (4.1) un


dx/dt = A(t)x+ f(t, x, u(t, x)),
dy/dt = B(t)y + g(t, q(t, x, y), y),
∆x|t=τi = Cix(τi − 0) + pi(x(τi − 0), u(τi − 0, x(τi − 0))),
∆y|t=τi = Diy(τi − 0) + qi(q(τi − 0, x(τi − 0), y(τi − 0)), y(τi − 0))

(4.5)

ir dinamiski ekvivalentas, ja t ≥ s.

Dosim citu pietiekamo nosac̄ıjumu divu impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu
sistēmu dinamiskai ekvivalencei. Pieņemsim, ka eksistē attēlojumi f0: IR×X→
X un pi0: X→ X lokāli integrējami Bohnera noz̄ımē attiec̄ıbā pret t fiksētam x
un tādi ka

sup
t,x,y
|f(t, x, y)− f0(t, x)| < +∞;

sup
i,x,y
|pi(x, y)− pi0(x)| < +∞;

|f0(t, x)− f0(t, x′)| ≤ ε|x− x′|;

|pi0(x)− pi0(x′)| ≤ ε|x− x′|.
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Teorēma 4.12 Ja 4εν < 1 un 2εµ2 < 1 +
√

1− 4εν2, tad eksistē attēlojums
q: IR×X×Y → X, kurš ir Lipšica attēlojums attiec̄ıbā pret trešo main̄ıgo, tāds,
ka impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmas (4.1) un

dx/dt = A(t)x+ f0(t, x),
dy/dt = B(t)y + g(t, q(t, x, y), y),
∆x|t=τi = Cix(τi − 0) + pi0(x(τi − 0)),
∆y|t=τi = Diy(τi − 0) + qi(q(τi − 0, x(τi − 0), y(τi − 0)), y(τi − 0))

(4.6)

ir dinamiski ekvivalentas, ja t ≥ s.

4.7 Apgriežamu sistēmu dinamiskā ekvivalence. 2

Teorēma 4.13 Ja 4εν < 1 un attēlojums v: IR×Y → X apmierina (iv)–(vi),
tad eksistē attēlojums θ: IR×X×Y → Y, kurš ir Lipšica attēlojums attiec̄ıbā
pret otro main̄ıgo, tāds ka impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmas (4.1) un

dx/dt = A(t)x+ f(t, x, θ(t, x, y)),
dy/dt = B(t)y + g(t, v(t, y), y),
∆x|t=τi = Cix(τi − 0) + pi(x(τi − 0), θ(x(τi − 0), y(τi − 0))),
∆y|t=τi = Diy(τi − 0) + qi(v(τi − 0, y(τi − 0)), y(τi − 0))

(4.7)

ir globāli dinamiski ekvivalentas.

Pieņemsim, ka eksistē attēlojumi g0: IR × Y → Y un qi0: Y → Y lokāli
integrējami Bohnera noz̄ımē attiec̄ıbā pret t fiksētam y un, bez tam tie apmierina
novērtējumus:

sup
t,x,y
|g(t, x, y)− g0(t, y)| < +∞;

sup
i,x,y
|qi(x, y)− qi0(y)| < +∞;

|g0(t, y)− g0(t, y′)| ≤ ε|y − y′|;
|qi0(y)− qi0(y′)| ≤ ε|y − y′|.

Teorēma 4.14 Ja 4εν < 1, 2εµ1 < 1 +
√

1− 4εν1, attēlojums u: IR×X → Y
apmierina (i)–(iii) un attēlojumi y 7→ y + Diy + qi0(y) ir homeomorfismi, tad
impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmas (4.1) un

dx/dt = A(t)x+ f(t, x, u(t, x)),
dy/dt = B(t)y + g0(t, y),
∆x|t=τi = Cix(τi − 0) + pi(x(τi − 0), u(τi − 0, x(τi − 0))),
∆y|t=τi = Diy(τi − 0) + qi0(y(τi − 0))

(4.8)
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ir globāli dinamiski ekvivalentas.

Teorēma 4.15 Ja 4εν < 1, 2εµ2 < 1 +
√

1− 4εν2, attēlojums v: IR×Y → X
apmierina (iv)–(vi) un attēlojumi x 7→ x + Cix + pi0(y) ir homeomorfismi, tad
impuls̄ıvo diferenciālvienādojumu sistēmas (4.1) un

dx/dt = A(t)x+ f0(t, x),
dy/dt = B(t)y + g(t, v(t, y), y),
∆x|t=τi = Cix(τi − 0) + pi0(x(τi − 0)),
∆y|t=τi = Diy(τi − 0) + qi(v(τi − 0, y(τi − 0)), y(τi − 0))

(4.9)

ir globāli dinamiski ekvivalentas.

4.8 Piez̄ımes

Ceturtajā nodaļa uzrakst̄ıta pēc darbu [107, 109, 117, 122, 123, 124, 125, 126,
135, 141, 142, 143, 146, 148] materiāliem.
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5.1 Lietojumi stabilitātes teorijā

Pierād̄ısim, ka nepārtraukta attēlojuma T : X×Y → X×Y, kur

T (x, y) = (f(x, y), g(x, y))

inducētās semidinamiskas sistēmas asimptotisko izturēšanos nosaka reducētā
nepārtraukta attēlojuma ϕ: X→ X, kur

ϕ(x) = f(x, u(x)),

inducētā semidinamiskā sistēma.

Teorēma 5.1 Ja attēlojumam T izpildās nosac̄ıjumi (H1)–(H4) un ir nekust̄ı-
gais punkts T (x0, y0) = (x0, y0), tad jebkuram (x, y) ∈ X×Y eksistē tāds ξ ∈ X,
ka

ρ1(xn, x0) ≤ l1(kβ + δ)n(ρ2(y, y0) + kρ1(x, x0)) + ρ1(ξn, x0),

ρ2(yn, y0) ≤ (1 + kl1)(kβ + δ)n(ρ2(y, y0) + kρ1(x, x0)) + kρ1(ξn, x0)

un
ρ1(ξ, x0) ≤ l1ρ2(y, y0) + (1 + kl1)ρ1(x, x0),

kur
T n(x, y) = (fn(x, y), gn(x, y)) = (xn, yn)

ir T n–tā iterācija un

l1 =
αβ√

(1− αδ)2 − 4α2βγ
.

Sekas 5.2 Ja βk + δ ≤ 1 un x0 ir stab̄ıls attēlojuma ϕ nekust̄ıgais punkts,
tad (x0, y0) ir stab̄ıls attēlojuma T nekust̄ıgais punkts. Ja βk + δ < 1 un x0 ir
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asimptotiski stab̄ıls attēlojuma ϕ nekust̄ıgais punkts, tad (x0, y0) ir asimptotiski
stab̄ıls attēlojuma T nekust̄ıgais punkts.

Piemērs 5.3 Apskatām attēlojumu (2.1) un pieņemsim, ka F (0, 0) = 0 un
G(0, 0) = 0. Saskaņā ar teorēmu 5.1 iegūstam novērtējumus

|xn| ≤ l1(kβ + δ)n(|y|+ k|x|) + |ξn|,

|yn| ≤ (1 + kl1)(kβ + δ)n(|y|+ k|x|) + k|ξn|,

kur
ξn+1 = Aξn + F (ξn, u(ξn))

un
|ξ| ≤ l1|y|+ (1 + kl1)|x|.

5.2 Ēnas lemma

Pierād̄ısim, ka attēlojumam T ir ēnas ı̄paš̄ıba.

Defin̄ıcija 5.4 Virkne {xn, yn}n∈ZZ ir attēlojuma T orbita, ja visiem n ∈ ZZ

(xn+1, yn+1) = T (xn, yn).

Defin̄ıcija 5.5 Virkne {ζn, ηn}n∈ZZ ir attēlojuma T ∆–pseidoorbita, ja visiem
n ∈ ZZ

max{ρ1(f(ζn, ηn), ζn+1), ρ2(g(ζn, ηn), ηn+1)} ≤ ∆.

Defin̄ıcija 5.6 Attēlojumam T ir ēnas ı̄paš̄ıba, ja katram e > 0 eksistē tāds
∆ > 0, ka jebkura ∆–pseidoorbita {ζn, ηn}n∈ZZ ir e attālumā no ı̄stās orbitas
{xn, yn}n∈ZZ, t.i. visiem n ∈ ZZ

max{ρ1(xn, ζn), ρ2(yn, ηn)} ≤ e.

Teorēma 5.7 Ja izpildās nosac̄ıjumi (H1)–(H4) un (1−α)(1− δ) > αβγ, tad
attēlojumam T ir ēnas ı̄paš̄ıba.

Piez̄ıme. Teorēma 5.7 paliek spēkā pozit̄ıvas orbitas un pozit̄ıvas ∆–pseidoorbitas
gad̄ıjumā.
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Piemērs 5.8 Apskat̄ısim attēlojumu (2.1). Izlietojot teorēmu 5.7 iegūstam, ka
attēlojumam (2.1) ir ēnas ı̄paš̄ıba, ja

ε <
(‖A−1‖−1 − 1)(1− ‖B‖)
‖A−1‖−1 − ‖B‖

un

e =
max {(‖A−1‖−1 − 1), (1− ‖B‖)}

(‖A−1‖−1 − 1)(1− ‖B‖)− ε(‖A−1‖−1 − ‖B‖)
∆.

5.3 Girotrona rezonatora vienādojums

Elektrona kust̄ıbas girotrona rezonatorā vienādojuma standarta forma ir

p′ + i(∆+ |p|2 − 1)p = iFf(t). (5.1)

Apskatām neperturbēto vienādojumu (f(t) ≡ 0)

q′ + i(∆+ |q|2 − 1)q = 0. (5.2)

Defin̄ıcija 5.9 Divi diferenciālvienādojumi (5.1) un (5.2) ir asimptotiski ekvi-
valenti, ja eksistē tāds attēlojums H: [t0,+∞)× C→ C ka:

(i) H(t, ·): C→ C ir homeomorfisms;

(ii) H(t, p(t, t0, p0)) = q(t, t0, H(t0, p0)) visiem t ∈ [t0,+∞);

(iii) limt→+∞ |p(t, t0, p0)− q(t, t0, H(t0, p0))| = 0.

Teorēma 5.10 Ja integrāļi
∫+∞
t0

f(s) ds un
∫+∞
t0

(s−t0)f(s) ds konverǧē absolūti,
tad diferenciālvienādojumi (5.1) and (5.2) ir asimptotiski ekvivalenti.

Sekas 5.11 Spēkā asimptotiskā izteiksme

p(t, t0, p0) = H(t0, p0) exp
(
i(1−∆− |H(t0, p0)|2)(t− t0)

)
+ δ(t, t0, p0),

kur
lim
t→+∞

δ(t, t0, p0) = 0.

5.4 Piez̄ımes

Piektā nodaļa uzrakst̄ıta pēc darbu [134, 137, 138, 33] materiāliem.
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[19]P. Bohl, Über die Bewegung eines mechanischen Systems in der Nähe einer Gle-
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Lyapunov exponents, ”Nauka”, Moscow, 1966 (Russian).

[25]J. Carr, Applications of centre manifold theory, Springer, Berlin, 1981.
[26]O. O. Chernikova, A reduction principle for systems of differential equations

that have impulses effect, Ukrain. Mat. Zh. 34 (1982), no. 5, 601–607 (Russian),
English trans. in Ukrainian Math. J. 34 (1983), 487–492.

[27]S. N. Chow, X. B. Lin and K. J. Palmer, A shadowing lemma with applications in
semi–linear parabolic equations, SIAM J. Math. Anal. 20 (1989), no. 3, 547–557.

[28]E. A. Coddington and N. Levinson, Theory of ordinary differential equations,
McGraw–Hill, New–York, 1955.
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[69]Ju. A. Mitropol’skĭı and O. B. Lykova, Integral manifolds in nonlinear mechanics,
”Nauka”, Moscow, 1973 (Russian).

[70]J. Moser, On a theorem of Anosov, J. Differential Equations 5 (1969), no. 3,
411–440.
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[126]A. Reinfelds, Existence of central manifold for differential equations with im-
pulses in a Banach space, Latv. Univ. Zināt. Raksti 577 (1992), 81–88.
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592 (1994), 115–124.

[131]A. Reinfelds, Partial decoupling of semidynamical system, Latv. Univ. Zināt.
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Zināt. Raksti 612 (1998), 107–114.

[147]A. Reinfelds, The reduction principle for discrete dynamical systems in metric
space, J. Difference Equations Appl. (submitted).

[148]A. Reinfelds, Partial decoupling of noninvertible impulsive differential equations,
Funct. Differ. Equ. (in print).
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