
Empîriskâ ticamîbas funkcijas metode unBârtleta korekcijaSandra VucâneLatvijas Universitâte2010.gada 22.septembris
Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



DiplomdarbsEmpîriskâs ticamîbas funkcijas metode un tâs pielietojumistatistikâMaìistra darbsBârtleta korekcija empîriskâs ticamîbas metodeiDoktora darbsBârtleta korekcija empîriskâs ticamîbas metodei divu izlaðugadîjumâ Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Vislielâkâs ticamîbas attiecîbas tests1. X1, . . . ,Xn ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti gadîjuma lielumiar blîvuma funkciju f(x|θ), kur θ ∈ Θ ⊂ R
k;2. Hipotçþu pârbaude: H0 : θ ∈ Θ0 pret H1 : θ ∈ Θ1, kur

Θ0 ∪ Θ1 = Θ ⊂ Rk un Θ0 ∩ Θ1 = ∅.Tests noraida H0 pie mazâm vislielâkâs ticamîbas attiecîbastesta statistikas
λn =

supθ∈Θ0 Ln(θ)supθ∈Θ Ln(θ) =
Ln(θ̂0)Ln(θ̂1)vçrtîbâm.3. Vilksa teorçma:

−2 lnλn ∼ χ2r , kur 0 < r ≤ k.4. Ticamîbas intervâls parametram θ ir formâ:
{

θ : −2 ln(Ln(θ)/Ln(θ̂1)) ≤ c} , kur c nosaka noP(χ2r ≤ c) = 1 − α.Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Neparametriskâ vislielâkâs ticamîbas funkcijaJa X1, . . . ,Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar kâdusadalîjuma funkciju F0, tad funkcijas F neparametriskâticamîbas funkcija irL(F) = n
∏i=1(F(Xi) − F(Xi−)),kur F(x) = P(X ≤ x) un F(x−) = P(X < x);Teorçma (Owen, 2001)Pieòemsim, ka X1, . . . ,Xn ir neatkarîgi gadîjuma lielumi arsadalîjuma funkciju F0 un Fn ir to empîriskâ sadalîjumafunkcija. Ja F 6= Fn, tad L(F) < L(Fn).Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Neparametriskâs vislielâkâs ticamîbas funkcijas attiecîbaNeparametriskajâ gadîjumâ parametrus izsaka kâfunkcionâïus no sadalîjuma funkcijas θ = T(F).Piemçri:1 vidçjâ vçrtîba: θ = EX =
∫ +∞

−∞
xdF(x) un θ̂ iegûstamsekojoði θ̂ =

∫ +∞

−∞
xdFn(x) = n−1 ∑iXi = X̄,2 mediâna θ = m :

∫ m
−∞

dF(x) −
∫ +∞m dF(x) = 0.Sadalîjuma funkcijas F neparametriskâs ticamîbas fukcijasattiecîba: R(F) = L(F)L(Fn) =

n
∏i=1npi.Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Neparametriskâs vislielâkâs ticamîbas funkcijasattiecîba vidçjai vçrtîbai µTicamîbas intervâli θ = T(F) = µ, izmantojot empîriskâsticamîbas attiecîbu:R(µ) = sup{ n
∏i=1npi∣∣∣∣pi ≥ 0,

n
∑i=1pi = 1,

n
∑i=1piXi = µ

}

.Izteiksme ∏ni=1 npi savu maksimumu sasniedz piepi = pi(µ) = n−1 {1+ λ(Xi − µ)}−1 , kur λ = λ(µ) nosakano n
∑i=1 {1+ λ(Xi − µ)}−1 (Xi − µ) = 0.Teorçma (Owen, 2001)Ja X1, . . . ,Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumiar sadalîjuma funkciju F0 un µ0 = E(Xi), un 0 < D(Xi) < ∞,tad −2 ln(R(µ0)) tiecas uz χ21, kad n → ∞.Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Neparametriskâs un parametrisko metoþu salîdzinâjumsvidçjai vçrtîbai
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ELatt.: ML1, ML2 un EL −2 × ln ticamîbas lîknes standartnormâlâsadalîjuma parametram µ, α = 0.05.Ja n = 20, tad µ̂ = −0.1, un ja n = 50, tad µ̂ = −0.01.Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Neparametriskâs un parametrisko metoþu salîdzinâjumsvidçjai vçrtîbai
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ELatt.: ML1, ML2 un EL −2 × ln ticamîbas lîknes dubultâeksponenciâlâ sadalîjuma parametram µ, α = 0.05.Ja n = 50, tad µ̂ = (−0.087;−0.089; 0.324) un ja n = 100, tad

µ̂ = (0.056; 0.056; 0.07)Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Pârklâjuma precizitâte vidçjai vçrtîbaiN(0,1) sadalîjums ML1 Z-tests ML2 t-tests ELn = 20 0.9483 0.9493 0.9396 0.9495 0.9319n = 50 0.9524 0.9537 0.9469 0.9514 0.9463n = 100 0.9483 0.9500 0.9471 0.9510 0.9472n = 500 0.9457 0.9504 0.9442 0.9495 0.9445n = 1000 0.9430 0.9490 0.9430 0.9487 0.9430
χ21 sadalîjums ML1 Z-tests ML2 t-tests ELn = 20 0.8445 0.8445 0.8839 0.8929 0.8953n = 50 0.8395 0.8395 0.9197 0.9224 0.9297n = 100 0.8355 0.8355 0.9339 0.9352 0.9404n = 500 0.8378 0.8378 0.9508 0.9512 0.9516n = 1000 0.8360 0.8360 0.9454 0.9456 0.9470Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Empîriskâs ticamîbas metode kvantilçmParastajiem EL ticamîbas intervâliem kvantilçmpârklâjuma kïûda ir ar kârtu n−1/2 pat divpusçjo intervâlugadîjumâ, savukârt ar kodolu metoþu palîdzîbunogludinâtâs EL ticamîbas intervâlu pârklâjuma kïûda irar kârtu n−1.Tika apskatîtas un salîdzinâtas 3 EL metodes:1 parastâ EL;2 Chen un Hall (1993.) gludinâtâ EL metode;3 Zhou un Jing (2003.) gludinâtâ EL metode.
Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Kodolu gludinâðanas metodeX1, . . . ,Xn (Xi{neatkarîgi un vienâdi sadalîti) ir izlase arblîvuma funkciju f.Kodols tiek definçts kâ gluda funkcija K, kurai ir spçkâ, kaK(x) ≥ 0,
∫ K(x)dx = 1,

∫ xK(x)dx = 0 un ∫ x2K(x)dx > 0.Normâlais jeb Gausa kodols:K(x) = 1√2π
e−x2/2.Ja K ir kodols un joslas platums h ir pozitîvs skaitlis, tadf̂n(x) = 1n n

∑i=1 1hK(x − Xih )ir kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjums.Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



N(0,1) sadalîjuma ìenerçðana
N(0,1), n=100, h=0.01

simuletie dati
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simuletie dati

bli
vu

m
a 

fu
nk

cij
a

−2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

N(0,1), n=100, h=0.4
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Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



EL metoþu salîdzinâjums kvantilçm
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EL_ZJEL [-0.48;0.64], ELCH [-0.44;0.52], ELZJ [-0.58;0.65].Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Pârklâjuma precizitâte N(0,1) mediânaiTicamîbas lîmenis90% 95% 99%n = 20 h EL 0.8837 0.9589 0.9884n−1 ELCH 0.8898 0.9498 0.9885ELCHB 0.8942 0.9509 0.9889ELZJ 0.8988 0.9550 0.9907n−3/4 ELCH 0.8951 0.9468 0.9883ELCHB 0.8996 0.9507 0.9897ELZJ 0.9117 0.9598 0.9930n−1/2 ELCH 0.8977 0.9465 0.9881ELCHB 0.9026 0.9505 0.9895ELZJ 0.9327 0.9703 0.9959
Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Valeinis (2007) Vâcijâ Gçtingenas Universitâtes izstrâdâtajâdisertâcijâ parâdîja, kâ vispârinât empîrisko ticamîbas funkcijasmetodi divu izlaðu gadîjumâ vispârçjâ formâ, kas sevî ietverdivu vidçjo vçrtîbu, sadalîjuma un kvantiïu funkciju starpîbas,Q-Q, P-P grafikus, ROC lîknes, kâ arî strukturâlos attiecîbumodeïus.Nâkamais solis:Parâdît Bârtleta korekciju divu izlaðu gadîjumiem vispârçjâformâ.
Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Edgeworth izvirzîjumiIdeja:iegût statistikas sadalîjuma aproksimâciju caur tâ kumulantiemEdgeworth izvirzîjums statistikai SnX1, . . . ,Xn i.i.d. gadîjuma lielumi ar vidçjo vçrtîbu θ0 ungalîgu dispersiju σ2.Sn = n1/2(θ̂ − θ0)/σ, kur θ̂ = X̄.

ϕSn(t) = E{exp(itSn)} → E{exp(itN(0, 1))} = e−t2/2, t ∈ R.

Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Edgeworth izvirzîjumi
ϕSn(t) = e−t2/2{1+ n−1/2r1(it) + n−1r2(it) + . . . + n−j/2rj(it) + . . .},kur r1(u) = 16κ3u3, r2(u) = 124κ4u4 + 172κ23u6, utt.
ϕSn(t) = ∫

∞

−∞

eitxdP(Sn ≤ x) un e−t2/2 = ∫

∞

−∞

eitxdΦ(x),
P(Sn ≤ x) = Φ(x) + n−1/2R1(x) + n−1R2(x) + . . . + n−j/2Rj(x) + . . . ,Edgeworth izvirzîjums Sn

P(Sn ≤ x) = Φ(x) + n−1/2p1(x)φ(x) + n−1p2(x)φ(x) + . . . .Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



EL metode vienai izlaseiX1, . . . ,Xn i.i.d. gadîjuma lielumi ar nezinâmu sadalîjumafunkciju F un parametru θ;g(X, θ), E {g(X, θ)} = 0 (vidçjai vçrtîbai g(Xi, θ) = Xi − µ);Empîriskâ ticamîbas funkcija parametram θL(θ) = n
∏i=1pi = n

∏i=1n−1{1+ λ(θ)g(Xi, θ)}−1Empîriskâs ticamîbas attiecîba parametram θR(θ) = L(θ)L(θ̂) =
n

∏i=1{1+ λ(θ)g(Xi, θ)}−1,Logaritmiskâ empîriskâs ticamîbas attiecîbaW(θ0) = −2 log R(θ0) →d χ21,kad n → ∞ un H0 : θ = θ0 ir spçkâ.Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Bârtleta korekcija vidçjai vçrtîbaiIdeja:Koriìçt W(θ) ar tâs vidçjo vçrtîbu E{W(θ)}, kuras izvirzîjumsir formâ 1 − an−1, uzlabojot tâs χ2 sadalîjuma aproksimâcijaskïûdu no O(n−1) uz O(n−2).Apzîmçjumi: αk = E(Xk) un Ak = n−1 ∑iXki − αk.1. No n−1 ∑i(Xi − µ){1+ λ(Xi − µ)}−1 = 0 nosaka λ :

λ =A1 + α3A21 − A1A2 +A1A22 +A21A3 + 2α23A31 − 3α3A21A2
− α4A31 +Op(n−2).2. Nosaka n−1W0 izvirzîjumu:n−1W0 =A21 − A2A21 + 23α3A31 +A22A21 + 23A3A31 − 2α3A2A31

+ α23A41 − 12α4A41 +Op(n−5/2).Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Bârtleta korekcija vidçjai vçrtîbai3. n−1W0 var uzrakstît formâ n−1W0 = R2 +Op(n−5/2), kurR = R1 + R2 + R3 +Op(n−2) unR1 = A1, R2 = −12A2A1 + 13α3A21,R3 =
38A22A1 + 13A3A21 − 56α3A2A21 + 49α23A31 − 14α4A31.4. Kâ rezultâtâ n−1W0 var pârrakstît formân−1W0 = R21 + 2R1R2 + 2R1R3 + R22 +Op(n−5/2).Johnson un Kotz pierâdîja, ka s−tais nR2 kumulants ir
κs = 2s−1(s − 1)!{E(nR2)}s +O(n−3/2).s−tais (nR2){E(nR2)}−1 kumulants ir 2s−1(s − 1)!, kas irarî s−tais χ21 kumulants.Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Bârtleta korekcija vidçjai vçrtîbai5. P
[W0{E(nR2)}−1 ≤ z] = P(χ21 ≤ z) +O(n−2).

E(nR2) = n{E(R21) + 2E(R1R2) + 2E(R1R3) + E(R22)} +O(n−2)
= 1+ n−1 (

−13α23 + 12α4)

+O(n−2)6. Ja EL ticamîbas intervâls parametram µ irIα = {µ : W(µ) ≤ cα},kur cα ir tâds, ka P(χ21 ≤ cα) = 1 − α, tad EL ticamîbasintervâls ar Bârtleta korekciju irI′α = {µ : W(µ) ≤ cα(1+ n−1a)},Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Simulâcijas Bârtleta korekcijai N(0, 1) vidçjai vçrtîbaiTicamîbas lîmenis90% 95% 99%n = 10 EL 0.8429 0.8975 0.9552ELBteo 0.8674 0.9162 0.9650ELBnov 0.8616 0.9118 0.9633n = 20 EL 0.8786 0.9334 0.9787ELBteo 0.8924 0.9420 0.9830ELBnov 0.8900 0.9410 0.9825n = 50 EL 0.8910 0.9456 0.9867ELBteo 0.8952 0.9486 0.9879ELBnov 0.8948 0.9482 0.9877Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Simulâcijas Bârtleta korekcijai χ
21 vidçjai vçrtîbaiTicamîbas lîmenis90% 95% 99%n = 10 EL 0.7704 0.8329 0.8975ELBteo 0.8389 0.8826 0.9297ELBnov 0.7906 0.8480 0.9074n = 20 EL 0.8394 0.8925 0.9523ELBteo 0.8741 0.9198 0.9669ELBnov 0.8540 0.9042 0.9587n = 50 EL 0.8710 0.9265 0.9776ELBteo 0.8876 0.9387 0.9818ELBnov 0.8797 0.9328 0.9793Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Bârtleta korekcija kvantilçmg(Xi, θ) = Gh(θ − Xi) − q, kur Gh(x) = G(x/h) un h ir joslasplatums un G(t) = ∫ t
−∞

K(x)dx.Chen un Hall pieeja:1. No n−1 ∑i gi(1+ λgi)−1 = 0 iegûst λ :

λ = ḡ−12 ḡ1 + ḡ−32 ḡ3ḡ21 + {2ḡ−52 ḡ23 − ḡ−42 ḡ4}ḡ31
+

j
∑k=4R1kḡk1 +Op{(n−1/2 + hr)j+1},2. Iegûst W(θ) izvirzîjumuW(θ) =n{ḡ−12 ḡ21 + 23 ḡ−32 ḡ3ḡ31 + (ḡ−52 ḡ23 − 12 ḡ−42 ḡ4) ḡ41
−

(2ḡ−62 ḡ3ḡ4 − 2ḡ−72 ḡ33 − 25 ḡ−52 ḡ5) ḡ51}
+ n j

∑k=5R2kḡk+11 +Op{n(n−1/2 + hr)j+2.}Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Bârtleta korekcija kvantilçm3. W(θ) var uzrakstît formâ W(θ) = (n1/2S′j)2,S′j =ḡ−1/22 {ḡ1 + 13ḡ−22 ḡ3ḡ21 + (49 ḡ−42 ḡ23 − 14 ḡ−32 ḡ4) ḡ31
+

(2327 ḡ−62 ḡ33 − 1112 ḡ−52 ḡ3ḡ4 + 15ḡ−42 ḡ5) ḡ41
+

j
∑k=5Tkḡk1} +U1j = Sj +U1j,4. Iegûst Edgeworth izvirzîjumu n1/2Sj sadalîjumam,5. Izpildoties zinâmiem nosacîjumiem, var iegût, ka

E {W(θ)} = 1+ n−1β + o(n−1),kur β = 16(3µ−22 µ4 − 2µ−32 µ23)Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Simulâcijas Bârtleta korekcijai χ
23 mediânaiTicamîbas lîmenis90% 95% 99%n = 50 h EL 0.8798 0.9347 0.9930n−1 ELCH 0.8859 0.9425 0.9914ELCHB 0.8866 0.9437 0.9917n−3/4 ELCH 0.8927 0.9464 0.9906ELCHB 0.8942 0.9482 0.9912n−1/2 ELCH 0.8953 0.9490 0.9906ELCHB 0.8971 0.9493 0.9908n−1/4 ELCH 0.8926 0.9463 0.9893ELCHB 0.8943 0.9483 0.9903Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



EL metode divâm izlasçmX1, . . . ,Xn1 ir i.i.d. ∼ F1 un Y1, . . . ,Yn2 ir i.i.d. ∼ F2;Informâcija par parametriem θ0 un ∆0 ir pieejama arfunkcijâm w1(Xi, θ0,∆0, t) un w2(Yj, θ0,∆0, t), kurâm irspçkâ
EF1w1(X, θ0,∆0, t) = 0, EF2w2(Y, θ0,∆0, t) = 0.Empîriskâs ticamîbas attiecîbaR(∆, θ) = sup

θ,p,q n1
∏i=1(n1pi) n2

∏j=1(n2qj), kurpi = {n1(1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆, t))}−1, i = 1, . . . ,n1.qj = {n2(1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆, t))}−1, j = 1, . . . ,n2,Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



EL metode divâm izlasçmEmpîriskâ logaritmiskâ ticamîbas attiecîbaW(∆, θ) = − 2 log R(∆, θ) = 2 n1
∑i=1 log(1+ λ1(θ)w1(Xi, θ,∆, t))

+ 2 n2
∑j=1 log(1+ λ2(θ)w2(Yj, θ,∆, t)).Parametra θ novçrtçjumu θ̂ = θ̂(∆), kas maksimizç R(∆, θ)fiksçtam parametram ∆, var iegût no vienâdojuma

∂W(∆, θ)/∂θIzpildoties zinâmiem nosacîjumiem
−2 log R(∆0, θ̂) →d χ21,Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Bârtleta korekcija 2 izlaðu vidçjo starpîbai
θ0 = ∫ XdF1(x), ∆0 = ∫ YdF2(y) − ∫ XdF1(x) unw1 = X − θ0, w2 = Y − θ0 − ∆0;Liu, Zou un Zhang (2008) ieguva n−1W(θ) formân−1W(θ) = ∆1 +∆∗2 +Op(n−5/2),
∆∗2 = 23A301(A13 − A03) + (A02 − A12)A201, taèu
∆2 = 23A301(A13−A03)+(A02 −A12)(A201+α3A301−A201A02),ko var pârrakstît ∆2 = ∆∗2 + δ

Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Simulâcijas Bârtleta korekcijai χ
23 un exp (1) vidçjostarpîbai n2 = 10 n2 = 20 n2 = 30n1 = 10 EL 0.8877 0.9210 0.9284ELBteo 0.9183 0.9364 0.9412ELBnov 0.9057 0.9352 0.9374n1 = 20 EL 0.8915 0.9213 0.9313ELBteo 0.9162 0.9358 0.9425ELBnov 0.9056 0.9318 0.9403n1 = 30 EL 0.8838 0.9251 0.9342ELBteo 0.9119 0.9355 0.9427ELBnov 0.9007 0.9286 0.9379Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Simulâcijas Bârtleta korekcijai exp(1) un exp(2) vidçjostarpîbai n2 = 10 n2 = 20 n2 = 30n1 = 10 EL 0.8862 0.8803 0.8757ELBteo 0.9186 0.9134 0.9167ELBnov 0.9015 0.8962 0.8946n1 = 20 EL 0.9170 0.9163 0.9201ELBteo 0.9379 0.9378 0.9343ELBnov 0.9305 0.9257 0.9280n1 = 30 EL 0.9200 0.9261 0.9289ELBteo 0.9389 0.9396 0.9430ELBnov 0.9339 0.9378 0.9374Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Bârtleta korekcija vispârinâtajai 2 izlaðu problçmaiDarbâ iegûtais rezultâts:W = 2ṽ1w̄−112 w̄11 + (2ṽ1w̄13w̄−312 − ṽ2w̄−212 )w̄211
+

(23 ṽ3w̄−312 − 2ṽ2w̄13w̄−412 − 2ṽ1w̄14w̄−412 + 4ṽ1w̄213w̄−512 ) w̄311
+

(2ṽ3w̄−512 w̄13 − 12ṽ4w̄−412 + 2ṽ2w̄14w̄−512 − 5ṽ2w̄213w̄−612 ) w̄411
+

(25 ṽ5w̄−512 + 2ṽ2w̄13w̄14w̄−712 − 2ṽ3w̄14w̄−612 + 6ṽ3w̄213w̄−712 ) w̄511
−

(4ṽ2w̄313w̄−812 + 2ṽ4w̄13w̄−612 ) w̄511 + j
∑k=5R2kw̄k+111

+ (op(b) +Op(δ + l−1/2))j+2,kur b = min(b1,b2), l = min(n1,n2), δ = O(br),ṽk = n1w̄1k + n2ckw̄2k, w̄1k = n−11 ∑n1i=1wk1 unw̄2k = n−12 ∑n2j=1wk2 . Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija



Paldies par uzmanîbu!
Sandra Vucâne EL metode un Bârtleta korekcija


