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Maiòas punkta analîze

Galvenie jautâjumi
· Vai ststistiskajâ modelî notikuðas izmaiòas?
· Kad modelî notikuðas izmaiòas?
· Vai maiòas punkts ir tikai viens?
· Cik maiòas punkti bijuði?
· utt.

Definîcija
Laika momentu, kad statistiskajâ modelî notikuðas izmaiòas
sauc par maiòas punktu.
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Spektrs (spektrâlâ blîvuma funkcija)

Teorçma
Ja γ(h) ir stacionâra procesa {xt} autokovariâciju funkcija,
turklât ∞∑

h=−∞
|γ(h)| <∞,

tad

γ(h) =

∫ 1/2

−1/2
e2πiωhf(ω)dω, h = 0,±1,±2, . . .

un procesa {xt} spektrâlâ blîvuma funkcija ir

f(ω) =
∞∑

h=−∞
γ(h)e−2πiωh ,−1/2 6 ω 6 1/2.
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Periodogramma un DFT

Definîcija
Ja doti dati x1, x2, . . . , xn, tad par diskrçto Furjç transformâciju
(DFT) sauc

d(ωj) = n−1/2
n∑
t=1

xte−2πiωjt = a(j) + ib(j)

= n−1/2
n∑
t=1

V(t)(cos(2πωjt) + isin(2πωjt))),

kur j = 0, 1, . . . ,n− 1 un frekvences ωj = j/n tiek sauktas par
Furjç jeb fundamentâlajâm frekvencçm, a(j) un b(j) sauc par
Furjç koeficientiem.
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Periodogramma un DFT

Definîcija
Ja doti dati x1, x2, . . . , xn, tad par periodogrammu sauc

I(ωj) = |d(ωj)|2 =
n
2

(a(j)2 + b(j)2)

kur j = 0, 1, . . . ,n− 1.

Îpaðîbas

Ea(j)→ 0, Eb(j)→ 0, n→∞

Da(j)→ f(ωj)/2, Db(j)→ f(ωj)/2, n→∞

Tâtad, ja stohastiskais process ir Gausa, tad a(j) un b(j) ir
asimptotiski i.i.d. un sadalîti pçc N(0, f(ωj)/2).
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Kodolu gludinâtâ periodogramma

Tâ kâ periodogramma nav spektra bûtisks novçrtçjums, tad
nepiecieðams definçt gludinâto periodogrammu.

Definîcija
Par kodolu gludinâto periodogrammu sauc

f̂(ω) =

∑
jinZ K(

ω−ωj
h

)I(j)∑
jinZ K(

ωj
h

)I(j)
,

kur K(·) ir kodolsl, I(j) ir periodogramma frekvencç ωj.
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TFT (Time Frequency Toggle Bootstrap) Kirch. C.,
Politis D.N., 23.12.2010.

Procedûras apraksts
Apskata stacionâru procesu xt, t = 1, . . . ,T.

• Aprçíina Furjç koeficientus, izmantojot FFT (fast fourier
transform)

• Apzîmç a(T)∗ = b(T)∗ = 0 (Ja T pâra, tad
a(T/2)∗ = b(T/2)∗ = 0.

• Izmantojot kâdu no butstrapa procedûrâm, iegûst jaunos
Furjç koeficientus a(j)∗ un b(j)∗, j = 1, . . . ,N,
N = b(T− 1)/2c.

• Iegûst pârçjos koeficientus, no sakarîbâm

a(j)∗ = a(T− j)∗, b(j)∗ = b(T− j)∗.

• Izmanto inverso FFT, lai iegûtu centrçto laikrindu
z∗t = x∗t − µ∗t .
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Vienkârðâkais - wild butstraps

Procedûras apraksts
Apskata stacionâru procesu xt, t = 1, . . . ,T.

• Ìenerç standarta normâlâ sadalîjuma gadîjuma lielumus
{sj : 1 ≤ j ≤ 2N}

• Iegûst gadîjuma lielumu butstrapa izlasi s∗j un jaunos
koeficientus

a(j)∗ =

√
̂f(ωj)/2s∗j , b(j)∗ =

√
̂f(ωj)/2s∗N+j,

kur f̂(·) ir gludinâtais spektrs, ka

sup
ω
|̂f(ω)− f(ω)| →p 0.
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Maiòas punkta analîzes piemçrs

Hipotçþu pârbaude vidçjai vçrtîbai (skalâcijas parametram)

H0 : Xi = a + ei, i = 1, 2, . . . ,M

H1 : ∃m ∈ {1, 2, . . . ,M},

ka
Xi = a + ei, i = 1, 2, . . . ,m,

Xi = a + δ + ei, i = m + 1, 2, . . . ,M,

turklât ei ir iid.

Piezîme

Ðâdu m tad sauc par procesa maiòas punktu.
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Piemçrs TFT butstrapam

Vidçjâs vçrtîbas izmaiòas laikrindâs (AMOC - at most one
change modelis)

Y(i) =

{
µ1 + V(i), 1 ≤ i ≤ k̃,
µ2 + V(i), k̃ ≤ i ≤ T

,

kur V(·) ir stacionârs process ar EV(·) = 0, turklât k, µ1, µ2 nav
zinâmi.

H0 : k̃ < T, µ1 6= µ2 H1 : k̃ = T .

Tad vienkârðâkâ, arî saukta par CUMSUM, statistika ir

CT = max
1≤k≤T

∣∣∣∣∣∣ 1√
T

k∑
j=1

(Y(j)−YT)

∣∣∣∣∣∣ .
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TFT

Vidçjâs vçrtîbas izmaiòas laikrindâs (AMOC - at most one
change modelis)

Kritisko vçrtîbu iegûst izmantojot butstrapa metodes frekvenèu
domçnâ (spektrâlo analîzi). Zinâms, ka

CT

τ
→L sup

0≤t≤1
|B(t)|,

kur B(·) ir Brauna tilta process un τ2 = f(0), kur f(·) ir
spektrâlâ blîvuma funkcija procesam {V(·)}. Nesen izstrâdâta
efektîva TFT butstrapa metode ðai problemâtikai (2011, Kirch
C., Politis D.N.).
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TFT

Lietojot TFT-bootstrapu

Novçrtçjam Z(t) = V(t)−VT un
Ẑ(t) = Y(t)− µ̂1I{t≤k̂} − µ̂2I{t>k̂},
kur k̂ = argmax{|

∑k
j=1(Y(j)−YT)| : 1 ≤ k ≤ T},

µ̂1 = 1/k̂
∑k̂

j=1Y(j), µ̂2 = 1/(T− k̂)
∑T

j=k̂+1
Y(j).

Vidçjo vçrtîbu problemâtika (AMOC - at most one change
model)

Tad butstrapa statistiku definçjam

CT =

∣∣∣∣∣∣ 1√
T

k∑
j=1

(Z∗(j)

∣∣∣∣∣∣ ,
kur {Z∗(·)}ir bootstrapotie g.l., kas iegûti ar boostrapa shçmas
palîdzîbu.
Agris Vaselâns Maiòas punkta noteikðana laikrindu analîzç 12 no 32



TFT-bootstrapa pielietojums

Maiòas punkts saules aktivitâtes datos(AMOC - at most one
change model)

Saules plankumu (aktivitâtes) dati (laikaposmâ no 1700. lîdz
1987.g. ). Pielietojot TFT redzams, ka pastâv maiòas punkts
1935. gadâ.
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Sunspot Data un TFT

att.: Sunspot data
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Sunspot Data un TFT

att.: Autocorrelations
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Sunspot Data un TFT

att.: Test statistic
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Sunspot Data un TFT

att.: Seperated data series.

Agris Vaselâns Maiòas punkta noteikðana laikrindu analîzç 17 no 32



Citas iespçjas

Maiòas punkta analîze normâla sadalîjuma gadîjumâ
Iegûtas kritiskâs vçrtîbas un sareþìîti asimptotiskie sadalîjumi.
Beijesa metode.

Maiòas punkta analîze regresijas modeïos
Izmaiòas regresijas koeficientos

Maiòas punkta analîze vispârîgâ gadîjumâ ar korelâciju
atlikumos

Izmaiòas vidçjâ vçrtîbâ un/vai skalâcijas parametros.
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Cita pieeja

Motivâcija
1 Eksistç samçrâ daudz risinâjumu divu izlaðu lokâcijas
parametra starpîbas pârbaudei neatkarîgu datu gadîjumâ
(Divu izlaðu t-tests, Mana-Whitneya tests u.c.)

2 Jauni pçtîjumi un risinâjumi neparametriskajâ statistikâ
atkarîgu datu struktûru gadîjumâ (Zhang, 2011.)

3 Maiòas punkta analîze atkarîgiem datiem (R.Fried, 2011)
4 Maiòas punkta analîzes un empîriskâs ticamîbas funkcijas
(EL) metoþu salîdzinâjums divu izlaðu lokâcijas parametru
starpîbas pârbaudei.
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EL divu izlaðu gadîjumâ

Nosacîjumi

· Apskatîsim X1,X2, . . . ,Xn1 ∼iid F1(x, θ0, t) un
Y1,Y2, . . . ,Yn2 ∼iid F2(y, θ1, t)
· Apskatîsim t→ ∆(t), t ∈ T ⊂ R, θ(t) un, fiksçjo t,
θ(t) := θ, ∆(t) := ∆

· Visu nepiecieðamo informâciju par parametriem iegûsim no
nenovirzîtiem funkcionâïiem:

EF1g1(X, θ0, t) = 0, EF2g2(Y, θ1, t) = 0.

Apgalvojums
Ja ∆0 = θ1 − θ0, tad iegûstam tieði problemâtiku vidçjo vçrtîbu
starpîbai. Apzîmçjot θ0 =

∫
xdF1(x) un

∆0 =
∫
ydF2(y)−

∫
xdF1(x) iegûsim funkcionâïus

g1(X, θ0,∆0, t) = X− θ0, g2(Y, θ0,∆0, t) = Y − θ0 −∆0.
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EL divu izlaðu gadîjumâ - TESTA STATISTIKA

Definîcija
Definçsim empîrisko ticamîbas funkciju attiecîbu funkciju

R(∆, θ) = sup
p,q

n1∏
i=1

(n1pi)
n2∏
j=1

(n2qj),

kur p = (p1,p2, . . . ,pn1) un q = (q1, q2, . . . , qn2) ir sadalîjuma
vektori, t.i. , nenegatîvi lielumi ar summu viens, turklât∑n1

i=1 pig1(Xi, θ0, t) = 0 un
∑n2

j=1 qjg2(Yj, θ1, t) = 0.
Viens vienîgs atrisinâjums eksistç, lai 0 piederçtu izliektajai
èaulai, ko veido g1(Xi, θ,∆, t) un g2(Yj, θ,∆, t) . Maksimumu
atrod, izmantojot Lagranþa reizinâtâjus
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EL divu izlaðu gadîjumâ - TESTA STATISTIKA

Definîcija
Visbeidzot, mçs definçjam empîrisko log - ticamîbas funkciju
attiecîbu, kas pareizinâta ar mînuss divi

W(∆, θ) = −2logR(∆, θ) =

= 2

n1∑
i=1

(1 + λ1(θ)g1(Xi, θ,∆, t)) + 2

n2∑
j=1

(1 + λ2(θ)g2(Yj, θ,∆, t)).

Lai iegûtu parametru novçrtçjumu , maksimizç R(∆, θ)

Apgalvojums
Tad punktveida ticamîbas intervâls parametram ∆ katram
fiksçtam t ∈ T nosakâms no ∆ : {R(∆, θ̂) > c} visiem ∆0, kur c
nosakâms no teorçmas.
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EL divu izlaðu gadîjumâ - TESTA STATISTIKA

Teorçma
Izpildoties gluduma nosacîjumiem funkcijâm g1, g2, α1, α2,
eksistç tâds θ̂, ka θ̂ ir bûtisks θ0 novçrtçjums un R(∆, θ)
sasniedz lokâlo maksimumu pie θ̂, turklât

√
n1(θ̂ − θ0)→d N(0,

β1β2
β2β210 + kβ1β220

),

kur k <∞ ir pozitîva konstante, kura apmierina n2/n1 → k,
kad n1, n2 →∞, turklât

−2 logR(∆0, θ̂)→d χ
2
1, n1,n2 →∞, ∀t ∈ T.
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EL divu izlaðu gadîjumâ - Bloku veidoðana atkarîgiem
datiem

Bloku izveide
· M un L veseli skaitïi, izvçlamies Q = [(n−M)/L] + 1, kur
ar [·] apzîmçta veselâ daïa. Tâtad tiek izveidoti Q bloki no
M novçrojumiem katrâ blokâ un L atstatumu starp bloku
sâkumpunktiem
Bi = (X(i−1)L+1, . . . ,X(i−1)L+M), i = 1, . . . ,Q.
· tad Kitamura piedâvâ jau ðos blokus izmantot kâ
novçrojumus attiecîgi statistikâ, proti, katram no blokiem
tiek aprçíinâts Ti = φM(Bi, θ), kur Bi ir i-tais bloks un
attçlojams φM : RM × θ → R uzdots ðâdâ formâ

φM(Bi, θ) =
M∑
i=1

g(X(i−1)L+n, θ)/M.
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Vispârîgâ problçmas nostâdne

Hipotçþu pârbaude divu izlaðu lokâcija parametru starpîbai

H0 : ∆0 = 0, H1 : ∆0 6= 0

un statistiku

−2 logR(∆0, θ̂)→d χ
2
1, Q1,Q2 →∞, ∀t ∈ T,

jâòem vçrâ, ka mçs apskatîsim statistiku bloku izlasçm.

Ideja
Divu izlaðu vietâ aplûkosim laikrindu un divus logus. Slîdoðos
logus uzskatîsim par izlasçm un apskatîsim p-vçrtîbu grafikus.
Punktâ, kur grafiks sasniedz pietiekami mazas vçrtîbas,
laikrindâ var bût maiòas punkts.
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Sunspot Data un EL

att.: Test statistic
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Simulâcijas AR1 (θ = 0.3)

att.: Laikrinda ar shiftu
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Simulâcijas AR1 (θ = 0.3)

att.: Samçrâ laba izvçle
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Simulâcijas AR1 (θ = 0.3)

att.: Pârâk liela loga platuma izvçle
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Simulâcijas AR1 (θ = 0.3)

att.: Pârâk maza loga platuma izvçle
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Paldies par uzmanîbu!
Jautâjumi?
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