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1. Ievads

Lai gan spektrâlâs analîzes pirmsâkumi meklçjami jau 19. gadsimta beigâs, kad Ðusters

(Schuster) 1898. gadâ ieviesa periodogrammas jçdzienu, kas aprakstîts viòa 1906. gada

darbâ izpçtot periodiskumu datos par saules aktivitâti [1, 181. lpp.], tâ nav zaudçjusi

savu aktualitâti arî mûsdienâs, jo pçdçjos gados arvien vairâk tiek izmantotas daþâdas

skaitïoðanas un statistiskâs pieejas stohastisku procesu analîzei, un aktuâlâka kïuvusi arî

spektrâlâs analîzes problemâtika. Spektrâlâ analîze galvenokârt balstâs uz Furjç analîzi

(diskrçto Furjç transformâciju realizâciju analîzç) un dod iespçju analizçt stohastiskus

procesus nevis laika apgabalâ (domçnâ), bet gan frekvenèu apgabalâ. Tiek apskatîts

procesa cikliskums un tâdejâdi iegûta jauna pieeja procesa analîzç izmantojot frekvenèu

jçdzienu ar mçríi atklât procesâ apslçptu ciklu.Spektrâlâ analîze ir svarîga fizikâ trokðòu

spektru analîzç, ekonometrijâ ekonomisko procesu ciklu izpçtç, inþenierzinâtnçs signâlu

pârraidîðanas analîzç, kâ arî astronomijâ un citâs nozarçs. Procesu analîzei, izmantojot

frekvenèu apgabalu, literatûrâ minçti ïoti daþâdi piemçri: seismioloìisko procesu salîdz-

inâðana un analîze, automaðînu motora darba analîze signâlam ar troksni (izmantojot

spektru salîdzinâðanu bojâtam un veselam motoram) kâ arî tiek minçts, ka spektru analîzi

var izmantot daþâdu ekonomisku procesu analîzç un fizikâ, pçtot Brauna trokðòus.

Ðim kursa darbam tik izvirzîti ðâdi mçríi

1. Iepazîties ar stohastisku procesu spektrâlo analîzes problemâtiku un tâs analîzi ar

neparametriskâs statistikas metodçm.

2. Aprakstît spektra gludinâðanas metodes.

3. Apskatît, kâ veikt spektru salîdzinâðanu.

Ðajâ kursa darbâ apskatîti spektrâlâs analîzes pamatjçdzieni un dots ieskats neparametris-

kâs statistikas pielietojumiem spektrâlajâ analîzç. Pirmajâ daïâ tiek apskatîts spektrâlâs

blîvuma funkcijas f(ω) jçdziens, kas cieði saistîts ar jau daudz plaðâk zinâmo autokovar-

iâciju funkcijas jedzienu. Tad seko neliels ieskats ARMA procesu spektru apskatç. Otrâ

kursa darba daïa veltîta periodogrammas kâ spektrâlâs blîvuma funkcijas novçrtçjuma

izpçtç: periodogrammas gludinâðana ar daþâdâm metodçm, skalas izvçle, u.c. Treðâjâ

daïâ dots neliels ieskats neparametriskâs regresijas metodei periodogrammas gludinâðanâ.

Tâlâk dots ieskats trokðòu spektru analîzç. Piektajâ sadaïâ aprakstîta periodogrammas

izmantoðanai procesu klasifikâcijâ.
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2. Spektrs un spektrâlâ blîvuma funkcija

Lai ievestu spektra un spektrâlâs blîvuma funkcijas jçdzienu, apskatîsim daþus jçdzienus

un teorçmas.

Definîcija 1. [1, 20.lpp.] Par gadîjuma procesa {xt, t ∈ T} kovariâciju funkciju sauc

γx(s, t) = E[xs − µs][xt − µt],

kur µs ir procesa vidçjâs vçrtîbas funkcija µs =
∫∞
−∞ xfs(x)dx un fs(x) = ∂Fs(x)/∂x

ir procesa sadalîjuma funkcijas atvasinâjums jeb blîvuma funkcija. Ja nav ðaubu, kuru

procesu apskata γx vietâ lietosim γ.

Definîcija 2. [1, 24.lpp.] Gadîjuma procesu {xt, t ∈ T} sauc par stacionâru vâjâ nozîmç,

ja

• Ext = c, kur c ir konstante, un nav atkarîga no parametra t,

• kovariâciju funkcija γx(s, t) ir atkarîga tikai no laika atstarpes |s− t|.

Turpmâk ar terminu stacionârs sapratîsim, ka process ir stacionârs vâjâ nozîmç. Tad

aplûkojot satcionâra gadîjuma procesa kovariâciju funkciju un òemot s = t+ h, iegûsim,

ka γ(t+ h, t) = γ(h, 0), kas noved pie autokovariâciju funkcijas jçdziena.

Definîcija 3. [1, 25.lpp.] Par stacionâra procesa autokovariâciju funkciju sauc

γ(h) = E[xt+h − µ][xt − µ].

Teorçma 1. Ja γ(h) ir stacionâra procesa {xt} autokovariâciju funkcija, turklât

∞∑
h=−∞

|γ(h)| <∞,

tad

γ(h) =

∫ 1/2

−1/2
e2πiωhf(ω)dω, h = 0,±1,±2, . . .

un procesa {xt} spektrâlâ blîvuma funkcija ir

f(ω) =
∞∑

h=−∞

γ(h)e−2πiωh ,−1/2 6 ω 6 1/2.
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Pierâdîjums. Teorçmas pierâdîjums atrodams, piemçram, grâmatâ [1, 537-538.lpp] . Tur

sâkumâ tiek izmantota vâjâ nozîmç stacionâra (iespçjams, kompleksvçrtîga) procesa xt ar

nulles vidçjo vçrtîbu autokovariâciju funkcijas γ(h) = E(xt+h, x
∗
t ) reprezentâcija. Tad tiek

pamatos, ka autokovariâciju funkcija ir Ermita nenegatîvi definçta, un tad dota jebkuras

nenegatîvas funkcijas γ(h) reprezentâcija.

Autokovariâciju funkcija ir Ermita nenegatîva, jo jebkurai komplekso skaitïu kopai at, t =

0,±1,±2, . . ., kas ir galîga, varam pierakstît [1, 534.lpp]

E|
n∑
s=1

a∗sxs|2 =
n∑
s=1

n∑
t=1

a∗sγ(s− t)at ≥ 0.

Tâlâk teorçmâs dotâ reprezentâcija balstîta uz nenegatîvi definçtâm funkcijâm un spek-

trâlo sadalîjuma funkciju F (ω), kas ir monotoni nedilstoða, nepârtraukta no labâs puses,

turklât F (−1/2) = 0 un F (1/2) = σ2 = γ(0), kad attiecîgi ω = −1/2 un ω = 1/2.

Teorçma 2. [1, 534-535.lpp] Funkcija γ(h), h = 0,±1,±2, . . . ir Ermita nenegatîvi

definçta tad un tikai tad, ja tâ izsakâma formâ:

γ(h) =

∫ 1/2

−1/2
e2πiωhF. (ω).

Tâtad spektrâlâ blîvuma funkcija zinâmâ mçrâ raksturo procesa dispersiju

Piezîme 3. Samçrâ bieþi spektrâlo blîvuma funkciju definç nedaudz savâdâk, izmantojot

frekvences λ = 2πω, kur cikli tiek mçrîti π radiânos. Ðâdi definç, piemçram, [2, 192-

193.lpp], arî populârajâ Hamiltona grâmatâ [3] ir ðâda pieeja.

Spektrâlâs blîvuma funkcijas îpaðîbas. Spektrâlâ blîvuma funkcija ir analoìiska

sadalîjuma (varbûtîbu) blîvuma funkcijai:

• f(ω) > 0, ∀ω;

• f(ω) = f(−ω);

• f(ω + 1) = f(ω) (periods 1).
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Precizçsim kâ spektrâlâ blîvuma funkcija zinâmâ mçrâ raksturo procesa dispersiju,

proti, izvçloties h = 0 autokovariâciju funkcijâ, zinâms, ka iegûstam procesa dispersiju,

tad

γ(0) = D(xt) =

∫ 1/2

−1/2
f(ω)dω.

Tâtad integrçjot spektrâlo blîvumu funkciju pa visâm frekvencçm, iegûsim procesa dis-

persiju un, ja izpildîti visi teorçmas nosacîjumi, tad autokovariâciju un spektrâlâ blîvuma

funkcijas satur vienu un to paðu informâciju. Tikai autokovariâciju funkcija informâci-

ju sniedz, izmantojot laga jçdzienu, bet spektrâlâ blîvuma funkcija - frekvences (cikli

novçrotâ procesa laika atstatumâ (cikli/gadâ; cikli/mçnesî utt.))

2.1. ARMA(p, q) spektri

Atgâdinâsim ARMA(p, q) procesa definîciju, lai precizçtu apzîmçjumus un vçlâk dotu

ARMA(p, q) teorçtiskâ spektra formulu.

Definîcija 4. Process (laikrinda) {xt; t = 0,±1,±2, . . .} ir ARMA(p, q), ja tas ir sta-

cionârs un

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + . . .+ φpxt−p + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q,

kur θq 6= 0, φp 6= 0 un σ2
ε > 0, un εt ir baltâ trokðòa process ar Eεt = 0, Eε2t = σ2

ε .

Apgalvojums 4. [1, 229.lpp]

ARMA(p,q) teorçtiskais spektrs ir pierakstâms formâ

f(ω) = σ2
ε

|1 +
∑q

k=1 θke
−2πiωk|

|1−
∑p

m=1 φme
−2πiωm|

.

Tâtad jebkuram ARMA(p, q) procesam var precîzi aprakstît un uzzîmçt tâ teorçtisko

spektru. Apskatîsim daþus piemçrus.

Lai gan jebkuram procesam zinâms tâ teorçtiskais spektrs, praktiski tos izmantot ir

visai grûti, jo lîdzîgiem spektriem var atbilst samçrâ daþâdi procesi. Turklât vçlâk vei-

cot simulâcijas redzçsim, ka arî katrâ realizâcijâ procesu spektri ir nedaudz atðíirîgi un

tâdçï izmantot procesa spektru, lai noteiktu ARMA(p, q) kârtas p un q un vçl jo vairâk

parametru novçrtçjumus bûs pietiekoði apgrûtinoði. Kâ minçts arî literatûrâ, spektrus

drîzâk var izmantot procesa analîzes beigâs, kad jâizðíiras starp daþiem vispemçrotâka-
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1. att. Daþâdi ARMA(p, q) spektri.

jiem modeïiem vai interesç pçtâmâ procesa spektrs. Grâmatâ [4, 363-368.lpp] sâkumâ

noteikta procesa kârta ar AIC kritçriju un tad anlizçti gludinâtie spektri.

2.2. Sezonâlo ARIMA(p, d, q)× (P,D,Q)s spektri

Sezonâlo ARMA procesu spektru piemçri doti grâmatâ [4, 339-340.lpp]. Sezonalitâte

grafiski izpauþas kâ pîía parauga atkârtojumi ar mazâku svârstîbu amplitûdu ik pçc

1/k frekvencçm, kur k apzîmç sezonalitâtes kârtu. Ðajâ grâmatâ labi ilustrçti gadîjumi

ARIMA(1, 0, 0)× (1, 0, 0)12 un ARIMA(0, 0, 1)× (0, 0, 1)12.

Savukârt ðeit apskatîsim reâlu piemçru par citronu cenâm (dati peejami http://faculty.

arts.ubc.ca/ediewert/concepts3.pdf [atsauce 23.01.2011.]). (Var atzîmçt, ka ðim

piemçram samçrâ labi atbilst modelis ARIMA(2, 0, 0) × (2, 0, 0)12.) Kâ redzams, tad

periodogrammâ pie vçrtîbas ω ≈ 0.82 ir liels pîíis, kas tieði norâda uz datu periodiskumu,

proti, 12 mçneðiem (jo 1/12 ≈ 0.83), savukârt nâkoðais leciens ir ðî lielâ pîía atbalsoðanâs.
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2. att. Citronu cenu laikrindas attçls un periodogrammai.

3. Periodogramma

Definîcija 5. [1, 187.lpp] Ja doti dati x1, x2, . . . , xn, tad par diskrçto Furjç transformâciju

(DFT) sauc

d(ωj) = n−1/2
n∑
t=1

xte
−2πiωjt,

kur j = 0, 1, . . . , n−1 un frekvences ωj = j/n tiek sauktas par Furjç jeb fundamentâlajâm

frekvencçm.

Definîcija 6. [1, 188.lpp] Ja doti dati x1, x2, . . . , xn, tad par periodogrammu sauc

I(ωj) = |d(ωj)|2,

kur j = 0, 1, . . . , n− 1.

Ðeit jâpiezîmç, ka I(0) = nx2, kur x ir izlases vidçjâ vçrtîba. Bet, ja j 6= 0, tad

I(ωj) =
∑n−1

h=−(n−1) γ̂(h)e2πiωjh, kur γ̂(h) ir izlases autokovariâciju funkcija

γ̂(h) = n−1
n−h∑
t=1

(xt+h − x)(xt − x).

Piezîme 5. Lîdzîgi kâ definçjot spektrâlo blîvuma funkciju, definîcijâ var izmantot frekvences

π radiânos λ = 2πω, tâ arî, definçjot periodogrammu, pastâv ðîs paðas atðíirîbas. Tâtad

nepiecieðams izvçlçties vienu no pieejâm un saskaòot ðîs definîcijas. (Piemçram, grâmatâ

[2, 185.lpp] dota gadîjuma procesa periodogramma izmantojot tieði frekvences π radiânos.)

Var teikt, ka periodogramma sadala procesa dispersiju pa frekvencçm, bet periodogram-

mai kâ spektrâlâs blîvuma funkcijas novçrtçjumam ir 2 bûtiski trûkumi. Pirmais ir tas,

ka aplûkoto frekvenèu skaits ir mainîgs un ierobeþots, jo tas ir atkarîgs no izlases novçro-
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jumu skaita. Un otrais trûkums ir tas, ka periodogramma nekïûst gludâka (netiecas

uz teorçtisko spektru), ja palielina novçrojumu skaitu, t.i., periodogramma nav bûtisks

spektrâlâs blîvuma funkcijas novçrtçjums [2, 175.lpp], [4, 342.lpp]. Tâdçï svarîgi veikt

periodogrammas gludinâðanu ar daþâdâm metodçm, kas arî sagâdâ vislielâkâs grûtîbas

spektrâlajâ analîzç. Daþi gludinâðanas veidi tiks apskatîti vçlâk.

Vienkârðâkajos gadîjumos var aplûkot procesa autokorelâciju funkciju un spektru,

tâdejâdi mçìinot apskatît, vai pastâv kâda saistîba, jo, kâ jau iepriekð minçts, pçc bûtîbas

autokovariâciju funkcija un spektrâlâ blîvuma funkcija satur vienu un to paðu informâciju.

Lîdz ar to arî autokorelâciju funkcijai varçtu aplûkot saistîbu ar spektru.

3. att. Daþâdi AR(p) spektri.
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Bet, kâ redzams, praktiski nekâdas saistîbas nav, jo autorelâciju funkcija izmanto la-

gus, bet periodogramma (kâ spektrâlâs blîvuma funkcijas novçrtçjums) informâciju izsaka

izmantojot frekvences.
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4. Periodogrammas gludinâðana

Kâ jau iepriekð noskaidrojâm, visbûtiskâk ir noskaidrot ar kâdâm metodçm veikt

periodogrammas gludinâðanu. Pastâv divas bûtiski atðíirîgas metodes. Visbieþâk tiek

apskatîta tâ sauktâ "kodolu gludinâðana", kur, lîdzîgi kâ kodolu gludinâðanâ, meklçjot

sadalîjuma blîvuma funkciju, tiek izvçlçts kâds noteikts joslas platums un veikta peri-

odogramas "vidçjoðana"attiecîgajâ frekvencç daþâdi izsvarojot vai neizsvarojot apkârtçjo

frekvenèu ietekmi. Tas tiek darîts, izvçloties apkârtçjo frekvenèu skaitu m, kas arî sagâdâ

vislielâkâs grûtîbas ðajâ metodç, jo nav viennozîmîgas metodes kâ noteikt parametru m.

Otra fundamentâlâ pieeja ir periodogrammas gludinâðana izmantojot neparametrisko re-

gresiju. Tad savukârt, kâ tas ir vienmçr, vissvarîgâk noteikt parametru h, t.i., joslas

platumu.

4.1. Kodolu gludinâtâ periodogramma

Aprakstîsim visbieþâk sastopamo periodogrammas gludinâðanas veidu - kodolu glud-

inâðanu. Ðeit tiek izvçlçta frekvenèu josla B no L << n sekojoðâm fundamentâlâm

frekvencçm, kas centrçtas ap ωj = j/n, kas tuva interesçjoðai frekvencei ω:

B = {ω : ωj −m/n 6 ω 6 ωj +m/n},

kur L = 2m+ 1. Lielumu Bω = L/n sauc par joslas platumu. [1, 197. lpp]

Definîcija 7. [1, 197. lpp] Ja B ir frekvenèu josla no L << n sekojoðâm fundamentâlâm

frekvencçm, kas centrçtas ap ωj = j/n, tad par vidçjoto (angliski averaged) periodogram-

mu sauc

f(ω) =
1

L

m∑
k=−m

I(ωj + k/n).

Lai iegûtu precîzâku spektra novçrtçjumu, periodogrammu var gludinât izmantojot daþâ-

dus svarus, tâdçï definçsim svçrto periodogrammu.

Definîcija 8. [1, 203. lpp] Par svçrto periodogrammu sauc

f̂(ω) =
m∑

k=−m

hkI(ωj + k/n),

kur svari hk apmierina nosacîjumus ∀ k : h−k = hk un
∑m

k=−m hk = 1.
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Svaru hk izvçlei tiek ieteikti Daniela, Fejer, Dirihlç un modificçtais Daniela kodols. Ða-

jâ gadîjumâ parametrs L jâaizvieto ar Lh = (
∑m

k=−m h
2
k)
−1, tad joslas platums B svçrtajai

periodogrammai bûs B = Lh/n.

Parametra m izvçle

Tâtad svarîga ir parametra L vai m (angliski tiek arî saukts par window closing,

jo, samazinot m, samazinâs joslas platums) izvçle. Neliels ieskats par parametru m tiek

dots grâmatâ [4, 355. lpp]. Dþenkins (Jenkins) un Vatts (Watts) (1968) esot ieteikuði

mçìinât ar trim daþâdâm m vçrtîbâm un tad izvçlçties atbilstoðâko. Mazâkâ vçrtîba

dos priekðstatu par to, kur atrodas lielâkie pîíi, bet periodogrammâ bûs daudz pîíu, un

tâ bûs samçrâ negluda. Liela parametra vçrtîba var veidot lîkni, kas bûs pârgludinâta.

Kompromisu doðot treðâ vçrtîba. Savukârt Èatfîlds (Chatfield) (2004) iesakot òemt m =
√
n. Tâdçï, vçl jâaplûko tikai m = 2

√
n un m = 0.5

√
n, kas dos priekðstatu par spektru.

Un piedevâm tiek minçts spilgts citâts, kas raksturo ðo problemâtiku: "Experience is the

real teacher and cannot be got from a book."( burtiski tulkojot no angïu valodas "Pieredze

mâca rîkoties un tâ nav atrodama/izlasâma grâmatâs ")

Tâtad varam apkopot ieteikumus:

• izvçlçties m =
√
n;

• vçl var aplûkot m = 2
√
n , m = 0.5

√
n.

Gludinâðanas kodoli

Kâ jau ierasts statistikâ kodolu gludinâðanâ paða kodola izvçle nav tik bûtiska kâ joslas

platuma (ðajâ gadîjumâ parametra m) izvçle. Literatûrâ visbieþâk tiek minçti Daniela un

modificçtais daniela kodols. Daniela kodols ir visvienkârðâkais, tas visâm frekvencçm no

joslas piekârto vienâdus svarus, proti, tiek piekârtoti svari 1/L, kur L = 2m+1. Savukârt

modificçtais Daniela kodols pirmajam un pçdçjajam elementam pieðíir pusi no pârçjiem

svariem, t.i., pirmais un pçdçjais svara koeficienti ir uz pusi mazâki nekâ pârçjie, kas ir

vienâdi savâ starpâ. Protams arî modificçtâ Daniela kodola svaru summa ir 1.

Vçl bieþi kodolu modifikâcija notiek vienârði atkârtojot kodolu gludinâðanu periodogram-

mai. Matemâtiski tas nozîmç, ka tiek òemta kodolu konvolûcija. Grâmatâ [4, 354. lpp]

attçlots kâ izmainâs svara koeficienti atkârtojot izsvaroðanu ar modificçto Daniela kodolu

pie m = 3. Atkârtojot kodolu otru reizi svari veido trijstûra formas grafiku, bet jau pie

treðâs atkârtoðanas, tâ forma jau atgâdina normâlo sadalîjumu.
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Vçl literatûrâ atrodami arî Fejer un Dirihlç kodoli (skat., piemçram, [1, 207.-215. lpp]

Kodolu gludinâto periodogrammas (gludinâtie spektra novçrtçjumi)

Tagad nedaudz ilustrçsim kodolu gludinâðanas metodi ar daþiem piemçriem. Sâkumâ

apskatîsim ARMA(p, q) procesu simulâcijas, lîdzîgi kâ apskatîjâm to teorçtiskos spektrus

jau iepriekð.

4. att.: AR(1) teorçtiskais spektrs un simulâciju gludinâðana pie izlases apjoma N = 30.

5. att.: AR(1) teorçtiskais spektrs un simulâciju gludinâðana pie izlases apjoma N = 100.
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6. att.: AR(1) teorçtiskais spektrs un simulâciju gludinâðana pie izlases apjoma N = 1000.

7. att.: ARMA(2, 1) teorçtiskais spektrs un simulâciju gludinâðana pie izlases apjoma
N = 30.

Kâ redzams, negludinâtâ periodogramma, protams, ir samçrâ slikts spektra novçrtçjums,

bet jau vienkârðâkâ gludinâðana ar Daniela kodolu un ietekto m ≈
√
N dod priekðstatu

par spektra formu. Izmantojot modificçto Daniela kodolu vienkârðâkajâ AR(1) procesa

gadîjumâ jau iegûst samçrâ labu spektra novçrtçjumu. Savukârt jau nedaudz komplicçtâks

piemçrs ar ARMA(2, 1) ir jau interesantâks. Pie izlases apjoma N = 30 Daniela kodols

ar m ≈
√
N dod kâdu priekðstatu par spektra formu, bet otrais ieteiktais variants ar

13



8. att.: ARMA(2, 1) teorçtiskais spektrs un simulâciju gludinâðana pie izlases apjoma
N = 100.

9. att.: ARMA(2, 1) teorçtiskais spektrs un simulâciju gludinâðana pie izlases apjoma
N = 1000.

m ≈ 2
√
N jau ir pârgludinâts. Tâpat lîdzîgi modificiçtâ Daniela kodola gadîjumâ pie

m ≈
√
m iegûst jau samçrâ ïoti labu rezultâtu, bet pie m ≈ 2

√
N atkal periodogramma ir

pârgludinâta. Savukârt ARMA(2, 1) simulâcijai pie izlases apjoma N = 100 tieði atkârtoti

pielietots modificiçtais Daniela kodols dod vislabâko rezultâtu, lîdzîgi arî tas ir, ja izlases

apjomu palielina lîdz N = 1000. Interesanti, ka simulçtajam procesam pie N = 1000
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negludinâtâ periodogramma vispâr nedod priekðstatu par procesa spektru. Patiesîbâ tas

jau bija sagaidâms, jo, kâ jau iepriekð atzîmçjâm, periodogramma nav bûtisks spektrâlâs

blîvuma funkcijas novçrtçjums.

Tagad apskatîsim nedaudz interesantâku piemçru par saules aktivitâtes datiem, kas

bieþi tiek izmantoti laikrindu analîzç (datus var iegût, piemçram, http://www.napscience.

com/astro/sunspots/sunspotdata.htm, òemot datus par 1700.-1987. gadu).

10. att.: Sunspot periodogramma lineârajâ un logaritmiskajâ skalâ, periodogrammas
lineârajâ skalâ gludinâðana.

Kâ redzams, saules aktivitâtes datiem piemçrotâka ir lineârâ skala (skat. Logaritmiskâ

vai lineârâ skala periodogrammas attçloðanâ). Izmantojot ieteikumu, ka m ≈
√
N vai

m ≈ 0.5
√
N un tad veicot periodogrammas gludinâðanu, var ievçrot, ka parametrs m ir

izvçlçts pârâk liels. Ðis piemçrs labi ilustrç jau iepriekð minçto, ka parametram noteikðana

ir samçrâ nenoteikta un ka tâ jâbalsta arî uz iepriekðçjo pçtnieka pieredzi un apriorajâm

zinâðanâm par procesu. Var redzçt, ka, pielietojot modificçto Daniela kodolu ar m = 3

atkârtoti (divas reizes), iegûtais tuvinâjums ir samçrâ labi pielâgots datiem, arî gludinot

ar modificçto Daniela kodolu ar m = 2 un atkârtoti ar m = 3, iegûtais rezultâts nav slikts.

4.2. Logaritmiskâ vai lineârâ skala periodogrammas attçloðanâ

Apskatot periodogrammu un analizçjot procesa spektru samçrâ bieþi vçl tiek apskatîtas

divas pieejas, kâ attçlo periodogrammu, proti, daþkârt periodogrammas vçrtîbas apskata

logaritmiskajâ skâlâ. Protams nav grûti aplûkot, piemçram, gludinâto periodogrammu
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abâs - gan lineârajâ, gan logaritmiskajâ skalâ-, bet tomçr bûtu bûtiski zinât kâdu aprioro

informâciju par procesu. Visbieþâk gan ir tâ, ka vienâ no izvçlçtajâm skalâm gludinâtâ

periodogramma samçrâ labi raksturos procesu, bet, izvçloties nepiemçrotu skalu, attçlo-

jums bûs pârâk vienveidîgs, proti, nebûs frekvences, kurâs spektra novçrtçjums bûtiski

atðíirsies no spektra novçrtçjuma citâ frekvencç. Apskatîsim logaritmiskâs (log) skalas

îpaðîbas. Log skala

• lai aplûkotu lielas un mazas amplitûdas signâlus vienlaicîgi, proti, log skalâ katrai

frekvences amplitûdai ir vienâds "nozîmîgums ";

• lietojot logaritmisko skalu mazi signâli ir vieglâk pamanâmi;

• ja ir kâda liela frekvence, kas "traucç"pamanît citas, kas arî ir bûtiskas;

• bieþâk izmantojama fizikâlu eksperimentu analizçðanai.

Savukârt lineârâ skala labi parâda frekvenèu amplitûdu atðíirîbas un bieþâk izmantojama

ekonomisku utml. datu analîzç. Lineârâjâ skalâ arî labi redzams, kurâ frekvencç ir izteikts

pîíis, t.i., kur novçrojams kâds bûtisks cikls.

4.3. Punktveida ticamîbas intervâli

Zinot periodogrammas îpaðîbas, var konstruçt periodogrammas punktveida ticamîbas

intervâlus. Ja izpildâs iepriekðminçtie nosacîjumi par svariem hk, turklât m → ∞, kad

n → ∞ un m/n → 0, tad var pierâdît (sîkâk skat.[1, 197.-198.lpp, 543.lpp, teorçma C.4]

vai [4, 356. lpp.] , ka
2Lhf̂(ω)

f(ω)
∼ χ2

2Lh
.

Tâtad ticamîbas intervâls

2Lhf̂(ω)

χ2
2Lh

(1− α/2)
≤ f(ω) ≤ 2Lhf̂(ω)

χ2
2Lh

(α/2)
.

Ðo ilustrçsim tikai ar vienu piemçru. Atkal izmantosim jau apskatîtos datus par saules

aktivitâti.

Ðeit attçlota jau gludinâtâ periodogramma ar atbilstoðiem punktveida ticamîbas in-

tervâliem. Kâ var redzçt galvenâs neskaidrîbas ir frekvencçs, kur periodogramma pieòem

lielas vçrtîbas, proti, tur ðie intervâli ir samçrâ plaði.
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11. att.: Sunspot periodogrammas lineârajâ skalâ divkârða gludinâðana ar modificçto
Daniela kodolu ar m = 3.

4.4. Taperoðana

Tâ kâ spektra novçrtçjumâ periodogrammas definçðanai izmatojâm diskrçto Furjç

transformâciju, tad spektra novçrtçjumâ diezgan bûtiskas novirzes dod novçrotâ procesa

sâkuma un beigu vçrtîbas. Lai mazinâtu ðo datu ietekmi, lieto t.s. "taperoðanu ".

Aizvieto novçrotos datus xt ar yt = htxt, t = 1, 2, . . . , n un tad pielieto DFT:

dy(ωj) = n−1/2
n∑
t=1

htxte
−2πiωjt.

Un tad definç ðiem datiem periodogrammu Iy(ωj) = |d(ωj)|2. Bûtîbâ tiek samazinâ-

ta novçrotâ procesa sâkuma un beigu vçrtîbu ietekme. Tas tiek darîts, jo nav zinâms

vai process novçrots tieði atbilstoði tâ ciklu sâkumam un beigâm, proti, vai novçrojumu

sâkums sakrît arî ar procesa ciklu sâkumu un novçrojumi pârtraukti arî noslçdzoties cik-

lam. Tâ kâ reâli veicot novçrojumus, visticamâk, par procesu tas nav zinâms, var gadîties,

ka dati fiksçti, kad process atrodas jau kâdâ cikla fâzç. Tâpçc piemçro sâkumu un beigu

datu, visbieþâk tieði 10%, datu ietekmes mazinâðanu. Piemçram, 10% no datiem sâkumâ

un 10% datiem beigâs tiek piekârtoti svari ht tâ, ka, jo tuvâk datu sâkumam/beigâm ir

novçrojums, jo mazâks svara koeficients tam tiek pieðíirts. Kâ piemçrs bieþi tiek minçts

([1, 207.lpp] un [4, 360.lpp] ) kosinusa zvans (angliski cosine bell) vai noðíeltais kosinusa

zvans (angliski split cosine bell). Kosinusa zvana svari tiek uzdoti pçc likuma

ht =
1

2

(
1− cos

[
2π(t− 0.5)

n

])
,
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bet noðíeltais kosinusa zvans pec formulas

ht =


1
2

(
1− cos

[
π(t−0.5)

m

])
, ja 1 ≤ t ≤ m

1, jam+ 1 ≤ t ≤ n−m
1
2

(
1− cos

[
π(n−t+0.5)

m

])
, ja n−m+ 1 ≤ t ≤ n,

kurð tiek saukts par 100p% kosinusa zvana taperoðanu, kur p = 2m/n. Praksç visbieþâk

izmanto 10% vai 20% datu taperoðanu.

Piezîme 6. Datorprogrammu paketç R automâtiskâ periodogrammas attçloðanas koman-

da spec.pgram(.) veic 10% datu taperoðanu pçc noklusçjuma, kaut gan paziòojumâ virs

periodogrammas tiek norâdîts, ka tâ ir negludinâtâ periodogramma (angliski Raw peri-

odogramm)!

12. att.: Kosinusa zvana svaru funkcija un 10% noðíeltâ kosinusa zvana svaru funkcija
datiem ar apjomu N = 100.
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5. Neparametriskâs regresijas metodes periodogram-

mas gludinâðanâ

Fana un Kreutzbergeres publikâcijâ [5, ] tiek minçts, ka ir trîs veidi, ko pielieto peri-

odogrammas gludinâðanâ, turklât turpat minçts, ka lîdz ðim tâ arî nav noteikts, kur pieeja

ir labâkâ, jo tâs ir grûti salîdzinât daþâdo gludinâðanas procedûru dçï. Ðajâ publikâcijâ

viòi paði apskata metodi, kas izmanto Whittle ticamîbas funkciju spektrâlajai blîvuma

funkcijai. Kâ pirmâ pieeja, kas arî tika apskatîta iepriekð, tiek minçta kodolu gludinâðana.

Kâ otrâ pieeja tiek minçta logaritmiskâs periodogrammas gludinâðana ar mazâko kvadrâ-

tu metodi. Kâ piemçrs minçta Wahba (1980), kur tiek izmantoti splaini. Treðâ pieeja

balstoties uz Whittle (1962) ticamîbas funkcijas aproksimâciju periodogrammai. Kâ arî

minçts, ka lielâ daïâ literatûras tiek izmantota parametriskâ pieeja spektra analîzei izman-

tojot ARMA(p, q) spektrus. Tad sâkumâ tiek piemeklçts atbilstoðs ARMA(p, q) process,

visbieþâk izmantojot Beijesa informâcijas kritçriju (BIC). Bet ðâdas, parametriskâs, piee-

jas galvenais trûkums ir tas, ka ne visi procesi pakïaujas labai ARMA(p, q) aproksimâcijai.

Viens no veidiem kâ gludinât periodogrammu varçtu bût izmantojot lokâlâs regre-

sijas polinomu, bet ðeit samçrâ lielas grûtîbas sagâdâ gludinoðâ parametra noteikðana.

Datorprogrammu paketç R pieejama iebûvçtâ funkcija locfit , ko apskatîsim nedaudz

vçlâk.

Lokâlâ regresija [6, 94.-96. lpp.]

Pieòemsim, ka (X1, Y1), (X2, Y2, . . . , (Xn, Yn) ir neatkarîgi pa pâriem iegûti novçrojumi.

Sakarîbu starp rezultçjoðo jeb atbildes mainîgo Y un X var izteikt ar vienâdojumiem

Yi = m(Xi) + εi, E(εi) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

kur m ir regresijas funkcija. m(x) var interpretçt kâ Y vidçjo vçrtîbu, ja dota vçrtîba

X = x, tas ir,

m(x) = E(Y |X = x).

Aplûkosim nosacîtâs vidçjâs vçrtîbas funkcijas m(·) izvirzîjumu Teilora rindâ patvaïîgam

t kâdâ punkta x apkârtnç

m(t) ≈ m(x) +m′(x)(t− x) + . . .+m(p)(x)(t− x)p
1

p!
.
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Ðis var kalpot par iemeslu, lai aplûkotu lokâlo lineâro regresiju (meklçt polinomiâlu

aproksimâciju punkta x apkârtnç). Ideja par lokâlo lineâro regresiju punkta x apkârt-

nç tiek realizçta izmantojot tâ sauktos kodola svarus minimizâcijas problçmâ

min
β

n∑
i=1

{Yi − β0 − β1(Xi − x)− . . .− βp(Xi − x)p}2Kh(x−Xi),

kur β ir koeficientu vektors (β0, β1, . . . , βp)
T . Tâtad tiek izmantota svçrtâ mazâko kvadrâ-

tu metode ar svariem Kh(x−Xi). Izmantosim apzîmçjumus

X =


1 (X1 − x) (X1 − x)2 . . . (X1 − x)p

1 (X2 − x) (X2 − x)2 . . . (X2 − x)p

...
...

...
. . .

...

1 (Xn − x) (Xn − x)2 . . . (Xn − x)p

 ; Y =


Y1

Y2
...

Yn



W =


Kh(x−X1) 0 0 . . . 0

0 Kh(x−X2) 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . Kh(x−Xn)

 .

Tad, izmantojot tradicionâlo svçrto vidçjo kvadrâtu metodes formulu, iegûsim parametru

vektora β novçrtçjumu

β̂ = (XTWX)−1XTWY.

Jâuzsver, ka atðíirîbâ no novçrtçjuma, kas iegûts ar parametriskâs regresijas palîdzîbu,

ðis novçrtçjums ir atkarîgs no mainîgâ x. Tâtad ðî patieðâm ir lokâlâ regresija punktâ

x. Apzîmçsim vektora β̂ komponentes ar β̂0(x), β̂1(x), . . . β̂p(x). Tâtad lokâlais regresijas

funkcijas m novçrtçjums ir

m̂p,h(x) = β̂0(x).

Tâtad m(x) ≈ β0(x).Vçl tikai atzîmçsim, ka ðis novçrtçjums ir atkarîgs no parametra h.

Tagad aplûkosim lokâlo polinomiâlo regresiju daþâdiem p

• ja p=0, tad iegûstam lokâlo konstantes jeb Nadaraja-Watsona novçrtçjumu

m̂0,h(x) = m̂h(x) =

∑n
i=1Kh(x−Xi)Yi∑n
i=1Kh(x−Xi)

;
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• pie p=1 iegûstam lineâro lokâlâs rregresijas novçrtçjumu. Sâkumâ apzîmçsim

Sh,j(x) =
n∑
i=1

Kh(x−Xi)(Xi − x)j,

Th,j(x) =
n∑
i=1

Kh(x−Xi)(Xi − x)jYi,

tad iegûsim, ka

β̂(x) =

 Sh,0(x) Sh,1(x)

Sh,1(x) Sh,2(x)

 Th,0(x)

Th,1(x)

 .

Lîdz ar to esam ieguvuði lokâlo lineâro regresijas novçrtçjumu

m̂1,h(x) = β̂0(x) =
Th,0(x)Sh,2(x)− Th,1(x)Sh,1(x)

Sh,0(x)Sh,2(x)− S2
h,1(x)

.

Lokâlâs regresijas ticamîbas joslas

Lai aplûkotu lokâlâs regresijas ticamîbas joslas,ievçrosim, ka lokâlâs regresijas novçrtçjums

ir mazâko kvadrâtu metodes atrisinâjums un ir lineârs novçrtçjums. Tad definçsim svaru

diagrammas vektoru.

Apgalvojums 7. [7, 27. lpp.] Katram x eksistç svaru diagrammas vektors l(x) =

(l1(x), . . . , ln(x)), ka

m̂p,h(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi.

Apgalvojums 8. [7, 34. lpp.] Svaru diagrammas vektora koeficientus var aprçíinât pçc

formulas

l(x)T = eT1 (XTWX)−1XTW,

kur ar e1 apzîmçts vienîbas vektors e1 = (1, 0, . . . , 0)T .

Tagad samçrâ viegli aprçíinât matemâtisko cerîbu un dispersiju.

Apgalvojums 9. [7, 28. lpp.] Lokâlâs regresijas novçrtçjuma m̂p,h(x) matemâtiskâ cerîba

un dispersija ir izsakâma ar svaru diagrammas vektoru ðâdâ formâ

E(m̂p,h(x)) =
n∑
i=1

li(x)m̂p,h(xi)
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D(m̂p,h(x)) = σ2

n∑
i=1

li(x)2 =: σ2||l(x)||2

Ðeit pieòemts, ka Yi ir neatkarîgi un ar konstantu dispersiju σ2 <∞.

Apgalvojums 10. Lokâlâs regresijas novçrtçjuma dispersija aprçíinâma pçc formulas

D(m̂p,h(x)) = σ2||l(x)||2 = σ2eT1 (XTWX)−1(XTW 2X)(XTWX)−1e1.

Tagad varam konstruçt ticamîbas joslas. Apzîmçsim ar m(x) = E(m̂p,h(x)).

Apgalvojums 11. [8, 91.-92. lpp.] m(x) ticamîbas joslas ir formâ

I(x) = [m̂p,h(x)− cσ̂||l(x)||, m̂p,h(x) + cσ̂||l(x)||], x ∈ [a, b]

kur c ir konstante, kas novçrtçta no vienâdojuma

2(1− Φ(c)) +
k0
π
e−

c2

2 = α,

kur savukârt α ir uzdotais droðîbas lîmenis un

k0 =

∫ b

a

||T ′(x)||dx,

kur T ′(x) = (T ′1(x), . . . , T ′n(x)), T ′i (x) = ∂Ti(x)/∂x un Ti(x) = li(x)/||l(x)||.

Teorçma 12. [8, 85.-86. lpp.] Ja m̂p,h(x) ir lineâra regresija, tad

σ̂2 =

∑n
i=1(Yi − m̂p,h(xi))

2

n− 2ν + ν̃
,

kur

ν = tr(L), ν̃ = tr(LTL) =
n∑
i=1

||l(xi)||2,

kur matricas L elementi ir Li,j = lj(xi). Turklât, ja m(x) ir pietiekami gluda, t.i., ν =

o(n) un ν̃ = o(n), tad σ̂2 ir bûtisks novçrtçjums.
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Piezîme 13. Ja atlikumu dispersija ir heteroskadiska, tad ticamîbas joslu konstruçðanâ

nepiecieðams izmantot dispersijas novçrtçjumu s(x), ko ðeit neaplûkosim, bet var apskatît,

piemçram, [8, 92.lpp.].

Piezîme 14. Datorprogammu paketç R lokâlo regresiju var konstruçt ar paketes locfit()

palîdzîbu. Piemçram (locfit(y∼x)) nozîmç, ka tiek veikta y lokâlâ regresija pçc x. Pçc

noklusçðanas tiek izmantota kvadrâtiskâ regresija, bet, lai veiktu lokâlo lineâro regresiju,

jânorâda (locfit(y∼x)), deg=1) .

Piezîme 15. Datorprogammu paketç R lokâlo regresijas ticamîbas joslas var konstruçt

arî ar paketes locfit() palîdzîbu, t.i., jânorâda fit<-(locfit(y∼x)) un tad, attçlojot

grafiku ar komandas plot palîdzîbu, norâda plot(fit, band= "global "), kur global

nozîmç, ka atlikumi ir ar konstantu dispersiju. Ja tiek norâdîts band= "local ", tad tiek

izdarîts pieòçmums, ka atlikumu dispersija ir mainîga, t.i., σ2 = σ2(x).
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6. Trokðòu spektri un analîze

Viens no veidiem kâ raksturot daþâda tipa (balto, rozâ un sarkano jeb Brauna) trokðòus

ir aplûkot to spektrus. Teorçtiskais trokðòu spektrs ir 1/ωβ, β ≥ 0.

• ja β = 0 tad process ir baltais troksnis;

• β = 2 tad procesam atbilst Brauna troksnis jeb kustîba (arî sarkanais troksinis);

• 0 < β < 2, tad procees ir rozâ troksnis.

Skaidrs, ka attçlojot spektru log-log skalâ, taisnes virziena koeficients norâdîs β.

Tâtad viens no veidiem, kâ pârbaudît, vai process nav Brauna kustîba, ir konstruçt

periodogrammas lokâlâs regresijas novçrtçjumu un tad uzzîmçjot vienlaicîgâs ticamîbas

joslas teorçtiskajam spektram. Tâtad veikt grafisko pârbaudi. Vienîgi ðeit jâpiezîmç,

ka Brauna kustîba nav stacionârs process, jo tâ dispersija laikâ aug, tâdçl nepiecieðams

savâdâk definçt ðâda procesa spektru.

13. att. Brauna kustîbas pârbaude, N = 100

14. att. Brauna kustîbas pârbaude, N = 10000

Tâtad, ja veicam ðâdu pârbaudi un izmantojam paketes R iebûvçto komandu locfit,

tad tur varam arî konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas lokâlajai regresijai pâr peri-

odogrammu un pârbaudît, vai log-log skalâ taisni ar attiecîgo virziena koeficientu var
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ievietot starp vienlaicîgajâm ticamîbas joslâm. Kâ redzams, simulçtâ Brauna kustîba

apmierina ðos nosacîjumus, kas arî bija sagaidâms.

Brauna kustîbas spektrs.

Iepriekð apskatîjâm vienkârðâko procesa pârbaudi par tâ atbilstîbu Brauna kustîbai,

kur izmantojâm zinâmu rezultâtu, ka Brauna kustîbas spektrs (literatûrâ bieþi tiek saukts

arî par jaudas jeb spçka spektru (angliski - power spectrum) ir proporcionâls ω−2. Ðis

rezultâts diezgan bieþi literatûrâ tiek dots, bet arvien atsaucoties uz kâda citu autoru

darbu, bet tâlâk to neapsprieþot, piemçram, nesen izdotajâ grâmatâ [9, 328.lpp], kur tieði

dota atsuace uz grâmatu [10], kurâ dotos rezultâtus tagad arî apskatîsim.

Teorçma 16. [10, 46. lpp.] Pieòemsim, ka funkcija f(t) (vispârîgâ gadîjumâ kopleksvçrtî-

ga funkcija) apmierina nosacîjumu
∫∞
−∞ |f(t)|2dt <∞, tad to var izteikt

f(t) =

∫ ∞
−∞

φ(ν)e2πiνtdν,

kur Furjç koeficienti

φ(ν) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−2πiνtdt.

Viegli redzçt, ka φ(−ν) = φ(ν)∗, kur ∗ apzîmç kompleksi saistîto skaitli. Kâ arî

varam ievçrot, ka f ′(t) = 2πiνf(t). Tâlâk parâdîts, kâ izmantojot ðâdâ veida pâreju un

savâdâk definç baltâ trokðòa procesu un Brauna kustîbu. Sâkumâ atgâdinâsim Dîraka

delta funkcijas definîciju.

Definîcija 9. [10, 45. lpp.] Aplûkosim funkciju klasi δε(t, t′), kas atkarîga no parametra

ε. Ja katrai nepârtrauktai funkcijai ψ(t)

lim
ε→0

∫ ∞
−∞

δε(t, t
′)ψ(t′)dt′ = ψ(t),

tad

δ(t− t′) := lim
ε→0

δε(t, t
′)

sauc par Dîraka delta funkciju.

Definîcija 10. [10, 47. lpp.] Par baltâ trokðòa procesu sauc stohastisku procesu, kur

gan reâlâs, gan imaginârâs daïas Furjç koeficienti φ(ν) ir ar Gausa sadalîjumu un

Eφ(ν) = 0, Eφ(ν)φ(ν ′)∗ = cδ(ν − ν ′),
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kur c ir konstante. Brauna kustîbu raksturojot ar Furjç koeficientiem, tiek izmantots,

ka tâ ir integrçts baltais troksnis un fakts, ko atzîmçjâm iepriekð, ka Furjç koeficientu

integrçðana ekvivalenta to dalîðanai ar 2πνi. Lîdz ar to

Eφ(ν)φ(ν ′)∗ =
c

(2πνi)(2πν ′i)
δ(ν − ν ′) =

c

(2πν)2
δ(ν − ν ′)

Definîcija 11. [10, 48. lpp.] Par Brauna kustîbu sauc stohastisku procesu, kur gan

reâlâs, gan imaginârâs daïas Furjç koeficienti φ(ν) ir ar Gausa sadalîjumu un

Eφ(ν) = 0, Eφ(ν)φ(ν ′)∗ ∼ ν−2δ(ν − ν ′).

Stingri runâjot ðî definîcija precîzi nesakrît ar parasti pieòemto, kur f(0) = 0 un f(t) nav

definçta, ja t < 0. Ðeit funkcija definçta visiem t, bet tâ saglabâ visas bûtiskâs Brauna

kustîbas klasiskâs definîcijas îpaðîbas.

Kâ redzams, tad baltâ trokðòa procesa un Brauna kustîbas Furjç koeficienti nav korlçti,

ja vien ν 6= ν ′. Ðo îpaðîbu aprakstîsim nedaudz savâdâk. Izmantosim funkciju P (ν)

Eφ(ν)φ(ν ′)∗ = P (ν)δ(ν − ν ′),

kur P (ν) ir konstante baltâ trokðòa procesam un izturas kâ ν−2 Brauna kustîbas gadîjumâ.

Definîcija 12. Funkciju P (ν) sauksim par procesa spektru, ja tâ apmierina iepriekðminç-

tos nosacîjumus.

Ðâda pieeja dod iespçju definçt P (ν) citu procesu gadîjumâ ar patvaïigâm pakâpes

funkcijâm.

Definîcija 13. [10, 49. lpp.] Par Frakcionâlo Brauna kustîbu sauc stohastisku procesu,

kur gan reâlâs, gan imaginârâs daïas Furjç koeficienti φ(ν) ir ar Gausa sadalîjumu un

Eφ(ν) = 0, Eφ(ν)φ(ν ′)∗ = P (ν)δ(ν − ν ′),

kur

P (ν) ∼ |ν|−β.

Pakâpi β sauc par procesa spektrâlo pakâpi jeb spektrâlo eksponenti.

Tâlâk literatûrâ [10] tiek piedâvâts apskatît procesa raksturojoðo izvirzîjumu galîgas
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summas gadîjumâ

f(t) =

∫ ∞
−∞

φ(ν)e2πiνtdν =
n∑

j=−n

φj(ν)e2πiνjt,

kur νj = j/2nδt, kur δt atkarîgs no f(t) un nosaka augstâkâs frekvences νn pusperiodu.

Turklât jaunie koeficienti apmierina

Eφj = 0, Eφjφ
∗
k =

 c|vj|−β, j = k

0, j 6= k
,

turklât φ0 := 0. Tâlâk apskatîsim laika momentus tk, un tad

f(tk) =
n∑

j=−n

φje
2πi jk

2n .

Tâlâk tiek apskatîta procesu analîze parametra β noteikðanai, ko veicâm jau iepriekð. Tas

tiek darîts tâ, ka tiek noskaidroti koeficienti φj, kas izteikti kâ inversâ funkcija no iepriekð

apskatîtâs formulas

φj =
1

2n

2n∑
k=0

f(tk)e
−2πi jk

2n ,

kas tieði ir diskrçtâ Furjç transformâcija, kas bija apskatîta jau iepriekð (ar precizitâti

lîdz apzîmçjumiem). Tad aplûkojot grafiku |φj|2 pret νj iegûsim tieði periodogrammu.

Tâtad veiktâ pârbaude bija korekta un esam pamatojuði, ka ðim grafikam (periodogram-

mai) jâbût proporcionâlai |vj|−β. Ðajâ grâmatâ gan arî uzsvçrts, ka ðâda koeficienta β

pârbaude lielâm izlasçm ir pârâk neprecîza un labâk lietot variogrammas analîzi, ar ko

sîkâk var iepazîties [10, 59.-64. lpp.].

Kâ alternatîvu pieeju trokðòu analîzç var minçt pâreju uz frakcionâlajiem Gausa trokðòiem,

kas tiek definçti kâ frakcionâlâs Brauna kustîbas pieaugumi. Turklât ðâdâ gadîjumâ pro-

cess ir stacionârs un tam var definçt autokovariâciju funkciju. Tâlâk tiek piedâvâti daþâdi

paòçmieni frakcionâlâs Brauna kustîbas parametra H noteikðanai. Kâ jau minçts, ðo

pieeju neapskatîsim. Sîkâk skatît, piemçram, [11]
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7. Dispersiju analîze un diskriminantu analîze frekvenèu

skalâ

Viens no interesantâkajiem momentiem spektrâlajâ analîzç ir spektru salîdzinâðana

un kâ to veikt. Ðis temats ir jo aktuâlâks tâpçc, ka tam ir piemçrojami vairâki prak-

tiski pielietojumi. Literatûrâ [1, 412.-416.lpp.] kâ ievadpiemçrs spektru klasifikâcijai

tiek aprakstîta smadzeòu signâlu reakcija uz daþâdiem regulâriem kairinâjumiem pirms

anestçzijas un pçc, kâ arî piemçrs par sprâdzienu un zemestrîèu datiem, kur tiek anal-

izçti to spektri un, klasificçjot tos grupâs, apskata jaunu gadîjumu Novoya Zemlya, lai

noskaidrotu kurai grupai tas pieder. Piemçrs par sprâdzieniem un zemestrîcçm kalpo kâ

viens no galvenajiem piemçriem ðajâ grâmatas sadaïâ par spektru klasifikâciju un sava

veida salîdzinâðanu.

Kâ viena no galvenajâm metodçm procesu salîdzinâðanai tiek apskatîta spektru disper-

siju analîze. Sâkumâ definçsim spektru (spektrâlo matricu) stacionâram daudzdimensiju

procesam.

Definîcija 14. [1, 215.lpp.] Ja xt un yt ir stacionâras laikrindas un

γxy(h) = E[(xt+h − µx)(yt − µy)]

ir jauktâ kovariâciju funkciju ar reprezentâciju

γxy(h) =

∫ 1/2

−1/2
fxy(ω)e2πiωhdω, h = 0,±1,±2, . . . ,

kur jaukto spektru definç kâ Furjç transformâciju

fxy(ω) =
∞∑

h=−∞

ωxy(h)e−2πωh, −1/2 ≤ ω ≤ 1/2,

pieòemot, ka jauktâ kovariâciju funkcija, lîdzîgi kâ autokovariâciju funkcija ir absolûti

summçjama.

Definîcija 15. [1, 217.lpp.] Ja p× p dimensiju autokovariâciju funkcija

Γ(h) = E[(xt+h − µ)(xt − µ)T ],
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kur xt = (xt1, xt2, . . . , xtp)
T ir p-dimensionâla laikrinda , kuras elementi apmierina

∞∑
h=−∞

|γjk(h)| <∞, ∀ j, k = 1, . . . , p,

tad Γ(h) var izteikt

Γ(h) =

∫ 1/2

−1/2
e2πiωhf(ω)dω, h = 0,±1,±2, . . . ,

kas ir kâ inversâ transformâcija spektrâlajai matricai, f(ω) = {fjk(ω)}, , j, k = 1, . . . , p,

kur matrica sastâv no iepriekð definçtajâm jauktajâm spektrâlajâm komponentçm. Tad

matricu f(ω) var izteikt

f(ω) =
∞∑
−∞

Γ(h)e−2πiωh, −1/2 ≤ ω ≤ 1/2.

Spektra vidçjo vienâdîba (frekvencçs) [1, 438.-450.lpp.]

Bieþi vien analizçjot reâlus datus pietiek ar vidçjo vçrtîbu vienâdîbu pârbaudi, kur

ðoreiz varçtu izmantot laikrindu

yijt = µt + αit+ νijt,

kur i = 1, . . . , I apzîmç grupau skaitu, j = 1, . . . , Ni grupas i novçrojumu (laikrindu)

skaitu. Ðeit µt apzîmç visu novçrojumu kopçjo vidçjo vçrtîbu, αit - i-tâs grupas efektu

laika momentâ t, turklât pieòemam, ka
∑

i αit = 0. Pie pieòçmuma (hipotçzes H0 ), ka

visu grupu vidçjâs vçrtîbas laika momentâ t ir vienâdas, modeli var pierrakstît

yijt = µt + νijt.

Tagad apskatîsim p-dimensionâlas laikrindas, kur yijt = (yijt1, yijt2, . . . , yijtp)
T , kas pieder

i-tajai grupai ar j = 1, . . . , Ni novçrojumiem tajâ, turklât visiem grupas vidçjâ vçrtîba

ir µit un stacionâra autokovariâciju matrica Γi(h). Tad grupu vidçjo vçrtîbu vektora

diskrçto Furjç transformâciju apzîmçsim ar Yi.(ωk) un p×p spektrâlâs matricas ar f̂i(ωk),

i = 1, . . . , I . Un sastâdam klasiskâs dispersiju analîzes formulas

SPR(ωk) =
I∑
i=1

Ni∑
j=1

(Yi.(ωk)− Y ..(ωk))(Yi.(ωk)− Y ..(ωk))∗,
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kur ∗ apzîmç kompleksi saistîto un transponçto jeb Ermita saistîto matricu, bet . apzîmç

vidçjo vçrtîbu pa attiecîgo indeksu. Lîdzîgi

SPE(ωk) =
I∑
i=1

Ni∑
j=1

(Yij(ωk)− Y i.(ωk))(Yij(ωk)− Y i.(ωk))∗.

Hipotçzes pârbaudîðanai izmanto ðâdu statistiku

Λ(ω) =
|SPE(ωk)|

|SPE(ωk) + SPR(ωk)|
.

Khatri un Hannan ir devuði statistikas asimptotisko sadalîjumu

χ2
2(I−1)p = −2(

∑
i

Ni − I − p− 1)lnΛ(ωk),

proti, hî-kvadrâta sadalîjums ar 2(I − 1)p) brîvîbas pakâpçm, ja patiesa hipotçze par

grupu vidçjo vçrtîbu vienâdîbu. Gadîjumâ I = 2 ðî statistika reducçjas uz Hottelinga T 2

statistiku, kâ to parâdîjis Giri,

T 2 =
N1N2

(N1 +N2)
[Y1.(ωk)− Y2.(ωk)]∗f̂ν

−1
(ωk)[Y1.(ωk)− Y2.(ωk)],

kur

f̂ν(ωk) =
SPE(ωk)∑
iNi − I

ir tâ sauktâ kopçjâ (angliski pooled) kïûda ar I = 2. Tâtad esam ieguvuði

F2p, 2(N1+N2−p−1) =
(N1 +N2 − 2)p

(N1 +N2 −−p− 1)
T 2.

Gadîjumâ, ja tiek aplûkotas viendimensionâlas laikrindas, t.i., p = 1, iegûsim t-testa

statistiku.

Tâpat lieliu interesi izraisa spektrâlo matricu vienâdîbas pârbaude, jo tâ kâ pieòçmums

tiek izmantota vidçjo vçrtîbu vienâdîbas pârbaudç. Kâ arî ðâds pieòçmums tiek izdarîts

diskriminantu analîzç, kuras neliels piemçrs tiks apskatîts vçlâk. Tiek salîdzinâtas atse-

viðío grupu spektrâlâs matricas

f̂i(ωk) =
1

Ni − 1

Ni∑
j=1

(Yij(ωk)− Yi.(ωk))(Yij(ωk)− Yi.(ωk))∗.
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Divu viendimensionâlu laikrindu gadîjumâ testa statistika ir

F2LM1,2LM2 =
f̂1(ω)

f̂2(ω)
,

kur Mi = Ni − 1 un L = 2m+ 1.

Piemçrs

Grâmatâ [1] aprakstîts piemçrs par zemestrîcçm un sprâdzieniem. Ðis piemçrs tâlâk

analizçts divdimensionâlu laikrindu gadîjumâ. Ðajâ kursa darbâ ðos paðus datus anal-

izçsim kâ viendimensionâlas laikrindas. Sâkumâ aplûkosim pârbaudi par vidçjo vienâdîbu.

Atbilstoði sastâdam testa statistiku un veicam pârbaudi visâm frekvencçm. Ðeit jâatzîmç,

ka ðos testus çrti aplûkot grafiski, jo veicam pârbaudi katrâ frekvencç. Ja F -statistikas

vçrtîba pârsniedz kritisko vçrtîbu kaut vienâ frekvencç, hipotçzi par vidçjo vçrtîbu vienâdîbu

noraidam. Ðiem datiem (dati eqexp.dat pieejami grâmatas mâjaslapâ) aplûkojot tos

kâ viendimensionâlas laikrinadas iegûst grafiku, pçc kura redzams, ka vidçjo vçrtîbu

vienâdîbu nevar noraidît.

15. att.: Sprâdzienu un eksploziju grupu (i = 2, j = 16, p = 1) vidçjo vçrtîbu vienâdîbas
pârbaude .
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Piemçrs

Apskatîsim vçl vienu piemçru, kur salîdzinâsim divu daþâdu AR(2) procesu spektrâlâs

matricas, izmantojot jau aprakstîto formulu

F2LM1,2LM2 =
f̂1(ω)

f̂2(ω)
,

kur Mi = Ni − 1 un L = 2m + 1. Ðajâ gadîjumâ ìenerçti 6 AR(2) procesi ar parame-

triem φ1 = 0.9, φ2 = −0.3 un 6 AR(2) procesi ar parametriem φ1 = −0.9, φ2 = −0.3.

Izveidotas to spektrâlâs matricas un aprçíinâta testa statistikas vçrtîba katrâ frekvencç.

Tad, attçlojot grafiski, var redzçt, ka spektrâlo matricu vienâdîba tiek noraidîta, jo testa

statistikas vçrtîbas pârniedz kritisko vçrtîbu 10.96702.

16. att. Divu procesu grupu spektrâlo matricu vienâdîbas pârbaude .
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Diskriminantu analîze frkvenèu skalâ

Ðajâ sadaïâ tikai dosim pavisam nelielu ieskatu, kâ pielietot klasisko diskriminantu

analîzi spektriem. Apzîmçsim ar X(ωk) datu diskrçtâs Furjç transformâcijas un pieòem-

sim, ka to robeþsadalîjums ir normâlais sadalîjums ar vidçjâm vçrtîbâm Mj(ωk) un spek-

trâlajâm matricâm fj(ωk), kas pieder g grupâm (populâcijâm) Π1,Π2, . . .Πg. Tâtad gal-

venâ problçma ir saklasificçt datus g apakðgrupâs pçc kâdas piemçrotas pazîmes. Ðo

problçmu var formalizçt, pieòemot, ka X(ωk) bûs ar sadalîjumu pi(X), ja vien dati ir no

populâcijas Πi, i = 1, . . . , g. Tâtad jâsadala apgabalu g reìionos R1, . . . , Rg. Kïûdainas

klasifikâcijas varbûtîba ir

P (j|i) =

∫
Rj

pi(X)d(X).

Kopçjâ kïûdainas klasifikâcijas varbûtîba sevî ietver arî apriorâs varbûtîbas π1, . . . , πg, kas

raksturo jebkura notikuma varbûtîbu piederçt katrai no g grupâm. Piemçram, notikumu

no grupas i klasificç kïûdaini grupâ j ar varbûtîbu πiP (j|i). Tâtad kopçjâ kïûdaino

klasifikâciju varbûtîba ir

Pe =

g∑
i=1

πi
∑
i 6=j

P (j|i).

Ðo kïûdu minimizç nosacîjums
pi(X)

pj(X)
>
πj
πi

visiem i 6= j. Tâtad interesç nosacîtâ varbûtîba

P (Πi|X) =
πipi(X)∑

j πj(X)pj(X)
,

proti notikums tiek klasificçts pie grupas, kurai ðî varbûtîba ir vislielâkâ. Ja X ir ar

normâlo sadalîjumu pie kâ mûsu gadîjumâ ar vidçjo vçrtîbu Mj(ωk) un spektrâlajâm

matricâm fj(ωk), ja notikums no Πj, tad aplûko tâ sadalîjuma blîvuma funkcijas pj(X).

Pçc tam logaritmçjot var iegût atbilstoði funkcijas gj [1, 457. lpp.], proti,

gj(X) = lnπj −
∑

0<ωk<1/2

[
ln|fj(ωk)|+X∗(ωk)f

−1
j (ωk)X(ωk)

−2M∗
j (ωk)f

−1
j (ωk)X(ωk) +M∗

j (ωk)f
−1
j (ωk)Mj(ωk)

]
,

kur tiek summçts pa frekvencçm ωk, kurâs f(ωk) 6= 0. Ja tiek izdarîts pieòçmums par

vidçjo vçrtîbu vienâdîbu (veikta pârbaude), tad varbûtîbu notikumam piederçt kâdai
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grupai var vienkârðot [1, 457. lpp.]

lnpj(X) =
∑

0<ωk<1/2

[
−ln|fj(ωk)| −X∗(ωk)f−1j (ωk)X(ωk)

]
.

Ðajâ gadîjumâ notikumu X klasificç pie grupas i, ja

ln pi(X) > ln pj(X).

Tad divu grupu gadîjumâ var sastâdît atðíirîbas mçru [1, 458. lpp.]

I(f1; f2) =
∑

0<ωk<1/2

[
tr{f1(ωk)f−12 (ωk)} − ln

|f1(ωk)|
|f2(ωk)|

− p
]
,

kur ar tr{.} apzîmçta matricas pçda un p nosaka laikrindas dimensiju.

Piemçrs.

Grâmatâ [1] aprakstîts piemçrs par zemestrîcçm un sprâdzieniem. Ðis piemçrs tiek

tâlâk analizçts arî diskriminantu analîzç divdimensionâlu laikrindu gadîjumâ. Ðajâ kursa

darbâ atkal ðos paðus datus analizçsim kâ viendimensionâlas laikrindas. Apskatot kritçri-

ju I(f1; f2) lineârajâ diskriminantu analîzç pie pieòçmua, ka grupu vidçjâs vçrtîbas ir

vienâdas. Iegûtâs vçrtîbas apkopotas tabulâ. Pozitîva vçrtîba norâda par klasifikâciju pie

pirmâs grupas, t.i., zemestrîcçm, attiecîgi negatîva par piederîbu sprâdzienu grupai.

1. tabula Atðíirîbas mçra vçrtîba
Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8

Zemestrîces (eq) -0.51973 3.77204 -0.52363 -0.57132 -0.56735 8.95826 10.25207 -0.55733
Sprâdzieni (exp) -0.43851 -0.44826 -0.37423 -1.04176 -1.58136 -0.56848 -0.87415 -0.51279
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8. Secinâjumi

Ðajâ kursa darbâ tika apskatîti spektrâlâs analîzes pamatjçdzieni un vienkârðâkie li-

etojumi, un to teorçtiskie apraksti. Katrâ kursa darba sadaïâ mçìinâts ilustrçt attiecîgo

tçmu ar kâdu piemçru un sastâdîts atbilstoðs programmas R kods, kas ietverts kursa dar-

ba pielikumâ. Piemçru analîze galvenokârt veikt ilustratîvos nolûkos, tâdçï to rezultâtiem

nav tik bûtiskas nozîmes. Tâ kâ spektrâlâ analîze ir samçrâ plaða matemâtikas (kâ arî

fizikas un finanðu matemâtikas) disciplîna, tad bûtu nepiecieðams vairâk laika kâ arî lielâka

specializâcija kâdâ no spektrâlâs analîzes apakðtçmâm, lai to izklâstîtu pilnîgâk un aprak-

stîtu konkrçtâkus un plaðâkus spektrâlâs analîzes pielietojumus. Turklât, tâ kâ spektrâlâs

analîzes pamatâ ir Furjç analîze (un diskrçtâ Furjç transformâcija), teorçtisko formulçju-

mu izpratne prasa samçrâ daudz laika un labas priekðzinâðanas. Jâatzîmç, ka, pçtot

ðo tçmu, radusies pârliecîba, ka konkrçtas realizâcijas analîzei lieti noderçs ðâds ieskats

pamatjautâjumos, un tad, konkrçtâk specializçjoties kâdâ no tçmâm, varçs precîzâk un

âtrâk risinât konkrçto uzdevumu.
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A Izveidoto programmu kods

A1. Periodogrammas gludinâðanas programmas kods
###
###kodolu gludinata peridogramma kursa darba piemçriem
###iebûvçtâs f-jas
source("itall2.R")
##koeficienti ar + zîmi visiem : gan AR gan MA kâ kursa darbâ
par(mfrow=c(2,3))

theta<- c(-0.6,-0.5)
N<-100
AR1m<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta), ma=0.3 ))
##

spec.arma(ar=c(-.6,-.5), ma=0.3, Nosaukums=expression
("ARMA (2,1), "*phi1[1]*"=-0.6, "*phi1[2]*"=-0.5 ,"*theta[1]*"=0.3"))
spec.pgram(AR1m,taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",
main=expression("Raw perodogramm, N=100"))
spec.pgram(AR1m,kernel("daniell",10), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",
main=expression("Daniel, N=100, m=10"))
spec.pgram(AR1m,kernel("daniell",20), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no"
,main=expression("Daniel, N=100, m=20"))
spec.pgram(AR1m,kernel("modified.daniell",c(10)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=100, m=(10)"))

spec.pgram(AR1m,kernel("modified.daniell",c(10,10)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=100, m=(10,10)"))

theta<- c(-0.6,-0.5)
N<-1000
AR1m<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta), ma=0.3 ))
##

spec.arma(ar=c(-.6,-.5), ma=0.3, Nosaukums=expression("ARMA (2,1), "*phi1[1]*"=-0.6, "*phi1[2]*"=-0.5
,"*theta[1]*"=0.3"))

spec.pgram(AR1m,taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",main=expression("Raw perodogramm, N=1000"))

spec.pgram(AR1m,kernel("daniell",30), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",
main=expression("Daniel, N=1000, m=30"))
spec.pgram(AR1m,kernel("daniell",60), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",
main=expression("Daniel, N=1000, m=60"))
spec.pgram(AR1m,kernel("modified.daniell",c(30)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=1000, m=(30)"))

spec.pgram(AR1m,kernel("modified.daniell",c(30,30)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=1000, m=(30,30)"))

theta<- c(-0.6,-0.5)
N<-30
AR1m<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta), ma=0.3 ))
##

spec.arma(ar=c(-.6,-.5), ma=0.3, Nosaukums=expression("ARMA (2,1), "*phi1[1]*"=-0.6, "*phi1[2]*"=-0.5
,"*theta[1]*"=0.3"))

spec.pgram(AR1m,taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",
main=expression("Raw perodogramm, N=30"))
spec.pgram(AR1m,kernel("daniell",3), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no"
,main=expression("Daniel, N=30, m=3"))
spec.pgram(AR1m,kernel("daniell",6), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",
main=expression("Daniel, N=30, m=6"))
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spec.pgram(AR1m,kernel("modified.daniell",c(3,3)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=30, m=(3)"))

spec.pgram(AR1m,kernel("modified.daniell",c(6,6)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=30, m=(3,3)"))

spec.pgram(dati[2], taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",main="Sunspot") #îstâ automâtiskâ

A2. Kosinusa zvans
###cosine bell attçlam

xx<-seq(1,100,1)
svari<- (1/2)*(1-cos((2*pi*(xx-(1/2)))/100))

svari1<-(1/2)*(1-cos((pi*(xx[1:10]-(1/2)))/10))
svari2<-seq(1,1,length=80)
svari3<-(1/2)*(1-cos((pi*(100-xx[91:100]+(1/2)))/10))
svari11<-c(svari1,svari2,svari3)
par(mfrow=c(1,2))
plot(xx,svari,type="l", main= "Kosinusa zvans, N=100")
plot(xx,svari11,type="l", main= "Noðíeltais 10% kosinusa zvans, N=100")

A3. Sunspot datu analîzes un ticamîbas intervâlu pro-
grammas kods

### Sunspot datu periodogramma salîdzinâðanai ar matlab periodogrammmu

###iebûvçtâs f-jas
source("itall.R")
##
par(mfrow=c(2,4))
dati<-read.table(file="sunspot.txt",header=F)
sqrt(288)

spec.pgram(dati[2], taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",main="Sunspot") #îstâ automâtiskâ
spec.pgram(dati[2], taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="yes",main="Sunspot log skalâ") #îstâ automâtiskâ
spec.pgram(dati[2],kernel("daniell",17), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",
main=expression("Daniel, N=288, m=17"))
spec.pgram(dati[2],kernel("daniell",9), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no"
,main=expression("Daniel, N=288, m=9"))
spec.pgram(dati[2],kernel("modified.daniell",c(17)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=288, m=(17)"))

spec.pgram(dati[2],kernel("modified.daniell",c(17,17)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=288, m=(17,17)"))

spec.pgram(dati[2],kernel("modified.daniell",c(3,3)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=288, m=(3,3)"))

spec.pgram(dati[2],kernel("modified.daniell",c(2,3)), taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE,
log="no",main=expression("Mod. Daniel, N=288, m=(2,3)"))

####tic. intervali
par(mfrow=c(1,1))
gludinata.2<-spec.pgram(dati[2],kernel("modified.daniell",c(3,3)),log="no",
main="Ar mod. Daniela kodolu m=c(3,3)") #ar kodolu
df<-gludinata.2$df
##Hî kvadrâta kritiskâs vçrtîbas
U<-qchisq(0.025,df)
L<-qchisq(0.975,df)
u.bound<-df*gludinata.2$spec/U
l.bound<-df*gludinata.2$spec/L
lines(gludinata.2$freq,u.bound,lty="dotted", col="red")
lines(gludinata.2$freq,l.bound,lty="dotted", col="red")

##### tic. joslas
x<-spec.pgram(dati[2], taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",main="Sunspot")$freq
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y<-spec.pgram(dati[2], taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="no",main="Sunspot")$spec

library(KernSmooth)
h<-dpill(x,y) #svarîga h izvçle
lines(ksmooth(x, y, kernel = c("normal"), bandwidth =h),col="red", type="lty")
plot(locfit(y~x), band="global", col="green")

A4. ARMA procesu teorçtisko spektru programmas
kods

###iebûvçtâs f-jas
source("itall2.R")
##koeficienti ar + zîmi visiem : gan AR gan MA kâ kursa darbâ
par(mfrow=c(2,3))

spec.arma(ar=c(-.6,-0.5), ma=0.1,
Nosaukums=expression("ARMA (2,1), "*phi1[1]*"=-0.6, "*phi1[2]*"=-0.5 ,"*theta[1]*"=0.1 "))

A5. Brauna kustîbas pârbaudes programmas kods
library(locfit)
library(sde)
source("itall.R")

par(mfrow=c(2,2))

Brauna.kustiba<-BM(N=10000)[1:10000]
plot(Brauna.kustiba)
##îstâs (bez pârveidojumiem) :
spec.pgram(Brauna.kustiba, taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="yes")
# log skalâ îstâs:
spec.pgram(Brauna.kustiba,taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="yes")
x<-spec.pgram(Brauna.kustiba,taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="yes")$freq
y<-spec.pgram(Brauna.kustiba,taper=0, fast=FALSE, detrend=FALSE, log="yes")$spec
##x<-x[-1]; y<-y[-1]
plot(locfit(log(y)~log(x)), band="global", col="red",main="locfit")

plot(log(x),log(y),type="l", col="red")

lines(log(x),log(0.0000035/(x^2)), col="green" )

###################

A6. Vidçjo vçrtîbu pârbaudes programmas kods
###iebûvçtâs f-jas
source("itall.R")
##

nser=17;
# Series Dimension
np=2;
# Series Length
n=1024
# Number of frequencies out to the folding frequency
n2=n/2+1

x = matrix(scan("eqexp.dat"),nrow=1024 ,ncol=nser*np)

x;
x1<-x[,1:16]
x2<-x[,16:34]

spec.pgram(x[,25],log="no")
plot(1:1024,x[,28],type="l")
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N<-1024
xx<-spec.pgram(x[,1],kernel("modified.daniell",c(round(sqrt(N)),round(sqrt(N)))), log="no")$freq
yy<-spec.pgram(x[,1],kernel("modified.daniell",c(round(sqrt(N)),round(sqrt(N)))), log="no")$spec

plot(xx,yy,col="red",type="l")
#####
#####ACF

xxx<-spec.pgram(x[,1],kernel("modified.daniell",c(sqrt(N),sqrt(N))), log="no")$spec

acf(xxx,lag.max=3000)

#####
#####
par(mfrow=c(1,1))
##N_i=16 (N=100 vai 1000, vai 10 000)
Ni<-16
##DFT no x[,j] j=1,2,...,16 apzimee ar y1

y1<-matrix(x[,1:16],nrow = 1024, ncol=16, byrow=FALSE)
for (i in 1:16)
{
y1[,i]<-fft(x[,i])/(sqrt(N))
}

### vidçjo vçrtîbu vektoru DFT Y_i.
aa<-c((1:16)/(1:16))
sum(aa)
x.matr1<-matrix(x[,1:16],nrow = 1024, ncol=16, byrow=FALSE)
vid<-(aa%*%t(x.matr1))/16
Y_1.<-fft(vid)/sqrt(N)

## SPE## DFT matrica
## DFT matrica i=1
matr_1<-(y1)
matr_2<-cbind( c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),
c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),
c(Y_1.),c(Y_1.) )

matr_Y<-matr_1-matr_2
##spektr. matr. novçrtçjums: f_i ar jumtiòu
#frekvencees:
rezul_matr<-(matr_Y*Conj(matr_Y))
SPE.1<-c()
for (i in 1:N)
{
SPE.1[i]<-( sum(t(rezul_matr[i,])) ) #neists reizinaajums, bet ta vajag
}
SPE.1<-abs(SPE.1)
#plot(x,f_1_2[1:(N/2)])
#lines(x,f_1_2[1:(N/2)])

##########
######otram tas pats - iegûst otru spektrâlo matricu:

##DFT no x[,j] j=1,2,...,16 apzimee ar y2

y2<-matrix(x[,16:32],nrow = 1024, ncol=16, byrow=FALSE)
for (i in 1:16)
{
y2[,i]<-fft(x[,i+15])/(sqrt(N))
}

### vidçjo vçrtîbu vektoru DFT Y_i.
aa<-c((1:16)/(1:16))
sum(aa)
x.matr2<-matrix(x[,16:32],nrow = 1024, ncol=16, byrow=FALSE)
vid<-(aa%*%t(x.matr2))/16
Y_2.<-fft(vid)/sqrt(N)

## SPE## DFT matrica
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## DFT matrica i=1
matr_1<-(y2)
matr_2<-cbind( c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),
c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),
c(Y_2.),c(Y_2.) )

matr_Y<-matr_1-matr_2
##spektr. matr. novçrtçjums: f_i ar jumtiòu
#frekvencees:
rezul_matr<-(matr_Y*Conj(matr_Y))
SPE.2<-c()
for (i in 1:N)
{
SPE.2[i]<-( sum(t(rezul_matr[i,])) ) #neists reizinaajums, bet ta vajag
}
SPE.2<-abs(SPE.1)
#plot(x,f_1_2[1:(N/2)])
#lines(x,f_1_2[1:(N/2)])

SPE<-SPE.1+SPE.2

#####
SPE

######tests:

T_2<- ((Ni*Ni)/(Ni+Ni))*( (SPE/(Ni+Ni-2))^(-1) )* abs(Y_1.-Y_2.)^2
T_2<-abs(T_2)
p<-1
F.statistika<-( ((Ni+Ni-2)*p) / (Ni+Ni-p-1) )*(T_2)
##uzzîmç statistiku:
plot(xx,F.statistika[1:(N/2)], main="Spektru salîdzinâðana ", type="l")

alpha<-0.01
F_stat_kr_value<-qf(1-alpha/2,2*p,2*(Ni+Ni-p-1))
F_stat_kr_value;
abline(F_stat_kr_value,0,col="green")
plot(xx,F.statistika[1:(N/2)],
main=expression("Spektru salîdzinâðana, "*F[kritiskâ*" "*vçrtîba]*" =5.794991 "), type="l")

##vajadzçtu bût, ka ir ok. bet es òçmu kâ vienvarianta (vienvçrtîgas laikrindas)

A7. Spektrâlo matricu AR(2) procesiem salîdzinâðanas
programmas kods

#####
#####

##
AR1<-arima.sim(n = N, list(ar = theta, ma=0 ))
AR2<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta), ma=0 ))
AR3<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta), ma=0 ))
AR4<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta), ma=0 ))
AR5<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta), ma=0 ))
AR6<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta), ma=0 ))

##N_i=6 (N=100 vai 1000, vai 10 000)
Ni<-6
##DFT no AR_j j=1,2,...,6 apzimee ar Y_i
Y_11<-fft(AR1)/sqrt(N)
Y_12<-fft(AR2)/sqrt(N)
Y_13<-fft(AR3)/sqrt(N)
Y_14<-fft(AR4)/sqrt(N)
Y_15<-fft(AR5)/sqrt(N)
Y_16<-fft(AR6)/sqrt(N)

### vidçjo vçrtîbu vektoru DFT Y_i.
vid_AR<-(AR1+AR2+AR3+AR4+AR5+AR6)/6
Y_1.<-fft(vid_AR)/sqrt(N)
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## spekraalaas matricas f_i (ðoreiz skaitïi)
## DFT matrica i=1
matrica_1<-matrix(c(Y_11,Y_12,Y_13,Y_14,Y_15,Y_16),nrow=Ni,ncol=N,byrow=T)
matrica_2<-matrix(c(Y_1.,Y_1.,Y_1.,Y_1.,Y_1.,Y_1.),nrow=Ni,ncol=N,byrow=T)
matr_Y<-matrica_1-matrica_2
##spektr. matr. novçrtçjums: f_i ar jumtiòu
#frekvencees:
rezul_matr<-(matr_Y*Conj(matr_Y))
f_1<-c()
for (i in 1:N)
{
f_1[i]<-(1/(Ni-1))*( sum(t(rezul_matr[,i])) ) #neists reizinaajums, bet ta vajag
}
f_1_2<-abs(f_1)
plot(x,f_1_2[1:(N/2)])
lines(x,f_1_2[1:(N/2)])

##########
######otram tas pats - ìenerç otru, iegûst otru spektrâlo matricu:

theta2<-c( -0.9,-.3)
##
AR1<-arima.sim(n = N, list(ar = theta2, ma=0 ))
AR2<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta2), ma=0 ))
AR3<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta2), ma=0 ))
AR4<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta2), ma=0 ))
AR5<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta2), ma=0 ))
AR6<-arima.sim(n = N, list(ar = c(theta2), ma=0 ))

##N_i=6 (N=100 vai 1000, vai 10 000)
Ni<-6
##DFT no AR_j j=1,2,...,6 apzimee ar Y_i
Y_11<-fft(AR1)/sqrt(N)
Y_12<-fft(AR2)/sqrt(N)
Y_13<-fft(AR3)/sqrt(N)
Y_14<-fft(AR4)/sqrt(N)
Y_15<-fft(AR5)/sqrt(N)
Y_16<-fft(AR6)/sqrt(N)

### vidçjo vçrtîbu vektoru DFT Y_i.
vid_AR<-(AR1+AR2+AR3+AR4+AR5+AR6)/6
Y_1.<-fft(vid_AR)/sqrt(N)

## spekraalaas matricas f_i (ðoreiz skaitïi)
## DFT matrica i=1
matrica_1<-matrix(c(Y_11,Y_12,Y_13,Y_14,Y_15,Y_16),nrow=Ni,ncol=N,byrow=T)
matrica_2<-matrix(c(Y_1.,Y_1.,Y_1.,Y_1.,Y_1.,Y_1.),nrow=Ni,ncol=N,byrow=T)
matr_Y<-matrica_1-matrica_2
##spektr. matr. novçrtçjums: f_i ar jumtiòu
#frekvencees:
rezul_matr<-(matr_Y*Conj(matr_Y))
f_2<-c()
for (i in 1:N)
{
f_2[i]<-(1/(Ni-1))*( sum(t(rezul_matr[,i])) ) #neists reizinaajums, bet ta vajag
}
f_2_2<-abs(f_2)
plot(x,f_2_2[1:(N/2)])
lines(x,f_2_2[1:(N/2)])

#####
#####

######teorçtiskais:
###f_2<-spec.arma(ar=theta_teo, ma=0,n.freq=N)$spec
###F<-f_1_2/f_2

F<-f_1_2/f_2_2 ## (7.104)

42



plot(x,F[1:(N/2)], main="Spektru salîdzinâðana ", type="l")
##lines(x,F[1:(N/2)])
alpha<-0.01
F_stat_kr_value<-qf(1-alpha,Ni-1,Ni-1)
F_stat_kr_value;
abline(F_stat_kr_value,0,col="green")

A8. Diskriminanta analîzes programmas kods

###iebûvçtâs f-jas
source("itall.R")
##

nser=17;
# Series Dimension
np=2;
# Series Length
n=1024
# Number of frequencies out to the folding frequency
n2=n/2+1

x = matrix(scan("eqexp.dat"),nrow=1024 ,ncol=nser*np)

x;

#x1<-x[,1:16]
#x2<-x[,16:34]
x1<-cbind(x[,1], x[,3], x[,5], x[,7], x[,9], x[,11], x[,13], x[,15]) #p komponentes
x2<-cbind(x[,2], x[,4], x[,6], x[,8], x[,10], x[,12], x[,14], x[,16]) #s komponentes
ex1<-cbind(x[,17], x[,19], x[,21], x[,23], x[,25], x[,27], x[,29], x[,31]) #p komponentes
ex2<-cbind(x[,18], x[,20], x[,22], x[,24], x[,26], x[,28], x[,30], x[,32]) #p komponentes

NZ1<-cbind(x[,33])
NZ2<-cbind(x[,34])

spec.pgram(x[,25],log="no")
par(mfrow=c(1,2))
plot(1:1024,NZ1,type="l")
plot(1:1024,NZ2,type="l")
N<-1024
xx<-spec.pgram(ex1[,5],kernel("modified.daniell",c(round(sqrt(N)),round(sqrt(N)))), log="no")$freq
yy<-spec.pgram(ex2[,5],kernel("modified.daniell",c(round(sqrt(N)),round(sqrt(N)))), log="no")$spec

plot(xx,yy,col="red",type="l")
#####
#####ACF

xxx<-spec.pgram(x[,1],kernel("modified.daniell",c(sqrt(N),sqrt(N))), log="no")$spec

acf(xxx,lag.max=3000)

#####
#####

##N_i=8
Ni<-8
##DFT no x[,j] j=1,2,...,8 apzimee ar y1

y1<-matrix(x[,1:8],nrow = 1024, ncol=8, byrow=FALSE)
for (i in 1:8)
{
y1[,i]<-fft(x1[,i])/(sqrt(N))
}

### vidçjo vçrtîbu vektoru DFT Y_i.
aa<-c((1:8)/(1:8))
sum(aa)
x.matr1<-matrix(x1[,1:8],nrow = 1024, ncol=8, byrow=FALSE)
vid<-(aa%*%t(x.matr1))/8
Y_1.<-fft(vid)/sqrt(N)
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## SPE## DFT matrica
## DFT matrica i=1
matr_1<-(y1)
matr_2<-cbind( c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),c(Y_1.),
c(Y_1.),c(Y_1.) )

matr_Y<-matr_1-matr_2
##spektr. matr. novçrtçjums: f_i ar jumtiòu
#frekvencees:
rezul_matr<-(matr_Y*Conj(matr_Y))
SPE.1<-c()
for (i in 1:N)
{
SPE.1[i]<-( sum(t(rezul_matr[i,])) ) #neists reizinaajums, bet ta vajag
}
SPE.1<-abs(SPE.1)
#plot(x,f_1_2[1:(N/2)])
#lines(x,f_1_2[1:(N/2)])

##########
######otram tas pats - iegûst otru spektrâlo matricu:

##DFT no x[,j] j=1,2,...,8 apzimee ar y2

y2<-matrix(ex1[,1:8],nrow = 1024, ncol=8, byrow=FALSE)
for (i in 1:8)
{
y2[,i]<-fft(ex1[,i])/(sqrt(N))
}

### vidçjo vçrtîbu vektoru DFT Y_i.
aa<-c((1:8)/(1:8))
sum(aa)
x.matr2<-matrix(ex1[,1:8],nrow = 1024, ncol=8, byrow=FALSE)
vid<-(aa%*%t(x.matr2))/8
Y_2.<-fft(vid)/sqrt(N)

## SPE## DFT matrica
## DFT matrica i=1
matr_1<-(y2)
matr_2<-cbind( c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),c(Y_2.),
c(Y_2.),c(Y_2.) )

matr_Y<-matr_1-matr_2
##spektr. matr. novçrtçjums: f_i ar jumtiòu
#frekvencees:
rezul_matr<-(matr_Y*Conj(matr_Y))
SPE.2<-c()
for (i in 1:N)
{
SPE.2[i]<-( sum(t(rezul_matr[i,])) ) #neists reizinaajums, bet ta vajag
}
SPE.2<-abs(SPE.2)
#plot(x,f_1_2[1:(N/2)])
#lines(x,f_1_2[1:(N/2)])

SPE<-SPE.1+SPE.2

#####
SPE

######tests:

T_2<- ((Ni*Ni)/(Ni+Ni))*( (SPE/(Ni+Ni-2))^(-1) )* abs(Y_1.-Y_2.)^2
T_2<-abs(T_2)
p<-1
F.statistika<-( ((Ni+Ni-2)*p) / (Ni+Ni-p-1) )*(T_2)
##uzzîmç statistiku:
plot(xx,F.statistika[1:(N/2)], main="Spektru salîdzinâðana ", type="l")

alpha<-0.01
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F_stat_kr_value<-qf(1-alpha/2,2*p,2*(Ni+Ni-p-1))
F_stat_kr_value;
abline(F_stat_kr_value,0,col="green")

##vajadzçtu bût, ka ir ok. bet es òçmu kâ vienvarianta (vienvçrtîgas laikrindas)

#########
#########
#spektrâlâs metricas

f_1<-SPE.1/(Ni-1)
f_2<-SPE.2/(Ni-1)

# aprekinatas grupesanas ln varbutibu vertibas eq datiem pçc (7.122)
Rezultati_1<-matrix(seq(0,0,length=8),nrow = 8, ncol=2, byrow=FALSE)
for (i in 1:8){
ln.p_1<- -log(abs(f_1)) - ( ( (abs(fft(x1[,i])/sqrt(1024)))^2 )/ f_1 )
Ln.p_1<-sum(ln.p_1)
Ln.p_1;
ln.p_2<- -log(abs(f_2)) - ( ( (abs(fft(x1[,i])/sqrt(1024)))^2 )/ f_2 )
Ln.p_2<-sum(ln.p_2)
Ln.p_2;
Rezultati_1[i,]<-rbind(Ln.p_1,Ln.p_2)
}

Rezultati_1;

Grupesana_eq<-matrix(seq(0,0,length=8),nrow = 8, ncol=2, byrow=FALSE)
Grupesana_eq<-Rezultati_1[,1]>Rezultati_1[,2]
Grupesana_eq;

# aprekinatas grupesanas ln varbutibu vertibas exp datiem pçc (7.122)
Rezultati_2<-matrix(seq(0,0,length=8),nrow = 8, ncol=2, byrow=FALSE)
for (i in 1:8){
ln.p_1<- -log(abs(f_1)) - ( ( (abs(fft(ex1[,i])/sqrt(1024)))^2 )/ f_1 )
Ln.p_1<-sum(ln.p_1)
Ln.p_1;
ln.p_2<- -log(abs(f_2)) - ( ( (abs(fft(ex1[,i])/sqrt(1024)))^2 )/ f_2 )
Ln.p_2<-sum(ln.p_2)
Ln.p_2;
Rezultati_2[i,]<-rbind(Ln.p_1,Ln.p_2)
}

Rezultati_2;

Grupesana_exp<-matrix(seq(0,0,length=8),nrow = 8, ncol=2, byrow=FALSE)
Grupesana_exp<-Rezultati_2[,1]<Rezultati_2[,2]
Grupesana_exp;

# aprekinatas grupesanas I varbutibu vertibas exp datiem pçc (7.126)
I_eq<-(Rezultati_1[,1]-Rezultati_1[,2])/1024
I_eq
I_exp<-(Rezultati_2[,1]-Rezultati_2[,2])/1024
I_exp

## tapçc, ka òçmu atseviðíi p komponenti.
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