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Anotâcija

Darbâ ir apskatîtas Beijesa metodes galveno statistisko uzdevumu (punktveida novçrtçju-

mu, intervâlu novçrtçjumu, hipotçþu pârbaudes) risinâðanâ un salîdzinâtas ar klasiskajâm

metodçm. Aprakstîta iespçjamo aprioro sadalîjumu konstruçðana. Analizçta saistîto

un neinformatîvo aprioro sadalîjumu izmantoðana binomiâlâ un normâlâ sadalîjuma, un

lineârâs regresijas parametru novçrtçðanai. Veiktas simulâcijas ticamîbas intervâlu pâr-

klâjuma precizitâtes analîzei.

Atslçgas vârdi: Beijesa teorçma, apriorais sadalîjums, aposteriorais sadalîjums



Abstract

In this work Bayesian methods for statistical inference (as point estimation, interval esti-

mation, hypothesis testing) have been considered and compared with frequentist methods.

Possible prior choice has been described. Applications of cojugate and noninformative

priors for the estimation of binomial and normal distrubution parameters, and for linear

regression parameters have been analized. Simulations have been made for analysis of

coverage precision of credible intervals.

Keywords: Bayes theorem, prior, posterior
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Apzîmçjumi

Bi(n, p) binomiâlais varbûtîbu sadalîjums,

U(a, b) vienmçrîgais varbûtîbu sadalîjums,

Beta(a, b) beta varbûtîbu sadalîjums,

Puas(µ) Puasona varbûtîbu sadalîjums,

N(µ, σ2) normâlais varbûtîbu sadalîjums,

Γ(x) gamma funkcija

i.i.d. neatkarîgi, vienâdi sadalîti,

Neg(m, θ) negatîvais binomiâlais varbûtîbu sadalîjums,

G(α, β) gamma varbûtîbu sadalîjums.

3



Ievads

Beijesa statistika savu nosaukumu ieguvusi no 18.gadsimta angïu garîdznieka Thomas

Bayes (1702-1761). Bayes aplûkotâ problçma (mûsdienu terminoloìijâ) bija binomiâlâ

sadalîjuma Bi(n, θ) parametra θ novçrtçðana un viòð izstrâdâja problçmas atrisinâjumu

pie pieòçmuma, ka θ ir ar U(0, 1) aprioro blîvumu. Taèu Bayes publikâcijai bija maza

ietekme un lielu daïa no tâ, kas tagad tiek saukts par Beijesa statistiku, izstrâdâja franèu

matemâtiíis Laplace (1749-1827) neatkarîgi no Bayes. Laplace plaði izmantoja vienmçrîgo

aprioro sadalîjumu.

Beijesa principa izmantoðana kïuva izplatîta 19.gadsimtâ, bet 19.gadsimta beigâs to

sâka kritizçt, piemçram, Venn (1886) vai Bertrand (1889).

Ðajâ laikâ, kad tika attîstîtas modernâkas statistikas teorijas (sâkot ar Francis Galton

(1822-1911) un Karl Pearson (1857-1936) darbu), Beijesa idejas nonâca grûtâ stâvoklî.

Lielâkais moderno statistikas metoþu veicinâtâjs R. A. Fisher (1890-1962) visâ savas

zinâtniskâs darbîbas laikâ bija pret Beijesa idejâm.

Atgrieðanâs pie Beijesa statistikas sâkâs ar Jeffreys grâmatas \Theory of probability"

(1939) izdoðanu. Jeffreys uzskatîja, ka apriorajam sadalîjumam ir jâbût pçc iespçjas ne-

informatîvam. Lai to iegûtu, viòð piedâvâja vispârîgu formulu, kas tagad ir pazîstama kâ

Jeffreys apriorais sadalîjums. Tomçr viòa argumenti nepârliecinâja skeptiíus.

Kamçr Jeffreys izstrâdâja savu teoriju, Neyman (1894-1981) un Egon Pearson (1895-

1980) (Karla dçls) publicçja savu hipotçþu pârbaudes teoriju (1933), kura arî izvairîjâs

no jebkâdas atsaukðanâs uz Beijesa idejâm.

Alternatîvas Beijesa statistikai kïuva par standartu 1930-tajos gados ar maksimâlâs

ticamîbas novçrtçtâju formulçðanu un matemâtiskâs statistikas formalizçtâs teorijas at-

tîstîðanu, kur apriorie sadalîjumi parâdîjâs tikai kâ formâli optimâlu novçrtçtâju konstru-

çðanas veids, kâ aprakstîjisWald (1950) vai Ibragimov un Has`minskii (1981). Turpmâkie

Gini vai de Finetti mçìinâjumi formalizçt Beijesa pieeju statistikâ no 1930-tajiem lîdz

1970-tajiem gadiem nenesa vairâk popularitâtes pretçji tajâ laikâ dominçjoðajai Neyman-

Pearson paradigmai, kaut arî Beijesa kopiena auga un radîja zinâtniskus darbus, tâdus

kâ Savage (1954) un Lindley (1965, 1971).

Tikai nesen Beijesa statistika guva jaunu stimulu, pateicoties jaunu skaitïoðanas rîku

izstrâdâðanai - kas vienmçr ir bijis centrâlais Beijesa paradigmâ - un strauji augoðâ interese

par ðo pieeju statistiskajâ modelçðanâ. Beijesa statistikas dzîvotspçju var redzçt Beijesa
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publikâciju procentuâlajâ attiecîbâ statistikas þurnâlos. Izskatâs, ka ðajâ gadsimtâ Beijesa

statistikai tiks veltîts daudz vairâk uzmanîbas nekâ 20.gadsimtâ.

Ðajâ darbâ ir apskatîtas Beijesa metodes, sâkot ar nosacîtajâm varbûtîbâm un pâr-

ejot uz varbûtîbu sadalîjumiem. Ja ir doti dati, tad Beijesa teorçma ïauj izlabot aprioros

uzskatus par parametriem. Tâpçc, pirmkârt, ir jâbût apriorajam sadalîjumam, kurð iespç-

jamajâm parametru vçrtîbâm pieðíir relatîvus svarus. Ir vairâkas, atðíirîgas iespçjas, kâ

iegût aprioro sadalîjumu. Visçrtâk ir izmantot saistîtos sadalîjumus, jo tad aposteriorais

sadalîjums bûs tâs paðas sadalîjumu saimes pârstâvis, un tâ parametrus bûs viegli aprçíi-

nât. Bet, ja saistîtâ apriorâ sadalîjuma forma nereprezentç aprioros uzskatus pietiekami

labi, tad var formulçt diskrçtu aprioro sadalîjumu un izmantot interpolçðanu, lai iegûtu

nepârtrauktu sadalîjumu.

Beijesa pieeja ïoti daudzos gadîjumos ir labâka par klasisko pieeju, pat ja tâs abas tiek

vçrtçtas pçc klasiskâs statistikas kritçrijiem. Klasiskâs statistikas \objektivitâte" tiek pa-

nâkta, pilnîgi ignorçjot jebkâdu aprioro informâciju par novçrtçjamo procesu. Taèu zinât-

nç parasti ir kaut kâda apriorâ informâcija par pçtâmo procesu. Ðî informâcijas atmeðana

ir informâcijas (kura bieþi pârvçrðas naudâ) izðíçrdçðana. Beijesa statistika izmanto abus

informâcijas avotus: aprioro informâciju un informâfiju no iegûtajiem datiem.

Beijesa statistika sniedz tieðu parametru varbûtîbu formulçjumu, kas zinâtniekiem ir

daudz noderîgâk nekâ klasiskâs statistikas sniegtie ticamîbas formulçjumi. Piemçram,

klasiskie ticamîbas intervâli bieþi tiek nepareizi izskaidroti kâ varbûtîbu intervâli. Statis-

tiíi zina, ka ðâds skaidrojums ir kïûdains, bet zinâtniekiem arî nav seviðíi noderîgi, ja

ticamîba tiek saistîta ar visu iespçjamo (bet nerealizçjuðos) datu kopu varbûtîbu.

Beijesa statistika izmanto vienu rîku - Beijesa teorçmu, kura tiek izmantota visâs

situâcijâs. Tas ir pretstats klasiskajai statistikai, kurai nepiecieðami daudz daþâdi rîki.

Beijesa teorçma dod veidu, kâ atrast nâkamo novçrojumu prognozçjamo sadalîjumu.

Taèu ar klasiskajâm metodçm ne vienmçr tas ir tik viegli izdarâms.

Ðîs Beijesa statistikas priekðrocîbas statistiíiem bija zinâmas jau labu laiku, bet bija

grûtîbas tâs pielietot praktiski. Ja ir viegli uzrakstît aposteriorâ sadalîjuma formulu

g(θ|dati) =
g(θ)× f(dati|θ)∫
g(θ)× f(dati|θ)dθ

,

tad slçgtâ forma eksistç tikai daþos vienkârðos gadîjumos (piemçram, normâlai izlasei

ar normâlu aprioro sadalîjumu). Pârçjos gadîjumos ir nepiecieðams integrçt skaitliski.

Tikai nesen ir izstrâdâti datoru algoritmi (piem., Gibbs sampler un Metropolis-hasting
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algoritms), lai no aposteriorajiem sadalîjumiem ìenerçtu gadîjuma izlases bez pilnîgas

paðu sadalîjumu aprçíinâðanas. Òemot pietiekami lielas izlases no aposteriorâ sadalîjuma,

mçs to varam aproksimçt lîdz vçlamajai precizitâtei. Patlaban to var praktiski lietot

problçmâm ar daudziem parametriem. Bet ðîs metodes jau ir pietiekami sareþìîtas un

ðajâs darbâ netiks apskatîtas.

Darbs sastâv no 8 nodaïâm. Pirmajâ nodaïâ ir formulçta Beijesa teorçma nosacîtajâm

varbûtîbâm. Otrajâ nodaïâ ir aprakstîti daþâdi apriorie sadalîjumi. Treðajâ nodaïâ apska-

tîta Beijesa teorçmas izmatoðana diskrçtiem gadîjuma lielumiem ar diskrçtiem apriora-

jiem sadalîjumiem. Ceturtajâ nodaïâ aprakstîta vienmçrîgâ un Beta apriorâ sadalîjuma

izmantoðana binomiâlâs proporcijas novçrtçðanai. Piektajâ nodaïâ ir salîdzinâtas Bei-

jesa un klasiskâs metode binomiâlâs proporcijas novçrtçðanai. Sestajâ nodaïâ aprakstîta

Beijesa pieeja normâlâ sadalîjuma vidçjâs vçrtîbas novçrtçðanâ. Septîtajâ nodaïâ ir salî-

dzinâtas Beijesa un klasiskâ metodes normâlâ sadalîjuma vidçjâs vçrtîbas novçrtçðanai.

Astotajâ nodaïâ tiek analizçta Beta apriorâ sadalîjuma izmantoðana binomiâlâs propor-

cijas novçrtçðanai, daþâdu aprioro sadalîjumu izmantoðana normâlâ sadalîjuma vidçjâs

vçrtîbas novçrtçðanai, aprioro sadalîjumu izmantoðana regresijas koeficientu novçrtçðanai

un ar simulâciju palîdzîbu analizçta Beijesa ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâte.

Pçdçjâ nodaïâ ir apkopoti secinâjumi par apskatîtajâm Beijesa metodçm. Pielikumâ ir

iekïauts Beijesa metoþu teorçtiskais apraksts vienkârðâs lineârâs regresijas parametru no-

vçrtçðanai, kâ arî robusto Beijesa metoþu apraksts gadîjumiem, ja tiek pieïauta varbûtîba,

ka ir izvçlçts nepareizs apriorais sadalîjums. Praktiskie uzdevumi tika veikti programmâ

R un izveidotie kodi ir iekïauti pielikumâ.

Ðî darba teorijas izklâsts tiks òemts pamatâ no [1]. Praktiskâ daïa tiks veikta ar

programmas R palîdzîbu. Idejas par daþâdu specifisku paketçs LearnBayes un Bolstad

iebûvçtu funkciju izmantoðanu, kuras ir izstrâdâtas tieði Beijesa metoþu pielietoðanai, ir

òemtas no [2], [3] un [4].
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1. Beijesa teorçma

Beijesa teorçma tiek formulçta sekojoði:

P (Bi|A) =
P (Bi)× P (A|Bi)∑n
j=1 P (Bj)× P (A|Bj)

,

kur B1, . . . , Bn ir tâdi notikumi, ka:

• B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn = Ω ir visa notikumu telpa;

• Bi ∩Bj = ∅, ja i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n un i 6= j.

Marginâlâs varbûtîbas P (Bi), i = 1, . . . , n ir zinâmas pirms eksperimenta sâkuma un

tiek sauktas par apriorajâm varbûtîbâm.

Nenovçroto notikumu B1, . . . , Bn ticamîba ir nosacîtâ varbûtîba P (A|Bi) i = 1, . . . , n.

P (Bi|A), i = 1, . . . , n ir notikuma Bi aposteriorâ varbûtîba. Tâpçc Beijesa teorçmu var

pârrakstît kâ

aposteriorâ varbûtîba =
apriorâ varbûtîba× ticamîba∑
apriorâ varbûtîba× ticamîba

. (1.1)

Ja katru ticamîbu reizinâtu ar konstanti, tad arî saucçjs tiktu reizinâts ar to paðu

konstanti, kura dalîðanâ tiktu saîsinâta un tiktu iegûtas tâs paðas aposteriorâs varbûtîbas.

Tâdçï ir nepiecieðams zinât ticamîbu tikai lîdz proporcionalitâtes konstantei. Ar ticamîbu

katrai iespçjamai vçrtîbai pieðíirtais relatîvais svars ir viss, ko nepiecieðams zinât. Lîdzîgi,

katru aprioro varbûtîbu varçtu reizinât ar konstanti. Saucçjs atkal tiktu reizinâts ar to

paðu konstanti, kura dalîðanâ tiktu saîsinâta, un tiktu iegûtas tâs paðas aposteriorâs

varbûtîbas. Beijesa teorçma bieþi tiek rakstîta tâs proporcionâlajâ formâ

aposteriorâ varbûtîba ∝ apriorâ varbûtîba× ticamîba.

Katram notikumam Bi, i = 1, . . . , n tiek piekârtots relatîvais svars pçc tam, kad A ir

noticis. Dalîðana ar relatîvo svaru summu normç relatîvos svarus tâ, lai to summa bûtu

vienâda ar 1. Ðî dalîðana relatîvos svarus padara par varbûtîbu sadalîjumu. [5]
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2. Apriorie sadalîjumi

2.1. Apriorâ sadalîjuma noteikðanas grûtîbas

Apriorâ sadalîjuma noteikðana ir svarîgâkais solis Beijesa analîzç. Zinâmâ mçrâ tas ir

arî visgrûtâkais, jo praksç pieejamâ apriorâ informâcija tikai retos gadîjumos ir pietiekami

precîza, lai aprioro sadalîjumu varçtu noteikt precîzi. Vairâki varbûtîbu sadalîjumi var

bût savienojami ar aprioro informâciju.

Visbieþâk aprioro sadalîjumu ir nepiecieðams izvçlçties (daïçji) patvaïîgi. Sistemâtiska

parametrisko (piemçram, normâlâ, gamma, beta u.c.) sadalîjumu izmantoðana un tâlâka

reducçðana uz saistîtajiem sadalîjumiem nav pamatota visos gadîjumos, jo parametriskie

sadalîjumi var ignorçt daïu apriorâs informâcijas. Daþâs situâcijâs aprioro sadalîjumu

jâizvçlas daïçji automatizçti, piemçram, ja nav nekâdas apriorâs informâcijas.

Nav viena vienîga vieda, kâ izvçlçties aprioro sadalîjumu. Nepamatoti apriorie sada-

lîjumi noved pie nepamatotiem aposterioriem rezultâtiem. Ne-informatîvie apriorie sada-

lîjumi tiek iegûti tieði no izlaðu sadalîjumiem, kaut gan daþi Beijesa statistiíi nepiekrît

ðâdâm automatizçtâm metodçm. Pavisam nesen robustuma un jutîbas analîzes teorçtiska

izstrâdâðana ir nodroðinâjusi vçl labâku pamatu Beijesa analîzei, kad tâ sastopas ar nepil-

nîgu aprioro informâciju. Hierarhiskâ modelçðana ir ïâvusi samazinât apriorâ sadalîjuma

ietekmi uz rezultâtiem.

2.2. Neîsts apriorais sadalîjums

Daudzos gadîjumos apriorais sadalîjums tik noteikts uz subjektîva vai teorçtiska pa-

mata, kas varbûtîbu mçra vietâ paredz σ−galîgu mçru parametru telpâ Θ, t.i., mçru g

tâdu, ka ∫
Θ

g(θ)dθ = +∞.

Ðâdos gadîjumos saka, ka apriorais sadalîjums ir neîsts (improper) (vai vispârinâts).

Ðî pieeja parasti ir vienîgais veids kâ iegût aprioro sadalîjumu gadîjumos, kad vienîgâ

pieejamâ informâcija ir zinâðanas par izlases sadalîjumu f(x|θ). No vispârinâtajiem sa-

dalîjumiem iegûtie novçrtçjumi, parasti ir pietiekami labi, lai pamatotu ðos sadalîjumus.

Vâju îsto (proper) aprioro sadalîjumu (piemçram, N(0, 1002)) vietâ vajadzçtu izvçlçties

neîstos aprioros sadalîjumus, jo vâjiem îstajiem apriorajiem sadalîjumiem trûkst robus-

tuma.
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2.3. Saistîtie apriorie sadalîjumi

Ja ir maz informâcijas par modeli, vai tâ nav droða, tad nav iespçjams aprioro sadalî-

jumu noteikt tikai subjektîvi. Ja aposteriorais sadalîjums g(θ|x) un apriorais sadalîjums

g(θ) ir no vienas varbûtîbu sadalîjumu saimes, tad tie tiek saukti par saistîtajiem sadalî-

jumiem un apriorais sadalîjums tiek saukts par saistîto sadalîjumu ticamîbai.

Ja varbûtîbu sadalîjumu saime ir parametriska, tad pârslçgðanâs no apriorâ sadalîju-

ma uz aposterioro sadalîjumu notiek, precizçjot atbilstoðos sadalîjumu parametrus. Ðîs

îpaðîbas dçï saistîtie apriorie sadalîjumi ir ïoti populâri. Aposteriorais sadalîjums ðajâ

gadîjumâ vienmçr ir aprçíinâms.

Saistîtie apriorie sadalîjumi reizçm tiek saukti par objektîvajiem apriorajiem sadalîju-

miem.

Eksponenciâlâs varbûtîbu sadalîjumu saimes.

Definîcija 1. µ ir σ−galîgs mçrs uz X un Θ ir parametru telpa. C un h ir funkcijas

attiecîgi no X un Θ uz R+, un S un T ir funkcijas no Θ un X uz Rk. Sadalîjumu saime

ar blîvumiem

f(x|θ) = C(θ)h(x)e{S(θ)·T (x)}

tiek saukta par eksponenciâlo saimi ar dimensiju k. Speciâlâ gadîjumâ, ja Θ ⊂ Rk,

X ⊂ Rk un

f(x|θ) = C(θ)h(x)e{θ·x},

saime tiek saukta par dabisku.

Teorçma 1. f(x|θ) saistîtâ saime tiek uzdota ar

g(θ|µ, λ) = K(µ, λ)eθ·µ−λψ(θ),

kur K(µ, λ) ir blîvumu normçjoðâ konstante. Atbilstoðais aposteriorais sadalîjums g(θ|µ+

x, λ+ 1).

1.tabulâ parâdîti eksponenciâlo saimju izplatîtâko sadalîjumu saistîtie sadalîjumi.

Apriorâ sadalîjuma modelçðana ir svarîga maziem izlaðu apjomiem, bet pieaugot izlaðu

apjomiem, apriorâ sadalîjuma nozîme mazinâs. Ja izlases apjoms tiecas uz bezgalîbu, tad

lielâkâ daïa aprioro sadalîjumu dos lîdzîgus rezultâtus, kuri bûs lîdzîgi rezultâtiem, kuri

balstîti tikai uz ticamîbas funkciju.
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1. tabula Dabiskie saistîtie apriorie sadalîjumi daþâm eksponenciâlajâm saimçm
f(x|θ) g(θ) g(θ|x)

Normâlais Normâlais
N(θ, σ2) N(µ, τ 2) N(%(σ2µ+ τ 2x), %σ2τ 2)

%−1 = σ2 + τ 2

Puasona Gamma
Puas(θ) G(α, β) G(α + x, β + 1)

Gamma Gamma
G(ν, θ) G(α, β) G(α + ν, β + x)

Binomiâlais Beta
Bi(n, θ) Beta(α, β) Beta(α + x, β + n− x)

Negatîvais binomiâlais Beta
Neg(m, θ) Beta(α, β) Beta(α +m,β + x)

Normâlais Gamma
N(µ, 1/θ) G(α, β) G(α + 0.5, β + (µ− x)2/2)

2.4. Neinformatîvie apriorie sadalîjumi

Ja apriorâ informâcija nav pieejama, tad nav iespçjams subjektîvi izvçlçties aprioro

sadalîjumu un nevar noteikt saistîto aprioro sadalîjumu parametrus. Apriorais sadalîjums

jâiegûst no izlases sadalîjuma, jo tâ ir vienîgâ pieejamâ informâcija. Tâpçc ðâdâ veidâ

iegûtie apriorie sadalîjumi tiek saukti par neinformatîviem.

Laplasa apriorais sadalîjums. Laplass bija pirmais, kurð izmantoja neinformatîvo

metodi. Viòð izmantoja vienmçrîgo aprioro sadalîjumu.

Jeffreys apriorais sadalîjums. Jeffreys neinformatîvie apriorie sadalîjumi ir bal-

stîti uz Fiðera informâciju, kura viendimensionâlâ gadîjumâ ir uzdota ar

I(θ) = Eθ

[(
∂logf(X|θ)

∂θ

)2
]
.

Ðo informâciju var pârrakstît arî kâ

I(θ) = −Eθ
[
∂2logf(X|θ)

∂θ2

]
. (2.1)

Jeffreys apriorais sadalîjums ir

g∗(θ) ∝
√
I(θ),

kurð ir definçts lîdz normalizâcijas koeficientam, ja g∗ ir îsts sadalîjums. Bet parasti

Jeffreys apriorie sadalîjumi ir neîsti.
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Ja θ ir daudzdimensionâls parametrs, tad Fiðera informâcijas matrica ir definçta kâ

(2.1) vispârinâjums. Ja θ ∈ Rk, tad I(θ) ir ar elementiem

Iij(θ) = −Eθ
[

∂2

∂θi∂θj
logf(x|θ)

]
(i, j = 1, . . . , k),

un Jeffreys neinformatîvais apriorais sadalîjums ir definçts ar

g∗(θ) ∝
√
det(I(θ)).

Jeffreys metode nodroðina vienu no labâkajiem automatizçtajiem neinformatîvo apri-

oro sadalîjumu iegûðanas viediem.

References apriorie sadalîjumi. Ðeit pamatideja ir atrast tâdu aprioro sadalîju-

mu, kurð maksimizç aposterioro informâciju. Ja x1:n apzîmç izlasi (x1, . . . , xn) un Kn(g)

ir Kullback-Leibler diverìence starp aprioro sadalîjumu g un atbilstoðo aposterioro sada-

lîjumu

Kn(g) =

∫
g(θ|x1:n)log(g(θ|x1:n)/g(θ))dθ,

tad tiek izmantots E[Kn(g)], kur matemâtiskâ cerîba ir òemta no x1:n marginâlâ sada-

lîjuma kâ trûkstoðâs informâcijas mçrs. References apriorais sadalîjums tiek definçts,

maksimizçjot

K∗(g) = lim
n→∞

E[Kn(g)].

[6]
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3. Beijesa problemâtika diskrçtiem gadîjuma lielu-

miem

Uzskatîsim, ka parametrs ir gadîjuma lielums X ar iespçjamâm vçrtîbâm x1, . . . , xI .

Gadîjuma lielums Y , kurð ir atkarîgs no parametra, pieòem vçrtîbas y1, . . . , yJ . Lietojot

Beijesa teorçmu, izdarîsim secinâjumus par parametru (gadîjuma lielumu) X, pie dotas

novçrotâs Y = yj vçrtîbas.

Beijesa notikumu telpa sastâv no visiem iespçjamiem sakârtotiem pâriem (xi, yj), i =

1, . . . , I, j = 1, . . . , J . Notikumi (X = x1), . . . , (X = xI) sadala notikumu telpu neðíeïoðâs

daïâs, bet nav zinâms, kurð no tiem ir noticis. Tiek novçrots notikums (Y = yj).

Beijesa notikumu telpu var uzskatît par divdimensionâlu, kur horizontâlâ dimensija ir

novçrota un vertikâlâ dimensija nav novçrota. Beijesa notikumu telpa diskrçtiem gadîjuma

lielumiem ir parâdîta 2.tabulâ. Varbûtîbas ir definçtas visos Beijesa notikumu telpas

punktos.

2. tabula Beijesa notikumu telpa
(x1, y1) (x1, y2) . . . (x1, yj) . . . (x1, yJ)

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
(xi, y1) (xi, y2) . . . (xi, yj) . . . (xi, yJ)

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
(xI , y1) (xI , y2) . . . (xI , yj) . . . (xI , yJ)

Ar f() apzîmçsim varbûtîbu sadalîjumu (nosacîto vai nenosacîto), kurð satur novçroto

gadîjuma lielumu Y , un ar g() apzîmçsim varbûtîbu sadalîjumu (nosacîto vai nenosacîto),

kurð satur tikai (nenovçroto) parametru (gadîjuma lielumu) X. Katra notikumu kopçjâ

varbûtîba Beijesa notikumu telpâ tiek atrasta, lietojot reizinâðanas likumu

f(xi, yj) = g(xi)× f(yj|xi). (3.1)

Y marginâlais sadalîjums tiek atrasts summçjot varbûtîbas pa kolonnâm. Notikumu ko-

pçjâs un marginâlâs varbûtîbas ir parâdîtas 3.tabulâ.

Ja tiek novçrots Y = yj, tad reducçtâ Beijesa notikumu telpa ir sakârtotu pâru kopa

j-tajâ kolonnâ. Tas parâdîts 4.tabulâ. X aposterioro varbûtîbu funkcija, ja dots Y = yj,
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3. tabula Notikumu X un Y kopçjâs un marginâlâs varbûtîbas
apriorâ y1 . . . yj . . . yJ

x1 g(x1) f(x1, y1) . . . f(x1, yj) . . . f(x1, yJ)

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .
xi g(xi) f(xi, y1) . . . f(xi, yj) . . . f(xi, yJ)

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .
xI g(xI) f(xI , y1) . . . f(xI , yj) . . . f(xI , yJ)

f(y1) . . . f(yj) . . . f(yJ)

tiek uzdota ar

g(xi|yj) =
g(xi)× f(yj|xi)∑n
i=1 g(xi)× f(yj|xi)

. (3.2)

Parametra X apriorais sadalîjums tiek uzdots ar aprioro varbûtîbu funkciju g(xi), i =

1, . . . , n. Mçs ticam, ka tâda ir katra xi varbûtîba pirms esam redzçjuði datus.

Ja ir novçrots Y = yj, tad X ticamîba tiek uzdota ar ticamîbas funkciju f(yj|xi),

i = 1, . . . , n. Tâ ir Y nosacîtâs varbûtîbas funkcija, ja dots X = xi, kurð ir novçrtçts pie

vçrtîbas yj, kura ir realizçjusies, un kur X ir ïauts mainîties pa visâm tâ iespçjamajâm

vçrtîbâm x1, . . . , xn. Ir nepiecieðams zinât nosacîtâ novçrojumu sadalîjuma formu, jo tâ

râda, kâ novçrojuma Y sadalîjums ir atkarîgs no X vçrtîbas. Bet to ir nepiecieðams

novçrtçt tikai pie tâs vçrtîbas yj, kura faktiski ir realizçjusies.

Parametra X aposterioro varbûtîbu sadalîjums tiek uzdots ar aposterioro varbûtîbu

funkciju g(xi|yj), kura tiek novçrtçta pie xi, i = 1, . . . , n, ja dots Y = yj.

4. tabula Reducçtâ Beijesa notikumu telpa, ja dots Y = yj
. . . . (x1, yj) . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . (xi, yj) . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . (xI , yj) . . . .

Piemçrs 1. Kastç atrodas 5 bumbiòas, no kurâm daþas var bût sarkanas, bet pârçjâs ir
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zaïas. Nav zinâms sarkano bumbiòu skaits. Ar gadîjuma lielumu X apzîmçsim sarka-

no bumbiòu skaitu kastç. Iespçjamâs X vçrtîbas ir xi, i = 0, . . . , 5. Tâ kâ mums nav

ne jausmas par sarkano bumbiòu skaitu, tad pieòemsim, ka visas X vçrtîbas ir vienâdi

iespçjamas. Tad X apriorais sadalîjums ir g(0) = g(1) = g(2) = g(3) = g(4) = g(5) = 1
6
.

Uz labu laimi no kastes izvelk bumbiòu. Gadîjuma lielums Y = 1, ja izvilktâ bumbiòa

ir sarkana, 0 - ja zaïa. Y |X nosacîtais novçrojumu sadalîjums ir P (Y = 1|X = xi) =

i
5
un P (Y = 0|X = xi) = 5−i

5
. Notikumu kopçjâs varbûtîbas tiek atrastas, reizinot

apriorâs varbûtîbas ar nosacîtajâm novçrojumu varbûtîbâm. Y marginâlâs varbûtîbas tiek

aprçíinâtas, summçjot pa kolonnâm notikumu kopçjâs varbûtîbas. Tâs parâdîtas 5.tabulâ.

5. tabula Notikumu kopçjo un marginâlo varbûtîbu sadalîjumi
xi apriorâ varbûtîba yj = 0 yj = 1

0 1/6 1
6
× 5

5
= 5

30
1
6
× 0

5
= 0

1 1/6 1
6
× 4

5
= 4

30
1
6
× 1

5
= 1

30

2 1/6 1
6
× 3

5
= 3

30
1
6
× 2

5
= 2

30

3 1/6 1
6
× 2

5
= 2

30
1
6
× 3

5
= 3

30

4 1/6 1
6
× 1

5
= 1

30
1
6
× 4

5
= 4

30

5 1/6 1
6
× 0

5
= 0

30
1
6
× 5

5
= 5

30

f(yj)
15
30

15
30

= 1
2

Pieòemot, ka no kastes izvilktâ bumbiòa ir sarkana, reducçtâ notikumu telpa ir kolonnâ

(yj = 1). Nosacîtâs novçrojumu varbûtîbas ðajâ kolonnâ ir izceltas. Tâs veido ticamîbas

funkciju. 6.tabulâ tiek atrastas X aposteriorâs varbûtîbas, ja dots Y = 1.

6. tabula X|Y = 1 aposterioro varbûtîbu atraðana

xi apriorâ varbûtîba yj = 0 yj = 1 aposteriorâ varbûtîba

0 1/6 1
6
× 5

5
= 5

30
1
6
× 0

5
= 0 0

1 1/6 1
6
× 4

5
= 4

30
1
6
× 1

5
= 1

30
1
30
/1

2
= 1

15

2 1/6 1
6
× 3

5
= 3

30
1
6
× 2

5
= 2

30
2
30
/1

2
= 2

15

3 1/6 1
6
× 2

5
= 2

30
1
6
× 3

5
= 3

30
3
30
/1

2
= 3

15

4 1/6 1
6
× 1

5
= 1

30
1
6
× 4

5
= 4

30
4
30
/1

2
= 4

15

5 1/6 1
6
× 0

5
= 0

30
1
6
× 5

5
= 5

30
5
30
/1

2
= 5

15

f(yj)
15
30

15
30

= 1
2

Vienîgâ kolonna, kura tika izmantota aposterioro varbûtîbu sadalîjuma atraðanai, bija

kolonna Y = 1 reducçtajâ notikumu telpâ. Notikumu kopçjâ varbûtîba tika iegûta, reizinot
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apriorâs varbûtîbas ar ticamîbas funkciju. Aposteriorâs varbûtîbas tiek aprçíinâtas ar vie-

nâdojumu (3.2). Tâdçjâdi vienkârðâks veids, kâ iegût aposteriorâs varbûtîbas, ir izmantot

tikai reducçtâs notikumu telpas kolonnu.

3.1. Divi ekvivalenti Beijesa teorçmas lietoðanas veidi

Novçrojumu analizçðana pçc kârtas pa vienam. Pieòemsim, ka uz labu laimi no

kastes tiek izvilkta otra bumbiòa, pirmo neliekot atpakaï kastç. Pieòemsim, ka otrâ izvil-

ktâ bumbiòa ir zaïa, tâpçc Y = 0. Vçlamies atrast X aposteriorâs varbûtîbas, ja doti divu

novçrojumu rezultâti (pirmâ - sarkana, otrâ - zaïa). Analizçsim novçrojumus pa vienam,

katru reizi izmantojot Beijesa teorçmu. Izmantosim tâs paðas apriorâs varbûtîbas, kuras

bija zinâmas pirms eksperimenta. Taèu otrajam mçìinâjumam, kâ apriorâs varbûtîbas

izmantosim pirmâ mçìinâjuma aposteriorâs varbûtîbas. Rezultâti parâdîti 7.tabulâ.

7. tabula Aposterioro varbûtîbu sadalîjums pçc otrâ novçrojuma

xi
apriorâ

ticamîba
apriorâ varbûtîba aposteriorâ

varbûtîba (pie yj = 0) × ticamîba varbûtîba

0 0 0 0 0/1
3

= 0

1 1/15 4
4

1
15

1
15
/1

3
= 1

5

2 2/15 3
4

1
10

1
10
/1

3
= 6

20

3 3/15 2
4

1
10

1
10
/1

3
= 6

20

4 4/15 1
4

1
15

1
15
/1

3
= 1

5

5 5/15 0
4

0 0/1
3

= 0
1
3

1.00

Visu novçrojumu analizçðana reizç. Abus mçìinâjumus var apskatît kopâ, lietojot

Beijesa teorçmu tikai vienu reizi. Òemam tâs paðas apriorâs varbûtîbas, kuras izmantojâm

pirmajam mçìinâjumam, kad analizçjâm novçrojumus pa vienam. Aprioro varbûtîbu

funkcija ir g(x) = 1
6
, x = 0, . . . , 5.

Pieòemsim, ka Y1 un Y2 ir attiecîgi pirmâ un otrâ mçìinâjuma iznâkumi. Otrâ mçìinâ-

juma varbûtîbas ir atkarîgas no tâ, kâdas bumbiòas palika kastç pçc pirmâ mçìinâjuma.

Novçrojumu varbûtîba, ja noticis X, ir

f(y1, y2|x) = f(y1|x)× f(y2|y1, x).
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X un Y1, Y2 kopçjais sadalîjums ir dots 8.tabulâ. Pirmâ bumbiòa bija sarkana, otrâ -

zaïa, tâpçc reducçtâs notikumu telpas varbûtîbas ir kolonnâ yj1 , yj2 = 1, 0. Ðajâ kolonnâ

ir izceltas ticamîbas funkcijas vçrtîbas, kuras uzdotas ar nosacîtajâm novçrojumu varbû-

tîbâm.

8. tabula X,Y1, Y2 kopçjais sadalîjums un Y1, Y2 marginâlais sadalîjums

xi
apriorâ yj1 , yj2 yj1 , yj2 yj1 , yj2 yj1 , yj2
varbûtîba 0,0 0,1 1,0 1,1

0 1/6 1
6
× 5

5
× 4

4
1
6
× 5

5
× 0

4
1
6
× 0

5
× 4

4
1
6
× 0

5
× 0

4

1 1/6 1
6
× 4

5
× 3

4
1
6
× 4

5
× 1

4
1
6
× 1

5
× 4

4
1
6
× 1

5
× 0

4

2 1/6 1
6
× 3

5
× 2

4
1
6
× 3

5
× 2

4
1
6
× 2

5
× 3

4
1
6
× 2

5
× 1

4

3 1/6 1
6
× 2

5
× 1

4
1
6
× 2

5
× 3

4
1
6
× 3

5
× 2

4
1
6
× 3

5
× 2

4

4 1/6 1
6
× 1

5
× 0

4
1
6
× 1

5
× 4

4
1
6
× 4

5
× 1

4
1
6
× 4

5
× 3

4

5 1/6 1
6
× 0

5
× 0

4
1
6
× 0

5
× 4

4
1
6
× 5

5
× 0

4
1
6
× 5

5
× 4

4

f(yj1 , yj2) 40/120 20/120 20/120 40/120

X aposteriorâ varbûtîba, ja Y1 = 1 un Y2 = 0, tiek atrasta, normçjot varbûtîbas

reducçtajâ notikumu telpâ tâ, ka to summa ir vienâda ar 1. Tas ir parâdîts 9.tabulâ.

9. tabula Aposterioro varbûtîbu sadalîjums, ja Y1 = 1 un Y2 = 0

xi
apriorâ yj1 , yj2 yj1 , yj2 yj1 , yj2 yj1 , yj2 aposteriorâ

varbûtîba 0,0 0,1 1,0 1,1 varbûtîba

0 1/6 20
120

0 0 0 0 = 0

1 1/6 12
120

4
120

4
120

0 4
120
/ 20

120
= 1

5

2 1/6 6
120

6
120

6
120

2
120

6
120
/ 20

120
= 3

10

3 1/6 2
120

6
120

6
120

6
120

6
120
/ 20

120
= 3

10

4 1/6 0 4
120

4
120

12
120

4
120
/ 20

120
= 1

5

5 1/6 0 0 0 20
120

0 = 0

f(yj1 , yj2) 20/120 1.00

Aposteriorâs varbûtîbas ir tâdas paðas, kâdas tika iegûtas, analizçjot novçrojumus

pa vienam, izmantojot pirmâ mçìinâjuma aposteriorâs varbûtîbas par otrâ mçìinâjuma

apriorajâm varbûtîbâm.

Tâ kâ tiek izmantota tikai tâ kolonna, kura atbilst reducçtajai notikumu telpai, tad

ir vienkârðâk atrast aposterioro varbûtîbas, reizinot apriorâs varbûtîbas ar ticamîbu un

normçjot, padarot to par varbûtîbu sadalîjumu. Tas parâdîts 10.tabulâ.
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10. tabula Aposterioro varbûtîbu sadalîjums pçc abiem novçrojumiem

xi
apriorâ

ticamîba
apriorâ varbûtîba aposteriorâ

varbûtîba × ticamîba varbûtîba

0 1/6 0
20

0
120

0
120
/1

6
= 0

1 1/6 4
20

4
120

4
120
/1

6
= 1

5

2 1/6 6
20

6
120

6
120
/1

6
= 3

10

3 1/6 6
20

6
120

6
120
/1

6
= 3

10

4 1/6 4
20

4
120

4
120
/1

6
= 1

5

5 1/6 0
20

0
120

0
120
/1

6
= 0

1
6

1.00

3.2. Beijesa teorçma binomiâlajam sadalîjumam ar diskrçtu ap-

rioro sadalîjumu

Apskatîsim Beijesa teorçmas lietoðanu, kad novçrojumiem ir binomiâls sadalîjums un

parametram ir iespçjamas tikai daþas vçrtîbas. Y |π ir ar Bi(n, π) sadalîjumu. (Ir n ne-

atkarîgi mçìinâjumi, kuru iznâkums var bût \veiksme" vai \neveiksme", un \veiksmes"

varbûtîba visiem mçìinâjumiem ir π. Y ir \veiksmju" skaits n mçìinâjumos.) Ir iespçja-

mas I diskrçtas vçrtîbas π1, . . . , πI .

Piemçrs 2. (Y |π) ∼ Bi(n = 4, π). Pieòemsim, ka π var pieòemt tikai trîs vçrtîbas

0.4, 0.5 un 0.6, kuras ir vienâdi iespçjamas. π apriorais sadalîjums, π un Y kopçjais

sadalîjums doti 11.tabulâ. Kopçjais varbûtîbu sadalîjums f(πi, yj) tiek atrasts ar vienâ-

dojumu (3.1). Pieòemsim, ka tika novçrots Y = 3. Reducçtâ notikumu telpa ir kolonna,

kurâ Y = 3. Nosacîtâs novçrojumu varbûtîbas (ticamîba) ðajâ kolonnâ ir izceltas.

Binomiâlâ sadalîjuma ticamîbas funkcija ir

f(y|π) =

(
n

y

)
πy(1− π)n−y, 0 ≤ π ≤ 1,

kur
(
n
y

)
= n!

y!(n−y)!
.

π apriorais sadalîjums, (π, Y ) kopçjais varbûtîbu sadalîjums un Y marginâlais varbû-

tîbu sadalîjums ir parâdîti 12.tabulâ.

Tâ kâ ir novçrots Y = 3, tad bûtiska ir tikai ar \3" apzîmçtâ kolonna. π apriorais

sadalîjums, (π, Y ) kopçjais varbûtîbu sadalîjums, Y marginâlais varbûtîbu sadalîjums un

(π|Y = 3) aposterioro varbûtîbu sadalîjums ir parâdîti 12.tabulâ.
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11. tabula Kopçjais varbûtîbu sadalîjums

π
apriorâ

0 1 2 3 4
varbûtîba

0.4 1
3

1
3
× 0.1296 1

3
× 0.3456 1

3
× 0.3456 1

3
× 0.1536 1

3
× 0.0256

0.5 1
3

1
3
× 0.0625 1

3
× 0.2500 1

3
× 0.3750 1

3
× 0.2500 1

3
× 0.0625

0.6 1
3

1
3
× 0.0256 1

3
× 0.1536 1

3
× 0.3456 1

3
× 0.3456 1

3
× 0.1296

12. tabula π kopçjais, marginâlais un aposterioro varbûtîbu sadalîjums, ja Y = 3

π
apriorâ

0 1 2 3 4
aposteriorâ

varbûtîba varbûtîba

0.4 1
3

0.0432 0.1152 0.1152 0.0512 0.0085 0.0512
0.2497

= 0.205

0.5 1
3

0.0208 0.0833 0.1250 0.0833 0.0208 0.0833
0.2497

= 0.334

0.6 1
3

0.0085 0.0512 0.1152 0.1152 0.0432 0.1152
0.2497

= 0.461

marginâlâ varbûtîba 0.0725 0.2497 0.3554 0.2497 0.0725 1.000

Nebija nepiecieðams sastâdît visu varbûtîbu tabulu. Vienkârðâk ir aplûkot tikai redu-

cçtâs notikumu telpas kolonnu. Tas parâdîts 13.tabulâ.

13. tabula Vienkârðota tabula aposteriorâ sadalîjuma atraðanai, ja Y = 3

π
apriorâ

ticamîba
apriorâ varbûtîba aposteriorâ

varbûtîba × ticamîba varbûtîba

0.4 1
3

0.1536 0.0512 0.0512
0.2497

= 0.205

0.5 1
3

0.2500 0.0833 0.0833
0.2497

= 0.334

0.6 1
3

0.3456 0.1152 0.1152
0.2497

= 0.461

marginâlâ P (Y = 3) 0.2497 1.000

Visu aprioro varbûtîbu reizinâðana ar konstanti nemaina Beijesa teorçmas

rezultâtu. Ja katra apriorâ varbûtîba × ticamîba tiktu reizinâta ar konstanti, tad mar-

ginâlais elements, kurð tiek atrasts summçjot ðos reizinâjumus, arî tiktu reizinâts ar to

paðu konstanti. Tâdçï aposteriorâs varbûtîbas bûtu tâdas paðas kâ iepriekð, jo konstante

dalîjumâ tiktu saîsinâta. Ja ir dota apriorâ sadalîjuma formula, tad jebkura tâs daïa,

kura nesatur parametru, var tikt iekïauta konstantç. Tas vienkârðo aprçíinus!

Ticamîbas reizinâðana ar konstanti nemaina Beijesa teorçmas rezultâtu.

Apriorâ varbûtîba × ticamîba vçrtîbas arî tiktu reizinâtas ar to paðu konstanti, kura tiktu

saîsinâta, aprçíinot aposteriorâs varbûtîbas. Ja ir dota formula ticamîbas aprçíinâðanai,
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tad jebkura tâs daïa, kura nesatur parametru, var tikt iekïauta konstantç, vienkârðojot

aprçíinus! [7].

Piemçrs 2. (turpinâjums) Mçs izmantojâm aprioro sadalîjumu, kurð katrai π vçrtîbai

pieðíîra vienâdu aprioro varbûtîbu. Ðajâ piemçrâ ir trîs iespçjamâs vçrtîbas, tâpçc katrai

no tâm apriorâ varbûtîba ir vienâda ar 1
3
. Pareizinâsim katru no trim apriorajâm varbû-

tîbâm ar konstanti 3, lai iegûtu aprioros svarus vienâdus ar 1. Tas vienkârðos aprçíinus.

Novçrojumiem ir Bi(n = 4, π) sadalîjums un ir novçrots Y = 3. Formula binomiâlajai

ticamîbai ir

f(Y |π) =

(
4

3

)
π3(1− π)1.

Binomiâlais koeficients
(

4
3

)
nesatur parametru, tâpçc tâ ir konstante ticamîbas kolonnâ.

Lai vienkârðotu aprçíinus, iekïausim to konstantç un izmantosim tikai to ticamîbas daïu,

kura satur parametru. 14.tabulâ redzam, ka tas dod tâdu paðu rezultâtu, kâds tika iegûts

13.tabulâ.

14. tabula Vienkârðota tabula aposteriorâ sadalîjuma atraðanai, ja dots Y = 3

π
apriorâ varbûtîba ticamîba apriorâ varbûtîba aposteriorâ

(proporcionâlâ) (proporcionâlâ) × ticamîba varbûtîba

0.4 1 0.43 × 0.61 = 0.0384 0.0384 0.0384
0.1873

= 0.205

0.5 1 0.53 × 0.51 = 0.0625 0.0625 0.0625
0.1873

= 0.334

0.6 1 0.63 × 0.41 = 0.0864 0.0864 0.0864
0.1873

= 0.461

marginâlâ summa 0.1873 1.000
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4. Beijesa problemâtika binomiâlai proporcijai

Novçrojuma Y nosacîtais sadalîjums (kopçjais veiksmju skaits n mçìinâjumos, ja dots

parametrs π) ir Bi(n, π). y nosacîtâs varbûtîbas funkcija pie dotâ π ir

f(y|π) =

(
n

y

)
πy(1− π)n−y, y = 1, . . . , n.

Ja aplûko ðo paðu sakarîbu starp π un y, bet saglabâ y fiksçtu un ïauj π mainîties pa

tâ iespçjamajâm vçrtîbâm, tad iegûst ticamîbas funkciju

f(y|π) =

(
n

y

)
πy(1− π)n−y, 0 ≤ π ≤ 1.

Lai izmantotu Beijesa teorçmu, ir nepiecieðams apriorais sadalîjums g(π). Aprioro

sadalîjumu nedrîkst konstruçt no datiem. Reizinâðana Beijesa teorçmâ ir pamatota ti-

kai tad, ja apriorais sadalîjums ir neatkarîgs no ticamîbas! Aposteriorais sadalîjums ir

proporcionâls apriorâ sadalîjuma un ticamîbas reizinâjumam. To pieraksta sekojoði

g(π|y) ∝ g(π)× f(y|π). (4.1)

Tas dod aposteriorâ blîvuma funkcijas formu, bet ne tieði paðu aposteriorâ blîvuma funkci-

ju. Lai iegûtu faktisko aposterioro sadalîjumu, (4.1) nepiecieðams dalît ar kâdu konstanti

k, lai pârliecinâtos, ka tas ir varbûtîbu sadalîjums (laukumam zem aposteriorâ sadalîjuma

funkcijas jâbût vienâdam ar 1). k atrod integrçjot g(π)× f(y|π) pa visu apgabalu. Tâpçc

vispârîgâ gadîjumâ

g(π|y) =
g(π)× f(y|π)∫ 1

0
g(π)× f(y|π) dπ

. (4.2)

Apskatîsim daþus iespçjamos aprioros sadalîjumus.

4.1. Vienmçrîgais apriorais sadalîjums binomiâlai proporcijai

Ja iepriekð nav ne jausmas par to, kâda ir proporcija π, tad var izvçlçties aprioro

sadalîjumu, kurâ visas vçrtîbas ir \vienlîdzîgas". Vienmçrîgais apriorais sadalîjums visâm

iespçjamajâm π vçrtîbâm pieðíir vienâdu svaru. Piemçram,

g(π) = 1, 0 ≤ π ≤ 1.

Ðajâ gadîjumâ aposteriorais blîvums ir proporcionâls ticamîbai:

g(π|y) =

(
n

y

)
πy(1− π)n−y, 0 ≤ π ≤ 1.
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Varam ignorçt to daïu, kura nav atkarîga no π. Tâ ir konstanta visâm π vçrtîbâm, tâpçc

tâ neietekmç aposteriorâ sadalîjuma formu. Apskatot to formulas daïu, kura nosaka apo-

steriorâ sadalîjuma formu, kâ funkciju no π, atpazîstam, ka tas ir Beta(a, b) sadalîjums,

kur a = y + 1 un b = n− y + 1.

4.2. Beta apriorais sadalîjums binomiâlai proporcijai

Pieòemsim, ka priekð π tiek izmantots Beta(a, b) apriorais blîvums:

g(π; a, b) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
πa−1(1− π)b−1, 0 ≤ π ≤ 1,

kur Γ(α) =
∫∞

0
tα−1e−tdt, α > 0. Varam ignorçt konstantes, kuras ietilpst apriorajâ

sadalîjumâ un ticamîbâ, un kuras nav atkarîgas no parametra. Tas dod

g(π|y) ∝ πa+y−1(1− π)b+n−y−1, 0 ≤ π ≤ 1.

Tas ir Beta sadalîjums ar parametriem

a′ = a+ y un b′ = b+ n− y. (4.3)

Tas ir, pie a tiek pieskaitîts \veiksmju" skaits un pie b tiek pieskaitîts \neveiksmju"

skaits:

g(π|y) =
Γ(n+ a+ b)

Γ(y + a)Γ(n− y + b)
πy+a−1(1− π)n−y+b−1, 0 ≤ π ≤ 1.

π aposteriorais blîvums tika iegûts vienkârði, neizmantojot integrçðanu.

1. attçlâ parâdîtas Beta(a, b) blîvuma funkciju formas vçrtîbâm a = 0.5, 1, 2, 3 un

b = 0.5, 1, 2, 3.

Binomiâlâ novçrojuma saistîtâ aprioro sadalîjumu saime ir Beta saime. Ja tiek iz-

mantots apriorais sadalîjums no saistîtâs saimes, tad aposteriorâ sadalîjuma atraðanai

nav jâizmanto integrçðana. Ir nepiecieðams izmantot tikai novçrojumus, lai precizçtu

saistîtâs saimes apriorâ sadalîjuma parametrus, lai atrastu saistîtâs saimes aposterioro

sadalîjumu.

4.3. Apriorâ sadalîjuma izvçle

Saistîtâ apriorâ sadalîjuma izvçle, ja ir mazas apriorâs zinâðanas

Ja apriorâs zinâðanas ir nelielas, tad kâds no 1. attçlâ redzamajiem Beta(a, b) apriora-

jiem sadalîjumiem varçtu bût îsts apriorais sadalîjums. Piemçram, ja apriorâs zinâðanas
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1. att. Daþi beta sadalîjumi.

par π ir tâdas, ka π ir ïoti mazs, tad Beta(0.5, 1), Beta(0.5, 2), Beta(0.5, 3), Beta(1, 2)

vai Beta(1, 3) visi varçtu bût apmierinoði apriorie sadalîjumi. Nav nozîmes tam, kurð no

ðiem apriorajiem sadalîjumiem tiek izvçlçts, jo rezultçjoðie aposteriorie sadalîjumi bûs ïoti

lîdzîgi.

Saistîtâ apriorâ sadalîjuma izvçle, ja ir patiesas apriorâs zinâðanas par vi-

dçjo vçrtîbu un standartnovirzi

Aprioro sadalîjumu Beta(a, b) jâizvçlas tâdu, kurð saskan ar apriorajiem uzskatiem par

vidçjo vçrtîbu un standartnovirzi. Ar π0 apzîmçsim aprioro vidçjo vçrtîbu proporcijai, un

ar σ0 apzîmçsim aprioro standartnovirzi proporcijai.

Beta(a, b) sadalîjuma vidçjâ vçrtîba ir a
a+b

. To pielîdzina apriorajai vidçjai vçrtîbai

π0 =
a

a+ b
. (4.4)
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Beta sadalîjuma standartnovirze ir
√

ab
(a+b)2(a+b+1)

. To pielîdzina apriorajai standartno-

virzei. Ievçrojot, ka a
a+b

= π0 un b
a+b

= 1− π0, iegûst

σ0 =

√
π0(1− π0)

a+ b+ 1
. (4.5)

Vienâdojumu (4.4) un (4.5) atrisinâðana priekð a un b dos meklçto Beta(a, b) aprioro

sadalîjumu.

Piesardzîba pirms saistîtâ apriorâ sadalîjuma izmantoðanas

1. Beta(a, b) apriorais sadalîjums jâattçlo grafiski. Ja forma izskatâs pieòemami tuva

apriorajiem uzskatiem, tad to var izmantot. Pretçjâ gadîjumâ var koriìçt π0 un σ0,

kamçr atrod aprioro sadalîjumu, kura grafiks aptuveni atbilst apriorajiem uzskatiem.

2. Jâaprçíina ekvivalento aprioro izlases apjomu. Bi(n, π) sadalîjuma izlases propor-

cijas π̂ = y
n
dispersija ir vienâda ar π(1−π)

n
. Pielîdzinâm ðo dispersiju (ja apriorâ

vidçjâ vçrtîba ir π0) apriorajai dispersijai.

π0(1− π0)

nekv
=

ab

(a+ b)2 × (a+ b+ 1)
. (4.6)

Tâ kâ π0 = a
a+b

un (1 − π0) = b
a+b

, tad ekvivalentais izlases apjoms ir nekv =

a+b+1. Tas nozîmç, ka informâcijas daudzums par parametru no apriorâ sadalîjuma

ir ekvivalents informâcijas daudzumam no gadîjuma izlases ar apjomu nekv.

Vispârîga nepârtraukta apriorâ sadalîjuma konstruçðana

Apriorâ sadalîjuma forma var nesakrist ar Beta formu, tâpçc var konstruçt diskrçtu

aprioro sadalîjumu, kurð atbilst iedomâtajiem svariem atseviðíâm vçrtîbâm no apgabala,

kurð tiek uzskatîts par iespçjamu, un pçc tam interpolçt starp tâm, lai izveidotu nepâr-

trauktu aprioro sadalîjumu. Ja apriorais sadalîjums tiek konstruçts ðâdâ veidâ, tad, lai

iegûtu aposterioro sadalîjumu, bûs skaitliski jânovçrtç apriorâ sadalîjuma un ticamîbas

reizinâjuma integrâlis.

Ja ir pietiekami daudz datu, tad izvçlçtâ apriorâ sadalîjuma ietekme uz rezultâtu bûs

maza, salîdzinot ar datu ietekmi. Pârliecinâsimies, ka ðajâ gadîjumâ var iegût ïoti lîdzîgus

aposterioros sadalîjumus, lai gan tiek sâkts ar daþâdiem apriorajiem sadalîjumiem.
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4.4. Aposteriorâ sadalîjuma rezumçðana

Sadalîjumu raksturoðanai izmantosim izvietojuma (location) mçrus, izkliedes mçru un

sadalîjuma procentîles.

Izvietojuma mçri

Aposteriorâ moda. Ja aposteriorais sadalîjums ir nepârtraukts, tad tâ modu var

atrast, pielîdzinot nullei aposteriorâ blîvuma atvasinâjumu. Ja aposteriorais sadalîjums

g(π|y) ir Beta(a′, b′), tad tâ atvasinâjums ir

g′(π|y) = (a′ − 1)πa
′−2 × (1− π)b

′−1 + πa
′−1 × (−1)(b′ − 1)(1− π)b

′−2.

(Piezîme: ðajâ vienâdojumâ prim′ ir divas nozîmes: g′(π|y) ir aposteriorâ sadalîjuma

atvasinâjums, bet a′ un b′ ir Beta aposteriorâ sadalîjuma konstantes, kuras tiek atrastas,

izmantojot precizçðanas likumus, kas uzdoti ar vienâdojumiem (4.3).) Pielîdzinot g′(π|y)

nullei un atrisinot, iegûst

moda =
a′ − 1

a′ + b′ − 2
.

Aposteriorajai modai kâ izvietojuma mçram ir daþi trûkumi. Pirmkârt, tâ var atrasties

sadalîjuma beigâs vai tuvu tâm un tâdçjâdi nereprezentçt visu sadalîjumu. Otrkârt, var

bût vairâki lokâlie maksimumi.

Aposteriorâ mediâna. Ja g(π|y) ∼ Beta(a′, b′), tad mediâna ir integrâïa∫
mediâna

0

g(π|y) dπ = 0.5

atrisinâjums. Vienîgais aposteriorâs mediânas trûkums ir tas, ka jâatrod tâs skaitliskâ

vçrtîba. Mediâna ir ïoti labs izvietojuma mçrs.

Aposteriorâ vidçjâ vçrtîba ir ïoti bieþi lietots izvietojuma mçrs

m′ =

∫ 1

0

πg(π|y) dπ. (4.7)

Aposteriorâ vidçjâ vçrtîba tiek spçcîgi ietekmçta, ja sadalîjumam ir smaga aste. Ðíîbam

(skewed) sadalîjumam ar vienu smagu asti aposteriorâ vidçjâ vçrtîba var bût samçrâ tâlu

no lielâkajâm varbûtîbâm. Ja g(π|y) ∼ Beta(a′, b′), tad aposteriorâ vidçjâ vçrtîba ir

vienâda ar

m′ =
a′

a′ + b′
. (4.8)
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Beta(a, b) sadalîjums ir ierobeþots starp 0 un 1, tâpçc tam nav smagu astu. Aposteriorâ

vidçjâ vçrtîba ir labs Beta aposteriorâ sadalîjuma izvietojuma mçrs.

Izkliedes mçri

Ja aposteriorajam sadalîjumam ir liela izkliede, tad mûsu zinâðanas par parametru

pat pçc novçroto datu analîzes joprojâm bûs neprecîzas.

Aposteriorâ dispersija. Aposteriorâ sadalîjuma dispersija ir

D(π|y) =

∫ 1

0

(π −m′)2g(π|y) dπ. (4.9)

Ja mums ir Beta(a′, b′) aposteriorais sadalîjums, tad aposteriorâ dispersija ir

D(π|y) =
a′ × b′

(a′ + b′)2 × (a′ + b′ + 1)
. (4.10)

Aposteriorâ dispersija ir stipri ietekmçta sadalîjumiem ar smagâm astçm. Sadalîjumiem

ar smagâm astçm dispersija bûs ïoti liela, neskatoties uz to, ka lielâkâs varbûtîbas ir

koncentrçtas sadalîjuma vidû. Turklât tâ ir kvadrâtiskâs vienîbâs, kas apgrûtina tâs

lieluma izskaidroðanu attiecîbâ pret vidçjâs vçrtîbas lielumu. Ðos aposteriorâs dispersijas

trûkumus pârvar, lietojot aposterioro standartnovirzi.

Aposteriorâ standartnovirze nav kvadrâtiskâs vienîbâs, tâpçc tâs lielums var tikt

salîdzinâts ar vidçjâs vçrtîbas lielumu, un tâ bûs mazâk ietekmçta ar smagâm astçm.

Aposteriorâ sadalîjuma procentîles. Aposteriorâ sadalîjuma k-tâ procentîle tiek

atrasta, skaitliski atrisinot vienâdojumu

k = 100×
∫ πk

−∞
g(π|y) dπ.

Starpkvartiïu intervâls. Starpkvartiïu intervâls

IQR = Q3 −Q1,

kur Q3 ir 75-tâ procentîle un Q1 ir 25-tâ procentîle, ir noderîgs izkliedes mçrs, kuru

neietekmç smagas astes.
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4.5. Proporcijas novçrtçðana

Punktveida novçrtçjums π̂ ir no datiem aprçíinâta statistika, kura tiek izmantota

kâ parametra π novçrtçjums. Piemçroti Beijesa punktveida novçrtçjumi ir, piemçram,

izvietojuma mçri, kas aprçíinâti no aposteriorâ sadalîjuma.

Novçrtçjuma aposteriorâ vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda. Proporcijas π novçrtçjuma

π̂ aposteriorâ vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda ir

PMS(π̂) =

∫ 1

0

(π − π̂)2g(π|y) dπ.

Pieskaitot un atòemot aposterioro vidçjo vçrtîbu m′, iegûst

PMS(π̂) =

∫ 1

0

(π −m′ +m′ − π̂)2g(π|y) dπ.

Kâpinot kvadrâtâ, iegûst

PMS(π̂) =

∫ 1

0

[(π −m′)2 + 2(π −m′)(m′ − π̂) + (m′ − π̂)2]g(π|y) dπ.

Sadala integrâli trîs integrâïos. Tâ kâ ganm′, gan π̂ ir konstantes attiecîbâ pret aposterioro

sadalîjumu, tad novçrtçjot integrâïus, iegûst

PMS(π̂) = D(π|y) + 0 + (m′ − π̂)2.

Pçdçjais saskaitâmais ir kvadrâts, tâpçc vienmçr ≥ 0. Vidçji kvadrâtiskais attâlums,

kâdâ no aposteriorâs vidçjâs vçrtîbas m′ atrodas îstâ vçrtîba, ir mazâks nekâ jebkuram ci-

tam novçrtçjumam π̂, pie dotajiem apriorajiem uzskatiem un novçrotajiem datiem. Apo-

steriorâ vidçjâ vçrtîba ir optimâlais post-datu novçrtçjums. Tâpçc aposteriorâ vidçjâ

vçrtîba ir visplaðâk izmantotais Beijesa novçrtçjums.

4.6. Beijesa ticamîbas intervâls

Ir iespçjami vairâki intervâli ar vienâdu (aposterioro) varbûtîbu. Priekðroka tiek dota

ðaurâkajam no tiem. Tâ galapunkti bûs tur, kur aposteriorâ blîvuma funkcijai ir vienâdi

augstumi un laukums zem blîvuma funkcijas ðajâ intervâlâ ir 1 − α. Laukumiem zem

kreisâs un labâs blîvuma funkcijas \astçm" nav obligâti jâbût vienâdiem. Tomçr bieþi

vieglâk ir kopçjo laukumu zem blîvuma funkcijas sadalît divâs vienâdâs daïâs un atrast

divpusçjo intervâlu. [8]
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Beijesa ticamîbas intervâls priekð π

Ja tika izmantots Beta(a, b) apriorais sadalîjums, tad π|y aposteriorais sadalîjums ir

Beta(a′, b′). Divpusçjo 95% Beijesa ticamîbas intervâlu priekð π var atrast, aprçíinot

starpîbu starp 97.5-to un 2.5-to procentîli. Beta(a′, b′) aposterioro sadalîjumu aproksimç

ar normâlo sadalîjumu, kuram ir tâda pati vidçjâ vçrtîba un dispersija:

(π|y) ir aptuveni N(m′; (s′)2),

kur aposteriorâ vidçjâ vçrtîba ir uzdota ar vienâdojumu (4.8) un aposteriorâ dispersija

ir izteikta ar vienâdojumu (4.10). (1− α)× 100% Beijesa ticamîbas apgabals priekð π ir

aptuveni

m′ ± zα
2
× s′,

kur zα
2
vçrtîba tiek atrasta no standartnormâlâ sadalîjuma. Aproksimâcija strâdâ ïoti

labi, ja gan a′ ≥ 10, gan b′ ≥ 10.
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5. Beijesa un klasiskâs proporcijas problemâtiku sa-

lîdzinâjums

5.1. Punktveida novçrtçjumi

Statistiku, kas tiek aprçíinâta no izlases datiem un tiek izmantota, lai novçrtçtu ne-

zinâmo parametru sauksim par parametra novçrtçtâju, un vçrtîbu, kuru tâ pieòem pie

faktiskajiem izlases datiem - par novçrtçjumu. Aposteriorâ sadalîjuma rezumçðanai iz-

mantosim aposterioro vidçjo vçrtîbu, jo tâ minimizç aposterioro vidçjo kvadrâtisko kïûdu.

Nenovirzîti novçrtçtâji

Novçrtçtâjs θ̂ tiek saukts par nenovirzîtu, ja tâ izlases sadalîjuma vidçjâ vçrtîba ir

patiesâ parametra vçrtîba, t.i.,

E(θ̂) =

∫
θ̂f(θ̂|θ)dθ̂ = θ,

kur f(θ̂|θ) ir novçrtçtâja θ̂ izlases sadalîjums, ja dots parametrs θ. Klasiskâ statistika

liek uzsvaru uz nenovirzîtiem novçrtçtâjiem, jo visu iespçjamo gadîjuma izlaðu vidçjais

nenovirzîtais novçrtçtâjs dod patieso vçrtîbu. Novçrtçtâja θ̂ novirze ir

bias(θ̂) = E(θ̂)− θ.

Turpretim Beijesa statistika neliek uzsvaru uz nenovirzîtiem novçrtçtâjiem. Faktiski

Beijesa novçrtçtâji parasti ir novirzîti.

Minimâlâs dispersijas nenovirzîts novçrtçtâjs

Klasiskajâ statistikâ minimâlâs dispersijas nenovirzîti novçrtçtâji bieþi tiek uzskatîti

par labâkajiem novçrtçtâjiem.

Tomçr ir iespçjami novirzîti novçrtçtâji, kuri vidçji ir tuvâki patiesajai vçrtîbai nekâ

vislabâkais nenovirzîtais novçrtçtâjs. Jâapskata iespçjamais kompromiss starp novirzi un

dispersiju. 2. attçls râda trîs iespçjamo θ novçrtçtâju izlases sadalîjumus.

Novçrtçtâjs 1 un novçrtçtâjs 2 tiek uzskatîti par nenovirzîtiem novçrtçtâjiem. Novçr-

tçtâjs 1 ir labâkais nenovirzîtais novçrtçtâjs, jo starp nenovirzîtajiem novçrtçtâjiem tam

ir vismazâkâ dispersija. Novçrtçtâjs 3 tiek uzskatîts par novirzîtu novçrtçtâju, bet tam ir
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1
2
3

θ

2. att. Trîs novçrtçtâju izlases sadalîjumi.

mazâka dispersija nekâ novçrtçtâjam 1. Nepiecieðama kaut kâda veida salîdzinâðana, kura

iekïauj novirzîtus novçrtçtâjus, lai uzzinâtu, kurð vidçji bûs tuvâkais parametra vçrtîbai.

Novçrtçtâja vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda

(Klasiskajâ statistikâ) Novçrtçtâja θ̂ vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda ir

MS(θ̂) = E(θ̂ − θ)2 =

∫
(θ̂ − θ)2f(θ̂|θ)dθ̂.

Tâ tiek aprçíinâta no novçrtçtâja izlases sadalîjuma, kas nozîmç, ka vidçjâ kïûda tiek

aprçíinâta no visâm iespçjamajâm izlasçm pie dotâs fiksçtâs parametra vçrtîbas. Tâ nav

aposteriorâ vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda, kas aprçíinâta no aposteriorâ sadalîjuma. Novçrtç-

tâja vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda ir novirzes kvadrâta un novçrtçtâja dispersijas summa:

MS(θ̂) = bias(θ̂)2 +D(θ̂). (5.1)

Tas ir labâks (klasiskais) kritçrijs sprieðanai par novçrtçtâju nekâ novirze vai dispersija

vieni paði. Novçrtçtâjs, kuram ir mazâka vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda, ir tuvâk patiesajai

vçrtîbai vidçji pa visâm iespçjamajâm izlasçm.

5.2. Proporcijas novçrtçtâju salîdzinâjums

Beijesa novçrtçtâjiem bieþi ir mazâkas vidçjâs kvadrâtiskâs kïûdas nekâ klasiskajiem

novçrtçtâjiem, t.i., vidçji tie ir tuvâki patiesajai vçrtîbai. Proporcijas π klasiskais novçr-
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tçtâjs ir

π̂f =
y

n
,

kur y, veiksmju skaitam n mçìinâjumos, ir Bi(n, π) sadalîjums. π̂f ir nenovirzîts un

D(π̂f ) = π×(1−π)
n

. Tâdçï π̂f vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda ir vienâda ar

MS(π̂f ) = 02 +D(π̂f ) =
π × (1− π)

n
.

Pieòemsim, ka par proporcijas π Beijesa novçrtçjumu tiek izmantota aposteriorâ vi-

dçjâ vçrtîba, kur tiek izmantots Beta(1, 1) apriorais sadalîjums (vienmçrîgais apriorais

sadalîjums). Novçrtçtâjs ir aposteriorâ vidçjâ vçrtîba

π̂B = m′ =
a′

a′ + b′
,

kur a′ = 1 + y un b′ = 1 + n− y. To var pârrakstît kâ lineâru funkciju no y:

π̂B =
y + 1

n+ 2
=

y

n+ 2
+

1

n+ 2
.

π̂B izlases sadalîjuma vidçjâ vçrtîba ir

nπ

n+ 2
+

1

n+ 2

un π̂B izlases sadalîjuma dispersija ir[
1

n+ 2

]2

× nπ(1− π).

Tâdçï no vienâdojuma (5.1) vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda ir

MS(π̂B) =

[
nπ

n+ 2
+

1

n+ 2
− π

]2

+

[
1

n+ 2

]2

× nπ(1− π)

=

[
1− 2π

n+ 2

]2

+

[
1

n+ 2

]2

× nπ(1− π).

Piemçram, pieòemsim, ka π = 0.4 un izlases apjoms ir n = 10. Tad

MS(π̂f ) =
0.4× 0.6

10
= 0.024

un

MS(π̂B) =

[
1− 2× 0.4

12

]2

+

[
1

12

]2

× 10× 0.4× 0.6 = 0.0169.

Ja π = 0.5 un n = 10, tad

MS(π̂f ) =
0.5× 0.5

10
= 0.025
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un

MS(π̂B) =

[
1− 2× 0.5

12

]2

+

[
1

12

]2

× 10× 0.5× 0.5 = 0.01736.

Tâtad vidçji (ðîm divâm π vçrtîbâm) Beijesa aposteriorais novçrtçtâjs ir tuvâks patiesa-

jai vçrtîbai nekâ klasiskais novçrtçtâjs. 3. attçls râda vidçjo kvadrâtisko kïûdu Beijesa

novçrtçtâjam un klasiskajam novçrtçtâjam kâ funkciju no π. Gandrîz visâ (bet ne pilnîgi

visâ) apgabalâ Beijesa novçrtçtâjs (izmantojot vienmçrîgo aprioro sadalîjumu) ir labâks

nekâ klasiskais novçrtçtâjs.
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3. att. Vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda diviem novçrtçtâjiem.

5.3. Ticamîbas intervâlu novçrtçðana

Klasiskie ticamîbas intervâli

Klasiskais (1−α)× 100% ticamîbas intervâls parametram θ ir intervâls (l, u) tâds, ka

P (l ≤ θ ≤ u) = 1− α.

Ðî varbûtîba tiek atrasta izmantojot parametra novçrtçtâja izlases sadalîjumu.

Parametrs θ tiek uzskatîts par fiksçtu, bet nezinâmu konstanti. Galapunkti l un u ir

gadîjuma lielumi, jo tie ir atkarîgi no gadîjuma izlases. Ja tiek ievietoti faktiskie izlases

dati, kuri tika novçroti gadîjuma izlasei, un tiek aprçíinâtas l un u vçrtîbas, tad neatliek

nekas, kam bûtu gadîjuma raksturs. Intervâls vai nu satur, vai nesatur nezinâmo fiksçto
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parametru, un nav zinâms, kurð no ðiem abiem gadîjumiem izpildâs. Intervâls vairs nevar

tikt uzskatîts par varbûtîbu intervâlu.

Pareizâ interpretâcija ir, ka (1 − α) × 100% no ðâdâ veidâ aprçíinâtajiem gadîjuma

intervâliem saturçs patieso vçrtîbu. Tâpçc mums ir (1 − α) × 100% pârliecîba, ka mûsu

intervâls satur patieso parametra vçrtîbu.

Bieþi izmantotâ novçrtçtâja izlases sadalîjums ir aptuveni normâls ar vidçjo vçrtîbu,

kas ir vienâda ar patieso vçrtîbu. Ðajâ gadîjumâ klasiskais ticamîbas intervâls ir formâ

novçrtçtâjs± kritiskâ vçrtîba× novçrtçtâja standartnovirze,

kur kritiskâ vçrtîba nâk no standartnormâlâ sadalîjuma. Piemçram, ja n ir liels, tad

izlases proporcija

π̂f =
y

n

ir aptuveni normâla ar vidçjo vçrtîbu π un standartnovirzi
√

π(1−π)
n

. Tas dod aptuveno

(1− α)× 100% divpusçjo klasisko ticamîbas intervâlu priekð π:

π̂f ± zα
2
×
√
π̂f (1− π̂f )

n
. (5.2)

Klasisko un Beijesa ticamîbas intervâlu priekð π salîdzinâjums

Varbûtîbu aprçíini klasiskajam ticamîbas intervâlam balstâs uz statistikas izlases sa-

dalîjumu. Tâdçï varbûtîbas ir pirms-datu. Tâs nav atkarîgas no konkrçtâs novçrotâs

izlases. Tas ir pretstats no aposteriorâ sadalîjuma aprçíinâtajam Beijesa ticamîbas inter-

vâlam, kuram ir tieða varbûtîbas interpretâcija pie novçrotajiem izlases datiem. Citiem

vârdiem, tâs ir pçc-datu varbûtîbas.

5.4. Vienpusçjâs hipotçzes pârbaude

Klasiskâ vienpusçjâs hipotçzes pârbaude

Piemçrs 3. Pieòemsim, ka jânosaka, vai pacientiem sniegtâ jaunâ ârstçðana ir labâka

par standarta ârstçðanu. Ja tâ ir, tad pacientu daïai π, kuriem kïûst labâk pçc jaunâs

ârstçðanas, jâbût lielâkai par pacientu daïu π0, kurai kïûst labâk pçc standarta ârstçðanas.

No vçsturiskajiem ierakstiem ir zinâms, ka π0 = 0.6. 10 pacietu gadîjuma grupai tiek

sniegta jaunâ ârstçðana. Pacientu skaits Y , kuriem kïûst labâk pçc jaunâs ârstçðanas,
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bûs sadalîts Bi(n, π). Tiek novçrots, ka labâk kïûst 8 pacientiem. Tas ir labâks rezultâts

nekâ tika sagaidîts, ja π = 0.6. Bet vai var secinât, ka π > 0.6 5% nozîmîbas lîmenî?

Klasiskâ vienpusçjâs hipotçzes pârbaude:

1. Tiek izvirzîta hipotçze par (fiksçtu, bet nezinâmu) parametru. Piemçram, H0 : π ≤

0.6.

2. Alternatîvâ hipotçze ir H1 : π > 0.6.

3. Testa statistikas nulles sadalîjums ir testa statistikas izlases sadalîjums, ja dots, ka

H0 ir patiesa. Ðajâ gadîjumâ tas bûs Bi(n, 0.6), kur n = 10 ir pacientu skaits,

kuriem sniegta jaunâ ârstçðana.

4. Tiek izvçlçts nozîmîbas lîmenis α = 5%.

5. Noraidîðanas apgabals ir izvçlçts tâ, lai tam zem nulles sadalîjuma bûtu varbûtîba

α. Ja izvçlamies noraidîðanas apgabalu y ≥ 9, tad α = 0.0463. Nulles sadalîjums

ar noraidîðanas apgabalu vienpusçjâs hipotçzes pârbaudei ir parâdîts 15.tabulâ.

6. Ja testa statistikas vçrtîba dotajai izlasei atrodas noraidîðanas apgabalâ, tad lîmenî

α nulles hipotçze H0 tiek noraidîta. Pretçjâ gadîjumâ nevar noraidît H0. Ðajâ

gadîjumâ tika novçrtos y = 8. Tas atrodas pieòemðanas apgabalâ.

7. p-vçrtîba= 0.1672.

8. Ja p-vçrtîba< α, tad testa statistika atrodas noraidîðanas apgabalâ, un otrâdi. Tâpçc

ekvivalents hipotçþu pârbaudes veids ir noraidît H0, ja p-vçrtîba< α. Apskatot abus

veidus, nevar noraidît nulles hipotçzi H0 : π ≤ 0.6. y = 8 atrodas pieòemðanas

apgabalâ un p-vçrtîba> 0.05.

Testa p-vçrtîba nav aposteriorâ varbûtîba, ka nulles hipotçze ir patiesa pie dotajiem

datiem. Tâ ir \astes" varbûtîba, kura aprçíinâta izmantojot nulles sadalîjumu. Binomiâlâ

gadîjumâ

p-vçrtîba =
n∑

ynov

f(y|π0),

kur ynov ir novçrotâ y vçrtîba. Klasiskâ hipotçþu pârbaude izmanto varbûtîbu, kas aprçíi-

nâta no visâm iespçjamajâm datu kopâm, kuras varçtu realizçties (pie fiksçtas parametra

vçrtîbas), bet hipotçze ir par to, ka parametra vçrtîba atrodas kâdâ vçrtîbu apgabalâ.
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15. tabula Y nulles sadalîjums ar noraidîðanas apgabalu vienpusçjâs hipotçzes pârbaudei
Vçrtîba f(y|π = 0.6) Apgabals

0 0.0001 pieòemðanas

1 0.0016 pieòemðanas

2 0.0106 pieòemðanas

3 0.0425 pieòemðanas

4 0.1115 pieòemðanas

5 0.2007 pieòemðanas

6 0.2508 pieòemðanas

7 0.2150 pieòemðanas

8 0.1209 pieòemðanas

9 0.0403 noraidîðanas

10 0.0060 noraidîðanas

Beijesa vienpusçjâs hipotçzes pârbaude

Pârbaudîsim

H0 : π ≤ π0 pret H1 : π > π0

nozîmîbas lîmenî α, izmantojot Beijesa metodi. Aprçíinâsim aposterioro varbûtîbu, ka

nulles hipotçze ir patiesa, integrçjot aposterioro blîvumu:

P (H0 : π ≤ π0|y) =

∫ π0

0

g(π|y) dπ.

Nulles hipotçze tiek noraidîta, ja ðî aposteriorâ varbûtîba ir mazâka nekâ nozîmîbas lîme-

nis α.

Piemçrs 3. (turpinâjums) Pieòemsim, ka priekð π izmantojam Beta(1, 1) aprioro

sadalîjumu. Ja dots y = 8, tad aposteriorais blîvums ir Beta(9, 3). Nulles hipotçzes

aposteriorâ varbûtîba ir

P (π ≤ 0.6|y = 8) =

∫ 0.6

0

Γ(12)

Γ(3)Γ(9)
π8(1− π)2 dπ = 0.1189.

Tâ nav mazâka par 0.05, tâpçc nevar noraidît nulles hipotçzi 5% nozîmîbas lîmenî. 4.

attçlâ parâdîts aposteriorais blîvums. Nulles hipotçzes varbûtîba ir laukums zem lîknes pa

kreisi no π = 0.6.

5.5. Divpusçjâs hipotçzes pârbaude

Klasiskâ divpusçjâs hipotçzes pârbaude

34



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4. att. Nulles hipotçzes aposteriorâ varbûtîba, H0 : π ≤ 0.6 ir pelçkais laukums.

Nulles sadalîjums tiek novçrtçts pie π0 un noraidîðanas apgabals ir divpusçjs. Ðai

pârbaudei aprçíinâtâs p-vçrtîbas arî ir divpusçjas.

Piemçrs 4. Monçta tiek mesta 15 reizes un 10 reizes uzkrît ìçrbonis. Vai ar 10 ìçrboòa

uzkriðanas reizçm no 15 metieniem ir pietiekami, lai noteiktu, ka monçta nav simetriska?

Citiem vârdiem, vai varbûtîba π, ka uzkritîs ìçrbonis, atðíiras no 1
2
?

Klasiskâ divpusçjâs hipotçzes pârbaude:

1. Tiek izvirzîta hipotçze par fiksçtu, bet nezinâmu parametru π. H0 : π = 0.5

2. Alternatîvâ hipotçze ir H1 : π 6= 0.5. Noraidîðanas apgabals bûs divpusçjs.

3. Nulles sadalîjums ir Y izlases sadalîjums, ja nulles hipotçze ir patiesa. Tas ir

Bi(n = 15, π = 0.5).

4. Tiek izvçlçts 5% nozîmîbas lîmenis.

5. Noraidîðanas apgabals ir izvçlçts tâ, ka tam ir varbûtîba α zem nulles sadalîjuma.

Ja noraidîðanas apgabalu izvçlas Y ≤ 3∪Y ≥ 12, tad α = 0.0352. Nulles sadalîjums

un noraidîðanas apgabals divpusçjai hipotçzei ir parâdîti 16.tabulâ.

6. Ja testa statistikas vçrtîba atrodas noraidîðanas apgabalâ, tad lîmenî α nulles hi-

potçze H0 tiek noraidîta. Pretçjâ gadîjumâ H0 nevar noraidît. Ðajâ gadîjumâ ir

novçrots y = 10. Tas atrodas apgabalâ, kurâ nevar noraidît nulles hipotçzi.
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7. p-vçrtîba= P (Y ≥ 10)+P (Y ≤ 5) = 0.302. Tâ ir lielâka par α, tâpçc nevar noraidît

H0.

16. tabula Y nulles sadalîjums ar noraidîðanas apgabalu divpusçjâs hipotçzes pârbaudei
Vçrtîba f(y|π = 0.5) Apgabals

0 0.0000 noraidîðanas

1 0.0005 noraidîðanas

2 0.0032 noraidîðanas

3 0.0139 noraidîðanas

4 0.0417 pieòemðanas

5 0.0916 pieòemðanas

6 0.1527 pieòemðanas

7 0.1964 pieòemðanas

8 0.1964 pieòemðanas

9 0.1527 pieòemðanas

10 0.0916 pieòemðanas

11 0.0417 pieòemðanas

12 0.0139 noraidîðanas

13 0.0032 noraidîðanas

14 0.0005 noraidîðanas

15 0.0000 noraidîðanas

Starp divpusçjo hipotçþu pârbaudi un klasiskajiem ticamîbas intervâliem pastâv cieða

saistîba. Ja tiek pârbaudîta divpusçjâ hipotçze pie lîmeòa α, tad tam ir atbilstoðs para-

metra (1 − α) × 100% klasiskais ticamîbas intervâls. Ja nulles hipotçze H0 : π = π0 tiek

noraidîta, tad vçrtîba π0 atrodas ârpus klasiskâ ticamîbas intervâla, un otrâdi. Klasiskais

ticamîbas intervâls \apkopo" visas iespçjamâs nulles hipotçzes, kuras tiktu akceptçtas, ja

tâs tiktu pârbaudîtas.

Beijesa divpusçjâs hipotçzes pârbaude

Ja izmantojam nepârtrauktu aprioro sadalîjumu, tad iegûsim nepârtrauktu aposte-

rioro sadalîjumu. Precîzâs parametra vçrtîbas varbûtîba, kuru reprezentç punktveida

nulles hipotçze, bûs vienâda ar nulli. Tâpçc hipotçzes pârbaudei nevar izmantot aposteri-

oro varbûtîbu. Tâs vietâ izmantosim atbilstîbu starp hipotçþu pârbaudi un klasiskajiem
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ticamîbas intervâliem, klasisko ticamîbas intervâlu vietâ lietojot Beijesa ticamîbas inter-

vâlus.

Aprçíinâm (1−α)×100% Beijesa ticamîbas intervâlu priekð π. Ja π0 atrodas Beijesa

ticamîbas intervâlâ, tad pieòemam nulles hipotçzi H0 : π = π0, un ja π0 atrodas ârpus

Beijesa ticamîbas intervâla, tad H0 noraidâm.

Piemçrs 4. (turpinâjums) Ja izmantojam vienmçrîgo aprioro sadalîjumu, tad apo-

steriorais sadalîjums ir Beta(10 + 1, 5 + 1) sadalîjums. 95% Beijesa ticamîbas intervâls

priekð π, kurð tiek atrasts izmantojot normâlo aproksimâciju, ir

11

17
+ 1.96×

√
11× 6

((11 + 6)2 × (11 + 6 + 1))
= 0.647± 0.221 = (0.426, 0.868).

π = 0.5 atrodas Beijesa ticamîbas intervâlâ, tâpçc nevar noraidît H0.
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6. Beijesa problemâtika normâlâ sadalîjuma vidçjai

vçrtîbai

6.1. Beijesa teorçma normâlâ sadalîjuma vidçjai vçrtîbai ar dis-

krçtu aprioro sadalîjumu

Vienam novçrojumam no normâlâ sadalîjuma

Òemsim vienu novçrojumu no nosacîtâ blîvuma f(y|µ), kurð ir normâli sadalîts ar zinâ-

mu dispersiju σ2. Pieòemsim, ka vidçjai vçrîbai ir iespçjamas tikai m vçrtîbas µ1, . . . , µm.

Ðîm vçrtîbâm izvçlamies diskrçtu aprioro varbûtîbu sadalîjumu. Ja nav nekâdas apriorâs

informâcijas, tad visâm vçrtîbâm pieðíirsim vienâdas apriorâs varbûtîbas.

Aposteriorais sadalîjums tiek definçts ar vienâdojumu (1.1) (7.lpp.).

Atseviðía novçrojuma ticamîba

Nosacîtais y|µ novçrojumu sadalîjums ir normâlais ar vidçjo vçrtîbu µ un zinâmu

dispersiju σ2. Tâ blîvums ir

f(y|µ) =
1√
2πσ

e−
1

2σ2 (y−µ)2

.

Katras parametra vçrtîbas ticamîba ir novçrojumu sadalîjuma vçrtîba pie novçrotâs vçr-

tîbas. Formulas daïa, kas nav atkarîga no parametra µ, ir vienâda visâm parametra

vçrtîbâm, tâpçc to iekïauj proporcionalitâtes konstantç. Tâdçï ticamîba ir formâ

f(y|µ) ∝ e−
1

2σ2 (y−µ)2

, (6.1)

kur y ir konstants (novçrotâ vçrtîba) un µ mainâs pa visâm tâ iespçjamâm vçrtîbâm.

Ticamîbu aposteriorâ sadalîjuma aprçíinâðanai var iegût no \normâlâ sadalîjuma or-

dinâtu" tabulas vai no normâlâs blîvuma funkcijas, kas uzdota ar vienâdojumu (6.1),

saglabâjot y fiksçtu (novçrotâ vçrtîba) un mainot µ pa visâm iespçjamajâm vçrtîbâm.

Piemçrs 5. Pieòemsim, ka (y|µ) ∼ N(µ, σ2 = 1), un ka µ var pieòemt tikai piecas

vçrtîbas: 2, 2.5, 3, 3.5 un 4. Pieòemsim, ka tâs ir vienâdi iespçjamas. Òemam vienu y

novçrojumu un iegûstam vçrtîbu y = 3.2. Ja

z =
y − µ
σ

,
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tad ticamîbas f(z) vçrtîbas tiek atrastas no \normâlâ sadalîjuma ordinâtu" tabulas. Re-

zultâti ir parâdîti 17.tabulâ.

17. tabula: Metode 1: aposteriorâ sadalîjuma atraðana, izmantojot \normâlâ sadalîjuma ordi-

nâtes"

µ
Apriorâ

z Ticamîba
Apriorâ varbûtîba Aposteriorâ

varbûtîba × Ticamîba varbûtîba
2.0 0.2 -1.2 0.1942 0.03884 0.1238
2.5 0.2 -0.7 0.3123 0.06246 0.1991
3.0 0.2 -0.2 0.3910 0.07820 0.2493
3.5 0.2 0.3 0.3814 0.07628 0.2431
4.0 0.2 0.8 0.2897 0.05794 0.1847

0.31372 1.0000

Ja ticamîba tiek aprçíinâta, izmantojot normâlâ blîvuma formulu, tad ticamîba ir for-

mâ (6.1), kur y = 3.2 un µ mainâs pa visâm iespçjamajâm vçrtîbâm. Rezultâti ir parâdîti

18.tabulâ. Ðie rezultâti saskan ar to, kas tika aprçíinâts izmantojot 1. metodi, neòemot

vçrâ mazas noapaïoðanas kïûdas.

18. tabula: Metode 2: aposteriorâ sadalîjuma atraðana, izmantojot ticamîbu no normâlâ blî-

vuma formulas

µ
Apriorâ Ticamîba Apriorâ varbûtîba Aposteriorâ
varbûtîba (ignorçjot konstanti) × Ticamîba varbûtîba

2.0 0.2 e−
1
2

(3.2−2.0)2
= 0.4868 0.0974 0.1239

2.5 0.2 e−
1
2

(3.2−2.5)2
= 0.7827 0.1565 0.1990

3.0 0.2 e−
1
2

(3.2−3.0)2
= 0.9802 0.1960 0.2493

3.5 0.2 e−
1
2

(3.2−3.5)2
= 0.9560 0.1912 0.2432

4.0 0.2 e−
1
2

(3.2−4.0)2
= 0.7261 0.1452 0.1846

0.7863 1.0000

Normâlo novçrojumu gadîjuma izlase

Parasti viena novçrojuma vietâ ir gadîjuma izlase y1, . . . , yn. Gadîjuma izlasç novçro-

jumi ir neatkarîgi viens no otra, tâpçc izlases kopçjâ ticamîba ir

f(y1, . . . , yn|µ) = f(y1|µ)× f(y2|µ)× . . . f(yn|µ).

Tâpçc Beijesa teorçma ar diskrçtu aprioro sadalîjumu tiek uzdota ar vienâdojumu

g(µ|y1, . . . , yn) ∝ g(µ)× f(y1|µ)× . . . f(yn|µ).
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Apskatîsim gadîjumu, kur katra novçrojuma yj|µ sadalîjums ir normâlais ar vidçjo vçrtîbu

µ un zinâmu dispersiju σ2.

Aposterioro varbûtîbu atraðana, analizçjot novçrojumus pçc kârtas pa vie-

nam. Iepriekðçjâ novçrojuma aposteriorâs varbûtîbas tiks izmantotas par nâkamâ novç-

rojuma apriorajâm varbûtîbâm.

Piemçrs 6. No N(µ, σ2 = 1) sadalîjuma tiek òemta gadîjuma izlase ar èetriem novçro-

jumiem. Novçrojumi ir 3.2, 2.2, 3.6 un 4.1. Iespçjamâs µ vçrtîbas ir 2, 2.5, 3, 3.5 un

4. Izmantosim aprioro sadalîjumu, kurð tâm pieðíir vienâdus svarus. Izmantosim Bei-

jesa teorçmu, lai atrastu aposterioro sadalîjumu, ja dota visa izlase. Rezultâti, kas iegûti

analizçjot novçrojumus pa vienam, parâdîti 19.tabulâ. Lielas izlases gadîjumâ tas sagâdâ

daudz darba. Daudz vieglâk ir izmantot visu izlasi uzreiz.

Aposterioro varbûtîbu atraðana, analizçjot visus novçrojumus reizç. Visu

novçrojumu kopçjâ ticamîba ir

f(y1, . . . , yn|µ) ∝ e−
1

2σ2 (y1−µ)2

× e−
1

2σ2 (y2−µ)2

× · · · × e−
1

2σ2 (yn−µ)2

.

Saskaitot kâpinâtâjus, iegûst

f(y1, . . . , yn|µ) ∝ e−
1

2σ2

[
(y1−µ)2+(y2−µ)2+···+(yn−µ)2

]
.

Apskatâm iekavas[
(y1 − µ)2 + · · ·+ (yn − µ)2

]
= y2

1 − 2y1µ+ µ2 + · · ·+ y2
n − 2ynµ+ µ2

un savelkam lîdzîgos locekïus, lai iegûtu

= (y2
1 + · · ·+ y2

n)− 2µ(y1 + · · ·+ yn) + nµ2.

Ja to ievieto atpakaï, iznes n pirms iekavâm un atdala pilnos kvadrâtus, tad iegûst

f(y1, . . . , yn|µ) ∝ e−
n

2σ2

[
µ2−2µȳ+ȳ2−ȳ2+

y2
1+···+y2

n
n

]
∝ e−

n
2σ2

[
µ2−2µȳ+ȳ2

]
× e−

n
2σ2

[
y2
1+···+y2

n
n

−ȳ2
]
.

Normâlâs gadîjuma izlases y1, . . . , yn ticamîba ir proporcionâla izlases vidç-

jâs vçrtîbas ȳ ticamîbai. Ja ticamîbas funkcijas daïu, kura nesatur µ, iekïauj propor-

cionalitâtes konstantç, tad iegûst

f(y1, . . . , yn|µ) ∝ e
− 1

2σ2/n
(ȳ−µ)2

.
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19. tabula Novçrojumu analizçðana pa vienam

µ
Apriorâ Ticamîba1 Apriorâ varbûtîba1 Aposteriorâ

varbûtîba1 (ignorçjot konstanti) ×Ticamîba1 varbûtîba1

2.0 0.2 e−
1
2

(3.2−2.0)2
= 0.4868 0.0974 0.1239

2.5 0.2 e−
1
2

(3.2−2.5)2
= 0.7827 0.1565 0.1990

3.0 0.2 e−
1
2

(3.2−3.0)2
= 0.9802 0.1960 0.2493

3.5 0.2 e−
1
2

(3.2−3.5)2
= 0.9560 0.1912 0.2432

4.0 0.2 e−
1
2

(3.2−4.0)2
= 0.7261 0.1452 0.1846

0.7863 1.0000

µ
Apriorâ Ticamîba2 Apriorâ varbûtîba2 Aposteriorâ

varbûtîba2 (ignorçjot konstanti) ×Ticamîba2 varbûtîba2

2.0 0.1239 e−
1
2

(2.2−2.0)2
= 0.9802 0.1214 0.1916

2.5 0.1990 e−
1
2

(2.2−2.5)2
= 0.9560 0.1902 0.3002

3.0 0.2493 e−
1
2

(2.2−3.0)2
= 0.7261 0.1810 0.2857

3.5 0.2432 e−
1
2

(2.2−3.5)2
= 0.4296 0.1045 0.1649

4.0 0.1846 e−
1
2

(2.2−4.0)2
= 0.1979 0.0365 0.0576

0.6336 1.0000

µ
Apriorâ Ticamîba3 Apriorâ varbûtîba3 Aposteriorâ

varbûtîba3 (ignorçjot konstanti) ×Ticamîba3 varbûtîba3

2.0 0.1916 e−
1
2

(3.6−2.0)2
= 0.2780 0.0533 0.0792

2.5 0.3002 e−
1
2

(3.6−2.5)2
= 0.5461 0.1639 0.2573

3.0 0.2857 e−
1
2

(3.6−3.0)2
= 0.8353 0.2386 0.3745

3.5 0.1649 e−
1
2

(3.6−3.5)2
= 0.9950 0.1641 0.2576

4.0 0.0576 e−
1
2

(3.6−4.0)2
= 0.9231 0.0532 0.0835

0.6731 1.0000

µ
Apriorâ Ticamîba4 Apriorâ varbûtîba4 Aposteriorâ

varbûtîba4 (ignorçjot konstanti) ×Ticamîba4 varbûtîba4

2.0 0.0792 e−
1
2

(4.1−2.0)2
= 0.1103 0.0087 0.0149

2.5 0.2573 e−
1
2

(4.1−2.5)2
= 0.2780 0.0715 0.1226

3.0 0.3745 e−
1
2

(4.1−3.0)2
= 0.5461 0.2045 0.3508

3.5 0.2576 e−
1
2

(4.1−3.5)2
= 0.8352 0.2152 0.3691

4.0 0.0835 e−
1
2

(4.1−4.0)2
= 0.9950 0.0838 0.1425

0.5830 1.0000

Ðai ticamîbai ir N(µ, σ
2

n
) sadalîjuma forma. Izlases vidçjâ vçrtîba ȳ ir normâli sadalîta ar

vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2

n
. Tâpçc izlases kopçjâ ticamîba ir proporcionâla izlases

vidçjâs vçrtîbas ticamîbai

f(ȳ|µ) ∝ e
− 1

2σ2/n
(ȳ−µ)2

.

Piemçrs 6. (turpinâjums) Iepriekðçjâ izlasç vidçjâ vçrtîba ȳ = 3.275. Izmantosim ȳ

ticamîbu, kura ir proporcionâla visas izlases ticamîbai. Rezultâti ir parâdîti 20.tabulâ. Trîs

41



zîmçs rezultâti sakrît ar iepriekðçjiem rezultâtiem. Nelielâ atðíirîba ceturtajâ decimâlajâ

zîmç ir uzkrâto noapaïoðanas kïûdu dçï, kad novçrojumi tika analizçti pa vienam. Skaidrs,

ka vieglâk ir izmantot ȳ, lai veiktu Beijesa teorçmas aprçíinus tikai vienreiz.

20. tabula Analizçjot visus novçrojumus reizç, izmantojot izlases vidçjâs vçrtîbas ticamîbu

µ
Apriorâ Ticamîbaȳ Apriorâ varbûtîba1 Aposteriorâ

varbûtîba1 (ignorçjot konstanti) ×Ticamîbaȳ varbûtîbaȳ
2.0 0.2 e−

1
2×1/4

(3.275−2.0)2

= 0.0387 0.0077 0.0157

2.5 0.2 e−
1

2×1/4
(3.275−2.5)2

= 0.3008 0.0602 0.1228

3.0 0.2 e−
1

2×1/4
(3.275−3.0)2

= 0.8596 0.1719 0.3505

3.5 0.2 e−
1

2×1/4
(3.275−3.5)2

= 0.9037 0.1807 0.3685

4.0 0.2 e−
1

2×1/4
(3.275−4.0)2

= 0.3495 0.0699 0.1425
0.4904 1.0000

6.2. Beijesa teorçma normâlajai vidçjai vçrtîbai ar nepârtrauktu

aprioro sadalîjumu

Dota gadîjuma izlase y1, . . . , yn no N(µ, σ2) sadalîjuma. Ir daudz reâlâk ticçt, ka ir

iespçjamas visas µ vçrtîbas no kâda intervâla. Tas nozîmç, ka ir jâizmanto nepârtraukts

apriorais sadalîjums. Tâdçï aposteriorais sadalîjums bûs formâ

g(µ|y1, . . . , yn) =
g(µ)× f(y1, . . . , yn|µ)∫
g(µ)× f(y1, . . . , yn|µ)dµ

. (6.2)

Normâlajam sadalîjumam gadîjuma izlases ticamîba ir proporcionâla izlases vidçjâs vçr-

tîbas ȳ ticamîbai, tâpçc

g(µ|y1, . . . , yn) =
g(µ)× e−

1
2σ2/n

(ȳ−µ)2∫
g(µ)× e−

1
2σ2/n

(ȳ−µ)2

dµ
.

Tas ir spçkâ jebkuram nepârtrauktam apriorajam blîvumam g(µ). Tomçr tas prasa integ-

rçðanu, kuru varçtu bût nepiecieðams veikt skaitliski. Apskatîsim daþus îpaðus gadîjumus,

kur aposterioro sadalîjumu var atrast bez integrçðanas.

Plakans apriorais blîvums priekð µ

Plakans apriorais sadalîjums katrai iespçjamai µ vçrtîbai pieðíir vienâdu svaru, g(µ) =

1. Plakans apriorais sadalîjums nav îsts apriorais sadalîjums, jo −∞ < µ < ∞, tâpçc
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tâ integrâlis nevar bût 1. Tomçr ðis neîstais apriorais sadalîjums strâdâ labi. Kaut arî

apriorais sadalîjums ir neîsts, bet gadîjumâ, ja integrâlis no aposteriorâ sadalîjuma ir

vienâds ar 1, izvçlçtais apriorais sadalîjums bûs îsts.

Tâ kâ apriorais sadalîjums ir vienâds ar 1, tad aposteriorais sadalîjums priekð atseviðía

normâlâ novçrojuma y ir

g(µ|y) ∝ e−
1

2σ2 (µ−y)2

un priekð normâlâs gadîjuma izlases y1, . . . , yn ir

g(µ|ȳ) ∝ e
− 1

2σ2/n
(µ−ȳ)2

.

Normâlais apriorais blîvums priekð µ

1. Atseviðíam novçrojumam. Novçrojums y ir gadîjuma lielums, kas òemts no

normâlâ sadalîjuma ar vidçjo vçrtîbu µ un zinâmu dispersiju σ2. Mums ir normâlais

apriorais sadalîjums ar vidçjo vçrtîbu m un dispersiju s2. Apriorais blîvums ir

g(µ) ∝ e−
1

2s2
(µ−m)2

.

Ticamîba ir

f(y|µ) ∝ e−
1

2σ2 (y−µ)2

.

Apriorâ sadalîjuma reizinâjums ar ticamîbu ir

g(µ)× f(y|µ) ∝ e−
1
2

[
(µ−m)2

s2
+

(y−µ)2

σ2

]
.

Vienâdojot saucçjus kâpinâtâjâ, iegûst

∝ e−
1
2

[
σ2(µ2−2µm+m2)+s2(y2−2yµ+µ2)

σ2s2

]
.

Savelkot lîdzîgos locekïus,

∝ e−
1
2

[
(σ2+s2)µ2−2(σ2m+s2y)µ+m2σ2+y2s2

σ2s2

]
un iznes pirms iekavâm (σ2 + s2)/(σ2s2). Papildinot lîdz pilnam kvadrâtam un iekïaujot

proporcionalitâtes konstantç to daïu, kas nav atkarîga no µ, iegûst

∝ e
− 1

2σ2s2/(σ2+s2)

[
µ2−2

(σ2m+s2y)

σ2+s2
µ+(

(σ2m+s2y)

σ2+s2
)2
]

∝ e
− 1

2σ2s2/(σ2+s2)

[
µ− (σ2m+s2y)

σ2+s2

]2
.
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Redzam, ka aposteriorais sadalîjums ir normâlais, kura vidçjâ vçrtîba un dispersija ir

uzdotas attiecîgi ar

m′ =
(σ2m+ s2y)

σ2 + s2
un (s′)2 =

σ2s2

(σ2 + s2)
. (6.3)

Mçs sâkâm ar N(m, s2) aprioro sadalîjumu un beidzâm ar N [m′, (s′)2] aposterioro sa-

dalîjumu. Tas râda, ka N(m, s2) sadalîjums ir saistîtâ saime normâlajam novçrojumu

sadalîjumam ar zinâmu dispersiju. Tâdçï nav nepiecieðama integrçðana, lai aprçíinâtu

aposterioro sadalîjumu. Ir nepiecieðams tikai noteikt parametru precizçðanas likumus.

Parametru precizçðanas likums normâlo sadalîjumu saimei. Vienâdojumâ

(6.3) dotos precizçðanas likumus var vienkârðot. Vispirms formulçjam sadalîjuma precizi-

tâti, kas ir dispersijas apgrieztais lielums. Aposteriorâ precizitâte ir

1

(s′)2
=

(
σ2s2

σ2 + s2

)−1

=
σ2 + s2

σ2s2
=

1

s2
+

1

σ2
.

Tâdçjâdi aposteriorâ precizitâte ir vienâda ar apriorâs precizitâtes un novçrojuma preci-

zitâtes summu. Aposteriorâ vidçjâ vçrtîba ir uzdota ar

m′ =
(σ2m+ s2y)

σ2 + s2
=

σ2

σ2 + s2
×m+

s2

σ2 + s2
× y.

To var vienkârðot uz

m′ =
1/s2

1/σ2 + 1/s2
×m+

1/σ2

1/σ2 + 1/s2
× y.

Ðis precizçðanas likums ir spçkâ arî plakanam apriorajam sadalîjumam. Plakanam ap-

riorajam sadalîjumam ir bezgalîga dispersija, tâpçc tam ir nulles precizitâte. Aposteriorâ

precizitâte bûs vienâda ar novçrojumu precizitâti

1/σ2 = 0 + 1/σ2

un aposteriorâ dispersija bûs vienâda ar novçrojuma dispersiju σ2. Plakanam apriorajam

sadalîjumam nav labi definçta apriorâ vidçjâ vçrtîba. Tâ var bût jebkâda.

0

1/σ2
× jebkas +

1/σ2

1/σ2
× y = y,

tâpçc aposteriorâ vidçjâ vçrtîba, izmantojot plakanu aprioro sadalîjumu, ir vienâda ar

novçrojumu y.

44



2. Gadîjuma izlasei y1, . . . , yn. Gadîjuma izlase y1, . . . , yn ir òemta no normâlâ

sadalîjuma ar vidçjo vçrtîbu µ un zinâmu dispersiju σ2. Apriorais sadalîjums ir N(m, s2),

kas uzdots ar

g(µ) ∝ e
1

2s2
(µ−m)2

.

Izmantosim izlases vidçjâs vçrtîbas ȳ, kura ir sadalîta N(µ, σ
2

n
), ticamîbu. ȳ precizitâte

ir n
σ2 . Tâ ir visu gadîjuma izlases novçrojumu precizitâðu summa.

Problçmu esam reducçjuði uz precizçðanu, ja dots atseviðís novçrojums ȳ, kuru atri-

sinâjâm iepriekð. Aposteriorâ precizitâte ir

1

(s′)2
=

1

s2
+

n

σ2
=
σ2 + ns2

σ2s2
. (6.4)

Aposteriorâ dispersija ir vienâda ar aposteriorâs precizitâtes apgriezto lielumu. Aposte-

riorâ vidçjâ vçrtîba ir vienâda ar:

m′ =
1/s2

n/σ2 + 1/s2
×m+

n/σ2

n/σ2 + 1/s2
× ȳ. (6.5)

6.3. Normâlâ apriorâ sadalîjuma izvçle

Ja novçrojums ir no normâlâ sadalîjuma ar zinâmu dispersiju, tad saistîtâ aprioro

sadalîjumu saime priekð µ ir N(m, s2). Ja var atrast ðîs saimes pârstâvi, kurð saskan ar

apriorajiem uzskatiem, tad aposteriorâ sadalîjuma atraðana, izmantojot Beijesa teorçmu,

bûs ïoti viegla. Aposteriorais sadalîjums arî bûs tâs paðas saimes pârstâvis un parametri

tiks precizçti ar vienkârðiem likumiem, kas uzdoti ar vienâdojumiem (6.4) un (6.5). Nav

nepiecieðams veikt skaitlisku integrçðanu.

Pirmkârt, jâizlemj par aprioro vidçjo vçrtîbu m. Pçc tam jâizlemj par aprioro stan-

dartnovirzi s. Attâlumu starp iespçjamo µ lielâko un mazâko vçrtîbu dala ar 6, lai iegûtu

aprioro standartnovirzi s.

Apriorâ sadalîjuma lietderîga pârbaude ir \ekvivalentâ izlases apjoma" aplûkoðana.

Aprioro dispersiju pielîdzina s2 = σ2/nekv un atrisina priekð nekv. Tas saista aprioro

precizitâti ar precizitâti no izlases. Ja nekv ir liels, tad ir ïoti stingri apriorie uzskati par

µ. Bûs nepiecieðams daudz izlases datu, lai aposterioros uzskatus novirzîtu tâlu prom

no apriorajiem uzskatiem. Ja nekv ir mazs, apriorie uzskati nav stingri un aposteriorie

uzskati bûs viegli ietekmçjami ar daudz mazâku izlases datu apjomu.

Ja no saistîtâs saimes nevar atrast aprioro sadalîjumu, kurð atbilst apriorajiem uz-

skatiem, tad vajadzçtu noteikt aprioros uzskatus punktu izlasei no apgabala, kurð ir
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iespçjams, un lineâri interpolçt starp tiem. Tad aposterioro sadalîjumu var noteikt ar

vienâdojumu (6.2).

6.4. Beijesa ticamîbas intervâls normâlâ sadalîjuma vidçjai vçr-

tîbai

Ja dispersija ir zinâma

Ja y1, . . . , yn ir gadîjuma izlase no N(µ, σ2) sadalîjuma, tad izlases vidçjâs vçrtîbas ȳ

sadalîjums irN(µ, σ2/n). Izmantojot vai nu \plakanu", vaiN(m, s2) aprioro sadalîjumu, µ

aposteriorais sadalîjums pie dotâ ȳ ir N [m′, (s′)2], kurð tiek precizçts saskaòâ ar likumiem

(6.4) un (6.5).

(1− α)× 100% Beijesa ticamîbas intervâls priekð µ ir

m′ ± zα
2
× s′. (6.6)

Ja dispersija nav zinâma

Ja nav zinâma dispersija, tad nav zinâma precizitâte, tâpçc nevar tieði izmantot pre-

cizçðanas likumus. Tâpçc no datiem aprçíina izlases dispersiju

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(yi − ȳ)2.

Pçc tam izmanto vienâdojumus (6.4) un (6.5), lai atrastu (s′)2 un m′, kur nezinâmâs

dispersijas σ2 vietâ izmanto izlases dispersiju σ̂2.

Lai òemtu vçrâ nenoteiktîbu σ2 novçrtçðanâ, Beijesa ticamîbas intervâls tiek paplaði-

nâts, òemot vçrtîbas nevis no standartnormâlâ sadalîjuma, bet gan no Stjudenta t sada-

lîjuma . Pareizais Beijesa ticamîbas intervâls ir

m′ ± tα
2
× s′.

t vçrtîba tiek òemta no rindas df = n− 1 (brîvîbas pakâpju skaits vienâds ar novçrojumu

skaits mînus 1).

Ne-normâlais apriorais sadalîjums

Ja sâk ar ne-normâlo aprioro sadalîjumu, tad atrod aposterioro sadalîjumu priekð

µ, izmantojot Beijesa teorçmu, kur ir jâintegrç skaitliski. Aposteriorais sadalîjums nebûs
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normâlais. Var atrast (1−α)×100% Beijesa ticamîbas intervâlu, atrodot apakðçjo vçrtîbu

µl un augðçjo vçrtîbu µu tâdas, ka∫ µu

µl

g(µ|y1, . . . , yn)dµ = 1− α.

Ir daudz ðâdu vçrtîbu. Labâkâ µl un µu izvçle dos îsâko iespçjamo Beijesa ticamîbas

intervâlu. Ðîs vçrtîbas arî apmierina

g(µl|y1, . . . , yn) = g(µu|y1, . . . , yn).
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7. Beijesa un klasiskâs vidçjâs vçrtîbas problemâtiku

salîdzinâjums

7.1. Klasiskâ un Beijesa punktveida novçrtçtâju salîdzinâjums

Lai novçrtçtu populâcijas vidçjo vçrtîbu µ, tiek izmantota izlases vidçjâ vçrtîba ȳ.

Klasiskie novçrtçtâji nezinâmiem parametriem tiek novçrtçti, òemot vçrâ parametru

izlases sadalîjumus. Parasti lietotais kritçrijs ir, ka novçrtçtâjam ir jâbût nenovirzîtam.

Otrais kritçrijs irminimâlâs dispersijas nenovirzîts novçrtçtâjs, kuram no klasiskâ viedokïa

vispârîgâ gadîjumâ tiek dota priekðroka.

Ja ir dota gadîjuma izlase no normâlâ sadalîjuma, tad ȳ izlases sadalîjums ir N(µ, σ
2

n
).

Izlases vidçjâ vçrtîba ȳ ir µ minimâlâs dispersijas nenovirzîts novçrtçtâjs.

Pieòemam aposteriorâ sadalîjuma vidçjo vçrtîbu par µ Beijesa novçrtçtâju:

µ̂B = E(µ|y1, . . . , yn) =
1/s2

n/σ2 + 1/s2
×m+

n/σ2

n/σ2 + 1/s2
× ȳ.

Aposteriorâ vidçjâ vçrtîba minimizç aposterioro vidçjo kvadrâtisko kïûdu. Tas nozîmç,

ka µ̂B ir optimâlais pçc-datu novçrtçtâjs.

Salîdzinâsim µ̂B ar µ̂f = ȳ pie klasiskâ pieòçmuma, ka patiesâ vidçjâ vçrtîba µ ir

fiksçta, bet nezinâma konstante. Varbûtîbas tiks aprçíinâtas no ȳ izlases sadalîjuma.

T.i., salîdzinâm divus µ pirms-datu novçrtçtâjus.

Aposteriorâs vidçjâs vçrtîbas sagaidâmâ vçrtîba ir

E(µ̂B) =
1/s2

n/σ2 + 1/s2
×m+

n/σ2

n/σ2 + 1/s2
× µ.

Aposteriorâs vidçjâs vçrtîbas novirze ir vienâda ar tâs sagaidâmâs vçrtîbas un îstâs para-

metra vçrtîbas starpîbu, kas vienkârðojas uz

σ2

ns2 + σ2
(m− µ).

Aposteriorâ vidçjâ vçrtîba ir novirzîts µ novçrtçjums. Novirze ir 0 tikai tad, ja apriorâ

vidçjâ vçrtîba sakrît ar nezinâmo patieso parametra vçrtîbu. Varbûtîba, ka tas varçtu

notikt, ir vienâda ar 0. Aposteriorâ vidçjâs vçrtîbas dispersija ir[ n/σ2

n/σ2 + 1/s2

]2

× σ2

n
=
( ns2

ns2 + σ2

)2

× σ2

n
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un tâ ir mazâka par σ2

n
, kas ir klasiskâ novçrtçtâja µ̂f = ȳ dispersija. Novçrtçtâja vidçjâ

kvadrâtiskâ kïûda apvieno novirzi un dispersiju vienâ mçrâ:

MS(µ̂B) = bias2 +D(µ̂).

Klasiskais novçrtçtâjs µ̂f = ȳ ir nenovirzîts µ novçrtçtâjs, tâpçc tâ vidçjâ kvadrâtiskâ

kïûda ir vienâda ar dispersiju:

MS(µ̂f ) =
σ2

n
.

Ja ir pieejama apriorâ informâcija, tad Beijesa novçrtçtâjam ir mazâkâ vidçjâ kvadrâtiskâ

kïûda visâ µ iespçjamo vçrtîbu apgabalâ.

7.2. Vidçjâs vçrtîbas klasiskâ un Beijesa ticamîbas intervâlu sa-

lîdzinâjums

Klasiskajâ statistikâ tiek formulçta varbûtîba:

P
(
µ− zα

2
× σ√

n
< ȳ < µ+ zα

2
× σ√

n

)
= 1− α,

kur zα
2
ir vçrtîba no divpusçjâ standartnormâlâ sadalîjuma. Pârkârtojam ðo varbûtîbas

formulçjumu tâ, lai µ bûtu vidû.

P
(
ȳ − zα

2
× σ√

n
< µ < ȳ + zα

2
× σ√

n

)
= 1− α.

Intervâla galapunkti ir gadîjuma, jo tie ir atkarîgi no ȳ, kurð ðajâ interpretâcijâ ir gadî-

juma lielums. Tâpçc pareizâ ticamîbas intervâla interpretâcija ir, ka (1 − α) × 100% no

intervâliem, kas aprçíinâti ðâdâ veidâ, saturçs patieso vçrtîbu. Ja òem gadîjuma izlasi un

aprçíina ȳ, tad neatliek nekas, kam bûtu gadîjuma raksturs un kam varçtu pieðíirt varbû-

tîbu. Intervâls, kuru aprçíinâm, vai nu satur, vai nesatur patieso vçrtîbu. Tâpçc sakâm,

ka mçs esam (1− α)× 100% pârliecinâti, ka izmantojot novçroto ȳ vçrtîbu, aprçíinâtais

intervâls

ȳ ± zα
2
× σ√

n
(7.1)

satur patieso vçrtîbu. Reizçm intervâlu pieraksta, kâ(
ȳ − zα

2
× σ√

n
, ȳ + zα

2
× σ√

n

)
. (7.2)

Tas kontrastç ar Beijesa ticamîbas intervâlu priekð µ, kuru aprçíinâjâm iepriekðçjâ noda-

ïâ. Varbûtîbas formulçjums, kuru izveidojam, ir no parametra µ aposteriorâ sadalîjuma,
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ja doti izlases dati y1, . . . , yn. Tas ir pamatots varbûtîbas formulçjums, jo µ tiek uzskatîts

par gadîjuma lielumu. Bet tas ir subjektîvs, jo tas tiek konstruçts, izmantojot savu subjek-

tîvo aprioro sadalîjumu. Ja sâktu ar atðíirîgu aprioro sadalîjumu, tad iegûtu (nedaudz)

atðíirîgu Beijesa ticamîbas intervâlu.

Ja priekð µ tiek òemts \plakans" apriorais sadalîjums, tad aposteriorâ vidçjâ vçrtîba

ir vienâda ar m′ = ȳ un aposteriorâ dispersija ir vienâda ar (s′)2 = σ2/n. Tâpçc ðajâ

gadîjumâ, gan Beijesa ticamîbas intervâls, gan klasiskais ticamîbas intervâls bûs formâ

(7.2).

7.3. Vienpusçjâs hipotçzes pârbaude par normâlâ sadalîjuma vi-

dçjo vçrtîbu

Pieòemsim, ka novçrojumi ir i.i.d. N(µ, σ2), kur σ2 ir zinâma.

Klasiskâ vienpusçjâs hipotçzes pârbaude par µ

Klasiskâ pârbaude balstâs uz statistikas izlases sadalîjumu.

1. Tiek noformulçta nulles un alternatîvâ hipotçze H0 : µ ≤ µ0 pret H1 : µ > µ0.

2. ȳ nulles sadalîjums ir N(µ0,
σ2

n
). Tas ir ȳ sadalîjums, ja nulles hipotçze ir patiesa.

Tâdçjâdi standartizçtâ mainîgâ z = ȳ−µ0

σ/
√
n
nulles sadalîjums bûs N(0, 1).

3. Tiek izvçlçts nozîmîbas lîmenis α.

4. Tiek noteikts noraidîðanas apgabals, kuram ir varbûtîba α, ja nulles hipotçze ir

patiesa. Ja α = 0.05, tad noraidîðanas apgabals ir z > 1.645. Tas parâdîts 5.

attçlâ.

5. Tiek òemti izlases dati un aprçíinâts ȳ. Ja ȳ vçrtîba atrodas noraidîðanas apgabalâ,

tad noraida nulles hipotçzi pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05; pretçjâ gadîjumâ nevar

noraidît nulles hipotçzi.

6. Cits veids, kâ veikt pârbaudi, ir aprçíinât p-vçrtîbu:

p-vçrtîba = P
(
Z ≥ ȳ − µ0

σ/
√
n

)
.

Ja p-vçrtîba≤ α, tad noraida nulles hipotçzi; pretçjâ gadîjumâ, to nevar noraidît.
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−3 −2 −1 0 1 2 3

5%

5. att.: z = ȳ−µ0

σ/
√
n
nulles sadalîjums ar noraidîðanas apgabalu vienpusçjâs hipotçzes klasiskajai

pârbaudei 5% nozîmîbas lîmenî.

Beijesa vienpusçjâs hipotçzes pârbaude par µ

Beijesa statistikâ vienpusçjâs hipotçzes pârbaude tiek veikta, aprçíinot nulles hipotç-

zes aposterioro varbûtîbu:

P (H0 : µ ≤ µ0|y1, . . . , yn) =

∫ µ0

−∞
g(µ|y1, . . . , yn) dµ. (7.3)

Ja aposteriorais sadalîjums g(µ|y1, . . . , yn) ir N(m′, (s′)2), tad to ir vienkârði atrast no

standartnormâlâ sadalîjuma tabulâm.

P (H0 : µ ≤ µ0|y1, . . . , yn) = P
(µ−m′

s′
≤ µ0 −m′

s′

)
= P

(
Z ≤ µ0 −m′

s′

)
,

(7.4)

kur Z ir standartnormâlais gadîjuma lielums. Ja varbûtîba ir mazâka par izvçlçto α, tad

noraida nulles hipotçzi un var secinât, ka µ > µ0.

7.4. Divpusçjâs hipotçzes pârbaude par normâlâ sadalîjuma vi-

dçjo vçrtîbu

Nulles hipotçze (punktveida hipotçze) ir patiesa tikai precîzai µ0 vçrtîbai. Tas ir tikai

viens punkts uz skaitïu taisnes. Pie visâm pârçjâm parametru telpas vçrtîbâm nulles

hipotçze ir aplama. Tâpçc drîzâk vajadzçtu pârbaudît, vai nulles hipotçze ir apgabalâ,

kurð varçtu bût patiess, nekâ pârbaudît, vai nulles hipotçze faktiski ir patiesa.

51



Klasiskâ divpusçjâs hipotçzes pârbaude par µ

1. Tiek formulçta nulles un alternatîvâ hipotçze

H0 : µ = µ0 pret H1 : µ 6= µ0. (7.5)

2. Standartizçtâ mainîgâ z = ȳ−µ0

σ/
√
n
nulles sadalîjums bûs N(0, 1).

3. Tiek izvçlçts nozîmîbas lîmenis α.

4. Tiek noteikts noraidîðanas apgabals, kuram ir varbûtîba α, ja nulles hipotçze ir

patiesa. Divpusçjâs hipotçzes pârbaudei ir divpusçjs noraidîðanas apgabals.

5. Tiek òemti izlases dati un aprçíinâts z = ȳ−µ0

σ/
√
n
. Ja vçrtîba atrodas noraidîðanas

apgabalâ, tad noraida hipotçzi pie nozîmîbas lîmeòa α; pretçjâ gadîjumâ nevar

noraidît nulles hipotçzi.

6. Cits veids, kâ veikt pârbaudi, ir aprçíinât p-vçrtîbu. p-vçrtîba iekïauj divpusçjâ

apgabala varbûtîbas:

p-vçrtîba = P
(
Z < −

∣∣∣ ȳ − µ0

σ/
√
n

∣∣∣)+ P
(
Z >

∣∣∣ ȳ − µ0

σ/
√
n

∣∣∣).
Ja p-vçrtîba≤ α, tad var noraidît nulles hipotçzi; pretçjâ gadîjumâ, to nevar noraidît.

Saistîba starp divpusçjo hipotçþu pârbaudi un klasisko ticamîbas intervâlu.

Noraidîðanas apgabals divpusçjai pârbaudei pie nozîmîbas lîmeòa α ir

z =
∣∣∣ ȳ − µ0

σ/
√
n

∣∣∣ > zα
2

un tas var tikt pârveidots, lai iegûtu, vai nu

µ0 < ȳ − zα
2
× σ√

n
, vai µ0 > ȳ + zα

2
× σ√

n
.

Ja pie lîmeòa α noraidaH0 : µ = µ0, tad µ0 atrodas ârpus (1−α)×100% klasiskâ ticamîbas

intervâla priekð µ. Lîdzîgi var parâdît, ka ja pieòem H0 : µ = µ0 pie lîmeòa α, tad µ0

atrodas (1−α)×100% klasiskajâ ticamîbas intervâlâ priekð µ. Tâpçc klasiskais ticamîbas

intervâls satur visas tâs µ0 vçrtîbas, kuras tiktu akceptçtas, ja tâs tiktu pârbaudîtas.

Beijesa divpusçjâs hipotçzes pârbaude par µ
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Ja divpusçjo hipotçzi

H0 : µ = µ0 pret H1 : µ 6= µ0

pârbauda ar Beijesa metodi un ir nepârtraukts apriorais sadalîjums, tad nevar aprçíinât

nulles hipotçzes aposterioro varbûtîbu, kâ tika darîts priekð vienpusçjâs hipotçzes. Ja ir

nepârtraukts apriorais sadalîjums, tad ir nepârtraukts aposteriorais sadalîjums. Nepâr-

traukta gadîjuma lieluma specifiskas vçrtîbas varbûtîba vienmçr ir vienâda ar 0. Nulles

hipotçzes H0 : µ = µ0 aposteriorâ varbûtîba bûs vienâda ar nulli.

Tâ vietâ aprçíina (1 − α) × 100% Beijesa ticamîbas intervâlu priekð µ, izmantojot

aposterioro sadalîjumu. Ja µ0 atrodas Beijesa ticamîbas intervâlâ, tad nenoraida nulles

hipotçzi H0 : µ = µ0. (Tomçr tai ir nulles varbûtîba bût tieði patiesai, ja apskata pietie-

kami daudz decimâlo zîmju.) Ja µ0 atrodas ârpus Beijesa ticamîbas intervâla, tad nulles

hipotçze tiek noraidîta.
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8. Praktiskâ daïa

8.1. Beta apriorâ sadalîjuma izmantoðana binomiâlâs proporci-

jas novçrtçðanâ

Pieòemsim, ka trîs studentiem ir dots uzdevums novçrtçt pilsçtas iedzîvotâju daïu π,

kuri atbalsta kazino celtniecîbu pilsçtâ.

Anna uzskata, ka apriorâ vidçjâ vçrtîba varçtu bût 0.2 un apriorâ standartnovirze 0.08.

Beta(a, b) apriorais sadalîjums, kurð saskan ar viòas apriorajiem uzskatiem tiek atrasts

izmantojot vienâdojumu (4.5):
0.2× 0.8

a+ b+ 1
= 0.082.

Tâdçjâdi viòas ekvivalentais izlases apjoms ir a + b + 1 = 25. Izmantojot vienâdojumu

(4.4) Anna atrod a = 4.8 un b = 19.2 savam apriorajam sadalîjumam.

Atis ir jaunatnâcçjs pilsçtâ, tâpçc viòð nav zinoðs par lokâlo noskaòu \par" vai \pret"

piedâvâto kazino. Viòð izlemj lietot vienmçrîgo aprioro sadalîjumu. Viòam a = b = 1.

Viòa ekvivalentais izlases apjoms ir a+ b+ 1 = 3.

Imants nevar pielâgot Beta(a, b) aprioro sadalîjumu saviem uzskatiem. Viòð tic, ka

apriorais sadalîjums ir ar trapeces formu. Svari priekð viòa apriorâ sadalîjuma ir doti

21.tabulâ un viòð lineâri interpolç starp tiem, lai iegûtu savu nepârtraukto aprioro sa-

dalîjumu. Ja interpolç starp ðiem punktiem, tad Imanta apriorais sadalîjums ir uzdots

ar

g(π) =


20π, ja 0 ≤ π ≤ 0.1

2, ja 0.1 ≤ π ≤ 0.3

5− 10π, ja 0.3 ≤ π ≤ 0.5

Ðie trîs apriorie sadalîjumi ir parâdîti 6. attçlâ. Imanta apriorais sadalîjums patiesîbâ

nav îsts, jo laukums zem tâ nav vienâds ar 1. Taèu tas nerada problçmas.

21. tabula Imanta apriorie svari
Vçrtîba Svars

0 0
0.05 1
0.1 2
0.3 2
0.4 1
0.5 0

54
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Ata apriorais
Imanta apriorais

6. att. Annas, Ata un Imanta apriorie sadalîjumi.

Tika aptaujâti n = 100 pilsçtas iedzîvotâji un y = 26 no tiem atbalstîja kazino cel-

tniecîbu pilsçtâ. Annas un Ata aposteriorie Beta sadalîjumu parametri tiek noteikti ar

vienâdojuma (4.3) palîdzîbu. Annas aposteriorais sadalîjums ir Beta(4.8 + 26, 19.2 + 74).

Ata aposteriorais sadalîjums ir Beta(1 + 26, 1 + 74). Imanta aposteriorais sadalîjums tiek

atrasts izmantojot vienâdojumu (4.2). Lai skaitliski novçrtçtu Imanta aposterioro sadalî-

jumu, tiek integrçts Imanta apriorais sadalîjums × ticamîba. Trîs aposteriorie sadalîjumi

ir parâdîti 7. attçlâ. Visi trîs studenti iegûst ïoti lîdzîgus aposterioros sadalîjumus, lai

gan sâka ar samçrâ atðíirîgu formu apriorajiem sadalîjumiem.

Lai atrastu Annas un Ata aposteriorâs vidçjâs vçrtîbas un dispersijas, ir jâizmanto

vienâdojumi (4.8) un (4.10). Imanta aposteriorâs vidçjâs vçrtîbas un dispersijas atra-

ðanai jâizmanto vienâdojumi (4.7) un (4.9). Aprçíinâtâs aposteriorâs vidçjâs vçrtîbas,

mediânas, standartnovirzes un starpkvartiïu intervâli ir parâdîti 22.tabulâ. Aposteriora-

jiem sadalîjumiem ir lîdzîgas aprakstoðâs statistikas, neraugoties uz to, ka tika izmantoti

daþâdi apriorie sadalîjumi.

Divpusçjos 95% Beijesa ticamîbas intervâlus priekð π, var aprçíinât divos veidos: iz-

mantojot precîzo (Beta) blîvuma funkciju vai izmantojot normâlo aproksimâciju. Aprç-

íinâtie intervâli parâdîti 23.tabulâ. Annai, Atim un Imantam ir nedaudz atðíirîgi Beijesa

ticamîbas intervâli, jo viòi sâka ar atðíirîgiem apriorajiem uzskatiem. Bet datu ietekme

bija daudz lielâka nekâ viòu aprioro sadalîjumu ietekme un viòu aprçíinâtie Beijesa tica-
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7. att. Annas, Ata un Imanta aposteriorie sadalîjumi.

22. tabula Aposterioro sadalîjumu izvietojuma un izkliedes mçri

Persona
Aposteriorais Vidçjâ

Mediâna
Standart- Starpkvartiïu

sadalîjums vçrtîba novirze intervâls
Anna Beta(30.8, 93.2) 0.248 0.247 0.039 0.053
Atis Beta(27, 75) 0.265 0.263 0.043 0.059

Imants skaitlisks 0.262 0.260 0.042 0.057

mîbas intervâli ir ïoti lîdzîgi. Visos trîs gadîjumos 95% Beijesa ticamîbas intervâls priekð

π, kurð aprçíinâts izmantojot normâlo aproksimâciju ir gandrîz identisks atbilstoðajam

precîzajam 95% Beijesa ticamîbas intervâlam.

23. tabula Precîzie un aptuvenie 95% Beijesa ticamîbas intervâli

Persona
Aposteriorais Precîzâ Norm. aproks.
sadalîjums ticamîbas interv. ticamîbas interv.

Apakð. rob. Augð. rob. Apakð. rob. Augð. rob.
Anna Beta(30.8, 93.2) 0.177 0.328 0.172 0.324
Atis Beta(27, 75) 0.184 0.354 0.183 0.355

Imants skaitlisks 0.182 0.345 0.181 0.344

Klasiskais ticamîbas intervâls priekð π tiek aprçíinâts izmantojot formulu (5.2).

0.26± 1.96

√
0.26× 0.74

100
= (0.174, 0.346).

Ðo rezultâtu var salîdzinât ar 23.tabulâ parâdîtajiem Beijesa ticamîbas intervâliem.
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8.2. Daþâdu aprioro sadalîjumu izmantoðana normâlâ sadalîju-

ma vidçjâs vçrtîbas novçrtçðanâ

Pieòemsim, ka trîs studentiem ir dots uzdevums novçrtçt vienu gadu vecu foreïu vidçjo

garumu strautâ. Iepriekðçjie pçtîjumi citos strautos ir parâdîjuði, ka gadu vecu foreïu

garums ir normâli sadalîts ar zinâmu standartnovirzi 2 cm.

Gvido izlemj, ka viòa apriorâ vidçjâ vçrtîba bûs 30 cm. Viòð nolemj neticçt, ka gadu

veca varavîksnes forele var bût îsâka par 18 cm vai garâka par 42 cm. Tâdçï viòa apriorâ

standartnovirze ir 4 cm (kâ aprakstîts 6.3. apakðnodaïâ). Tâpçc viòð izmantos N(30, 42)

aprioro sadalîjumu.

Laura neko nezina par forelçm, tâpçc viòa izlemj izmantot \plakanu" aprioro sadalî-

jumu.

Normunds izlemj, ka viòa apriorajiem uzskatiem nepiemît normâlais sadalîjums. Viòa

apriorais sadalîjums ir ar trapeces formu. Tas pieðíir nulles svaru garumam lîdz 18 cm,

svaru 1 - garumam no 24 cm lîdz 40 cm, un svaru 0 - garumam sâkot ar 46 cm. Viòð

lineâri interpolç starp ðîm vçrtîbâm.

Ðo trîs aprioro sadalîjumu formas ir parâdîtas 8. attçlâ.

10 20 30 40 50

Gvido apriorais
Lauras apriorais
Normunda apriorais

8. att. Gvido, Lauras un Normunda aprioro sadalîjumu formas.

Tiek òemta gadîjuma izlase ar 12 vienu gadu vecâm forelçm no strauta un atrasta

izlases vidçjâ vçrtîba ȳ = 32cm. Gvido un Laura atrod savus aposterioros sadalîjumus,

izmantojot vienkârðos precizçðanas likumus normâlajai saistîtajai sadalîjumu saimei, kas
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uzdoti ar vienâdojumiem (6.4) un (6.5). Priekð Gvido

1

(s′)2
=

1

42
+

12

22
.

Atrisinot to, tiek iegûta viòa aposteriorâ dispersija (s′)2 = 0.3265. Viòa aposteriorâ

standartnovirze ir s′ = 0.5714. Viòa aposteriorâ vidçjâ vçrtîba ir

m′ =
1
42

1
0.57142

× 30 +
12
22

1
0.57142

× 32 = 31.96.

Laura izmanto \plakanu" aprioro sadalîjumu tâpçc viòas aposteriorâ dispersija ir

(s′)2 =
22

12
= 0.3333

un viòas aposteriorâ standartnovirze ir s′ = 0.5774. Viòas aposteriorâ vidçjâ vçrtîbam′ =

32 ir vienâda ar izlases vidçjo vçrtîbu. Gan Gvido, gan Laurai ir normâlais aposteriorais

sadalîjums.

Normunds atrod savu aposterioro sadalîjumu, izmantojot vienâdojumu (6.2), kas prasa

skaitlisku integrçðanu. Trîs aposteriorie sadalîjumi ir parâdîti 9. attçlâ. Aposteriorie

sadalîjumi ir lîdzîgi, neraugoties uz to, ka tika sâkts ar diezgan atðíirîgiem apriorajiem

sadalîjumiem.

28 29 30 31 32 33 34

Gvido aposteriorais
Lauras aposteriorais
Normunda aposteriorais

9. att.: Gvido, Lauras un Normunda aposteriorie sadalîjumi. (Lauras un Normunda aposteriorie

sadalîjumi ir gandrîz identiski.)

No Gvido un Lauras aposteriorajiem sadalîjumiem tika aprçíinâti 95% Beijesa tica-

mîbas intervâli, izmantojot vienâdojumu (6.6). Normundam tas bija jâaprçíina skaitliski
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no sava skaitliskâ aposteriorâ sadalîjuma. Beijesa ticamîbas intervâli parâdîti 24.tabulâ.

Gvido, Laura un Normunds ieguva nedaudz atðíirîgus Beijesa ticamîbas intervâlus, jo viòi

sâka ar atðíirîgiem apriorajiem sadalîjumiem. Bet datu ietekme bija daudz lielâka nekâ

viòu aprioro sadalîjumu ietekme un viòu Beijesa ticamîbas intervâli ir diezgan lîdzîgi.

24. tabula 95% Beijesa ticamîbas intervâli

Persona
Aposteriorais Ticamîbas intervâls
sadalîjums Apakð. rob. Augð. rob.

Gvido N(31.96, 0.3265) 30.84 33.08
Laura N(32, 0.3333) 30.87 33.13

Normunds skaitlisks 30.86 33.12

95% klasiskais ticamîbas intervâls priekð µ tiek aprçíinâts izmantojot formulu (7.1)

ȳ ± z0.025 ×
σ√
n

= 32± 1.96× 2√
12

= (30.87, 33.13).

Salîdzinot to ar 95% Beijesa ticamîbas intervâliem 24.tabulâ, redzam, ka klasiskais tica-

mîbas intervâls ir vienâds ar Lauras atrasto Beijesa ticamîbas intervâlu, jo viòa izmantoja

\plakanu" aprioro sadalîjumu.

Izlasot publikâciju þurnâlâ, studenti uzzinâja, ka gadu vecas foreles vidçjais garums

tipiskâ izplatîbas vietâ ir 31cm. Katrs no viòiem nolçma noteikt, vai foreïu vidçjais garums

strautâ, kuru viòi pçta, ir lielâks par 31cm, pârbaudot hipotçzi

H0 : µ ≤ 31 pret H1 : µ > 31

α = 5% nozîmîbas lîmenî. Beijesa vienpusçjâs hipotçzes pârbaudei viòi aprçíina nulles

hipotçzes aposterioro varbûtîbu. Gvido un Laurai ir normâlie aposteriorie sadalîjumi,

tâpçc viòi izmanto vienâdojumu (7.4). Normundam nav normâlais aposteriorais sadalî-

jums, viòð to aprçíinâja skaitliski. Viòð nulles hipotçzes aposterioro varbûtîbu aprçíina,

skaitliski novçrtçjot vienâdojumu (7.3). Beijesa vienpusçjâs hipotçzes pârbaudes rezultâti

parâdîti 25.tabulâ.

Salîdzinâsim to ar klasisko vienpusçjâs hipotçzes pârbaudi. z = ȳ−31
σ/
√
n
nulles sadalîjums

un pareizais noraidîðanas apgabals ir doti 5. attçlâ. Ðiem datiem z = 32−31
2/
√

12
= 1.732. Tas

atrodas noraidîðanas apgabalâ, tâpçc 5% lîmenî nulles hipotçze tiek noraidîta. Cits veids,

kâ var veikt klasisko hipotçþu pârbaudi ir aprçíinât p-vçrtîbu.

p-vçrtîba = P

(
Z >

32− 31

2/
√

12

)
= P (Z > 1.732) = 0.0416.
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25. tabula Beijesa vienpusçjâs hipotçzes pârbaudes rezultâti
Persona Aposteriorais sadalîjums P (µ ≤ 31|y1, . . . , yn)

Gvido N(31.96, 0.57142) P (Z ≤ 31−31.96
0.5714

) =0.0465 noraida

Laura N(32, 0.57742) P (Z ≤ 31−32
0.5774

) =0.0416 noraida

Normunds skaitlisks
∫ 31

−∞ g(µ|y1, . . . , yn) dµ =0.0489 noraida

p-vçrtîba ir mazâka par nozîmîbas lîmeni α, tâpçc tâpat kâ iepriekð nulles hipotçze tiek

noraidîta.

8.3. Vienkârðâ lineârâ regresija

26.tabulâ doti dati regresijas analîzei. x ir neatkarîgais mainîgais un y ir atkarîgais

mainîgais. Datus aprakstoðâs statistikas ir: x̄ = 14.3888, ȳ = 14.2208, x2 = 207.0703,

y2 = 202.3186 un xy = 204.6628.

Regresijas taisnes virziena koeficients tiek aprçíinâts izmantojot vienâdojumu (1.3):

B =
xy − x̄ȳ
x2 − (x̄)2

=
204.6628− 14.3888× 14.2208

207.0703− (14.3888)2
=

0.04256896

0.03275456
= 1.29963.

Mazâko kvadrâtu taisnes vienâdojums, kas uzdots ar vienâdojumu (1.4) ir

y = 14.2208 + 1.29963× (x− 14.3888).

Datu (x un y) izkliedes diagramma kopâ ar mazâko kvadrâtu taisni ir parâdîta 10. attçlâ.

Mazâko kvadrâtu novçrtçtâs vçrtîbas ŷi = ȳ+B(xi−x̄), atlikumi un atlikumu kvadrâti

parâdîti 27.tabulâ. Mazâko kvadrâtu taisnes novçrtçtâ dispersija (uzdota ar vienâdojumu

(1.5)) ir

σ̂2 =

∑n
i=1(yi − ŷi)2

n− 2
=

0.801882

23
= 0.0348644.

Novçrtçtâ standartnovirze ir σ̂ =
√

0.0348644 = 0.18672.

Izmantosim N(1, (0.3)2) aprioro sadalîjumu priekð β un N(15, 12) aprioro sadalîjumu

priekð αx̄. Tâ kâ nav zinâma patiesâ dispersija, tad jâizmanto novçrtçtâ dispersija σ̂2 =

0.0348644.

SSx =
n∑
i=1

(xi − x̄)2 = n(x2 − x̄2) = 25× (207.0703− 14.38882) = 0.81886

β aposteriorâ precizitâte tiek aprçíinâta ar vienâdojumu (1.6)

1

(s′β)2
=

1

0.32
+

0.81886

0.0348644
= 34.5981,
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26. tabula Dati regresijas analîzei
Novçrojuma numurs x y

1 14.36 13.84
2 14.48 14.41
3 14.53 14.22
4 14.52 14.63
5 14.35 13.95
6 14.31 14.37
7 14.44 14.41
8 14.23 13.99
9 14.32 13.89
10 14.57 14.59
11 14.28 14.32
12 14.36 14.31
13 14.50 14.43
14 14.52 14.44
15 14.28 14.14
16 14.13 13.90
17 14.54 14.37
18 14.60 14.34
19 14.86 14.78
20 14.28 13.76
21 14.09 13.85
22 14.20 13.89
23 14.50 14.22
24 14.02 13.80
25 14.45 14.67

Vidçjâ vçrtîba 14.3888 14.2208

tâpçc β aposteriorâ standartnovirze ir

s′β = 34.5981−
1
2 = 0.17001.

β aposteriorâ vidçjâ vçrtîba tiek aprçíinâta ar vienâdojumu (1.7)

m′β =
1

0.32

34.5981
× 1 +

0.81886
0.0348644

34.5981
× 1.29963 = 1.2034.

αx̄ aposteriorâ precizitâte tiek aprçíinâta ar vienâdojumu (1.8)

1

(s′αx̄)
2

=
1

12
+

25

0.0348644
= 718.064,

tâpçc aposteriorâ standartnovirze ir

s′αx̄ = 718.064−
1
2 = 0.037318.
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10. att. Datu (x un y) izkliedes diagramma un mazâko kvadrâtu taisne

αx̄ aposteriorâ vidçjâ vçrtîba tiek aprçíinâta ar vienâdojumu (1.9)

m′αx̄ =
1
12

718.064
× 15 +

25
0.0348644

718.064
× 14.2208 = 14.2219.

Virziena koeficienta apriorais un aposteriorais sadalîjums ir parâdîti 11. attçlâ.
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11. att. Virziena koeficienta apriorais un aposteriorais sadalîjums.

Lai veiktu hipotçþu pârbaudi par to, vai x vispâr ir atkarîgs no y, jâpârbauda hipotçze

H0 : β = 0 pret alternatîvu H1 : β 6= 0 pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05. Lai pârbaudîtu

62



27. tabula Mazâko kvadrâtu novçrtçtâs vçrtîbas, regresijas atlikumi un atlikumu kvadrâti
Novçrojuma MK novçrtçjums Atlikums Atlikums2

numurs x y ŷ = A0 +Bx y − ŷ (y − ŷ)2

1 14.36 13.84 14.1834 -0.343371 0.117903
2 14.48 14.41 14.3393 0.070673 0.004995
3 14.53 14.22 14.4043 -0.184308 0.033970
4 14.52 14.63 14.3913 0.238688 0.056972
5 14.35 13.95 14.1704 -0.220374 0.048565
6 14.31 14.37 14.1184 0.251611 0.063308
7 14.44 14.41 14.2873 0.122659 0.015045
8 14.23 13.99 14.0144 -0.024418 0.000596
9 14.32 13.89 14.1314 -0.241385 0.058267
10 14.57 14.59 14.4563 0.133706 0.017877
11 14.28 14.32 14.0794 0.240600 0.057888
12 14.36 14.31 14.1834 0.126629 0.016035
13 14.50 14.43 14.3653 0.064681 0.004184
14 14.52 14.44 14.3913 0.048688 0.002371
15 14.28 14.14 14.0794 0.060600 0.003672
16 14.13 13.90 13.8845 0.015545 0.000242
17 14.54 14.37 14.4173 -0.047305 0.002238
18 14.60 14.34 14.4953 -0.155283 0.024113
19 14.86 14.78 14.8332 -0.053188 0.002829
20 14.28 13.76 14.0794 -0.319400 0.102016
21 14.09 13.85 13.8325 0.017531 0.000307
22 14.20 13.89 13.9754 -0.085429 0.007298
23 14.50 14.22 14.3653 -0.145319 0.021118
24 14.02 13.80 13.7415 0.058505 0.003423
25 14.45 14.67 14.3003 0.369662 0.136650

Vidçjais 14.3888 14.2208

hipotçzi ar Beijesa metodi, aprçíinâm Beijesa ticamîbas intervâlu. Tâ kâ nezinâmâs îstâs

dispersijas vietâ tika izmantota novçrtçtâ dispersija, tad 95% Beijesa ticamîbas intervâla

aprçíinâðanai jâizmanto vienâdojums (1.10), kur tα
2
ir Stjudenta sadalîjuma kritiskâ vçr-

tîba ar n−2 = 23 brîvîbas pakâpçm. Aprçíinâtais intervâls ir (0.852, 1.555). Ðis intervâls

nesatur 0, tâpçc H0 var noraidît un secinât, ka y var novçrtçt izmantojot x.

Atbilstoðais klasiskais ticamîbas intervâls priekð β jâaprçíina, izmantojot vienâdojumu

(1.11). Aprçíinâtais intervâls ir (0.873, 1.726). Redzam, ka ar Beijesa metodi novçrtçtais

ticamîbas intervâls ir îsâks nekâ klasiskais ticamîbas intervâls.

Aprçíinâsim (y) prognozçjamo sadalîjumu kâ funkciju no (x). Prognozçjamâ sadalî-
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juma vidçjâ vçrtîba ir

m′y = m′αx̄ +m′β × (x− x̄) = 14.2219 + 1.2034× (x− 14.3888)

un prognozçjamâ sadalîjuma dispersija ir

(s′y)
2 = σ̂2 + s′2αx̄ + s′2β (x− x̄)2 = 0.0348644 + 0.0373182 + 0.170012(x− 14.3888)2.

95% prognozes intervâls ir formâ (m′y− t0.025×s′y,m′y+ t0.025×s′y). Prognozçjamâs vidçjâs

vçrtîbas grafiks kopâ ar 95% prognozçjamâm robeþâm ir parâdîts attçlâ 12.

13.0 13.5 14.0 14.5 15.0 15.5 16.0

12
13

14
15

16
17

95% apakseja robeza
95% augseja robeza
videja vertiba

12. att. Prognozçjamâ vidçjâ vçrtîba ar 95% prognozçjamâm robeþâm.

8.4. Normâlâ sadalîjuma vidçjâs vçrtîbas ticamîbas intervâlu

pârklâjuma precizitâte

Lai noskaidrotu, cik labi strâdâ Beijesa metode salîdzinâjumâ ar klasisko t-testu [9],

izmantosim ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâti. 10000 reiþu tika ìenerçti N(0, 1)

sadalîjuma dati pie atðíirîgiem izlaðu apjomiem, un izmantojot daþâdus aprioros sadalî-

jumus parametram µ, ar Beijesa metodi tika konstruçti ticamîbas intervâli pie nozîmîbas

lîmeòa α = 5% un pârbaudîta to pârklâjuma precizitâte, t.i., cik bieþi îstâ parametra

vçrtîba iekrît konstruçtajâ ticamîbas intervâlâ.

13. un 14. attçlos parâdîti pârklâjuma analîzei izmantotie normâlie apriorie sadalîju-

mi.
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13. att. Daþi normâlie apriorie sadalîjumi.
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14. att. Daþi normâlie apriorie sadalîjumi.

28.tabulâ redzams, ka t-tests strâdâ labi pat pie nelieliem izlaðu apjomiem.

Beijesa ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâte, protams, ir atkarîga no izvçlçtâ

apriorâ sadalîjuma. Jeffreys apriorais sadalîjums priekð normâlâ sadalîjuma vidçjâs vçr-

tîbas ir plakanais apriorais sadalîjums. Izmantojot ðo aprioro sadalîjumu konstruçtais

Beijesa ticamîbas intervâls sakrît ar klasisko ticamîbas intervâlu. Un tâpat kâ klasisko

ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâte, arî Beijesa ticamîbas intervâliem ar plakano

aprioro sadalîjumu tâ ir ïoti laba gan pie lieliem, gan pie maziem izlaðu apjomiem.
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28. tabula: Beijesa ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâte N(0, 1) sadalîjuma vidçjai vçr-

tîbai ar daþâdiem apriorajiem sadalîjumiem
n t-tests N(0, 52) N(0, 12) N

(
0,
(

1√
10

)2)
N
(
0,
(

1
10

)2)
10 0.9513 0.9537 0.9559 0.9813 0.9979
20 0.9498 0.9493 0.9541 0.9772 0.9984
50 0.9501 0.9485 0.9526 0.9677 0.9984
100 0.9506 0.9496 0.9517 0.9560 0.9924
200 0.9534 0.9499 0.9521 0.9585 0.9838
500 0.9505 0.9489 0.9555 0.9516 0.9673
1000 0.9476 0.9475 0.9495 0.9485 0.9576

n Jeffreys N
(
0,
(

1√
500

)2)
N
(
0,
(

1√
1000

)2)
N(1, 12) N(10, 52)

10 0.9494 0.9998 0.9999 0.9542 0.9490
20 0.9501 1.0000 1.0000 0.9470 0.9500
50 0.9506 1.0000 1.0000 0.9544 0.9554
100 0.9495 1.0000 1.0000 0.9496 0.9482
200 0.9494 0.9994 1.0000 0.9489 0.9515
500 0.9492 0.9945 0.9994 0.9513 0.9490
1000 0.9501 0.9841 0.9940 0.9504 0.9520

n N(5, 12) N
(
1,
(

1√
10

)2)
N(10, 12) N

(
1,
(

1
10

)2)
10 0.7626 0.5109 0.2702 0.0000
20 0.8431 0.6190 0.4569 0.0000
50 0.8981 0.7875 0.7183 0.0000
100 0.9209 0.8562 0.8366 0.0000
200 0.9371 0.9054 0.8908 0.0000
500 0.9418 0.9272 0.9266 0.0104
1000 0.9441 0.9365 0.9361 0.1359

Arî, ja izvçlçtâ apriorâ sadalîjuma vidçjâ vçrtîba ir tuva patiesajai vidçjai vçrtîbai,

vai arî apriorajam sadalîjumam ir pietiekami liela dispersija, tad pârklâjuma precizitâte

ir ïoti laba.

Taèu, ja izvçlçtâ apriorâ sadalîjuma vidçjâ vçrtîba ir tâlu no patiesâs (un dispersija

nav pârâk liela), tad pârklâjuma precizitâte ir laba tikai pie lieliem izlaðu apjomiem.
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Secinâjumi

Darbâ tika apskatîtas Beijesa metodes daþâdu matemâtiskâs statistikas problemâti-

ku risinâðanai. Pielietojot Beijesa metodes, ïoti svarîga ir apriorâ sadalîjuma izvçle. Ir

iespçjams izvçlçties ïoti daþâdus aprioros sadalîjumus novçrtçjamajiem parametriem. At-

karîbâ no tâ, cik daudz apriorâs informâcijas ir pieejams un cik daudz to vçlamies iekïaut

apriorajâ sadalîjumâ, mçs varam izvçlçties vai nu informatîvu vai neinformatîvu apri-

oro sadalîjumu. Neinformatîvie apriorie sadalîjumi var bût pat tâdi sadalîjumi, kas nav

îsti varbûtîbu sadalîjumi, t.i., integrâlis no to blîvuma funkcijâm nav vienâds ar 1. Ta-

èu tas nesagâdâ problçmas, ja pareizinot aposterioro sadalîjumu ar piemçrotu konstanti,

integrâlis no aposteriorâ blîvuma tomçr ir 1. Viens no visbieþâk izmantotajiem neinfor-

matîvajiem apriorajiem sadalîjumiem ir Jeffreys apriorais sadalîjums, kurð tiek iegûts no

Fiðera informâcijas matricas.

Praksç, ja vien ir iespçjams, tad visçrtâk ir izmantot saistîtos aprioros sadalîjumus.

Iegûtie aposteriorie sadalîjumi tâdâ gadîjumâ bûs tâs paðas sadalîjumu saimes pârstâvji,

no kuras ir òemts apriorais sadalîjums, un aposteriorâ sadalîjuma parametri bûs samçrâ

vienkârði aprçíinâmi.

Ar Beijesa metodi iegûtie punktveida novçrtçjumi bieþi vien ir labâki par klasiskajiem

novçrtçjumiem, ja tie tiek salîdzinâti izmantojot klasiskos kritçrijus, kâ piemçram, vidçjo

kvadrâtisko kïûdu. Tas nozîmç, ka pat tad, ja nav nekâdas apriorâs informâcijas, tomçr

labâk izmantot Beijesa metodes nekâ atgriezties pie klasiskajâm metodçm.

Beijesa ticamîbas intervâli parasti ðaurâki par atbilstoðajiem klasiskajiem ticamîbas

intervâliem, jo Beijesa metode izmanto gan aprioro informâciju, gan no datiem iegûto

informâciju, bet novçrtçjot ticamîbas intervâlus ar klasisko metodi, apriorâ informâcija

netiek òemta vçrâ.
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1. Beijesa problemâtika vienkârðai lineârai regresijai

Dati sastâv no n sakârtotiem punktu pâriem (xi, yi) i = 1, . . . , n. x ir prediktors

(neatkarîgais mainîgais) bez kïûdas. y ir atbildes mainîgais, kurð kaut kâdâ nezinâmâ

veidâ ir atkarîgs no x. Katrs novçrotais y ir ar kïûdu.

1.1. Mazâko kvadrâtu regresija

Regresijas taisnes vienâdojums tiek noteikts ar tâs virziena koeficientu β un brîvo

locekli α0.

Normâlie vienâdojumi un mazâko kvadrâtu taisne

Taisnes y = α0 + βx atlikumu kvadrâtu summa ir

SSres =
n∑
i=1

[yi − (α0 + βxi)]
2.

Lai izmantojot aprçíinus atrastu α0 un β vçrtîbas, kuras minimizç SSres, parciâli atvasina

SSres pçc α0 un pçc β. Atvasinâjumus pielîdzina nullei un atrisina ðos vienâdojumus.

Vispirms òem atvasinâjumu pçc α0. Tas dod vienâdojumu

∂SS

∂α0

=
n∑
i=1

2× [yi − (α0 + βxi)]
1 × (−1) = 0,

kas vienkârðojas uz
n∑
i=1

yi −
n∑
i=1

α0 −
n∑
i=1

βxi = 0

un tâlâk uz

ȳ − α0 − βx̄ = 0. (1.1)

Òemot parciâlo atvasinâjumu pçc β, iegûst

∂SS

∂β
=

n∑
i=1

2× [yi − (α0 + βxi)]
1 × (−xi) = 0,

kas vienkârðojas uz
n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

α0xi −
n∑
i=1

βx2
i = 0

un tâlâk uz

xy − α0x̄− βx2 = 0. (1.2)
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Vienâdojumi (1.1) un (1.2) ir pazîstami kâ normâlie vienâdojumi. Ðeit normalitâte attie-

cas uz taisnajiem projekciju leòíiem1 un tai nav nekâda sakara ar normâlo sadalîjumu.

No vienâdojuma (1.1) izsaka α0, ievieto to vienâdojumâ (1.2) un izsaka β

xy − (ȳ − βx̄)x̄− βx2 = 0.

Atrisinâjums ir mazâko kvadrâtu virziena koeficients2

B =
xy − x̄ȳ
x2 − x̄2

. (1.3)

Ïoti svarîgi neveikt noapaïoðanu, lai neiegûtu bûtiskas kïûdas slîpuma novçrtçjumâ. B

ievieto atpakaï vienâdojumâ (1.1) un izsaka brîvo locekli

A0 = ȳ −Bx̄.

Mazâko kvadrâtu taisnes vienâdojums ir

y = A0 +Bx.

Mazâko kvadrâtu taisnes alternatîvâ forma. Taisni nosaka visi tie punkti

Ax̄ = A0 +Bx̄ = ȳ,

kuru abscisas ir x̄. Tâpçc mazâko kvadrâtu taisne iet caur punktiem (x̄, ȳ). Alternatîvs

vienâdojums mazâko kvadrâtu taisnei ir

y = Ax̄ +B(x− x̄) = ȳ +B(x− x̄), (1.4)

kurð ir îpaði noderîgs.

Dispersijas novçrtçðana ap mazâko kvadrâtu taisni

Dispersijas novçrtçjums ap mazâko kvadrâtu taisni ir

σ̂2 =

∑n
i=1[yi − (Ax̄ +B(xi − x̄))]2

n− 2
, (1.5)

1Mazâkie kvadrâti atrod (n-dimensionâla) novçrojumu vektora projekciju plaknç, kura satur visas

iespçjamâs (α0, β) vçrtîbas.
2Mazâko kvadrâtu virziena koeficientam ir vairâkas atðíirîgas formulas. Taèu var parâdît, ka tâs visas

ir ekvivalentas. Konkrçti ðî tiek izmantota, jo to ir viegli atcerçties.
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kas ir atlikumu kvadrâtu summas dalîjums ar n−2. Atlikumu kvadrâtu summa tiek dalîta

ar n−2, jo atlikumu kvadrâtu summas3 aprçíinâðanai tika izmantoti divi novçrtçjumi Ax̄

un B.

1.2. Vienkârðâs lineârâs regresijas pieòçmumi

1. Pieòçmums par vidçjo vçrtîbu. y nosacîtâ vidçjâ vçrtîba, jo dots x, ir nezinâma

lineâra funkcija no x.

µy|x = α0 + βx.

Alternatîvâ parametrizâcijâ

µy|x = αx̄ + β(x− x̄).

2. Pieòçmums par kïûdu. Novçrojums ir vienâds ar vidçjâs vçrtîbas un kïûdas summu,

kur kïûdai ir normal(0, σ2) sadalîjums ar zinâmu σ2.

3. Pieòçmums par neatkarîbu. Kïûdas visiem novçrojumiem ir neatkarîgas viena no

otras.

Izmantojot alternatîvo parametrizâciju, iegûstam

yi = αx̄ + β × (xi − x̄) + ei,

kur αx̄ ir y vidçjâ vçrtîba, ja dots x = x̄, un β ir virziena koeficients. Katrs ei ir i.i.d.

N(0, σ2), kur σ2 ir zinâma. Tâdçjâdi yi|xi ir N(αx̄ + β(xi − x̄), σ2) sadalîti un neatkarîgi

viens no otra.

1.3. Beijesa teorçma regresijas modelim

β un αx̄ kopçjâ ticamîba

i-tâ novçrojuma kopçjâ ticamîba ir varbûtîbu blîvuma funkcija no diviem parametriem

αx̄ un β, kur (xi, yi) ir fiksçtas novçrojuma vçrtîbas. Ðî funkcija pieðíir relatîvos svarus

3Dispersijas nenovirzîta novçrtçjuma iegûðanas vispârîgais likums ir, ka atlikumu kvadrâtu summa

jâdala ar brîvîbas pakâpju skaitu. Pie katra novçrtçtâ parametra atlikumu kvadrâtu summas formulâ

tiek zaudçta viena brîvîbas pakâpe.
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visâm iespçjamajâm abu parametru αx̄ un β vçrtîbâm no novçrojuma. Ja ignorçjam to

daïu, kura nesatur parametrus, tad novçrojuma i ticamîba ir

ticamîbai(αx̄, β) ∝ e−
1

2σ2 [yi−(αx̄+β(xi−x̄))]2 .

Tâ kâ visi novçrojumi ir neatkarîgi, tad visas izlases novçrojumu ticamîba ir atseviðío

ticamîbu reizinâjums:

ticamîbaizlasei(αx̄, β) ∝
n∏
i=1

e−
1

2σ2 [yi−(αx̄+β(xi−x̄))]2 .

Eksponenðu reizinâjums tiek atrasts, summçjot kâpinâtâjus

ticamîbaizlasei(αx̄, β) ∝ e−
1

2σ2

[∑n
i=1[yi−(αx̄+β(xi−x̄))]2

]
.

Kâpinâtâja daïu [
n∑
i=1

[yi − ȳ + ȳ − (αx̄ + β(xi − x̄))]2

]
sadalot trîs summâs, iegûstam

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 + 2
n∑
i=1

(yi − ȳ)(ȳ − (αx̄ + β(xi − x̄)))

+
n∑
i=1

(ȳ − (αx̄ + β(xi − x̄)))2.

Tas vienkârðojas uz

SSy − 2βSSxy + β2SSx + n(αx̄ − ȳ)2,

kur SSy =
∑n

i=1(yi − ȳ)2, SSxy =
∑n

i=1(yi − ȳ)(xi − x̄) un SSx =
∑n

i=1(xi − x̄)2. Tâpçc

kopçjo ticamîbu var pierakstît kâ

ticamîbaizlasei(αx̄, β) ∝ e−
1

2σ2 [SSy−2βSSxy+β2SSx+n(αx̄−ȳ)2].

Pârrakstot to kâ divu eksponenðu reizinâjumu,

∝ e−
1

2σ2 [SSy−2βSSxy+β2SSx] × e−
1

2σ2 [n(αx̄−ȳ)2].

Pirmâs eksponentes kâpinâtâjâ iznesam SSx pirms iekavâm, papildinâm lîdz pilnam kvad-

râtam un proporcionalitâtes konstantç iekïaujam daïu, kura nav atkarîga ne no viena

parametra. Tas dod

ticamîbaizlasei(αx̄, β) ∝ e
− 1

2σ2/SSx
[β−SSxy

SSx
] × e−

1
2σ2/n

[(αx̄−ȳ)2]
.
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Ievçrojam, ka SSxy
SSx

= B ir mazâko kvadrâtu virziena koeficients un ȳ = Ax̄ ir vertikâlâs

taisnes x = x̄ brîvâ locekïa mazâko kvadrâtu novçrtçjums. Kopçjâ ticamîba ir izteikta kâ

divu atseviðíu ticamîbu reizinâjums

ticamîbaizlasei(αx̄, β) ∝ ticamîbaizlasei(αx̄)× ticamîbaizlasei(β),

kur

ticamîbaizlasei(β) ∝ e
− 1

2σ2/SSx
(β−B)2

un

ticamîbaizlasei(αx̄) ∝ e
− 1

2σ2/n
(αx̄−Ax̄)2

.

Tâ kâ kopçjâ ticamîba ir vienâda ar atseviðíu ticamîbu reizinâjumu, tad atseviðíâs tica-

mîbas ir neatkarîgas. Virziena koeficienta β ticamîbai ir N(B, σ2

SSx
) sadalîjuma forma un

αx̄ ticamîbai ir N(Ax̄,
σ2

n
) sadalîjuma forma.

β un αx̄ kopçjais apriorais sadalîjums

Katram parametram izmantosim neatkarîgu aprioro sadalîjumu. Divu parametru ko-

pçjais apriorais sadalîjums ir atseviðío aprioro sadalîjumu reizinâjums:

g(αx̄, β) ∝ g(αx̄)× g(β).

Var izmantot vai nu normâlos vai plakanos aprioros sadalîjumus.

Normâlo aprioro sadalîjumu izvçle priekð β un αx̄. Cita ðîs parametrizâcijas

izmantoðanas priekðrocîba ir tâda, ka par αx̄ (taisnes x = x̄ brîvo locekli) ir vairâk intuitîvo

zinâðanu nekâ par α0 (par y ass brîvo locekli). Jâizlemj, kâda varçtu bût ax̄ apriorâ vidçjâ

vçrtîba max̄ . Lai iegûtu ax̄ aprioro standartnovirzi sax̄ , starpîbu starp iespçjamo y vçrtîbu

augðçjo un apakðçjo robeþu dala ar 6.

Parasti mûs vairâk interesç virziena koeficients β. Reizçm vçlamies noteikt, vai tas

varçtu bût 0. Tâdçï mçs varam izvçlçties mβ = 0 kâ β aprioro vidçjo vçrtîbu. Pçc

tam ir jâdomâ par x pieauguma par 1 vienîbu ietekmi uz y augðçjo un apakðçjo robeþu.

Starpîbu dala ar 6, lai iegûtu sβ, kas ir β apriorâ standartnovirze. Citos gadîjumos,

mums ir apriorie uzskati par virziena koeficientu no iepriekðçjiem datiem. Tad jâizmanto

N(mβ, (sβ)2), kurð atbilst apriorajiem uzskatiem.
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β un αx̄ kopçjais aposteriorais sadalîjums

Kopçjais aposteriorais sadalîjums ir

g(αx̄, β|dati) ∝ g(αx̄, β)× ticamîbaizlasei(αx̄, β),

kur dati ir sakârtotu pâru (x1, y1), . . . , (xn, yn) kopa. Gan kopçjais apriorais sadalîjums,

gan kopçjâ ticamîba ir divu daïu reizinâjums, kur viena daïa ir atkarîga no αx̄, bet otra

daïa ir atkarîga no β. Kopçjâ apriorâ sadalîjuma un kopçjâs ticamîbas pârkârtoðana

dod kopçjo aposterioro sadalîjumu, kurð ir izteikts kâ marginâlo aposterioro sadalîjumu

reizinâjums

g(αx̄, β) ∝ g(αx̄|dati)× g(β|dati).

Tâ kâ kopçjais aposteriorais sadalîjums ir marginâlo aposterioro sadalîjumu reizinâjums,

tad tie ir neatkarîgi. Katru no ðiem marginâlajiem aposteriorajiem sadalîjumiem var

atrast, izmantojot vienkârðos precizçðanas likumus normâlajam sadalîjumam, kuri ir spç-

kâ normâlajiem un plakanajiem apriorajiem sadalîjumiem. Piemçram, ja izmantojam

N(mβ, s
2
β) aprioro sadalîjumu priekð β, tad iegûstam N(m′β, (s

′
β)2) aposterioro sadalîju-

mu, kur
1

(s′β)2
=

1

s2
β

+
SSx
σ2

(1.6)

un

m′β =

1
s2β
1

(s′β)2

×mβ +
SSx
σ2

1
(s′β)2

×B. (1.7)

Lîdzîgi, ja izmantojam N(mαx̄ , s
2
αx̄) aprioro sadalîjumu priekð αx̄, tad iegûstam

N(m′αx̄ , (s
′
αx̄)

2) aposterioro, kur

1

(s′αx̄)
2

=
1

s2
αx̄

+
n

σ2
(1.8)

un

m′αx̄ =

1
s2αx̄

1
(s′αx̄ )2

×mαx̄ +
n
σ2

1
(s′αx̄ )2

× Ax̄. (1.9)

Beijesa ticamîbas intervâls virziena koeficientam

(1− α)× 100% Beijesa ticamîbas intervâls virziena koeficientam β ir

m′β ± zα2 ×
√

(s′β)2.
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Bet σ2 vairumâ gadîjumu nav zinâma. Saprâtîgâka pieeja tâdâ gadîjumâ ir izmantot

novçrtçjumu, kas aprçíinâts no atlikumiem

σ̂2 =

∑n
i=1(yi − (Ax̄ +B(xi − x̄)))2

n− 2
.

Nezinâmâs σ2 dçï raduðâs papildus nenoteiktîbas dçï ir jâpaplaðina ticamîbas intervâls.

To dara standartnormâlâs kritiskâs vçrtîbas vietâ izmantojot Stjudenta t kritisko vçrtîbu

ar n− 2 brîvîbas pakâpçm. Tad Beijesa ticamîbas intervâls bûs

m′β ± tα2 ×
√

(s′β)2. (1.10)

Klasiskais ticamîbas intervâls virziena koeficientam

Ja dispersija σ2 nav zinâma, tad (1−α)× 100% klasiskais ticamîbas intervâls virziena

koeficientam β ir

B ± tα
2
× σ̂√

SSx
, (1.11)

kur σ̂2 ir dispersijas novçrtçjums, kas aprçíinâts no mazâko kvadrâtu taisnes atlikumiem.

Klasiskajam ticamîbas intervâlam ir tâda pati forma kâ Beijesa ticamîbas intervâlam,

ja izmanto plakanos aprioros sadalîjumus priekð β un αx̄. Bet interpretâcija, protams,

ir atðíirîga. Pie klasiskajiem pieòçmumiem mçs esam (1 − α) × 100% pârliecinâti, ka

intervâls satur îsto, nezinâmo parametra vçrtîbu.

Vienpusçjâs hipotçzes pârbaude par virziena koeficientu

Bieþi mçs vçlamies noteikt, vai y pieauguma apjoms, kas saistîts ar x pieaugumu par

1 vienîbu, ir lielâks par kâdu vçrtîbu β0. To var izdarît pârbaudot

H0 : β ≤ β0 pret H1 : β > β0

ar Beijesa metodi pie nozîmîbas lîmeòa α. Tâpçc aprçíinâm nulles hipotçzes aposterioro

varbûtîbu. Tâ ir

P (β ≤ β0|dati) =

∫ β0

−∞
g(β|dati)dβ

= P

(
Z ≤

β0 −m′β
s′β

)
.
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Ja ðî varbûtîba ir mazâka par α, tad mçs noraidâm H0 un secinâm, ka virziena koeficients

β ir lielâks par β0. (Ja tika izmantots dispersijas novçrtçjums, tad standartnormâlâ Z

vietâ jâizmanto Stjudenta t ar n− 2 brîvîbas pakâpçm.)

Divpusçjâs hipotçzes pârbaude par virziena koeficientu

Ja β = 0, tad y vidçjâ vçrtîba vispâr nav atkarîga no x. Pârbaudîsim H0 : β =

0 pret H1 : β 6= 0 pie nozîmîbas lîmeòa α ar Beijesa metodi pirms regresijas modeïa

izmantoðanas prognozçðanai. Ja 0 atradîsies ârpus Beijesa ticamîbas intervâla, tad H0

jânoraida. Pretçjâ gadîjumâ nulles hipotçzi nevar noraidît un regresijas modeli nevar

izmantot prognozçðanai.

1.4. Nâkamâ novçrojuma prognozçjamais sadalîjums

Labâkâ yn+1 prognoze, ja dots xn+1, bûs

ȳn+1 = α̂x̄ + β̂ × (xn+1 − x̄),

kur β̂ ir virziena koeficienta novçrtçjums un α̂x̄ ir taisnes x = x̄ brîvâ locekïa novçrtçjums.

Cik laba ir ðî prognoze? Ðeit nenoteiktîbai ir divi cçloòi. Pirmkârt, prognozç tiek iz-

mantotas novçrtçtâs parametru vçrtîbas nevis îstâs, nezinâmâs parametru vçrtîbas. Otr-

kârt, jaunais novçrojums yn+1 satur pats savu novçrojuma kïûdu en+1, kura bûs neatkarîga

no visâm iepriekðçjâm novçrojumu kïûdâm. Nâkamâ novçrojuma yn+1 prognozçjamais sa-

dalîjums, ja dota vçrtîba xn+1 un dati, ietver abus nenoteiktîbas avotus. Tas tiek apzîmçts

ar f(yn+1|xn+1, dati) un tiek atrasts ar Beijesa teorçmas palîdzîbu.

Prognozçjamâ sadalîjuma atraðana

Prognozçjamais sadalîjums tiek atrasts, integrçjot nâkamâ novçrojuma un parametru

kopçjo nosacîto aposterioro sadalîjumu, ja doti dati (iepriekðçjie novçrojumi

(x1, y1), . . . , (xn, yn) no modeïa) un nâkamâ xn+1 vçrtîba

f(yn+1|xn+1, dati) =

∫∫
f(yn+1, αx̄, β|xn+1, dati)dαx̄dβ.

Kopçjâ aposteriorâ sadalîjuma integrçðana pçc traucçjoðajiem parametriem tiek saukta

par marginalizâciju. Tâ ir viena no Beijesa statistikas priekðrocîbâm, jo ðî metode vienmçr
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strâdâ. Aprçíinot prognozçjamo sadalîjumu, visi parametri tiek uzskatîti par traucçjo-

ðiem.

Tâpçc, pirmkârt, ir ir jânosaka nâkamâ novçrojuma un parametru kopçjais aposterio-

rais sadalîjums, ja dota xn+1 vçrtîba un dati:

f(yn+1, αx̄, β|xn+1, dati) =f(yn+1|αx̄, β, xn+1, dati)

× g(αx̄, β|xn+1, dati).

Nâkamais novçrojums yn+1, ja doti parametri αx̄ un β un ir zinâma nâkamâ xn+1vrtba, ir

tikai vçl viens gadîjuma novçrojums no regresijas modeïa. Ja doti parametri αx̄ un β, tad

visi novçrojumi ir neatkarîgi viens no otra. Tas nozîmç, ka, ja ir doti parametri, tad jaunais

novçrojums yn+1 nav atkarîgs no datiem (no iepriekðçjiem regresijas novçrojumiem). Tâ

kâ aposteriorais sadalîjums priekð αx̄, β tika aprçíinâts tikai no datiem un nav atkarîgs

no xn+1, tad

f(yn+1, αx̄, β|xn+1, dati) = f(yn+1|αx̄, β, xn+1)× g(αx̄, β|dati).

yn+1|αx̄, β, xn+1 ir sadalîts normâli ar vidçjo vçrtîbu, kura uzdota ar lineâru funkciju no

parametriem µn+1 = αx̄ + β(xn+1 − x̄) un zinâmu dispersiju σ2.

Parametru aposteriorie sadalîjumi, kurus atradâm iepriekð, izmantojot precizçðanas

likumus, ir neatkarîgi N(m′αx̄ , (s
′
αx̄)

2) un N(m′β, (s
′
β)2). Tâ kâ nâkamais novçrojums ir

lineâri atkarîgs no parametriem

µn+1 = αx̄ + β(xn+1 − x̄),

tad problçmu vienkârðosim, ïaujot µn+1 bût vienîgajam parametram. Komponentes αx̄

un β ir neatkarîgas, tâpçc µn+1 aposteriorais sadalîjums bûs normâlais ar vidçjo vçrtîbu

m′µ = m′αx̄ + (xn+1 − x̄)×m′β un dispersiju (s′µ)2 = (s′αx̄)
2 + (xn+1 − x̄)2 × (s′β)2.

Prognozçjamo sadalîjumu atradîsim integrçjot yn+1 un xn+1 kopçjo aposterioro sada-

lîjumu pçc µn+1.

f(yn+1|xn+1, dati) =

∫
f(yn+1, µn+1|xn+1, dati)dµn+1

=

∫
f(yn+1|µn+1, xn+1, dati)× g(µn+1|xn+1, dati)dµn+1

=

∫
f(yn+1|µn+1)× g(µn+1|xn+1, dati)dµn+1

∝
∫
e−

1
2σ2 (yn+1−µn+1)2

× e
− 1

2(s′µ)2
(µn+1−m′µ)2

dµn+1

∝
∫
e
− 1

2σ2(s′µ)2/(σ2+(s′µ)2)

(
µn+1−

yn+1(s′µ)2+m′µσ
2

(s′µ)2+σ2

)
× e

− 1
2((s′µ)2+σ2)

(yn+1−m′µ)2

dµn+1.

77



Otrais reizinâtâjs nav atkarîgs no µn+1, tâpçc to var iznest pirms integrâïa. Atliek

f(yn+1|xn+1, dati) ∝ e
− 1

2((s′µ)2+σ2)
(yn+1−m′µ)2

.

Tas ir N(m′y, (s
′
y)

2), kur m′y = m′µ un (s′y)
2 = (s′µ)2 + σ2. Tâdçï novçrojuma yn+1 progno-

zçjamâ vidçjâ vçrtîba pie xn+1 ir µn+1 = αx̄ + β(xn+1− x̄) aposteriorâ vidçjâ vçrtîba plus

novçrojuma dispersija σ2.

Beijesa ticamîbas intervâls prognozei. Vçlamies atrasts intervâlu, kura apos-

teriorâ varbûtîba saturçt nâkamo vçrtîbu yn+1, kura tiks novçrota pie vçrtîbas xn+1, ir

vienâda ar 1− α. Tas bûs (1− α)× 100% Beijesa ticamîbas intervâls prognozei. Progno-

zçjamâ sadalîjuma vidçjâ vçrtîba un dispersija ir attiecîgi m′y un (s′y)
2. Beijesa ticamîbas

intervâls prognozei tiek uzdots ar

m′y ± zα2 × s
′
y

= m′µ ± zα2 ×
√

(s′µ)2 + σ2

= m′αx̄ +m′β(xn+1 − x̄)± zα
2
×
√

(s′αx̄)
2 + (s′β)2(xn+1 − x̄)2 + σ2,

ja zinâma novçrojumu dispersija σ2. Ja novçrojumu dispersija nav zinâma un tâs vietâ

izmanto dispersijas novçrtçjumu, kas aprçíinâts no atlikumiem, tad Beijesa ticamîbas

intervâls ir

m′y ± tα2 × s
′
y

= m′µ ± tα2 ×
√

(s′µ)2 + σ̂2

= m′αx̄ +m′β(xn+1 − x̄)± tα
2
×
√

(s′αx̄)
2 + (s′β)2(xn+1 − x̄)2 + σ̂2,

kur kritiskâ vçrtîba tiek òemta no Stjudenta t sadalîjuma ar n − 2 brîvîbas pakâpçm.

Ðie prognoþu Beijesa ticamîbas intervâli ir analogi klasiskajiem prognoþu intervâliem.

Beijesa ticamîbas intervâli prognozei vispârîgâ gadîjumâ bûs îsâki nekâ atbilstoðie klasiskie

prognoþu intervâli, jo Beijesa intervâlos tiek izmantota informâcija no apriorâ sadalîjuma

un no datiem. Beijesa intervâli dos tieði tâdu paðu rezultâtu kâ klasiskie intervâli, ja gan

virziena koeficientam, gan brîvajam loceklim tiks izmantoti plakanie apriorie sadalîjumi.
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2. Robustâs Beijesa metodes

Visi apriorie sadalîjumi, kuri iespçjamajâm parametra vçrtîbâm pieðíir pieòemamas

varbûtîbas, rezultâtâ dod lîdzîgus (bet ne vienâdus) aposterioros sadalîjumus. Beijesa

teorçma, izmantojot aprioro informâciju, dod labâku rezultâtu nekâ klasiskâ pieeja, kura

ignorç aprioro informâciju.

Tomçr ir iespçjams kïûdîties apriorâ sadalîjuma izvçlç. Ja datu ticamîba ïoti atðíi-

ras no izvçlçtâ apriorâ sadalîjuma, tad apriorais sadalîjums spçcîgi ietekmçs aposterioro

sadalîjumu.

Apskatîsim, kâ varam padarît Beijesa pieeju robustâku pret trûcîgi aprakstîtu aprioro

sadalîjumu. Saistîto aprioro sadalîjumu salikums dod iespçju to paveikt. Tiks pieïauta

maza varbûtîba, ka ir izvçlçts nepareizs apriorais sadalîjums. Ja ticamîba bûs ïoti atðíi-

rîga no apriorâ sadalîjuma, tad aposteriorâ varbûtîba, ka apriorais sadalîjums ir noteikts

nepareizi, bûs liela un aposteriorais sadalîjums vairâk bûs atkarîgs no ticamîbas nekâ no

apriorâ sadalîjuma.

2.1. Nepareizi noteikta apriorâ sadalîjuma ietekme

Ja apriorais sadalîjums pieðíir lielu varbûtîbu vçrtîbâm, kurâm ir maza ticamîba, un

mazu varbûtîbu vçrtîbâm, kurâm ir liela ticamîba, tad aposteriorais sadalîjums pieðíirs

lielas varbûtîbas vçrtîbâm, kuras nav stingri atbalstîtas ne ar aprioro sadalîjumu, ne ar

ticamîbu. Tas var notikt, ja tiek nepareizi noteikts apriorais sadalîjums, balstot to uz

pagâtnes datiem, kuri ir raduðies pie savâdâkiem nosacîjumiem nekâ jaunie dati.

Piemçrs 7. Artûrs veiks pçtîjumu par to, cik daudzi pilsçtas iedzîvotâji apmeklçtu ka-

zino, ja tâds pilsçtâ tiktu atvçrts. Viòð savu aprioro sadalîjumu balstîs uz savu draugu

viedokïiem. No 25 aptaujâtajiem draugiem, 15 apgalvoja, ka apmeklçtu kazino. Tâpçc viòð

izvçlas Beta(a, b) aprioro sadalîjumu, kurð saskan ar ðiem viedokïiem. Apriorâ vidçjâ vçr-

tîba ir 0.6 un ekvivalentais izlases apjoms ir 25. Tâdçï a+ b+1 = 25 un a
a+b

= 0.6. Tâtad

a = 14.4 un b = 9.6. Pçc tam viòð òem gadîjuma izlasi ar 100 pilsçtas iedzîvotâjiem

un uzzina, ka kazino apmeklçtu 25. Viòa aposteriorais sadalîjums ir Beta(39.4, 84.6).

Artûra apriorais sadalîjums, ticamîba un aposteriorais sadalîjums ir parâdîti attçlâ 15.

Apriorais sadalîjums un ticamîba ir diezgan atðíirîgi. Aposteriorais sadalîjums ir starp

tiem. Tas pieðíir lielu aposterioro varbûtîbu vçrtîbâm, kuras nav stingri atbalstîtas ne ar
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datiem (ticamîbu), ne ar aprioro sadalîjumu. Tas nav apmierinoðs rezultâts.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
2

4
6

8

ticamiba
aposteriorais
apriorais

15. att. Artûra apriorais sadalîjums, ticamîba un aposteriorais sadalîjums.

Piemçrs 8. Anda òems izlasi no vasaras laikâ ezerâ izðíîduðâ skâbekïa lîmeòa mçrîju-

miem. Viòa pieòem, ka izðíîduðâ skâbekïa lîmenis ir aptuveni normâli sadalîts ar vidçjo

vçrtîbu µ un zinâmu dispersiju σ2 = 1. Lîdzîgu eksperimentu viòa iepriekð veica upei,

kura ietek ezerâ. Viòa nolemj priekð µ izmantot N(8.5, 0.72) aprioro sadalîjumu, kas ir

lîdzîgs upes pçtîjuma rezultâtiem. Viòa òem gadîjuma izlasi ar 5 novçrojumiem, kuru

vidçjâ vçrtîba ir 5.45. Aposteriorâ sadalîjuma parametri tiek atrasti, izmantojot vienkâr-

ðos normâlâ sadalîjuma precizçðanas likumus (6.4) un (6.5). Aposteriorais sadalîjums ir

N(6.334, 0.37692). Apriorais sadalîjums, ticamîba un aposteriorais sadalîjums ir parâdîti

attçlâ 16. Aposteriorais blîvums ir starp aprioro sadalîjumu un ticamîbu, un pieðíir lielu

varbûtîbu vçrtîbâm, kuras nav stingri atbalstîtas ne ar datiem (ticamîbu), ne ar aprioro

sadalîjumu. Tas ir ïoti neapmierinoðs rezultâts.

2.2. Beijesa teorçma ar saliktiem apriorajiem sadalîjumiem

Pieòemsim, ka apriorais blîvums ir g0(θ) un tas ir diezgan precîzs, jo mums ir nozîmîgas

apriorâs zinâðanas. Tomçr mçs vçlamies pasargât sevi no iespçjas, ka nepareizi nosakâm

aprioro sadalîjumu, izmantojot nepareizas apriorâs zinâðanas. Ja apriorais sadalîjums

ir noteikts nepareizi, tad apriorais sadalîjums priekð θ ir g1(θ), kas ir vai nu ïoti \vâjð"
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16. att. Andas apriorais sadalîjums, ticamîba un aposteriorais sadalîjums.

saistîtais, vai \plakans" apriorais sadalîjums. g0(θ|y1, . . . , yn) ir θ aposteriorais sadalîjums,

ja mçs sâkam ar g0(θ) kâ aprioro sadalîjumu. Lîdzîgi g1(θ|y1, . . . , yn) ir θ aposteriorais

sadalîjums, ja mçs sâkam ar g1(θ) kâ aprioro sadalîjumu:

gi(θ|y1, . . . , yn) ∝ gi(θ)f(y1, . . . , yn|θ).

Saliktais apriorais sadalîjums

Ievedam jaunu parametru I, kuram ir iespçjamas divas vçrtîbas. θ nosacîtâ apriorâ

varbûtîba ir:

g(θ|i) =

g0(θ), ja i = 0,

g1(θ), ja i = 1.

I apriorais varbûtîbu sadalîjums ir P (I = 0) = p0, kur p0 ir kâda liela vçrtîba, piemçram,

0.9, 0.95 vai 0.99, jo mçs domâjam, ka mûsu apriorais sadalîjums g0(θ) ir pareizs. Apriorâ

varbûtîba, ka mûsu apriorais sadalîjums ir noteikts nepareizi ir p1 = 1−p0. θ un I kopçjais

apriorais sadalîjums ir

g(θ, i) = pi × (1− i)× g0(θ) + (1− pi)× (i)× g1(θ).

Ðis kopçjais sadalîjums ir nepârtraukts pçc parametra θ un diskrçts pçc parametra I.

Gadîjuma lieluma θ marginâlais apriorais blîvums tiek atrasts summçjot I pa visâm ie-
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spçjamâm vçrtîbâm. Tam ir salikts apriorais sadalîjums, jo tâ blîvums

g(θ) =
1∑
0

pigi(θ)

ir salikts no diviem apriorajiem blîvumiem.

Kopçjais aposteriorais sadalîjums

θ un I kopçjais aposteriorais sadalîjums, ja ir doti novçrojumi y1, . . . , yn, ir

g(θ, i|y1, . . . , yn) = c× g(θ, i)× f(y1, . . . , yn|θ, i) priekð i = 0, 1

kâdai konstantei c. Bet izlase ir atkarîga tikai no θ nevis no i, tâpçc kopçjais aposteriorais

sadalîjums ir

g(θ, i|y1, . . . , yn) = c× pigi(θ)f(y1, . . . , yn|θ) priekð i = 0, 1

= c× pihi(θ, y1, . . . , yn) priekð i = 0, 1,

kur hi(θ, y1, . . . , yn) = gi(θ)f(y1, . . . , yn|θ) ir parametra un datu kopçjais sadalîjums, ja

gi(θ) ir pareizais apriorais sadalîjums. Marginâlâ aposteriorâ varbûtîba tiek atrasta:

P (I = i|y1, . . . , yn) =

∫
g(θ, i|y1, . . . , yn)dθ

= c× pi
∫
hi(θ, y1, . . . , yn)dθ

= c× pifi(y1, . . . , yn)

priekð i = 0, 1, kur fi(y1, . . . , yn) ir datu marginâlâ varbûtîba (vai varbûtîbu blîvums), ja

gi(θ) ir pareizais apriorais sadalîjums. Aposterioro varbûtîbu summa ir 1 un konstante c

tiek saîsinâta, tâpçc

P (I = i|y1, . . . , yn) =
pifi(y1, . . . , yn)∑1
i=0 pifi(y1, . . . , yn)

.

Saliktais aposteriorais sadalîjums

θ marginâlo aposterioro sadalîjumu atrod, summçjot visas iespçjamâs i vçrtîbas no

kopçjâ aposteriorâ sadalîjuma:

g(θ|yi, . . . , yn) =
1∑
i=0

g(θ, i|yi, . . . , yn).

82



Bet ir arî cits veids, kâ iegût kopçjo aposterioro sadalîjumu no nosacîtajâm varbûtîbâm:

g(θ, i|yi, . . . , yn) = g(θ|i, yi, . . . , yn)× P (I = i|yi, . . . , yn),

kur g(θ|i, yi, . . . , yn) = g(θ|yi, . . . , yn) ir aposteriorais sadalîjums, ja sâk ar aprioro sadalî-

jumu gi(θ). Tâpçc θ marginâlais aposteriorais sadalîjums ir

g(θ|yi, . . . , yn) =
1∑
i=0

gi(θ|yi, . . . , yn)× P (I = i|yi, . . . , yn).
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17. att. Viktora saliktais apriorais sadalîjums un tâ komponentes.

Piemçrs 7. (turpinâjums) Artûra draugs Viktors nolemj analizçt Artûra datus ar

saliktu aprioro sadalîjumu. g0 ir tas pats Beta(14.4, 9.6) apriorais sadalîjums, kâdu iz-

mantoja Artûrs. Par g1 viòð pieòem (vienmçrîgo) Beta(1, 1) aprioro sadalîjumu. Viktors

pieòem, ka apriorâ varbûtîba p0 = 0.95. Viktora saliktais apriorais sadalîjums un tâ kom-

ponentes parâdîtas attçlâ 17. Viòa saliktais apriorais sadalîjums ir diezgan lîdzîgs Artûra

apriorajam sadalîjumam. Taèu tam ir lielâki svari \astçs". Tas viòa aprioro sadalîju-

mu padara robustâku pret nepareizu apriorâ sadalîjuma noteikðanu. Mûs interesç tikai

novçrotâ vçrtîba y = 25:

h0(π, y = 25) =
Γ(24)

Γ(14.1)Γ(9.6)
π13.4(1− π)8.6 ×

(
100!

25!75!

)
π25(1− π)75

=
Γ(24)

Γ(14.1)Γ(9.6)
×
(

100!

25!75!

)
× π38.4(1− π)83.6
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18. att. Viktora saliktais aposteriorais sadalîjums un tâ divas komponentes.
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19. att. Viktora saliktais apriorais sadalîjums, ticamîba un saliktais aposteriorais sadalîjums.

un

h1(π, y = 25) = π0(1− π)0 ×
(

100!

25!75!

)
π25(1− π)75

=

(
100!

25!75!

)
π25(1− π)75.
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Katrs no tiem ir Beta sadalîjuma reizinâjums ar konstanti, tâpçc∫ 1

0

h0(π, y = 25)dπ =
Γ(24)

Γ(14.1)Γ(9.6)
×
(

100!

25!75!

)
×
∫ 1

0

π38.4(1− π)83.6dπ

=
Γ(24)

Γ(14.1)Γ(9.6)
×
(

100!

25!75!

)
× Γ(39.4)Γ(84.6)

Γ(124)

un ∫ 1

0

h1(π, y = 25)dπ =

(
100!

25!75!

)
×
∫ 1

0

π25(1− π)75dπ

=

(
100!

25!75!

)
× Γ(26)Γ(76)

Γ(102)
.

Atceroties, ka Γ(a) = (a− 1)×Γ(a− 1) un ja a ir vesels skaitlis, tad Γ(a) = (a− 1)!. No

otrâ integrâïa iegûstam

f1(y = 25) =

∫ 1

0

h1(π, y = 25)dπ =
1

101
= 9.90099× 10−3.

Pirmo integrâli var novçrtçt skaitliski:

f0(y = 25) =

∫ 1

0

h0(π, y = 25)dπ = 2.484× 10−4.

Tâpçc aposteriorâs varbûtîbas ir P (I = 0|25) = 0.323 un P (I = 1|25) = 0.677. Aposte-

riorais sadalîjums ir salikums g(π|25) = 0.323× g0(π|25) + 0.677× g1(π|25), kur g0(π|y)

un g1(π|y) ir saistîtie aposteriorie sadalîjumi, kas atrasti izmantojot atbilstoðos aprioros

sadalîjumus g0 un g1. Viktora saliktais aposteriorais sadalîjums un tâ divas komponentes

parâdîtas attçlâ 18. Viktora apriorais un aposteriorais sadalîjums kopâ ar ticamîbu ir

parâdîti attçlâ 19. Ja apriorais sadalîjums un ticamîba nesaskan, tad bûtu jâdarbojas ar

ticamîbu, jo tâ ir no datiem. Virspusçji Viktora apriorais sadalîjums izskatâs ïoti lîdzîgs

Artûra apriorajam sadalîjumam. Taèu tam ir smagâkas astes un tas ïauj viòa aposteri-

orajam sadalîjumam bûtu ïoti tuvam ticamîbai. Tas ir daudz apmierinoðâk nekâ Artûra

analîze, kas parâdîta attçlâ 15.

Piemçrs 8. (turpinâjums) Andas draudzene Katrîna veiks analîzi, izmantojot normâ-

lo aprioro sadalîjumu salikumu. g0(θ) bûs tas pats N(8.5, 0.72) un g1(θ) bûs N(8.5, (4 ×

0.7)2), kuram ir tâda pati vidçjâ vçrtîba kâ Andas apriorajam sadalîjumam, bet ar 4 rei-

zes lielâku standartnovirzi. Viòa pieïauj 0.05 varbûtîbu, ka Andas apriorais sadalîjums

bija noteikts nepareizi. Katrînas saliktais apriorais sadalîjums un tâ komponentes ir pa-

râdîtas attçlâ 20. Viòas saliktais apriorais sadalîjums ir ïoti lîdzîgs Andas apriorajam
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20. att. Katrînas saliktais apriorais sadalîjums un tâ komponentes.
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21. att. Katrînas saliktais aposteriorais sadalîjums un tâ divas komponentes.

sadalîjumam. Katrînas aposteriorais sadalîjums g0(θ|ȳ) ir N(6.334, 0.37692), kurð ir tâds

pats kâ Andai. Katrînas aposteriorais sadalîjums g1(θ|ȳ), ja ir nepareizi noteikts aprio-

rais sadalîjums, ir N(5.526, 0.44162), kur parametri tiek atrasti ar vienkârðajiem normâlâ

sadalîjuma precizçðanas likumiem (6.4) un (6.5). Normâlâ sadalîjuma gadîjumâ

hi(µ, y1, . . . , yn) ∝ gi(µ)× f(ȳ|µ)

∝ e
− 1

s2
i

(µ−mi)2

× e−
1

σ2/n
(ȳ−µ)2

,
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22. att. Katrînas saliktais apriorais sadalîjums, ticamîba un saliktais aposteriorais sadalîjums.

kur mi un s2
i ir apriorâ sadalîjuma gi(µ) vidçjâ vçrtîba un dispersija. Integrâlis∫

hi(µ, y1, . . . , yn)dµ

dod izlases nenosacîto varbûtîbu, ja gi ir pareizs apriorais sadalîjums. Sareizinot ekspo-

nentes un integrçjot pçc µ, iegûstam

fi(ȳ) =

∫
hi(µ, ȳ)dµ

∝ 1√
s2
i + σ2/n

× e
− 1

2(s2
i
+σ2/n)

(ȳ−mi)2

,

kas ir normâlais blîvums ar vidçjo vçrtîbu mi un dispersiju σ2

n
+ s2

i . Ðajâ piemçrâ m0 =

8.5, s2
0 = 0.72, m1 = 8.5, s2

1 = (4 × 0.7)2, σ2 = 1 un n = 5. Dati tiek apkopoti ar

vçrtîbu ȳ = 5.45, kura iegûta no izlases. Ievietojot ðîs vçrtîbas, iegûstam P (I = 0|ȳ =

5.45) = 0.12 un P (I = 1|ȳ = 5.45) = 0.88. Tâpçc Katrînas aposteriorais sadalîjums

ir salikums 0.12 × g0(µ|ȳ) + 0.88 × g1(µ|ȳ). Katrînas saliktais aposteriorais sadalîjums

un tâ komponentes ir parâdîtas attçlâ 21. Katrînas apriorais sadalîjums, ticamîba un

aposteriorais sadalîjums ir parâdîti attçlâ 22. Salîdzinot to ar Andas analîzi attçlâ 16.,

redzams, ka salikumu izmantoðana ir devusi aposterioro sadalîjumu, kurð ir daudz tuvâks

ticamîbai, nekâ aposteriorais sadalîjums, kas iegûts ar sâkotnçjo nepareizi noteikto aprioro

sadalîjumu. Tas ir daudz apmierinoðâks rezultâts.
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3. Izveidoto programmu kodi

Binomiâlajai proporcijai

pi<-seq(0,1,length=10000)

anna<-dbeta(pi,4.8,19.2)

plot(pi,anna,type="l",ylim=c(0,5),ann=FALSE)

atis<-dbeta(pi,1,1)

lines(pi,atis,lty=2,xlab=NULL,ylab=NULL)

pi<-seq(0,0.1,length=10000)

imants<-20*pi

lines(pi,imants,lty=3)

pi<-seq(0.1,0.3,length=10000)

imants<-2*(pi/pi)

lines(pi,imants,lty=3)

pi<-seq(0.3,0.5,length=10000)

imants<-5-10*pi

lines(pi,imants,lty=3)

pi<-seq(0.5,1,length=10000)

imants<-0*pi/pi

lines(pi,imants,lty=3)

legend(0.6,5,legend=c("Annas apriorais","Ata apriorais","Imanta apriorais"),

+lty=c(1,2,3))

library(Bolstad)

pi<-seq(0,1,by=0.001)

pi.prior<-rep(0,length(pi))

pi.prior[pi<=0.1]<-20*pi[pi<=0.1]

pi.prior[0.1<=pi]<-2*(pi/pi)[0.1<=pi]

pi.prior[0.3<=pi]<-5-10*pi[0.3<=pi]

pi.prior[0.5<pi]<-0*pi[0.5<pi]

results<-binogcp(26,100,"user",pi=pi,pi.prior=pi.prior,ret=TRUE)

anna<-dbeta(pi,30.8,93.2)

plot(pi,anna,type="l",ylim=c(0,10.5),ann=FALSE)
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atis<-dbeta(pi,27,75)

lines(pi,atis,lty=2,xlab=NULL,ylab=NULL)

lines(pi,results$posterior,lty=3)

legend(0.5,10.5,legend=c("Annas aposteriorais","Ata aposteriorais",

+"Imanta aposteriorais"),lty=c(1,2,3))

dens<-pi*results$posterior

post.mean<-sintegral(pi,dens)

dens<-(pi-post.mean)^2*results$posterior

post.var<-sintegral(pi,dens)

post.sd<-sqrt(post.var)

cdf<-sintegral(pi,results$posterior,n.pts=length(pi),ret=TRUE)

post.med<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.5]))]

post.q1<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.25]))]

post.q3<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.75]))]

post.iqr<-post.q3-post.q1

lb<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.025]))]

ub<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.975]))]

lb<-post.mean-qnorm(0.975)*post.sd

ub<-post.mean+qnorm(0.975)*post.sd

Normâlâ sadalîjuma vidçjai vçrtîbai

x<-seq(5,50,length=10000)

gvido<-dnorm(x,mean=30,sd=4)

plot(x,gvido,type="l",ann=FALSE,yaxt='n')

laura<-0.025*x/x

lines(x,laura,lty=2,xlab=NULL,ylab=NULL)

x<-seq(5,18,length=10000)

normunds<-0*x/x

lines(x,normunds,lty=3)

x<-seq(18,24,length=10000)

normunds<-(x-18)/132

lines(x,normunds,lty=3)
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x<-seq(24,40,length=10000)

normunds<-(1/22)*(x/x)

lines(x,normunds,lty=3)

x<-seq(40,46,length=10000)

normunds<-(46-x)/132

lines(x,normunds,lty=3)

x<-seq(46,50,length=10000)

normunds<-0*x/x

lines(x,normunds,lty=3)

legend(5,0.1,legend=c("Gvido apriorais","Lauras apriorais",

+"Normunda apriorais"),lty=c(1,2,3))

library(Bolstad)

y<-c(36,29,29,34,34,31,31,32,32,32,32,32)

mu<-seq(10,50,by=0.01)

mu.prior<-rep(0,length(mu))

mu.prior[mu<=18]<-0*mu[mu<=18]

mu.prior[18<=mu]<-(mu[18<=mu]-18)/132

mu.prior[24<=mu]<-(1/22)*(mu/mu)[24<=mu]

mu.prior[40<=mu]<-(46-mu[40<=mu])/132

mu.prior[46<=mu]<-0*mu[46<=mu]

results<-normgcp(y,2,"user",mu=mu,mu.prior=mu.prior,ret=T)

gvido<-dnorm(mu,mean=31.96,sd=0.5714)

plot(mu,gvido,type="l",xlim=c(28,34),ann=FALSE,yaxt='n')

laura<-dnorm(mu,mean=32,sd=0.5774)

lines(mu,laura,lty=2)

lines(mu,results$posterior,lty=3)

legend(28,0.7,legend=c("Gvido aposteriorais","Lauras aposteriorais",

+"Normunda aposteriorais"),lty=c(1,2,3))

dens<-mu*results$posterior

post.mean<-sintegral(mu,dens)
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dens<-(mu-post.mean)^2*results$posterior

post.var<-sintegral(mu,dens)

post.sd<-sqrt(post.var)

cdf<-sintegral(mu,results$posterior,n.pts=length(mu),ret=TRUE)

post.med<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.5]))]

post.q1<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.25]))]

post.q3<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.75]))]

post.iqr<-post.q3-post.q1

lb<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.025]))]

ub<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.975]))]

lb<-post.mean-qnorm(0.975)*post.sd

ub<-post.mean+qnorm(0.975)*post.sd

Vienkârðai lineârai regresijai

n<-25

x<-c(14.36,14.48,14.53,14.52,14.35,14.31,14.44,14.23,14.32,14.57,

+14.28,14.36,14.5,14.52,14.28,14.13,14.54,14.6,

+14.86,14.28,14.09,14.2,14.5,14.02,14.45)

x_vid<-mean(x)

y<-c(13.84,14.41,14.22,14.63,13.95,14.37,14.41,13.99,13.89,14.59,

+14.32,14.31,14.43,14.44,14.14,13.9,14.37,

+14.34,14.78,13.76,13.85,13.89,14.22,13.8,14.67)

y_vid<-mean(y)

xy<-x*y

xy_vid<-mean(xy)

x2<-x^2

x2_vid<-mean(x2)

y2<-y^2

y2_vid<-mean(y2)

B<-(xy_vid-x_vid*y_vid)/(x2_vid-(x_vid^2))

y_hat<-y_vid+B*(x-x_vid)

A0<-y_vid-B*x_vid
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Ax_<-A0+B*x_vid

sigma2_nov<-sum((y-(Ax_+B*(x-x_vid)))^2)/(n-2)

sigma_nov<-sqrt(sigma2_nov)

SSx<-sum((x-x_vid)^2)

klas_int_lb<-(B-((qt(0.975,n-2)*sigma_nov)/sqrt(SSx)))

klas_int_ub<-(B+((qt(0.975,n-2)*sigma_nov)/sqrt(SSx)))

plot(x,y,pch=19)

lines(x,y_hat,lty=1)

x<-seq(0.2,1.8,length=10000)

poster<-dnorm(x,mean=1.2034,sd=0.17001)

plot(x,poster,type="l",ann=FALSE,ylim=c(0,2.3))

pri<-dnorm(x,mean=1,sd=0.3)

lines(x,pri,lty=2)

legend(0.2,2.3,legend=c("aposteriorais","apriorais"),lty=c(1,2))

x<-seq(13,16,length=10000)

my<-14.2219+1.2034*(x-14.3888)

plot(x,my,type="l",ylim=c(12,17),ann=F)

sy2<-0.0348644+(0.037318^2)+((0.17001^2)*((x-14.3888)^2))

sy<-sqrt(sy2)

low<-my-(2.069*sy)

lines(x,low,lty=2)

up<-my+(2.069*sy)

lines(x,up,lty=3)

legend(13,17,legend=c("95% apakseja robeza","95% augseja robeza",

+"videja vertiba"),lty=c(2,3,1))

Ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâtei

library(Bolstad)

mu<-0

sd<-1

mu_prior<-0
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sd_prior<-1

fun<-function(n){

dati<-rnorm(n,mu,sd)

pos<-normnp(dati,m.x=mu_prior,s.x=sd_prior,sigma.x=sd,ret=TRUE)

c.i.<-qnorm(c(0.025,0.975),pos$mean,pos$sd)

if ((mu>=c.i.[1]) & (mu<=c.i.[2])) i=1 else i=0}

N<-10000

n<-100

rez<-replicate(N,fun(n))

length(rez[rez>0])/N
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