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Anotacija

Darba ir apskatitas Beijesa metodes galveno statistisko uzdevumu (punktveida noverteju-
mu, intervalu novertéjumu, hipotézu parbaudes) risinasana un salidzinatas ar klasiskajam
metodem. Aprakstita iespéjamo aprioro sadalijjumu konstruesana. Analizeta saistito
un neinformativo aprioro sadalijumu izmantosana binomiala un normala sadalijuma, un
linearas regresijas parametru novéertéSanai. Veiktas simulacijas ticamibas intervalu par-

klajuma precizitates analizei.

Atslegas vardi: Beijesa teoréma, apriorais sadalijums, aposteriorais sadalijums



Abstract

In this work Bayesian methods for statistical inference (as point estimation, interval esti-
mation, hypothesis testing) have been considered and compared with frequentist methods.
Possible prior choice has been described. Applications of cojugate and noninformative
priors for the estimation of binomial and normal distrubution parameters, and for linear
regression parameters have been analized. Simulations have been made for analysis of

coverage precision of credible intervals.
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Apziméjumi

Bi(n,p) binomialais varbiitibu sadalijjums,

U(a,b) vienmerigais varbiitibu sadaljjums,

Beta(a,b) beta varbutibu sadalijums,

Puas(p) Puasona varbutibu sadalijums,

N(u,0?) normalais varbiitibu sadalijums,

['(z) gamma funkcija

1.2.d. neatkarigi, vienadi sadaliti,

Neg(m, 0) negativais binomialais varbutibu sadalijums,

G(a, /) gamma varbutibu sadalijums.



Ievads

Beijesa statistika savu nosaukumu ieguvusi no 18.gadsimta anglu garidznieka Thomas
Bayes (1702-1761). Bayes aplukota problema (musdienu terminologija) bija binomiala
sadalijuma Bi(n, ) parametra 6 novertesana un vins izstradaja problemas atrisinajumu
pie piepemuma, ka 6 ir ar U(0,1) aprioro blivumu. Tac¢u Bayes publikacijai bija maza
ietekme un lielu dala no ta, kas tagad tiek saukts par Beijesa statistiku, izstradaja francu
matematikis Laplace (1749-1827) neatkarigi no Bayes. Laplace plasi izmantoja vienmerigo
aprioro sadalfjumu.

Beijesa principa izmantoSana kluva izplatita 19.gadsimta, bet 19.gadsimta beigas to
saka kritizet, piemeram, Venn (1886) vai Bertrand (1889).

Saja laika, kad tika attistitas modernakas statistikas teorijas (sakot ar Francis Galton
(1822-1911) un Karl Pearson (1857-1936) darbu), Beijesa idejas nonaca gruta stavokli.
Lielakais moderno statistikas metozu veicinatajs R. A. Fisher (1890-1962) visa savas
zinatniskas darbibas laika bija pret Beijesa idejam.

Atgriesanas pie Beijesa statistikas sakas ar Jeffreys gramatas “Theory of probability”
(1939) izdosanu. Jeffreys uzskatija, ka apriorajam sadalijjumam ir jabit péc iespéjas ne-
informativam. Lai to iegttu, vin$ piedavaja visparigu formulu, kas tagad ir pazistama ka
Jeffreys apriorais sadalijjums. Tomer vina argumenti neparliecinaja skeptikus.

Kamer Jeffreys izstradaja savu teoriju, Neyman (1894-1981) un Egon Pearson (1895-
1980) (Karla dels) publiceja savu hipotézu parbaudes teoriju (1933), kura ari izvairijas
no jebkadas atsauksanas uz Beijesa idejam.

Alternativas Beijesa statistikai kluva par standartu 1930-tajos gados ar maksimalas
ticamibas novértétaju formulésanu un matematiskas statistikas formalizétas teorijas at-
tistisanu, kur apriorie sadalijumi paradijas tikai ka formali optimalu novertétaju konstru-
esanas veids, ka aprakstijis Wald (1950) vai Ibragimov un Has‘minskii (1981). Turpmakie
Gine vai de Finetti méeginajumi formalizét Beijesa pieeju statistika no 1930-tajiem lidz
1970-tajiem gadiem nenesa vairak popularitates pretéji taja laika dominéjosajai Neyman-
Pearson paradigmai, kaut ari Beijesa kopiena auga un radija zinatniskus darbus, tadus
ka Savage (1954) un Lindley (1965, 1971).

Tikai nesen Beijesa statistika guva jaunu stimulu, pateicoties jaunu skaitlosanas riku
izstradasanai - kas vienmer ir bijis centralais Beijesa paradigma - un strauji augosa interese

par So pieeju statistiskaja modelesana. Beijesa statistikas dzivotspeju var redzet Beijesa



publikaciju procentualaja attieciba statistikas zurnalos. Izskatas, ka Saja gadsimta Beijesa
statistikai tiks veltits daudz vairak uzmanibas neka 20.gadsimta.

Saja darba ir apskatitas Beijesa metodes, sikot ar nosacitajam varbiitibam un par-
ejot uz varbutibu sadalijumiem. Ja ir doti dati, tad Beijesa teorema lauj izlabot aprioros
uzskatus par parametriem. Tapec, pirmkart, ir jabut apriorajam sadalijumam, kurs iespe-
jamajam parametru vértibam pieskir relativus svarus. Ir vairakas, atskirigas iespéjas, ka
iegit aprioro sadaljjumu. Visertak ir izmantot saistitos sadalijumus, jo tad aposteriorais
sadalijjums bus tas pasas sadalijjumu saimes parstavis, un ta parametrus bus viegli apreki-
nat. Bet, ja saistita apriora sadalijuma forma nereprezenté aprioros uzskatus pietiekami
labi, tad var formulét diskrétu aprioro sadalijumu un izmantot interpolésanu, lai iegitu
nepartrauktu sadalijumu.

Beijesa pieeja loti daudzos gadijumos ir labaka par klasisko pieeju, pat ja tas abas tiek
vertetas péc klasiskas statistikas kritéerijiem. Klasiskas statistikas “objektivitate” tiek pa-
nakta, pilnigi ignoréjot jebkadu aprioro informaciju par novértéjamo procesu. Tac¢u zinat-
ne parasti ir kaut kada apriora informacija par petamo procesu. Si informacijas atmesana
ir informacijas (kura biezi parversas nauda) izskerdesana. Beijesa statistika izmanto abus
informacijas avotus: aprioro informaciju un informafiju no iegitajiem datiem.

Beijesa statistika sniedz tiesu parametru varbutibu formulejumu, kas zinatniekiem ir
daudz noderigak neka klasiskas statistikas sniegtie ticamibas formulejumi. Pieméram,
klasiskie ticamibas intervali biezi tiek nepareizi izskaidroti ka varbutibu intervali. Statis-
tiki zina, ka 8ads skaidrojums ir kladains, bet zinatniekiem ari nav seviski noderigi, ja
ticamiba tiek saistita ar visu iespejamo (bet nerealizejusos) datu kopu varbutibu.

Beijesa statistika izmanto vienu riku - Beijesa teoréemu, kura tiek izmantota visas
situacijas. Tas ir pretstats klasiskajai statistikai, kurai nepieciesami daudz dazadi riki.

Beijesa teorema dod veidu, ka atrast nakamo noverojumu prognozejamo sadalijjumu.
Tacu ar klasiskajam metodem ne vienmer tas ir tik viegli izdarams.

Sis Beijesa statistikas prieksrocibas statistikiem bija zinamas jau labu laiku, bet bija

griitibas tas pielietot praktiski. Ja ir viegli uzrakstit aposteriora sadalijuma formulu

g(0) x f(dati|6)
[ 9(0) x f(dati|0)do’

g(0|dati) =

tad slegta forma eksisté tikai dazos vienkarsos gadijumos (pieméram, normalai izlasei
ar normalu aprioro sadalijumu). Parejos gadijumos ir nepieciesams integret skaitliski.

Tikai nesen ir izstradati datoru algoritmi (piem., Gibbs sampler un Metropolis-hasting



algoritms), lai no aposteriorajiem sadalijjumiem generetu gadijuma izlases bez pilnigas
pasu sadalijumu aprekinasanas. Nemot pietieckami lielas izlases no aposteriora sadalijuma,
meés to varam aproksimét lidz vélamajai precizitatei. Patlaban to var praktiski lietot
problemam ar daudziem parametriem. Bet S$is metodes jau ir pietiekami sarezgitas un
Sajas darba netiks apskatitas.

Darbs sastav no 8 nodalam. Pirmaja nodala ir formuléta Beijesa teoréma nosacitajam
varbtitibam. Otraja nodala ir aprakstiti dazadi apriorie sadalijumi. Tresaja nodala apska-
tita Beijesa teoremas izmatosana diskretiem gadijuma lielumiem ar diskretiem apriora-
jiem sadalijumiem. Ceturtaja nodala aprakstita vienmériga un Beta apriora sadalijuma
izmantoSana binomialas proporcijas noverteésanai. Piektaja nodala ir salidzinatas Bei-
jesa un klasiskas metode binomialas proporcijas novertesanai. Sestaja nodala aprakstita
Beijesa pieeja normala sadalijjuma videjas vertibas novéertesana. Septitaja nodala ir sali-
dzinatas Beijesa un klasiska metodes normala sadalijjuma vidéjas vértibas novértésanai.
Astotaja nodala tiek analizéta Beta apriord sadalijjuma izmanto$sana binomialas propor-
cijas novertesanai, dazadu aprioro sadalijjumu izmantoSana normala sadalijuma videjas
vértibas novértésanai, aprioro sadalijumu izmantosana regresijas koeficientu novertésanai
un ar simulaciju palidzibu analizéta Beijesa ticamibas intervalu parklajuma precizitate.
Pedeja nodala ir apkopoti secinajumi par apskatitajam Beijesa metodem. Pielikuma ir
ieklauts Beijesa metozu teoretiskais apraksts vienkarsas linearas regresijas parametru no-
vértesanai, ka arl robusto Beijesa metozu apraksts gadijumiem, ja tiek pielauta varbitiba,
ka ir izvelets nepareizs apriorais sadalijums. Praktiskie uzdevumi tika veikti programma
R un izveidotie kodi ir ieklauti pielikuma.

ST darba teorijas izklasts tiks nemts pamata no [I]. Praktiska dala tiks veikta ar
programmas R palidzibu. Idejas par dazadu specifisku paketés LearnBayes un Bolstad
iebuvetu funkciju izmantosanu, kuras ir izstradatas tiesi Beijesa metozu pielietosanai, ir

nemtas no [2], [3] un [4].



1. Beijesa teoréma

Beijesa teoréema tiek formuléta sekojosi:

P(B;) x P(A|B)
Y. P(Bj) x P(A|B;)’

J=1

P(B;|A) =
kur By, ..., B, ir tadi notikumi, ka:
e BiUByU---UB, = ir visa notikumu telpa;
e BNBj=d,jai=1,...,n,j=1,...,nuni # j.

Marginalas varbutibas P(B;), ¢ = 1,...,n ir zinamas pirms eksperimenta sakuma un
tiek sauktas par apriorajam varbutibam.

Nenovéroto notikumu By, . .., B, ticamiba ir nosacita varbitiba P(A|B;)i=1,... n.
P(B;|A), i = 1,...,n ir notikuma B; aposteriora varbutiba. Tapec Beijesa teoremu var

parrakstit ka

apriorda varbutiba x ticamiba

(1.1)

aposteriora varbutiba = .
b > apriora varbatiba X ticamiba

Ja katru ticamibu reizinatu ar konstanti, tad ari saucéjs tiktu reizinats ar to pasu
konstanti, kura dalisana tiktu saisinata un tiktu iegutas tas pasas aposterioras varbutibas.
Tadel ir nepiecieSams zinat ticamibu tikai lidz proporcionalitates konstantei. Ar ticamibu
katrai iespéjamai vertibai pieskirtais relativais svars ir viss, ko nepiecieSams zinat. Lidzigi,
katru aprioro varbiitibu varétu reizinat ar konstanti. Saucéjs atkal tiktu reizinats ar to
pasu konstanti, kura dalisana tiktu saisinata, un tiktu iegutas tas paSas aposterioras

varbiitibas. Beijesa teoréma biezi tiek rakstita tas proporcionalaja forma
aposteriora varbatiba o< apriora varbutiba X ticamiba.

Katram notikumam B;, i = 1,...,n tiek piekartots relativais svars péc tam, kad A ir
noticis. Dalisana ar relativo svaru summu normeé relativos svarus ta, lai to summa biitu

vienada ar 1. Si dalisana relativos svarus padara par varbutibu sadalijumu. [5]



2. Apriorie sadalijjumi

2.1. Apriora sadalijjuma noteikSanas griitibas

Apriora sadalijuma noteiksana ir svarigakais solis Beijesa analize. Zinama mera tas ir
ar1 visgritakais, jo prakse pieejama apriora informacija tikai retos gadijumos ir pietiekami
preciza, lai aprioro sadalijumu varétu noteikt precizi. Vairaki varbitibu sadalijumi var
biit savienojami ar aprioro informaciju.

Visbiezak aprioro sadalijumu ir nepieciesams izveleties (daleji) patvaligi. Sistematiska
parametrisko (pieméram, normala, gamma, beta u.c.) sadaljjumu izmantosana un talaka
reducésana uz saistitajiem sadalijumiem nav pamatota visos gadijumos, jo parametriskie
sadalijumi var ignoret dalu aprioras informacijas. Dazas situacijas aprioro sadalijumu
jaizvelas daleji automatizeti, pieméram, ja nav nekadas aprioras informacijas.

Nav viena vieniga vieda, ka izvéléties aprioro sadalijjumu. Nepamatoti apriorie sada-
Ijjumi noved pie nepamatotiem aposterioriem rezultatiem. Ne-informativie apriorie sada-
ITjumi tiek ieguti tiesi no izlasu sadalijumiem, kaut gan dazi Beijesa statistiki nepiekrit
sadam automatizetam metodem. Pavisam nesen robustuma un jutibas analizes teoretiska
izstradasana ir nodrosinajusi vel labaku pamatu Beijesa analizei, kad ta sastopas ar nepil-
nigu aprioro informaciju. Hierarhiska modelesana ir lavusi samazinat apriora sadalijuma

ietekmi uz rezultatiem.

2.2. Neists apriorais sadalijums

Daudzos gadijumos apriorais sadalijums tik noteikts uz subjektiva vai teorétiska pa-
mata, kas varbiitibu meéra vieta paredz o—galigu méru parametru telpa ©, t.i., méru g
tadu, ka

/@g(@)d& = +o00.

Sados gadijumos saka, ka apriorais sadalfjums ir neists (improper) (vai visparindts).

ST pieeja parasti ir vienigais veids ka iegiit aprioro sadalijumu gadijumos, kad vieniga
pieejama informacija ir zinasanas par izlases sadalijumu f(z|f). No visparinatajiem sa-
dalijjumiem iegiitie novértéjumi, parasti ir pietiekami labi, lai pamatotu Sos sadalijjumus.
Vaju isto (proper) aprioro sadalijumu (pieméram, N(0,100%)) vieta vajadzéetu izvéeleties
neistos aprioros sadalijumus, jo vajiem istajiem apriorajiem sadalijumiem trukst robus-

tuma.



2.3. Saistitie apriorie sadalijumi

Ja ir maz informacijas par modeli, vai ta nav drosa, tad nav iespéjams aprioro sadali-
jumu noteikt tikai subjektivi. Ja aposteriorais sadalijums g(f|z) un apriorais sadalijums
g(0) ir no vienas varbutibu sadalijumu saimes, tad tie tiek saukti par saistitajiem sadali-
jumiem un apriorais sadalijums tiek saukts par saistito sadalijumu ticamibai.

Ja varbatibu sadalijumu saime ir parametriska, tad parsléegsanas no apriora sadaliju-
ma uz aposterioro sadalijumu notiek, precizejot atbilstogos sadalijumu parametrus. Sis
ipasibas del saistitie apriorie sadalijumi ir loti populari. Aposteriorais sadalijjums saja
gadijuma vienmeér ir aprékinams.

Saistitie apriorie sadalijumi reizém tiek saukti par objektivajiem apriorajiem sadaliju-
miem.

Eksponencialas varbitibu sadalijumu saimes.

Definicija 1. p ir o—galigs mérs uz X un © ir parametru telpa. C un h ir funkcijas
attiecigi no X un © uz R, un S un T ir funkcijas no © un X uz R*. Sadalijumu saime

ar blrvumiem

f(x|0) = C(0)h(z)e SO TE)

tiek saukta par eksponencidalo saimi ar dimensiju k. Speciala gadijuma, ja © C RF,
X C R* un
f(@]0) = C(O)h(w)et™™,

saime tiek saukta par dabisku.

Teoréma 1. f(x|0) saistita saime tiek uzdota ar
(Ol A) = K (u, A",

kur K (u, \) ir blivumu normeéjosa konstante. Atbilstosais aposteriorais sadalijums g(0|p—+

r, A+ 1).

[[tabula paraditi eksponencialo saimju izplatitako sadaljjumu saistitie sadalijumi.

Apriora sadalijuma modelégana ir svariga maziem izlasu apjomiem, bet pieaugot izlagu
apjomiem, apriora sadalijuma nozime mazinas. Ja izlases apjoms tiecas uz bezgalibu, tad
lielaka dala aprioro sadalijumu dos lidzigus rezultatus, kuri bus lidzigi rezultatiem, kuri

balstiti tikai uz ticamibas funkciju.



1. tabula Dabiskie saistitie apriorie sadalijumi dazam eksponencialajam saimem

f(z]0) 9(0) 9(0]x)

Normalais Normalais
N(®,0%)  N(u7?)  N(o(ou+7%z), 00

27_2

)

ol =022

Puasona Gamma
Puas(6) G(a, B) Gla+z,8+1)
Gamma Gamma
G(v,0) G(o, B) Gla+v, [+ )
Binomialais Beta
Bi(n,0) Beta(a, ) Beta(a+z, 5 +n —x)
Negativais binomialais Beta
Neg(m,0) Beta(a, ) Beta(a +m, f + x)
Normalais Gamma

N(p,1/0)  G(a,B) Gla+0.5 8+ (n—1x)*/2)

2.4. Neinformativie apriorie sadalijjumi

Ja apriora informacija nav pieejama, tad nav iespéjams subjektivi izveéléties aprioro

sadalijumu un nevar noteikt saistito aprioro sadalijumu parametrus. Apriorais sadalijums

jaieglist no izlases sadalijjuma, jo ta ir vieniga pieejama informacija. Tapeéc sada veida

iegiitie apriorie sadalijjumi tiek saukti par neinformativiem.

Laplasa apriorais sadalijums. Laplass bija pirmais, kur$ izmantoja neinformativo

metodi. Vins izmantoja vienmeérigo aprioro sadalijumu.

Jeffreys apriorais sadalijums. Jeffreys neinformativie apriorie sadalijumsi ir bal-

stiti uz Fisera informaciju, kura viendimensionala gadijuma ir uzdota ar

1)~ | (P50

So informaciju var parrakstit ar1 ka

1(6) = —Ey [%fﬂw] |

Jeffreys apriorais sadalijums ir

g°(0) oc V1(6),

kurs ir definets lidz normalizacijas koeficientam, ja ¢* ir ists sadalijums.

Jeffreys apriorie sadalijumi ir neisti.

10

(2.1)

Bet parasti



Ja 0 ir daudzdimensionals parametrs, tad Fisera informacijas matrica ir defineta ka
(2.1) visparinajums. Ja 6 € RF, tad I(0) ir ar elementiem
92
L;(0) = —E, {mlogf(ﬂe)} (1,7 =1,...,k),

un Jeffreys neinformativais apriorais sadalijums ir definéts ar

9" (0) o< \/det(1(0)).

Jeffreys metode nodrosina vienu no labakajiem automatizétajiem neinformativo apri-
oro sadalijjumu iegusanas viediem.

References apriorie sadalijumi. Seit pamatideja ir atrast tadu aprioro sadaliju-
mu, kurs maksimizé aposterioro informaciju. Ja z.,, apzimé izlasi (xy,...,z,) un K,(g)
ir Kullback-Leibler divergence starp aprioro sadalijumu g un atbilstoso aposterioro sada-
ITjumu

Kolg) = [ 9(@laralog(g(6le1.)/9(6))d0.
tad tiek izmantots E[K,(g)], kur matematiska ceriba ir nemta no xy.,, marginala sada-
Ijuma ka trakstosas informacijas mers. References apriorais sadalijums tiek definéts,
maksimizejot

K*(g) = lim E[K,(g)].

n—o0

[6]
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3. Beijesa problematika diskrétiem gadijuma lielu-

miem
Uzskatisim, ka parametrs ir gadijuma lielums X ar iespéjamam veértibam xq,...,z;.
Gadijuma lielums Y, kurs ir atkarigs no parametra, pienem vertibas yi, ...,y . Lietojot

Beijesa teoremu, izdarisim secinajumus par parametru (gadijuma lielumu) X, pie dotas
noverotas Y = y; vertibas.

Beijesa notikumu telpa sastav no visiem iespé&jamiem sakartotiem pariem (z;,y;), ¢ =
L,....,1,j=1,...,J. Notikumi (X = z1),..., (X = zs) sadala notikumu telpu neskelosas
dalas, bet nav zinams, kurs no tiem ir noticis. Tiek noverots notikums (Y = y;).

Beijesa notikumu telpu var uzskatit par divdimensionalu, kur horizontala dimensija ir
noverota un vertikala dimensija nav noverota. Beijesa notikumu telpa diskretiem gadijuma
lielumiem ir paradita 2Jabula. Varbutibas ir definetas visos Beijesa notikumu telpas

punktos.

2. tabula Beijesa notikumu telpa

(9317341) ($1792) (5171,%') ($1,yJ)
o) | Gom) o) )
(xl; yl) (961, 3/2) (»’UI, yj) (951». ZJJ)

Ar f() apzimesim varbutibu sadalijumu (nosacito vai nenosacito), kurs satur noveroto
gadijuma lielumu Y, un ar g() apzimésim varbutibu sadalijumu (nosacito vai nenosacito),
kurs satur tikai (nenoveroto) parametru (gadijuma lielumu) X. Katra notikumu kopeja

varbutiba Beijesa notikumu telpa tiek atrasta, lietojot reizinasanas likumu

f@isy;) = gl@) x fy;lz:). (3.1)

Y marginalais sadalijums tiek atrasts summeéjot varbitibas pa kolonnam. Notikumu ko-
péjas un marginalas varbitibas ir paraditas [3fabula.

Ja tiek noverots Y = y;, tad reduceta Beijesa notikumu telpa ir sakartotu paru kopa

j-taja kolonna. Tas paradits [£ftabula. X aposterioro varbatibu funkcija, ja dots Y = y;,

12



3. tabula Notikumu X un Y kope€jas un marginalas varbutibas

apriora U1 S Y; S Y
X 9(5131) f(ifl,yl) - f(ﬁl,yj) - f(ifl,yJ)
| o) | faow) - - . faow) - . Fanw)
o | o) | fanw) . . fany) . . . fenw)
f) o o fly) o o flyg)

tiek uzdota ar

g(@:) x f(y;lz:)

i1 9(xi) X fyjle)
Parametra X apriorais sadalijums tiek uzdots ar aprioro varbutibu funkciju g(z;), i =

g(zily;) = S (3.2)
1,...,n. Mes ticam, ka tada ir katra x; varbitiba pirms esam redzéjusi datus.

Ja ir noverots Y = y;, tad X ticamiba tiek uzdota ar ticamibas funkciju f(y;|z;),
1=1,...,n. Ta ir Y nosacitas varbitibas funkcija, ja dots X = x;, kurs ir noveértéts pie
vertibas y;, kura ir realizéjusies, un kur X ir lauts mainities pa visam ta iespéjamajam
vertibam zq,...,x,. Ir nepieciesams zinat nosacita novérojumu sadalijuma formu, jo ta
rada, ka noverojuma Y sadalijums ir atkarigs no X vertibas. Bet to ir nepieciesams
novertet tikai pie tas vertibas y;, kura faktiski ir realizejusies.

Parametra X aposterioro varbiitibu sadalijums tiek uzdots ar aposterioro varbitibu

funkciju g(x;]y;), kura tiek noverteta pie x;, i = 1,...,n, ja dots Y = y,.

4. tabula Reducéta Beijesa notikumu telpa, ja dots Y = y;
(xlu y])

‘(5’31'7 Y;)

'(iﬂl,yj)

Piemeérs 1. Kaste atrodas 5 bumbinas, no kuram dazZas var bat sarkanas, bet paréjas ir

13



zalas. Nav zinams sarkano bumbinu skaits. Ar gadijuma lielumu X apzimésim sarka-
no bumbinu skaitu kaste. Ilespéjamas X wvertibas ir x;, 1 = 0,...,5. Ta ka mums nav
ne jausmas par sarkano bumbinu skaitu, tad piepemsim, ka visas X wvértibas ir vienadi
iespejamas. Tad X apriorais sadalgiums ir g(0) = g(1) = g(2) = 9(3) = 9(4) = 9(5) = 3.

Uz labu laimi no kastes wzvelk bumbipu. Gadijuma lielums Y = 1, ja izvilkta bumbina
ir sarkana, O - ja zala. Y|X nosacitais noverojumu sadalijums ir P(Y = 1|X = ;) =
tun P(Y = 01X = x;) = 2% Notikumu kopejas varbatibas tiek atrastas, reizinot

aprioras varbutibas ar nosacitajam novérojumu varbutibam. Y marginalas varbatibas tiek

aprekinatas, summejot pa kolonnam notikumu kopéjas varbatibas. Tas paraditas[5Jtabula.

5. tabula Notikumu kopéjo un marginalo varbutibu sadalijjumi

T apriora varbatiba y; =0 yi =1
0 1/6 sX5=3%|§x5=0
N G R S T Y
T VISR ¥ )
3 1/6 sXE=5%sxXs=%
4 1/6 §X3=% |6X5=%
5 1/6 sX5=xm | sX8=%m
f(y5) 50 =3

Pienemot, ka no kastes izvilkta bumbina ir sarkana, reducéta notikumu telpa ir kolonna
(y; = 1). Nosacitas noverojumu varbatibas Saja kolonna ir izceltas. Tas veido ticamibas

funkciju. [6Jabula tiek atrastas X aposterioras varbutibas, ja dots Y = 1.

6. tabula X|Y =1 aposterioro varbutibu atrasana

T apriord varbutiba y; =0 y; =1 aposteriora varbutiba
0 1/6 ix2=2]itx2=0 0

1 1/6 §X5=3 |5X5= 3 30/2 = 5

2 1/6 §X2=% |5%X5 =3 /3=

3 1/6 %Xg_% %Xg::’% 330% 135

4 1/6 §X5=3% | 5X5= @ /3= 15

5 1/6 s X3~ | X8 =3 /2= 1
f(y;) i 3 =3

Vieniga kolonna, kura tika izmantota aposterioro varbiatibu sadalijuma atrasanai, bija

kolonna Y = 1 reducétaja notikumu telpa. Notikumu kopéja varbutiba tika tegita, reizinot
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aprioras varbatibas ar ticamibas funkciju. Aposterioras varbatibas tiek aprekinatas ar vie-
nadojumu (3.2)). Tadejadi vienkarsaks veids, ka iegat aposterioras varbatibas, ir izmantot

tikar reducétas notikumu telpas kolonnu.

3.1. Divi ekvivalenti Beijesa teorémas lietoSanas veidi

Novérojumu analizésana péc kartas pa vienam. Pienemsim, ka uz labu laimi no
kastes tiek izvilkta otra bumbina, pirmo neliekot atpakal kasté. Pienemsim, ka otra izvil-
kta bumbina ir zala, tapec Y = 0. Velamies atrast X aposterioras varbutibas, ja doti divu
noverojumu rezultati (pirma - sarkana, otra - zala). Analizesim noverojumus pa vienam,
katru reizi izmantojot Beijesa teorému. Izmantosim tas pasas aprioras varbutibas, kuras
bija zinamas pirms eksperimenta. Tac¢u otrajam meéginajumam, ka aprioras varbitibas

izmantosim pirma meginajuma aposterioras varbutibas. Rezultati paraditi[7 tabula.

7. tabula Aposterioro varbiitibu sadalijums péc otra novérojuma

apriord apriord varbatiba | aposteriora
T o ticamiba ) _ L
varbatiba | (pie y; = 0) X ticamiba varbatiba
0 0 0 0 0/3=0
1 1/15 % % 15/3 5
2 2/15 z% 1_10 10/3 - QE
3 3/15 i 1 /3 =%
o oy | X i
5 5/15 3 0 0/3=0
3 1.00

Visu novérojumu analizéSana reizé. Abus méginajumus var apskatit kopa, lietojot
Beijesa teorému tikai vienu reizi. Nemam tas pasas aprioras varbutibas, kuras izmantojam
pirmajam meéginajumam, kad analizéjam novérojumus pa vienam. Aprioro varbutibu
funkcija ir g(z) = ;, . =0,...,5.

Pienemsim, ka Y7 un Y5 ir attiecigi pirma un otra méginajuma iznakumi. Otra meégina-
juma varbutibas ir atkarigas no ta, kadas bumbinas palika kaste pec pirma meginajuma.

Noverojumu varbutiba, ja noticis X, ir

(1, y2lr) = f(yilx) X fy2lys, ).
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X un Y3, Y, kopejais sadalijums ir dots [Bfabula. Pirma bumbina bija sarkana, otra -

zala, tapec reducetas notikumu telpas varbttibas ir kolonna y;,,y;, = 1,0. Saja kolonna

ir izceltas ticamibas funkcijas vertibas, kuras uzdotas ar nosacitajam novérojumu varbi-

tibam.

8. tabula X, Y7, Y5 kopéjais sadalijums un Y7, Y5 marginilais sadalijjums

. apriora Yjrs Yo Yjrs Yo Yjrs Yjo Yjrs Yo

* | varbatiba 0,0 0,1 1,0 1,1

016 [ ExExd [ Ixaxd [ Ixxd [ Ex T

Ll [ ddxd | Exdxd | Exdxd | Exdxt

2|y |hxdxd|Ixixd [ dx2xd | dxix]

SRRV TS DIIE TS PEIRTS FEISS BT

s afs [hxixd | Exdxd | btk [ dxd

5116 | dxx 8| Extxd|utxd|Lxdx

fyi,vj) | 40/120 20/120 20/120 40/120

X aposteriora varbutiba, ja Y7 = 1 un Y5 = 0, tiek atrasta, normejot varbutibas

reducetaja notikumu telpa ta, ka to summa ir vienada ar 1. Tas ir paradits [9.tabula.

9. tabula Aposterioro varbiitibu sadalijums, ja Yy =1 un Y5 =0

. apriord | Yi, Yis | Yi>Yis | Yir>Yis | Yjrs Yio aposteriora
" | warbatiba | 0,0 0,1 1,0 1,1 varbatiba
0 1/6 % 0 0 0 0 =0
L] 16 i | @ | T2 0 a5/mw =3
2| 1/6 W | T | o | w0 | /w6 — 10
3 1/6 Do | w5 | 0 | w0 | /@6 — 10
4 16 0 | %% | 12 | = |w/t6 —3
D 1/6 0 0 0 % 0 =0
F Wiy vjs) 20/120 1.00

Aposterioras varbuitibas ir tadas pasas, kadas tika iegiitas, analizéjot noverojumus

pa vienam, izmantojot pirma méginajuma aposterioras varbutibas par otra méginajuma

apriorajam varbutibam.

Ta ka tiek izmantota tikai ta kolonna, kura atbilst reducetajai notikumu telpai, tad

ir vienkarsak atrast aposterioro varbititibas, reizinot aprioras varbttibas ar ticamibu un

norméjot, padarot to par varbiutibu sadalijjumu. Tas paradits [I0.tabula.
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10. tabula Aposterioro varbutibu sadalijums péc abiem noverojumiem

apriord g > apriora varbutiba | aposteriora

i varbutiba reamina X ticamiba varbutiba
0 0 0 1

0 1/6 2 1% 126/5 =0

4 4 4 1 1

1 1/6 30 120 125/5 =5

6 6 6 1 _ 3

2 1/6 2 120 12/5 = 16

6 6 6 1 _ 3

3 1/6 2 0 120/5 = 16

4 4 4 1 1

4 1/6 3% 12 125/6 = 5
0 0 0 1

5 1/6 3 13 125/5 =0
: 1.00

3.2. Beijesa teorema binomialajam sadalijjumam ar diskrétu ap-

rioro sadalijumu

Apskatisim Beijesa teorémas lietosanu, kad noverojumiem ir binomials sadalijums un
parametram ir iespéjamas tikai dazas vertibas. Y| ir ar Bi(n, ) sadalijumu. (Ir n ne-
atkarigi méginajumi, kuru iznakums var bt “veiksme” vai “neveiksme”, un “veiksmes”
varbutiba visiem meginajumiem ir 7. Y ir “veiksmju” skaits n meginajumos.) Ir iespeja-

mas [ diskretas vertibas my, ..., 7.

Piemeérs 2. (Y|r) ~ Bi(n = 4,m). Piepemsim, ka m var piepemt tikai tris vertibas
0.4,0.5 un 0.6, kuras ir vienadi iespéjamas. w apriorais sadalijums, ™ un Y kopéjais
sadalijums doti abuld. Kopéjais varbatibu sadalyjums f(m;,y;) tiek atrasts ar viena-
dojumu . Pienemsim, ka tika novérots Y = 3. Reduceta notikumu telpa ir kolonna,
kura Y = 3. Nosacitas noverojumu varbuatibas (ticamiba) saja kolonna ir izceltas.

Binomiala sadalijuma ticamibas funkcija ir

F(ylr) = (Z) (1 —a)y Y, 0<m<l,

ny __ n!
kur (y) oyl
7 apriorais sadalgjums, (m,Y) kopéjais varbatibu sadalzjums un 'Y marginalais varba-
tibu sadalyjums ir paraditi [12Jtabula.
Ta ka ir noverots Y = 3, tad buatiska ir tikar ar “37 apzimeéta kolonna. m apriorais

sadalzjums, (m,Y") kopéjais varbatibu sadalijums, Y marginalais varbatibu sadalijums un

(7|Y = 3) aposterioro varbutibu sadaltjums ir paraditi[12Jtabula.

17



11. tabula Kopejais varbutibu sadalijums

apriorad
™ L 0 1 2 3 4
varbutiba
0.4 : £ % 0.1296 | £ x 0.3456 | 1 x 0.3456 | 5 x 0.1536 | 1 x 0.0256
0.5 3 £ % 0.0625 | 3 x0.2500 | 3 x0.3750 | 3 x 0.2500 | 3 x 0.0625
0.6 3 5% 0.0256 | 3 x 0.1536 | 5 x 0.3456 | 5 x 0.3456 | 3 x 0.1296

12. tabula 7 kopéjais, marginalais un aposterioro varbutibu sadalijums, ja Y = 3

apriora aposteriora
m L 0 1 2 3 4 -

varbutiba varbutiba
0.4 3 0.0432 | 0.1152 | 0.1152 | 0.0512 | 0.0085 | 3922 = 0.205
0.5 3 0.0208 | 0.0833 | 0.1250 | 0.0833 | 0.0208 | 30333 = 0.334
0.6 : 0.0085 | 0.0512 | 0.1152 | 0.1152 | 0.0432 | 31152 — (0 461
marginala varbatiba | 0.0725 | 0.2497 | 0.3554 | 0.2497 | 0.0725 1.000

Nebija nepieciesams sastadit visu varbatibu tabulu. Vienkarsak ir apliakot tikai redu-

cetas notikumu telpas kolonnu. Tas paradits [13Jtabula.

13. tabula Vienkarsota tabula aposteriora sadaljjuma atrasanai, ja Y =3
apriord ‘ apriora varbuatiba | aposteriora
T o ticamiba . _ o
varbatiba X ticamiba varbitiba
1 0.0512 _
0.4 3 0.1536 0.0512 02107 = 0.205
1 0.0833 __
0.5 3 0.2500 0.0833 02197 = 0.334
1 0.1152 _
0.6 3 0.3456 0.1152 09107 = 0.461
marginala P(Y = 3) 0.2497 1.000

Visu aprioro varbiitibu reizinasana ar konstanti nemaina Beijesa teorémas
rezultatu. Ja katra apriora varbatiba X ticamiba tiktu reizinata ar konstanti, tad mar-
ginalais elements, kurs§ tiek atrasts summejot Sos reizinajumus, ari tiktu reizinats ar to
pasu konstanti. Tadél aposterioras varbiitibas bitu tadas pasas ka ieprieks, jo konstante
dalijuma tiktu saisinata. Ja ir dota apriora sadalijjuma formula, tad jebkura tas dala,

kura nesatur parametru, var tikt ieklauta konstante. Tas vienkarso aprekinus!

Ticamibas reizinasana ar konstanti nemaina Beijesa teorémas rezultatu.
Apriord varbatiba X ticamiba vértibas ari tiktu reizinatas ar to pasu konstanti, kura tiktu

saisinata, apréekinot aposterioras varbiitibas. Ja ir dota formula ticamibas aprekinasanai,
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tad jebkura tas dala, kura nesatur parametru, var tikt ieklauta konstante, vienkarsojot

aprekinus! [7].

Piemeérs (turpinajums) Meés izmantojam aprioro sadalijumu, kurs katrai m vertibai
pieskira vienadu aprioro varbatibu. Saja piemera ir tris iespéjamas vertibas, tapec katrai
no tam apriorda varbatiba ir viendada ar % Pareizinasim katru no trim apriorajam varba-
titbam ar konstanti 3, lai tegttu aprioros svarus vienadus ar 1. Tas vienkarsos aprekinus.
Noverojumiem ir Bi(n = 4,7) sadalijums un ir noverots Y = 3. Formula binomialajai
ticamibai 1r

fY|r) = (;l) (1 —7)h
Binomialais koeficients (g) nesatur parametru, tapéc ta ir konstante ticamibas kolonna.
Lai vienkarsotu aprekinus, ieklausim to konstanté un izmantosim tikai to ticamibas dalu,
kura satur parametru. [I4Jtabula redzam, ka tas dod tadu pasu rezultatu, kads tika ieguts
[I3}abula.

14. tabula Vienkarsota tabula aposteriora sadalijjuma atrasanai, ja dots Y =3

apriord varbuatiba ticamiba apriora varbuatiba | aposteriord
i (proporcionala) (proporcionala) X ticamiba varbutiba
0.4 1 0.4% x 0.6 = 0.0384 0.0384 00581 = 0.205
0.5 1 0.5% x 0.5 = 0.0625 0.0625 2998 — 0.334
0.6 1 0.6% x 0.4' = 0.0864 0.0864 D862 = 0.461
marginala summa 0.1873 1.000
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4. Beijesa problematika binomialai proporcijai

Noverojuma Y nosacitais sadalijums (kopéjais veiksmju skaits n méeginajumos, ja dots

parametrs 7) ir Bi(n, 7). y nosacitas varbutibas funkcija pie dota 7 ir

Flyr) = (Z)wyu oY, oy =1,...,n.

Ja apliiko 8o pasu sakaribu starp 7 un y, bet saglaba y fiksetu un lauj © mainities pa

ta iespéjamajam veértibam, tad iegist ticamibas funkciju

flylm) = (Z) (l—m)""Y 0<7<I1,

Lai izmantotu Beijesa teorému, ir nepieciesams apriorais sadalijums g(7). Aprioro
sadaljjumu nedrikst konstruet no datiem. Reizinasana Beijesa teorema ir pamatota ti-
kai tad, ja apriorais sadalijums ir neatkarigs no ticamibas! Aposteriorais sadalfjums ir

proporcionals apriord sadalijuma un ticamibas reizindjumam. To pieraksta sekojosi

9(mly) o< g(m) x f(yl|r). (4.1)

Tas dod aposteriora blivuma funkcijas formu, bet ne tiesi pasu aposteriora blivuma funkci-
ju. Lai iegttu faktisko aposterioro sadalijumu, (4.1)) nepieciesams dalit ar kadu konstanti
k, lai parliecinatos, ka tas ir varbiitibu sadalijums (laukumam zem aposteriora sadalijuma
funkcijas jabut vienadam ar 1). k atrod integrejot g(m) x f(y|m) pa visu apgabalu. Tapec
vispariga gadijuma
g(m) X f(y|r)

: .
Jo 9(m) x f(yl|m) dm
Apskatisim dazus iespéjamos aprioros sadalijumus.

g(rly) = (4.2)

4.1. Vienmerigais apriorais sadalijums binomialai proporcijai

Ja iepriek$ nav ne jausmas par to, kada ir proporcija m, tad var izveleties aprioro
sadalijjumu, kura visas vertibas ir “vienlidzigas”. Vienmerigais apriorais sadalijums visam

iespéjamajam 7 vertibam pieskir vienadu svaru. Piemeéram,
gr)=1, 0<wm <L
Saja gadijuma aposteriorais blivums ir proporcionals ticamibai:
n _
g(mly) = < )Wy(l —m)"Y 0< 7 <1.
Y
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Varam ignoret to dalu, kura nav atkariga no 7. Ta ir konstanta visam 7 vertibam, tapec
ta neietekmé aposteriora sadalijuma formu. Apskatot to formulas dalu, kura nosaka apo-
steriora sadalijuma formu, ka funkciju no 7, atpazistam, ka tas ir Beta(a,b) sadalijums,

kira=y+1lunb=n—y-+1.

4.2. Beta apriorais sadalijums binomialai proporcijai

Pienemsim, ka prieks 7 tiek izmantots Beta(a,b) apriorais blivums:

['(a+0b)

a—1 1 — b—1 0< <1
Mot G-™7, Os7sl,

g(m a,b) =

kur D(a) = [;"t*'e~'dt, o > 0. Varam ignorét konstantes, kuras ietilpst aprioraja

sadalijjuma un ticamiba, un kuras nav atkarigas no parametra. Tas dod
g(mly) oc Y11 — m)brrv=l o< < 1.
Tas ir Beta sadalijums ar parametriem
d=a+y un V=b+n-—y. (4.3)

Tas ir, pie a tiek pieskaitits “veiksmju” skaits un pie b tiek pieskaitits “neveiksmju”

skaits:
I'n+a+10)
Ny+a)l(n—y+0b)

7 aposteriorais blivums tika iegiits vienkarsi, neizmantojot integrésanu.

7.‘.y+a—1<1 _ ﬂ_)n—y—l-b—l’ 0 S T S 1

g(mly) =

attela paraditas Beta(a,b) blivuma funkciju formas vertibham a = 0.5,1,2,3 un
b=10.5,1,2,3.

Binomiala noverojuma saistita aprioro sadalijjumu saime ir Beta saime. Ja tiek iz-
mantots apriorais sadalijjums no saistitas saimes, tad aposteriora sadalijuma atraSanai
nav jaizmanto integreSsana. Ir nepiecieSams izmantot tikai noverojumus, lai precizetu
saistitas saimes apriora sadalijjuma parametrus, lai atrastu saistitas saimes aposterioro

sadalfjumu.

4.3. Apriora sadalijjuma izvéle
Saistita apriora sadalijuma izvéle, ja ir mazas aprioras zinasanas

Ja aprioras zinasanas ir nelielas, tad kads no|l.| attela redzamajiem Beta(a, b) apriora~

jiem sadalijumiem varétu but ists apriorais sadalijums. Pieméram, ja aprioras zinasanas
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1. att. Dazi beta sadalijumi.

ar oy apzimeésim aprioro standartnovirzi proporcijai.

a
a+b

Ty =
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par 7 ir tadas, ka 7 ir loti mazs, tad Beta(0.5,1), Beta(0.5,2), Beta(0.5,3), Beta(1,2)
vai Beta(1,3) visi varetu but apmierinosi apriorie sadalijumi. Nav nozimes tam, kurs no

Siem apriorajiem sadalijjumiem tiek izveléts, jo rezultéjosie aposteriorie sadalijumi bis loti

Saistita apriora sadalijuma izvéle, ja ir patiesas aprioras zinasanas par vi-

Aprioro sadalijumu Beta(a, b) jaizvelas tadu, kurs saskan ar apriorajiem uzskatiem par

vidéjo vertibu un standartnovirzi. Ar 7y apzimeésim aprioro vidéjo vértibu proporcijai, un

Beta(a,b) sadalijuma videja vertiba ir _%. To pielidzina apriorajai videjai vertibai



Beta sadalijjuma standartnovirze ir ,/m. To pielidzina apriorajai standartno-

virzei. Ieverojot, ka %5 = mp un a%b =1 — 7, iegust
7'('0(1 — 7T0)

=4 —F". 4.5

0o At b+l (4.5)

Vienadojumu (4.4) un (4.5)) atrisinasana prieks a un b dos mekleto Beta(a,b) aprioro

sadalijjumu.

Piesardziba pirms saistita apriora sadalijuma izmantoSanas

1. Beta(a,b) apriorais sadalijjums jaattelo grafiski. Ja forma izskatas pienemami tuva
apriorajiem uzskatiem, tad to var izmantot. Pretéja gadijuma var koriget my un oy,

kameér atrod aprioro sadalijumu, kura grafiks aptuveni atbilst apriorajiem uzskatiem.

2. Jaaprekina ekvivalento aprioro izlases apjomu. Bi(n,m) sadalijuma izlases propor-
w(1—m)
—.

cijas # = £ dispersija ir vienada ar Pielidzinam $o dispersiju (ja apriora
videja vertiba ir my) apriorajai dispersijai.
mo(l —m) ab

Nekw (@ +b)2x (a+b+1) (4.6)

b

Ta ka mp = un (1 — m) = 5> tad ekvivalentais izlases apjoms ir ng, =

_a_
a+b
a+b+1. Tas nozime, ka informacijas daudzums par parametru no apriora sadalijjuma

ir ekvivalents informacijas daudzumam no gadijuma izlases ar apjomu ng,.

Vispariga nepartraukta apriora sadalijjuma konstruésana

Apriora sadalijjuma forma var nesakrist ar Beta formu, tapec var konstruet diskretu
aprioro sadalijumu, kurs§ atbilst iedomatajiem svariem atseviskam vertibam no apgabala,
kurs tiek uzskatits par iesp&jamu, un péc tam interpolét starp tam, lai izveidotu nepar-
trauktu aprioro sadalijumu. Ja apriorais sadalijums tiek konstruets sada veida, tad, lai
ieglitu aposterioro sadalijumu, bus skaitliski janoverte apriora sadalijuma un ticamibas
reizindjuma integralis.

Ja ir pietiekami daudz datu, tad izvéléta apriora sadalijuma ietekme uz rezultatu bis
maza, salidzinot ar datu ietekmi. Parliecinasimies, ka $aja gadijuma var iegut loti lidzigus

aposterioros sadalijumus, lai gan tiek sakts ar dazadiem apriorajiem sadalijjumiem.
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4.4. Aposteriora sadalijuma rezumeésana

Sadalijumu raksturosanai izmantosim izvietojuma (location) merus, izkliedes méru un

sadalfjuma procentiles.

Izvietojuma méri

Aposteriora moda. Ja aposteriorais sadalijums ir nepartraukts, tad ta modu var
atrast, pielidzinot nullei aposteriora blivuma atvasinajumu. Ja aposteriorais sadalijums

g(mly) ir Beta(a’, V'), tad ta atvasinajums ir
d(mly) = (@ — D" 2x (1 —m) T+ 77 x (=)0 —1)(1 — )" 2

(Piezime: saja vienadojuma prim’ ir divas nozimes: ¢'(7|y) ir aposteriora sadalijjuma
atvasinajums, bet a’ un o' ir Beta aposteriora sadalijuma konstantes, kuras tiek atrastas,
izmantojot precizésanas likumus, kas uzdoti ar vienadojumiem (4.3)).) Pielidzinot ¢'(7|y)

nullei un atrisinot, iegtst
a —1
moda = prET—t
Aposteriorajai modai ka izvietojuma meram ir dazi trikumi. Pirmkart, ta var atrasties
sadalijuma beigas vai tuvu tam un tadéjadi nereprezentét visu sadaljjumu. Otrkart, var

but vairaki lokalie maksimumi.

Aposteriora mediana. Ja g(w|y) ~ Beta(d',V'), tad mediana ir integrala

mediana
/ g(m|ly)dm = 0.5
0

atrisinajums. Vienigais aposterioras medianas trikums ir tas, ka jaatrod tas skaitliska

vertiba. Mediana ir loti labs izvietojuma mers.

Aposteriora vidéja vértiba ir loti biezi lietots izvietojuma meérs

m’:/o mg(rly) dr. (4.7)

Aposteriora videja vertiba tiek specigi ietekmeta, ja sadalijumam ir smaga aste. Skibam
(skewed) sadalijumam ar vienu smagu asti aposteriora videja vertiba var but samera talu
no lielakajam varbatibam. Ja g(w|y) ~ Beta(d’,b'), tad aposteriora videja vértiba ir
vienada ar

m’ = (4.8)




Beta(a,b) sadalijjums ir ierobezots starp 0 un 1, tapec tam nav smagu astu. Aposteriora

vidéeja vertiba ir labs Beta aposteriora sadalijuma izvietojuma mers.

Izkliedes meri

Ja aposteriorajam sadalijumam ir liela izkliede, tad mtsu zinasanas par parametru

pat péc novéroto datu analizes joprojam biis neprecizas.

Aposteriora dispersija. Aposteriora sadalfjjuma dispersija ir

D(nly) = / (r — m'2g(xly) dr. (1.9)

Ja mums ir Beta(a',V’) aposteriorais sadalijjums, tad aposteriora dispersija ir

a xv
(@ +V)2x (a +0 +1)

D(rly) = (4.10)

Aposteriora dispersija ir stipri ietekméta sadalijumiem ar smagam astém. Sadalfjjumiem
ar smagam astem dispersija bus loti liela, neskatoties uz to, ka lielakas varbutibas ir
koncentrétas sadalijjuma vidia. Turklat ta ir kvadratiskds vienibas, kas apgritina tas
lieluma izskaidrosanu attieciba pret videjas vertibas lielumu. Sos aposterioras dispersijas

trukumus parvar, lietojot aposterioro standartnovirzi.

Aposteriora standartnovirze nav kvadratiskas vienibas, tapéc tas lielums var tikt

salidzinats ar videjas vertibas lielumu, un ta bus mazak ietekmeta ar smagam astem.

Aposteriora sadalijuma procentiles. Aposteriora sadalijuma k-ta procentile tiek

atrasta, skaitliski atrisinot vienadojumu

Tk
k =100 x / g(m|y) dm.

oo

Starpkvartilu intervals. Starpkvartilu intervals

IQR = Q3 — Q1

kur Q3 ir 75-ta procentile un () ir 25-ta procentile, ir noderigs izkliedes meérs, kuru

neietekme smagas astes.
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4.5. Proporcijas novértésana

Punktveida novertéjums 7 ir no datiem aprékinata statistika, kura tiek izmantota
ka parametra 7w novértéjums. Piemeéroti Beijesa punktveida novértéjumi ir, pieméram,

izvietojuma meri, kas aprekinati no aposteriora sadalijuma.

Novértéjuma aposteriora vidéja kvadratiska klada. Proporcijas 7 novertéjuma

7 aposteriora videja kvadratiska kluda ir
1
PMS(#) = / (r — #)2g(rly) dr.
0
Pieskaitot un atnemot aposterioro videjo vertibu m/’, iegust
1
PMS(7) = / (= m +m' — #)2g(xly) dr.
0
Kapinot kvadrata, iegiist
1
PMS(7) = / (7 —m))? +2(m —m)(m' — 7) + (m' — 7)*g(r|y) dr.
0

Sadala integrali tris integralos. Ta ka gan m/, gan 7 ir konstantes attieciba pret aposterioro

sadalijjumu, tad novertejot integralus, iegust
PMS(#) = D(rly) + 0+ (m' — 7).

Pedejais saskaitamais ir kvadrats, tapec vienmer > 0. Videji kvadratiskais attalums,
kada no aposterioras videjas vertibas m’ atrodas 1sta vértiba, ir mazaks neka jebkuram ci-
tam noveértéjumam 7, pie dotajiem apriorajiem uzskatiem un novérotajiem datiem. Apo-
steriora videja vertiba ir optimalais post-datu novertejums. Tapec aposteriora videja

vertiba ir visplasak izmantotais Beijesa novertéjums.

4.6. Beijesa ticamibas intervals

Ir iespéjami vairaki intervali ar vienadu (aposterioro) varbatibu. Prieksroka tiek dota
Saurakajam no tiem. Ta galapunkti bis tur, kur aposteriora blivuma funkcijai ir vienadi
augstumi un laukums zem blivuma funkcijas $aja intervala ir 1 — «. Laukumiem zem
kreisas un labas blivuma funkcijas “astém” nav obligati jabiut vienadiem. Tomeér biezi
vieglak ir kopéjo laukumu zem blivuma funkcijas sadalit divas vienadas dalas un atrast

divpusejo intervalu. [§]
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Beijesa ticamibas intervals prieks 7

Ja tika izmantots Beta(a,b) apriorais sadalijums, tad 7|y aposteriorais sadalijums ir
Beta(a’,b"). Divpusejo 95% Beijesa ticamibas intervalu prieks 7 var atrast, aprekinot
starpibu starp 97.5-to un 2.5-to procentili. Beta(da’,b") aposterioro sadalijumu aproksime

ar normalo sadalijumu, kuram ir tada pati vidéja vértiba un dispersija:
(m|y) ir aptuveni N (m/; (s')?),

kur aposteriora videja vertiba ir uzdota ar vienadojumu (4.8) un aposteriora dispersija
ir izteikta ar vienadojumu (4.10)). (1 — «) x 100% Beijesa ticamibas apgabals prieks 7 ir
aptuveni

m' + za x 8,
kur zs vertiba tiek atrasta no standartnormala sadalijuma. Aproksimacija strada loti

labi, ja gan a’ > 10, gan &' > 10.
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5. Beijesa un klasiskas proporcijas problematiku sa-
lidzinajums
5.1. Punktveida novértéjumi

Statistiku, kas tiek aprekinata no izlases datiem un tiek izmantota, lai novertetu ne-
zinamo parametru sauksim par parametra novértétaju, un vertibu, kuru ta pienem pie
faktiskajiem izlases datiem - par nowvértéjumu. Aposteriora sadalijuma rezumésanai iz-

mantosim aposterioro vidéjo vértibu, jo ta minimize aposterioro vidéjo kvadratisko kladu.

Nenovirziti novertétaji

Novertetajs 6 tiek saukts par nenovirzitu, ja ta izlases sadalijjuma videja vertiba ir

patiesa parametra vertiba, t.i.,

E(§) = /éf(éw)dé =9,
kur f(0]6) ir novertetaja 6 izlases sadalfjums, ja dots parametrs 6. Klasiska statistika
liek uzsvaru uz nenovirzitiem novértétajiem, jo visu iespéjamo gadijuma izlasu vidéjais
nenovirzitais novertetajs dod patieso vertibu. Novertetaja 0 novirze ir
bias(0) = E(§) — 0.
Turpretim Beijesa statistika neliek uzsvaru uz nenovirzitiem novertetajiem. Faktiski

Beijesa novertetaji parasti ir novirziti.

Minimalas dispersijas nenovirzits novértétajs

Klasiskaja statistika minimalas dispersijas nenovirziti novertéetaji biezi tiek uzskatiti
par labakajiem novertetajiem.

Tomer ir iespejami novirziti novertetaji, kuri videji ir tuvaki patiesajai vertibai neka
vislabakais nenovirzitais novertetajs. Jaapskata iespejamais kompromiss starp novirzi un
dispersiju. |2.| attéls rada tris iespéjamo 6 novertétaju izlases sadalijumus.

Novertétajs 1 un noveértétajs 2 tiek uzskatiti par nenovirzitiem novértétajiem. Noveér-
tetajs 1 ir labakais nenovirzitais novertetajs, jo starp nenovirzitajiem novertetajiem tam

ir vismazaka dispersija. Novertetajs 3 tiek uzskatits par novirzitu novertetaju, bet tam ir
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W N =

T
6

2. att. Tris novertétaju izlases sadalijumi.

mazaka dispersija neka novertetajam 1. NepiecieSama kaut kada veida salidzinasana, kura

ieklauj novirzitus novertétajus, lai uzzinatu, kurs vidéji bis tuvakais parametra vertibai.

Novertéetaja videja kvadratiska kluda

(Klasiskaja statistika) Novertetaja 6 videja kvadratiska klada ir

Ta tiek aprekinata no novertétaja izlases sadalijuma, kas nozime, ka videja klada tiek
aprekinata no visam iespejamajam izlasem pie dotas fiksetas parametra vertibas. Ta nav
aposteriora videja kvadratiska kluda, kas aprekinata no aposteriora sadalijuma. Noverte-
taja videja kvadratiska kluda ir novirzes kvadrata un novertetaja dispersijas summa:
MS(0) = bias(0)> + D(0). (5.1)
Tas ir labaks (klasiskais) kriterijs spriesanai par novertetaju neka novirze vai dispersija
vieni pasi. Noveértétajs, kuram ir mazaka vidéja kvadratiska klida, ir tuvak patiesajai

vertibai videji pa visam iespejamajam izlasem.

5.2. Proporcijas novéertétaju salidzinajums

Beijesa novertetajiem biezi ir mazakas videjas kvadratiskas kludas neka klasiskajiem

novertetajiem, t.i., videji tie ir tuvaki patiesajai vertibai. Proporcijas 7 klasiskais nover-
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tetajs ir

kur y, veiksmju skaitam n meéginajumos, ir Bi(n, ) sadalijums. 7 ir nenovirzits un

D(ity) = ZU=1 Tade] #; videja kvadratiska kluda ir vienada ar
1 —
MS(#y) = 02 + D() = mx(1-m)
n

Pienemsim, ka par proporcijas m Beijesa novértéjumu tiek izmantota aposteriora vi-
deja vertiba, kur tiek izmantots Beta(1,1) apriorais sadalijums (vienmérigais apriorais
sadalijums). Novertetajs ir aposteriora videja vertiba

/
’ a

==y

kura =1+yun b/ =1+ n —y. To var parrakstit ka linearu funkciju no y:

. y+1 Y 1
™R — = .
n+2 n+2 n+2

g izlases sadalijuma videja vertiba ir

n7r+1
n+2 n-+2

un 7g izlases sadalijuma dispersija ir

{n;r < nr(1— 7).

Tadel no vienadojuma (5.1)) videja kvadratiska klada ir

. nmw 1 2
MS(7p) = {n+2+n+2_w] +[

1—27T2+ 1 2>< (14—
= n — .
n -+ 2 n—+2 T T

Piemeram, pienemsim, ka m = 0.4 un izlases apjoms ir n = 10. Tad

.12
n—i—Q} x nm(l—m)

0.4 % 0.6

MS(7f) = —= 22— 0.024

10
un ) )
1 —2x0.4 1
MS(7p) = {1—;} + {E} % 10 % 0.4 x 0.6 = 0.0169.
Jam™=0.5un n =10, tad
0.5 x 0.5
MS(7f) = %o —0.025

30



un

MS(75) = {ﬂr + [ !

2
12 E] x 10 x 0.5 x 0.5 = 0.01736.

Tatad videji (sim divam 7 vertibam) Beijesa aposteriorais novértetajs ir tuvaks patiesa-
jai vertibai neka klasiskais novertetajs. attels rada videjo kvadratisko kludu Beijesa
novertetajam un klasiskajam novertetajam ka funkciju no 7. Gandriz visa (bet ne pilnigi
visa) apgabala Beijesa novéertetajs (izmantojot vienmeérigo aprioro sadalijumu) ir labaks

neka klasiskais novertétajs.

0.030
|

— Beijesa
- klasiskais

0.015 0.020 0.025
| | |

0.010
|

0.005
|

0.000
|

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3. att. Videja kvadratiska kluda diviem novertétajiem.

5.3. Ticamibas intervalu novéertésana

Klasiskie ticamibas intervali

Klasiskais (1 — «) x 100% ticamibas intervals parametram 6 ir intervals (I, u) tads, ka
Pl<6<u)=1-a.

Si varbutiba tick atrasta izmantojot parametra novertetaja izlases sadalijumu.
Parametrs 6 tiek uzskatits par fiksétu, bet nezinamu konstanti. Galapunkti [ un w ir

gadijuma lielumi, jo tie ir atkarigi no gadijuma izlases. Ja tiek ievietoti faktiskie izlases

dati, kuri tika noveroti gadijuma izlasei, un tiek aprekinatas [ un u vertibas, tad neatliek

nekas, kam bttu gadijuma raksturs. Intervals vai nu satur, vai nesatur nezinamo fikséto
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parametru, un nav zinams, kurs no Siem abiem gadijumiem izpildas. Intervals vairs nevar
tikt uzskatits par varbitibu intervalu.

Pareiza interpretacija ir, ka (1 — ) x 100% no sada veida aprekinatajiem gadijuma
intervaliem satures patieso vertibu. Tapec mums ir (1 — o) x 100% parlieciba, ka musu
intervals satur patieso parametra vertibu.

Biezi izmantota novertétaja izlases sadalijums ir aptuveni normals ar vidéjo vértibu,

kas ir vienada ar patieso vertibu. Saja gadijuma klasiskais ticamibas intervals ir forma
novertetajs + kritiska vertiba x novertétaja standartnovirze,

kur kritiska vertiba nak no standartnormala sadalijjuma. Piemeéram, ja n ir liels, tad
izlases proporcija
)

Ap=2
! n

w(1l—m)

ir aptuveni normala ar videjo vertibu 7 un standartnovirzi . Tas dod aptuveno

(1 — a) x 100% divpusejo klasisko ticamibas intervalu prieks 7

—
iy £ za X ”f(Tﬂf) (5.2)

Klasisko un Beijesa ticamibas intervalu prieks 7 salidzinajums

Varbutibu aprekini klasiskajam ticamibas intervalam balstas uz statistikas izlases sa-
daljjumu. Tade] varbutibas ir pirms-datu. Tas nav atkarigas no konkretas noverotas
izlases. Tas ir pretstats no aposteriora sadalijuma aprekinatajam Beijesa ticamibas inter-
valam, kuram ir tiesa varbiitibas interpretacija pie novérotajiem izlases datiem. Citiem

vardiem, tas ir péc-datu varbutibas.

5.4. Vienpuséjas hipotézes parbaude
Klasiska vienpuséjas hipotézes parbaude

Piemeérs 3. Pienemsim, ka janosaka, vai pacientiem sniegtd jaund arstésana ir labaka
par standarta arstésanu. Ja ta ir, tad pacientu dalai w, kuriem klust labak péc jaunas
arstésanas, jabut lielakai par pacientu dalu 7o, kurai klast labak péc standarta arstésanas.
No wvesturiskajiem ierakstiem ir zinams, ka o = 0.6. 10 pacietu gadijuma grupai tiek

sniegta jaunda arstéSana. Pacientu skaits Y, kuriem klast labak péc jaunas arstésanas,
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bas sadalits Bi(n, ). Tiek noverots, ka labak klust 8 pacientiem. Tas ir labaks rezultats

neka tika sagaidits, ja ™ = 0.6. Bet vai var secinat, ka m > 0.6 5% nozimibas limeni?

Klasiska vienpuséjas hipotézes parbaude:

1.

Tiek izvirzita hipoteze par (fiksetu, bet nezinamu) parametru. Piemeram, Hy : m <

0.6.
Alternativa hipotéze ir Hy : ™ > 0.6.

Testa statistikas nulles sadalijums ir testa statistikas izlases sadaliyjums, ja dots, ka
Hy ir patiesa. Saja gadijuma tas bas Bi(n,0.6), kur n = 10 ir pacientu skaits,

kuriem sniegta jaund arstésana.
Tiek izveléts nozimibas limenis o = 5%.

Noraidisanas apgabals ir izvéléts ta, lai tam zem nulles sadalijuma butu varbatiba
a. Ja izvélamies norardisanas apgabalu y > 9, tad o = 0.0463. Nulles sadalijums

ar noraidisanas apgabalu vienpusejas hipotézes parbaudei ir paradits [15Jtabula.

Ja testa statistikas vertiba dotajai izlasei atrodas noraidisanas apgabala, tad limeni
a nulles hipoteze Hy tiek noraidita. Preteja gadijuma nevar noraidit Hy. Saja

gadjuma tika novértos y = 8. Tas atrodas pienemsanas apgabala.
p-vértiba= 0.1672.

Ja p-vertiba< «, tad testa statistika atrodas noraidisanas apgabala, un otradi. Tapéc
ekvivalents hipotézu parbaudes veids ir noraidit Hy, ja p-véertiba< a. Apskatot abus
verdus, nevar noraidit nulles hipotezi Hy : m < 0.6. y = 8 atrodas piepemsanas

apgabala un p-vertiba> 0.05.

Testa p-vertiba nav aposteriora varbttiba, ka nulles hipotéze ir patiesa pie dotajiem

datiem. Ta ir “astes” varbutiba, kura aprekinata izmantojot nulles sadalijumu. Binomiala

gadijuma

p-vértiba =Y _ f(ylm),

Ynov

kur Yy, ir noverota y vertiba. Klasiska hipotézu parbaude izmanto varbatibu, kas apréeki-

nata no visam iespejamajam datu kopam, kuras varetu realizeties (pie fiksetas parametra

vertibas), bet hipoteéze ir par to, ka parametra vertiba atrodas kada vertibu apgabala.
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15. tabula Y nulles sadalijums ar noraidisanas apgabalu vienpuséjas hipotézes parbaudei

Vertiba  f(y|m =0.6)  Apgabals

0 0.0001 pienemsanas
1 0.0016 pienemsanas
2 0.0106 plenemsanas
3 0.0425 pienemsanas
4 0.1115 pienemsanas
) 0.2007 pienemsanas
6 0.2508 plenemsanas
7 0.2150 pienemsanas
8 0.1209 pienemsanas
9 0.0403 noraidisanas
10 0.0060 noraidisanas

Beijesa vienpuséjas hipotézes parbaude
Parbaudisim
Hy:7m<my pret H:7m>m

nozimibas limeni «, izmantojot Beijesa metodi. Aprekinasim aposterioro varbiitibu, ka

nulles hipoteze ir patiesa, integrejot aposterioro blivumu:

™0
P(Hoiw < mly) = | g(aly) dr.
0

Nulles hipotéze tiek noraidita, ja 1 aposteriora varbtuitiba ir mazaka neka nozimibas lime-

nis «.

Piemers (turpinajums) Piepemsim, ka prieks m izmantojom Beta(1,1) aprioro
sadalzjumu. Ja dots y = 8, tad aposteriorais blivums ir Beta(9,3). Nulles hipotéezes

aposteriora varbutiba ir

0.6 (12
P(r <0.6ly=8) = / T (12) (1 — )% dr = 0.1189.
0

(3)I(9)
Ta nav mazaka par 0.05, tapéc nevar noraidit nulles hipotézi 5% nozimibas limeni. [{]
attela paradits aposteriorais blivums. Nulles hipotézes varbatiba ir laukums zem liknes pa

kreisi no m = 0.6.

5.5. Divpusejas hipotézes parbaude
Klasiska divpuséjas hipotézes parbaude
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T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4. att. Nulles hipotézes aposteriora varbiitiba, Hy : 7 < 0.6 ir pelekais laukums.

Nulles sadalijums tiek novertets pie m, un noraidisanas apgabals ir divpusejs. Sai

parbaudei apréekinatas p-vértibas ari ir divpuséjas.

Piemeérs 4. Monéta tiek mesta 15 reizes un 10 reizes uzkrit gerbonis. Vai ar 10 gérbona
uzkriSanas reizém no 15 metieniem ir pietiekams, lai noteiktu, ka monéta nav simetriska?

Citiem vardiem, vai varbatiba w, ka uzkritis gerbonis, atskiras no %?
Klasiska divpuséjas hipotézes parbaude:
1. Tiek izvirzita hipotéze par fiksétu, bet nezinamu parametru w. Hy : 7w = 0.5
2. Alternativa hipotéze ir Hy : m # 0.5. Noraidisanas apgabals bis divpusejs.

3. Nulles sadalgjums ir Y izlases sadalijums, ja nulles hipotéze ir patiesa. Tas ir

Bi(n =157 =0.5).
4. Tiek izveléts 5% nozimibas limenis.

5. Noraidisanas apgabals ir izvéléts ta, ka tam ir varbutiba o zem nulles sadalijuma.
Ja noraidisanas apgabalu izvélas Y < 3UY > 12, tad o = 0.0352. Nulles sadalijums

un noraidisanas apgabals divpuséjai hipotézei ir paraditi [16Jtabula.

6. Ja testa statistikas vertiba atrodas noraidisanas apgabala, tad limeni o nulles hi-
potéze Hy tiek noraidita. Pretéja gadijuma Hy nevar noraidit. Saja gadijuma ir

noverots y = 10. Tas atrodas apgabala, kura nevar noraidit nulles hipotézi.
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7. p-vertiba= P(Y > 10)+P(Y <5) = 0.302. Ta ir lielaka par «, tapec nevar noraidit
H.

16. tabula Y nulles sadalijums ar noraidisanas apgabalu divpuséjas hipotézes parbaudei

Vertiba f(y|m =0.5)  Apgabals

0 0.0000 noraidiSanas
1 0.0005 noraidisanas
2 0.0032 noraidisanas
3 0.0139 noraidisanas
4 0.0417 pienemsanas
) 0.0916 pienemsanas
6 0.1527 pienemsanas
7 0.1964 plenemsanas
8 0.1964 pienemsanas
9 0.1527 pienemsanas
10 0.0916 pienemsanas
11 0.0417 plenemsanas
12 0.0139 noraidisanas
13 0.0032 noraidisanas
14 0.0005 noraidisanas
15 0.0000 noraidisanas

Starp divpuséjo hipotézu parbaudi un klasiskajiem ticamibas interviliem pastav ciesa
saistiba. Ja tiek parbaudita divpuseja hipoteze pie limena «, tad tam ir atbilstoss para-
metra (1 — a) x 100% klasiskais ticamibas intervals. Ja nulles hipotéze Hy : m = m, tiek
noraidita, tad vértiba my atrodas arpus klasiska ticamibas intervala, un otradi. Klasiskais
ticamibas intervals “apkopo” visas iespejamas nulles hipotezes, kuras tiktu akceptetas, ja

tas tiktu parbauditas.

Beijesa divpuséjas hipotézes parbaude

Ja izmantojam nepartrauktu aprioro sadalijumu, tad iegiisim nepartrauktu aposte-
rioro sadaljjumu. Precizas parametra vértibas varbatiba, kuru reprezenté punktveida
nulles hipoteze, bus vienada ar nulli. Tapec hipotezes parbaudei nevar izmantot aposteri-

oro varbiitibu. Tas vieta izmantosim atbilstibu starp hipotezu parbaudi un klasiskajiem
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ticamibas intervaliem, klasisko ticamibas intervalu vieta lietojot Beijesa ticamibas inter-
valus.

Aprekinam (1 — ) x 100% Beijesa ticamibas intervalu prieks 7. Ja my atrodas Beijesa
ticamibas intervala, tad pienemam nulles hipotezi Hy : m = my, un ja my atrodas arpus

Beijesa ticamibas intervala, tad Hy noraidam.

Piemeérs (turpinajums) Ja izmantojam vienmerigo aprioro sadalijumu, tad apo-
steriorais sadalgjums ir Beta(10 4+ 1,5 + 1) sadalgjums. 95% Beijesa ticamibas intervals

prieks m, kurs tiek atrasts izmantojot normalo aproksimaciju, ir

M 106 116 = 0.647 & 0.221 = (0.426, 0.868)
17 (11 +6)2x (11+6+1)) e

m = 0.5 atrodas Beijesa ticamibas intervala, tapéc nevar noraidit Hy.
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6. Beijesa problematika normala sadalijuma vidéjai

vertibai

6.1. Beijesa teoréema normala sadalijuma vidéjai veértibai ar dis-

krétu aprioro sadalijumu
Vienam novérojumam no normala sadalijjuma

Nemsim vienu novérojumu no nosacita blivuma f(y|u), kurs ir normali sadalits ar zina-
mu dispersiju 0. Pienemsim, ka videjai veribai ir iespejamas tikai m vertibas i, . . ., .
Sim vertibam izvelamies diskretu aprioro varbiitibu sadalijumu. Ja nav nekadas aprioras
informacijas, tad visam vértibam pieskirsim vienadas aprioras varbiitibas.

Aposteriorais sadaltjums tiek definets ar vienadojumu (L.1) (7lpp.).

Atseviska novérojuma ticamiba

Nosacitais y|p noverojumu sadalijums ir normalais ar videjo vertibu g un zinamu
dispersiju o2. Ta blivums ir

1
\2mo

Katras parametra vertibas ticamiba ir novérojumu sadalijuma vertiba pie novérotas ver-

1
e—ﬁ(y—lﬁ)2.

flylp) =

tibas. Formulas dala, kas nav atkariga no parametra p, ir vienada visam parametra

vertibam, tapec to ieklauj proporcionalitates konstante. Tadel ticamiba ir forma

1 N2
Flylp) oc e 220717, (6.1)

kur y ir konstants (noverota vertiba) un p mainas pa visam ta iespejamam vertibam.
Ticamibu aposteriora sadalijuma aprekinasanai var iegtit no “normala sadalijuma or-
dinatu” tabulas vai no normalas blivuma funkcijas, kas uzdota ar vienadojumu (6.1)),

saglabajot y fiksetu (novérota vertiba) un mainot p pa visam iespéjamajam vertibam.

Piemérs 5. Piepemsim, ka (y|u) ~ N(p,0% = 1), un ka p var piepemt tikai piecas
vertibas: 2, 2.5, 3, 3.5 un 4. Pienemsim, ka tas ir vienadi iespéjamas. Nemam vienu y
novérojumu un tegustam vértibu y = 3.2. Ja

y— K
o )

z =
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tad ticamibas f(z) vertibas tiek atrastas no “normala sadalijuma ordinatu” tabulas. Re-

zultati ir paraditi [17}abula.

17. tabula: Metode 1: aposteriora sadalijuma atrasana, izmantojot “normala sadalijuma ordi-

nates”
Apriora . ) Apriora varbutiba | Aposteriora

1 varbatiba | 7 Ticamiba x Ticamiba varbttiba

2.0 0.2 -1.2 0.1942 0.03884 0.1238

2.5 0.2 -0.7 | 0.3123 0.06246 0.1991

3.0 0.2 -0.2 0.3910 0.07820 0.2493

3.5 0.2 0.3 0.3814 0.07628 0.2431

4.0 0.2 0.8 0.2897 0.05794 0.1847
0.31372 1.0000

Ja ticamiba tiek aprékinata, izmantojot normala blivuma formulu, tad ticamiba ir for-
ma (6.1), kur y = 3.2 un p mainas pa visam iespéjamajam vertibam. Rezultati ir paraditi
tabuld. Sie rezultati saskan ar to, kas tika aprekinats izmantojot 1. metodi, nepemot

vera mazas noapajosanas klidas.

18. tabula: Metode 2: aposteriora sadalijjuma atrasana, izmantojot ticamibu no normala bli-

vuma formulas

Apriora Ticamiba Apriora varbutiba | Aposteriora
H | varbutiba | (ignorejot konstanti) x Ticamiba varbutiba
2.0 0.2 e2(32-207  — () 4868 0.0974 0.1239
2.5 0.2 e~3(32-25° = (7827 0.1565 0.1990
3.0 0.2 e~3(32-30% = (9802 0.1960 0.2493
3.5 0.2 e~3(3:2-35° = (9560 0.1912 0.2432
4.0 0.2 e~3(32-402  — (7261 0.1452 0.1846
0.7863 1.0000

Normalo novérojumu gadijuma izlase

Parasti viena noverojuma vieta ir gadijuma izlase yy, ..., y,. Gadijuma izlasé novéero-

jumi ir neatkarigi viens no otra, tapéc izlases kopéja ticamiba ir
Sy ynlp) = FQyalp) X f(yalp) < f (ynl ).
Tapéc Beijesa teoréma ar diskrétu aprioro sadalijumu tiek uzdota ar vienadojumu
9lyrs - yn) o< g(p) X fyalp) X o f (ynl ).
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Apskatisim gadijumu, kur katra noverojuma y;|p sadalijums ir normalais ar videjo vertibu

p un zinamu dispersiju o2.

Aposterioro varbuitibu atrasana, analizéjot novérojumus péc kartas pa vie-
nam. lepriekséja noverojuma aposterioras varbitibas tiks izmantotas par nakama nove-

rojuma apriorajam varbitibam.

Piemeérs 6. No N(u, 0% = 1) sadalijuma tiek nemta gadijuma izlase ar cetriem novero-
jumiem. Noverojumi ir 8.2, 2.2, 3.6 un 4.1. lespéjamas p vertibas ir 2, 2.5, 3, 3.5 un
4. Izmantosim aprioro sadalijumu, kurs tam pieskir vienadus svarus. Izmantosim Bei-
jesa teorému, lai atrastu aposterioro sadalijumu, ja dota visa izlase. Rezultati, kas ieguti
analizejot novérojumus pa vienam, paraditi[19tabula. Lielas izlases gadijuma tas sagada

daudz darba. Daudz vieglak ir izmantot visu izlasi uzreiz.

Aposterioro varbiitibu atrasana, analizéjot visus novérojumus reizé. Visu

novérojumu kopéja ticamiba ir
Ll y—)? 1 N2 1 Y
fyr, . ynlp) xe 52 1= o o7 m W) o Lo om gz ()

Saskaitot kapinatajus, iegtst

__1_ )2 )24 )2
F(yrs - yn|p) o e 22 [(yl w2+ (y2—p) -+ (Yn—p) }

Apskatam iekavas

[y = )+ (g — 10)?] = 97 = 2y1p+ 1+ -+ Y — 2y + 0

un savelkam lidzigos loceklus, lai iegiitu

= (Ui + -t yn) = 2y + - ya) .

Ja to ievieto atpakal, iznes n pirms iekavam un atdala pilnos kvadratus, tad iegist

2 2
— L | p2—2ug+ 52— 72 m]
f(y17"'7yn’M>O(€ 202 [F‘ ny+y°—y°+ _

2 2
, o ye 4ty _
x e 222 [,u272uy+y2} X 67#[ — nfyz} .

Normalas gadijuma izlases y;,...,y, ticamiba ir proporcionala izlases vide-
jas vertibas y ticamibai. Ja ticamibas funkcijas dalu, kura nesatur pu, ieklauj propor-

cionalitates konstanté, tad iegfist

1 a2
Fy1, - ynlp) xe 3527 (T—H) .
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19. tabula Noverojumu analizé$ana pa vienam

Apriora Ticamiba; Apriora varbutiba, | Aposteriora

H 1 varbutiba, (ignoréjot konstanti) x Ticamiba; varbiitiba;
2.0 0.2 e—2(32-207 () 4868 0.0974 0.1239
2.5 0.2 e~2(32-25° (7897 0.1565 0.1990
3.0 0.2 e~2(32-30  _ (9802 0.1960 0.2493
3.5 0.2 e—3(32-35>  _ ().9560 0.1912 0.2432
4.0 0.2 e—3(32-40°  _ (7961 0.1452 0.1846
0.7863 1.0000

Apriora Ticamibay Apriora varbiitiba, | Aposteriora

H | varbitibay (ignorejot konstanti) x Ticamibasy varbiitibas
2.0 0.1239 e—3(22-202  _ (9802 0.1214 0.1916
2.5 0.1990 e—2(22-25°  _ () 9560 0.1902 0.3002
3.0 0.2493 e—2(22-30°  _ (7961 0.1810 0.2857
3.5 0.2432 e—2(22-35° (4296 0.1045 0.1649
4.0 0.1846 e—2(22-40°  _ (1979 0.0365 0.0576
0.6336 1.0000

Apriora Ticamibag Apriora varbiitibag | Aposteriora

F | varbutibas (ignorejot konstanti) x Ticamibas varbiuitibas
2.0 0.1916 e—236-20  _ 9780 0.0533 0.0792
2.5 0.3002 e~2(36-25°  _ (5461 0.1639 0.2573
3.0 0.2857 e~2(36-30)°  _ (8353 0.2386 0.3745
3.5 0.1649 e~2(36-35°  _ (9950 0.1641 0.2576
4.0 0.0576 e~2(36-40  _ 9931 0.0532 0.0835
0.6731 1.0000

Apriora Ticamibay Apriora varbutiba, | Aposteriora

F 1 varbitibay (ignorejot konstanti) x Ticamibay varbiitibay
2.0 0.0792 e—2(11-20% (1103 0.0087 0.0149
2.5 0.2573 e—2(41-25 () 9780 0.0715 0.1226
3.0 0.3745 e—2(41-30  _ () 5461 0.2045 0.3508
3.5 0.2576 e—2(41-835) () 8359 0.2152 0.3691
4.0 0.0835 e—z(41-40  _ () 9950 0.0838 0.1425
0.5830 1.0000

Sai ticamibai ir N (i, %2) sadalijuma forma. Izlases videja vertiba y ir normali sadalita ar

videjo vertibu p un dispersiju 2. Tapéc izlases kopeja ticamiba ir proporcionala izlases

o2

videjas vertibas ticamibai

Piemeérs @ (turpinajums) Iepriekséja izlase videja vertiba y = 3.275. Izmantosim y

ticamibu, kura ir proporcionala visas izlases ticamibai. Rezultati ir paraditi[20}tabula. Tris

F(@lp) o e T,
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zimes rezultati sakrit ar iepriekséjiem rezultatiem. Neliela atskiriba ceturtaja decimalaja
zimeé ir uzkrato noapalosanas kladu del, kad noverojumi tika analizéti pa vienam. Skaidrs,

ka vieglak ir izmantot y, lai veiktu Beijesa teorémas aprékinus tikai vienreiz.

20. tabula Analizejot visus noverojumus reize, izmantojot izlases videjas vertibas ticamibu

Apriora Ticamibay Apriora varbutiba, | Aposteriora

F 1 varbutiba, (ignorejot konstanti) x Ticamibay varbiitiba;
2.0 0.2 e T30 () 1387 0.0077 0.0157
2.5 0.2 ¢ maaB2-25 g 3008 0.0602 0.1228
3.0 0.2 ¢ maaB2B-307 g gro6 0.1719 0.3505
3.5 0.2 ¢ G235 () 937 0.1807 0.3685
4.0 0.2 ¢ 32407 () 3495 0.0699 0.1425
0.4904 1.0000

6.2. Beijesa teorema normalajai vidéjai vertibai ar nepartrauktu

aprioro sadalijjumu

Dota gadijuma izlase yi,...,y, no N(u,o?) sadalijuma. Ir daudz realak ticet, ka ir
iespejamas visas p vertibas no kada intervala. Tas nozime, ka ir jaizmanto nepartraukts
apriorais sadalijjums. Tadel aposteriorais sadalijums bis forma

g(p) < f(y1, - ynlpr)

6.2
J9() < fly, .. ynlp)dp (6:2)

g(:u’yb s 7y7l)

Normalajam sadaljjumam gadijuma izlases ticamiba ir proporcionala izlases vidéjas ver-
tibas y ticamibai, tapec

glu) x e =T
[ () x 7T gy

g(ILL|y17 s 7yn) =

Tas ir speka jebkuram nepartrauktam apriorajam blivumam ¢(x). Tomer tas prasa integ-
résanu, kuru varétu biit nepiecieSsams veikt skaitliski. Apskatisim dazus ipasus gadijumus,

kur aposterioro sadalijjumu var atrast bez integresanas.

Plakans apriorais blivums prieks p

Plakans apriorais sadalijums katrai iespejamai p vertibai pieskir vienadu svaru, g(u) =

1. Plakans apriorais sadalijums nav ists apriorais sadalijums, jo —oco < u < oo, tapéc
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ta integralis nevar but 1. Tomer Sis neistais apriorais sadalijums strada labi. Kaut art
apriorais sadalijums ir neists, bet gadijuma, ja integralis no aposteriora sadalijuma ir
vienads ar 1, izveletais apriorais sadalijums biis Ists.

Ta ka apriorais sadalijums ir vienads ar 1, tad aposteriorais sadalijums prieks atseviska
normala noverojuma y ir

g(ply) oc 7z
un prieks normalas gadijuma izlases y1,...,y, ir

(ulg) ox e

Normalais apriorais blivums prieks u

1. Atseviskam novérojumam. Noverojums y ir gadijuma lielums, kas nemts no

normala sadalijuma ar videjo vertibu p un zinamu dispersiju 2. Mums ir normalais

apriorais sadalljums ar videjo vertibu m un dispersiju s?. Apriorais blivums ir

1
%ﬁ(ﬂ—m)Q

g(p) oce”

Ticamiba ir
Fylp) o ez 07,
Apriora sadalijuma reizinajums ar ticamibu ir

(w=-m)? | (y—w?
9(i) X flylp) ox 3 [“F+ 0]

Vienadojot saucéjus kapinataja, iegiist

_1 [62(112—2umr+m2)+-@2(y2—2yur+ur2)}
xe 2

o“s

Savelkot lidzigos loceklus,

1 |:(0'2+82),u272(02m+32y)u+m202+y232:|
xe 2 oZs?

un iznes pirms iekavam (02 4 s?)/(0%s?). Papildinot lidz pilnam kvadratam un ieklaujot

proporcionalitates konstanté to dalu, kas nav atkariga no pu, iegist

. 1 2_g(@®m+s?y) o (c®msPy) 2]
x e 20252 /(02452) |:}L 2 02452 ’LL+( 02452 )

_ 1 [ ,(a2m+52y)}2
xX e 20252 /(c2452) K 02452
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Redzam, ka aposteriorais sadalijums ir normalais, kura videja vertiba un dispersija ir
uzdotas attiecigi ar
o%s?

2 2
ol (007721:882 ) (s')? =

(6.3)
Mes sakam ar N(m,s®) aprioro sadalijumu un beidzam ar N[m’, (s')?] aposterioro sa-
dalijumu. Tas rada, ka N(m, s?) sadalijums ir saistita saime normalajam noverojumu

sadalijumam ar zinamu dispersiju. Tadel nav nepiecieSama integresana, lai aprekinatu

aposterioro sadalijumu. Ir nepieciesams tikai noteikt parametru precizésanas likumus.

Parametru precizésanas likums normalo sadalijumu saimei. Vienadojuma
(6.3) dotos precizésanas likumus var vienkarsot. Vispirms formulejam sadalijuma precizi-

tati, kas ir dispersijas apgrieztais lielums. Aposteriora precizitate ir

1 [ 0% *1_a2+52_1+1
(8/)2_ o2 4 52 o 0252 _32 o2’

Tadejadi aposteriora precizitate ir vienada ar aprioras precizitates un noverojuma preci-

zitates summu. Aposteriora videja vertiba ir uzdota ar

2 2

m,_(02m+32y)_ 7 xmt——— x
02482 o242 02+ 52 Y.
To var vienkarsot uz
, 1/s? 1/0*

=" x — Xy
1/02+1/s? m+1/02—|—1/s2 Y

Sis precizesanas likums ir speka arT plakanam apriorajam sadalijumam. Plakanam ap-
riorajam sadalljjumam ir bezgaliga dispersija, tapéc tam ir nulles precizitate. Aposteriora

precizitate bis vienada ar noverojumu precizitati
1/o*=0+1/0"

un aposteriora dispersija biis vienada ar noverojuma dispersiju o2. Plakanam apriorajam
sadalfjumam nav labi definéta apriora vidéja vertiba. Ta var but jebkada.

1/0 2
x jebkas + —— =y,
1/02 J / D) Yy

tapéc aposteriord vidéja vertiba, izmantojot plakanu aprioro sadalijumu, ir vienada ar

noverojumu y.
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2. Gadijuma izlasei yi,...,y,. Gadijuma izlase yi,...,y, ir nemta no normala
sadalfjuma ar videjo vertibu p un zinamu dispersiju o2. Apriorais sadalijums ir N (m, s?),
kas uzdots ar

g(u) ox emz .

[zmantosim izlases videjas vertibas g, kura ir sadalita N (p, %2), ticamibu. ¢ precizitate
ir 5. Ta ir visu gadijuma izlases noverojumu precizitasu summa.

Problemu esam reducejusi uz precizesanu, ja dots atsevisks noverojums ¢, kuru atri-
sindjam ieprieks. Aposteriora precizitate ir

1 1 2+ 2
__— n_gTns (6.4)

(S/)Z s2 o2 o282

Aposteriora dispersija ir vienada ar aposterioras precizitdtes apgriezto lielumu. Aposte-
riora videja vertiba ir vienada ar:

2 2

, 1/s n/o

= — ———— X . 6.5
" njo?+1/s? ><m—i—n/02+1/52 Y (6.5)

6.3. Normala apriora sadalijuma izvéle

Ja novérojums ir no normala sadalijuma ar zinamu dispersiju, tad saistita aprioro
sadalijumu saime prieks p ir N(m, s?). Ja var atrast $is saimes parstavi, kur§ saskan ar
apriorajiem uzskatiem, tad aposteriora sadalijuma atrasana, izmantojot Beijesa teoremu,
bis loti viegla. Aposteriorais sadalijums ari buis tas pasas saimes parstavis un parametri
tiks precizeti ar vienkarsiem likumiem, kas uzdoti ar vienadojumiem un . Nav
nepieciesams veikt skaitlisku integresanu.

Pirmkart, jaizlemj par aprioro vidéjo vértibu m. Péc tam jaizlemj par aprioro stan-
dartnovirzi s. Attalumu starp iespéjamo g lielako un mazéako vertibu dala ar 6, lai iegiitu
aprioro standartnovirzi s.

Apriora sadalijuma lietderiga parbaude ir “ekvivalenta izlases apjoma’” apliikosana.

2 = 0%/Nepy un atrisina prieks ne,. Tas saista aprioro

Aprioro dispersiju pielidzina s
precizitati ar precizitati no izlases. Ja ne, ir liels, tad ir loti stingri apriorie uzskati par
i. Bus nepieciesams daudz izlases datu, lai aposterioros uzskatus novirzitu talu prom
no apriorajiem uzskatiem. Ja n.p, ir mazs, apriorie uzskati nav stingri un aposteriorie
uzskati biis viegli ietekméjami ar daudz mazaku izlases datu apjomu.

Ja no saistitas saimes nevar atrast aprioro sadalijjumu, kur§ atbilst apriorajiem uz-

skatiem, tad vajadzétu noteikt aprioros uzskatus punktu izlasei no apgabala, kurs ir
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iespejams, un lineari interpolet starp tiem. Tad aposterioro sadalijumu var noteikt ar

vienadojumu (§6.2)).

6.4. Beijesa ticamibas intervals normala sadalijuma vidéjai ver-
tibai
Ja dispersija ir zinama
Ja yy, ..., ¥y, ir gadijuma izlase no N(u,0?) sadalijuma, tad izlases videjas vertibas ¢
sadalfjums ir N(u, 0% /n). Izmantojot vai nu “plakanu”, vai N(m, s®) aprioro sadalijumu, u

aposteriorais sadalfjums pie dota  ir N[m’, (s')?], kurs tiek precizets saskana ar likumiem

(1 — ) x 100% Beijesa ticamibas intervals prieks p ir
m £ ze x 5. (6.6)
2
Ja dispersija nav zinama

Ja nav zinama dispersija, tad nav zindma precizitate, tapéc nevar tiesi izmantot pre-
cizesanas likumus. Tapec no datiem aprekina izlases dispersiju
1
A2 2
o = Yi—Y) -
— E ( )
=1

Pec tam izmanto vienadojumus (6.4) un (6.5)), lai atrastu (s')? un m/, kur nezinamas

dispersijas o2 vieta izmanto izlases dispersiju 62.

Lai nemtu vera nenoteiktibu o2 novertesana, Beijesa ticamibas intervals tiek paplasi-
nats, nemot vertibas nevis no standartnormala sadalijjuma, bet gan no Stjudenta t sada-

ljjuma . Pareizais Beijesa ticamibas intervals ir
/ /
m Ete X s

t vertiba tiek nemta no rindas df = n — 1 (brivibas pakapju skaits vienads ar novérojumu

skaits minus 1).

Ne-normalais apriorais sadalijums

Ja sak ar ne-normalo aprioro sadalijumu, tad atrod aposterioro sadalijumu prieks

1, izmantojot Beijesa teoremu, kur ir jaintegre skaitliski. Aposteriorais sadalijums nebis
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normalais. Var atrast (1—a) x 100% Beijesa ticamibas intervalu, atrodot apaksejo vertibu

(M un augsejo vertibu p, tadas, ka

Hu
/ g(ulys, .- yn)dp =1 — o

e
Ir daudz sadu vertibu. Labaka p; un pu, izvéle dos isako iespéjamo Beijesa ticamibas

intervalu. Sis vertibas arl apmierina

g(lyr, - un) = g(pulyr, - - -, yn)-
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7. Beijesa un klasiskas vidé€jas vertibas problematiku
salidzinajums

7.1. Klasiska un Beijesa punktveida novértéetaju salidzinajums

Lai novertetu populacijas videjo vertibu pu, tiek izmantota izlases videja vertiba .

Klasiskie novertetaji nezinamiem parametriem tiek noverteti, nemot vera parametru
izlases sadaljjumus. Parasti lietotais kritérijs ir, ka novertétajam ir jabtt nenovirzitam.
Otrais kritérijs ir minimalas dispersijas nenovirzits novertetajs, kuram no klasiska viedokla
vispariga gadijuma tiek dota prieksroka.

Ja ir dota gadijuma izlase no normala sadalijuma, tad y izlases sadalijums ir N (u, %2)
Izlases videja vertiba g ir u minimalas dispersijas nenovirzits novértétass.

Pienemam aposteriora sadalijuma videjo vertibu par p Beijesa novertetaju:

2 2

ﬂB:E(M?Jl,---,yn):ﬁ Xm+% X y.

Aposteriora vidéja vertiba minimize aposterioro videjo kvadratisko klidu. Tas nozime,
ka fip ir optimalais péc-datu novertéetajs.

Salidzinasim fip ar jiy = y pie klasiska pienémuma, ka patiesa videja vertiba g ir
fikseta, bet nezinama konstante. Varbutibas tiks aprekinatas no y izlases sadalijuma.
T.i., salidzinam divus p pirms-datu novertetajus.

Aposterioras videjas vertibas sagaidama vertiba ir

1/s? n/o?
i) = 1 < e
Aposterioras vidéjas véertibas novirze ir vienada ar tas sagaidamas vertibas un istas para-
metra vertibas starpibu, kas vienkarsojas uz
2

o
nSQ—JrO,Q(m — 1)

Aposteriora videja vertiba ir novirzits p novertéjums. Novirze ir 0 tikai tad, ja apriora
vidéja vertiba sakrit ar nezinamo patieso parametra vertibu. Varbitiba, ka tas varétu
notikt, ir vienada ar 0. Aposteriora vidéjas vertibas dispersija ir

2

2 2 2

[ n/o

rxa _< ns )QXU
njo?+1/s? n \ns?+4 o2 n
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un ta ir mazaka par %2, kas ir klasiska novertetaja [iy = y dispersija. Novertetaja videja

kvadratiska kluda apvieno novirzi un dispersiju viena meéra:
MS(jip) = bias® + D(f1).

Klasiskais novertetajs jiy = ¥ ir nenovirzits p novertetajs, tapec ta videja kvadratiska

kluda ir vienada ar dispersiju:

0.2

MS(pg) = —.

n
Ja ir pieejama apriora informacija, tad Beijesa noveértétajam ir mazaka vidéja kvadratiska

klada visa p iespéjamo vértibu apgabala.

7.2. Videjas vertibas klasiska un Beijesa ticamibas intervalu sa-
lidzinajums
Klasiskaja statistika tiek formuleta varbutiba:

P(u—z%xin<g<,u+z%xi>:1—a,

Vi Vi

kur za ir vertiba no divpuséja standartnormald sadalijuma. Parkartojam so varbitibas

formulejumu ta, lai g butu vida.

_ g _ o
P(y—z%x—<u<y+z%><—>:1—oz.

vn vn

Intervala galapunkti ir gadijuma, jo tie ir atkarigi no 7, kurs saja interpretacija ir gadi-
juma lielums. Tapéc pareiza ticamibas intervala interpretacija ir, ka (1 — ) x 100% no
intervaliem, kas aprekinati sada veida, satures patieso vertibu. Ja nem gadijuma izlasi un
aprekina ¢/, tad neatliek nekas, kam butu gadijuma raksturs un kam varetu pieskirt varbu-
tibu. Intervals, kuru aprékinam, vai nu satur, vai nesatur patieso vertibu. Tapéc sakam,
ka més esam (1 — «) x 100% parliecinati, ka izmantojot novéroto y vértibu, aprekinatais
intervals

B o

satur patieso vertibu. Reizém intervalu pieraksta, ka

3 o
y+zg X —> (7.2)

NG

Tas kontraste ar Beijesa ticamibas intervalu prieks p, kuru aprekinajam iepriekseja noda-

(1=
— Za _
y 2 \/ﬁ?

la. Varbttibas formuléjums, kuru izveidojam, ir no parametra p aposteriora sadalijuma,
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ja doti izlases dati yq, ..., y,. Tas ir pamatots varbutibas formulejums, jo u tiek uzskatits
par gadijuma lielumu. Bet tas ir subjektivs, jo tas tiek konstrueéts, izmantojot savu subjek-
tivo aprioro sadalijumu. Ja saktu ar atskirigu aprioro sadalijumu, tad iegitu (nedaudz)
atskirigu Beijesa ticamibas intervalu.

Ja prieks p tiek nemts “plakans” apriorais sadalijums, tad aposteriora videja vertiba
ir vienada ar m’ = § un aposteriora dispersija ir vienada ar (s')?> = ¢%/n. Tapec $aja
gadijuma, gan Beijesa ticamibas intervals, gan klasiskais ticamibas intervals biis forma

).

7.3. Vienpuséjas hipotézes parbaude par normala sadalijuma vi-
déjo vertibu

Pienemsim, ka noverojumi ir i.i.d. N(p,0?), kur o2 ir zinama.

Klasiska vienpuséjas hipotézes parbaude par p
Klasiska parbaude balstas uz statistikas izlases sadalijumu.
1. Tiek noformuléta nulles un alternativa hipotéze Hy : p < o pret Hy:p > po.

2. g nulles sadalijums ir N (u, %2) Tas ir y sadalijums, ja nulles hipotéze ir patiesa.

Tadejadi standartizeta mainiga z = g/_\‘/‘% nulles sadalijums bus N(0, 1).

3. Tiek izvelets nozimibas limenis «.

4. Tiek noteikts noraidisanas apgabals, kuram ir varbutiba «, ja nulles hipoteze ir
patiesa. Ja a = 0.05, tad noraidisanas apgabals ir z > 1.645. Tas paradits

attela.

5. Tiek nemti izlases dati un aprekinats y. Ja y vertiba atrodas noraidisanas apgabala,
tad noraida nulles hipotezi pie nozimibas limena a = 0.05; preteja gadijuma nevar

noraidit nulles hipotézi.

6. Cits veids, ka veikt parbaudi, ir aprékinat p-vértibu:

p-veértiba = P(Z > J- ,u0>.

o/v/n

Ja p-vertiba< «, tad noraida nulles hipotézi; preteja gadijuma, to nevar noraidit.
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T T T T T T T
_ -3 -2 -1 0 1 2 3
0. att.: z = 375% nulles sadalijums ar noraidiSanas apgabalu vienpusejas hipotezes klasiskajai

parbaudei 5% nozimibas limeni.

Beijesa vienpuséjas hipotézes parbaude par u

Beijesa statistika vienpusejas hipotézes parbaude tiek veikta, aprekinot nulles hipote-

zes aposterioro varbitibu:

Ho

P(Ho:p < piolyn, - - -5 Yn) =/ g(ulyrs - yn) dp. (7.3)

—00
Ja aposteriorais sadalijums g(plyi,...,y,) it N(m’,(s')?), tad to ir vienkarsi atrast no

standartnormala sadalijuma tabulam.

!/

—m/ —m
P(Ho:uéuo!yl,---,yn)zp<ﬂ 7 <& " )
/

=P<Z§ u)’

S

(7.4)

kur Z ir standartnormalais gadijuma lielums. Ja varbutiba ir mazaka par izvéléto a, tad

noraida nulles hipotezi un var secinat, ka > py.

7.4. Divpusejas hipotézes parbaude par normala sadalijuma vi-
déjo vertibu

Nulles hipotéze (punktveida hipoteze) ir patiesa tikai precizai po vertibai. Tas ir tikai

viens punkts uz skaitlu taisnes. Pie visam paréjam parametru telpas vértibam nulles

hipoteze ir aplama. Tapec drizak vajadzetu parbaudit, vai nulles hipoteze ir apgabala,

kur§ varetu biit patiess, neka parbaudit, vai nulles hipotéze faktiski ir patiesa.
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Klasiska divpuséjas hipotézes parbaude par u
1. Tiek formuléta nulles un alternativa hipotéze

Ho:p=po pret Hy:p# . (7.5)

2. Standartizéta mainigd z = g/_\‘;% nulles sadalijums biis N(0,1).
3. Tiek izvelets nozimibas limenis a.

4. Tiek noteikts noraidiSanas apgabals, kuram ir varbutiba «, ja nulles hipoteze ir

patiesa. Divpusejas hipotezes parbaudei ir divpusejs noraidiSsanas apgabals.

5. Tiek nemti izlases dati un aprékinats z = g/_—\‘;% Ja vertiba atrodas noraidisanas
apgabala, tad noraida hipotezi pie nozimibas limena «; preteja gadijuma nevar

noraidit nulles hipotézi.

6. Cits veids, ka veikt parbaudi, ir aprekinat p-vertibu. p-vertiba ieklauj divpuseja

apgabala varbutibas:

p—vértz‘ba:P<Z< — ya/—\/l%o > —I—P(Z > ‘ya/_\/l%o >

Ja p-vertiba< «, tad var noraidit nulles hipotezi; preteja gadijuma, to nevar noraidit.

Saistiba starp divpuséjo hipotézu parbaudi un klasisko ticamibas intervalu.

Noraidisanas apgabals divpuséjai parbaudei pie nozimibas limena « ir

un tas var tikt parveidots, lai iegitu, vai nu

o ) o
<Y —2a X —, val > Y+ za X —.
o Yy 5 \/ﬁ Ko Yy 5 \/ﬁ

Ja pie limena a noraida Hy : = puo, tad po atrodas arpus (1—a)x 100% klasiska ticamibas
intervala prieks p. Lidzigi var paradit, ka ja pienem Hy : p = po pie limena o, tad pg
atrodas (1 —a) x 100% klasiskaja ticamibas intervala prieks p. Tapéc klasiskais ticamibas

intervals satur visas tas po vertibas, kuras tiktu akceptetas, ja tas tiktu parbauditas.

Beijesa divpuséjas hipotézes parbaude par u
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Ja divpusejo hipotezi

Ho:p=po pret Hi:p# po

parbauda ar Beijesa metodi un ir nepartraukts apriorais sadalijums, tad nevar aprekinat
nulles hipotézes aposterioro varbutibu, ka tika darits prieks vienpuséjas hipotézes. Ja ir
nepartraukts apriorais sadalijums, tad ir nepartraukts aposteriorais sadalijums. Nepar-
traukta gadijuma lieluma specifiskas vertibas varbiitiba vienmer ir vienada ar 0. Nulles
hipotézes Hy : ;1 = pp aposteriora varbitiba bis vienada ar nulli.

Ta vietda aprekina (1 — «) x 100% Beijesa ticamibas intervalu prieks p, izmantojot
aposterioro sadaljjumu. Ja pg atrodas Beijesa ticamibas intervala, tad nenoraida nulles
hipotezi Hy : i = po. (Tomer tai ir nulles varbutiba but tiesi patiesai, ja apskata pietie-
kami daudz decimalo zimju.) Ja po atrodas arpus Beijesa ticamibas intervala, tad nulles

hipotéze tiek noraidita.
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8. Praktiska dala

8.1. Beta apriora sadalijjuma izmantosana binomialas proporci-
jas novertésana

Pienemsim, ka tris studentiem ir dots uzdevums novertet pilsetas iedzivotaju dalu 7,
kuri atbalsta kazino celtniecibu pilseta.

Anna uzskata, ka apriora vidéja vértiba varétu biit 0.2 un apriora standartnovirze 0.08.
Beta(a, b) apriorais sadalijums, kurs saskan ar vinas apriorajiem uzskatiem tiek atrasts

izmantojot vienadojumu (4.5)):

Tadejadi vinas ekvivalentais izlases apjoms ir a + b 4+ 1 = 25. Izmantojot vienadojumu
Anna atrod a = 4.8 un b = 19.2 savam apriorajam sadaljjumam.

Atis ir jaunatnacejs pilseta, tapec vins nav zinoss par lokalo noskanu “par” vai “pret”
piedavato kazino. Vins izlemj lietot vienmérigo aprioro sadalijumu. Vipam a = b = 1.
Vina ekvivalentais izlases apjoms ir a +b+ 1 = 3.

Imants nevar pielagot Beta(a,b) aprioro sadalijjumu saviem uzskatiem. Vins tic, ka
apriorais sadalijjums ir ar trapeces formu. Svari prieks vina apriora sadalijjuma ir doti
21jabula un vips lineari interpolé starp tiem, lai iegitu savu nepartraukto aprioro sa-
dalijumu. Ja interpole starp Siem punktiem, tad Imanta apriorais sadalijums ir uzdots

ar
207, ja 0<n1<0.1

g(m) = 2, ja  01<7<03
5—10m, ja 03<m<05

Sie tris apriorie sadalijumi ir paraditi attela. Imanta apriorais sadalijums patiesiba

nav ists, jo laukums zem ta nav vienads ar 1. Tacu tas nerada problémas.

21. tabula Imanta apriorie svari

Vertiba | Svars
0 0
0.05 1
0.1 2
0.3 2
0.4 1
0.5 0
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o -
—— Annas apriorais
- Ata apriorais

Imanta apriorais
< -
o -
N

T
o 4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

6. att. Annas, Ata un Imanta apriorie sadalijumi.

Tika aptaujati n = 100 pilsetas iedzivotaji un y = 26 no tiem atbalstija kazino cel-
tniecibu pilseta. Annas un Ata aposteriorie Beta sadalijumu parametri tiek noteikti ar
vienadojuma palidzibu. Annas aposteriorais sadalijums ir Beta(4.8 4+ 26,19.2 4 74).
Ata aposteriorais sadalijums ir Beta(1+ 26,1+ 74). Imanta aposteriorais sadalijums tiek
atrasts izmantojot vienadojumu . Lai skaitliski novertetu Imanta aposterioro sadali-
jumu, tiek integréts Imanta apriorais sadalijums x ticamiba. Tris aposteriorie sadalijumi
ir paraditi attela. Visi tris studenti iegtist loti lidzigus aposterioros sadalijumus, lai
gan saka ar samera atskirigu formu apriorajiem sadalijumiem.

Lai atrastu Annas un Ata aposterioras vidéjas vertibas un dispersijas, ir jaizmanto
vienadojumi un (4.10). Imanta aposterioras videjas vertibas un dispersijas atra-
Sanai jaizmanto vienadojumi un . Aprekinatas aposterioras videjas vertibas,
medianas, standartnovirzes un starpkvartilu intervali ir paraditi 22.pabula. Aposteriora-
jiem sadalfjjumiem ir lidzigas aprakstosas statistikas, neraugoties uz to, ka tika izmantoti
dazadi apriorie sadalijumi.

Divpusejos 95% Beijesa ticamibas intervalus prieks 7, var aprekinat divos veidos: iz-
mantojot precizo (Beta) blivuma funkciju vai izmantojot normalo aproksimaciju. Apre-
kinatie intervali paraditi 23 fabula. Annai, Atim un Imantam ir nedaudz atskirigi Beijesa
ticamibas intervali, jo vini saka ar atskirigiem apriorajiem uzskatiem. Bet datu ietekme

bija daudz lielaka neka vinu aprioro sadalijumu ietekme un vinu aprekinatie Beijesa tica-
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—— Annas aposteriorais
- Ata aposteriorais
Imanta aposteriorais

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

7. att. Annas, Ata un Imanta aposteriorie sadalijumi.

22. tabula Aposterioro sadalijjumu izvietojuma un izkliedes méri

Aposteriorais Videja ) Standart- | Starpkvartilu
Persona . o Mediana ) . _
sadalijums vertiba novirze intervals
Anna | Beta(30.8,93.2) | 0.248 0.247 0.039 0.053
Atis Beta(27,75) 0.265 0.263 0.043 0.059
Imants skaitlisks 0.262 0.260 0.042 0.057

mibas intervali ir loti lidzigi. Visos tris gadijumos 95% Beijesa ticamibas intervals prieks

7, kur§ aprekinats izmantojot normalo aproksimaciju ir gandriz identisks atbilstosajam

precizajam 95% Beijesa ticamibas intervalam.

23. tabula Precizie un aptuvenie 95% Beijesa ticamibas intervali

Aposteriorais Preciza Norm. aproks.
Persona, sadalfjums ticamibas interv. ticamibas interv.
Apaks. rob. Augs. rob. | Apaks. rob. Augs. rob.
Anna | Beta(30.8,93.2) 0.177 0.328 0.172 0.324
Atis Beta(27,75) 0.184 0.354 0.183 0.355
Imants skaitlisks 0.182 0.345 0.181 0.344

Klasiskais ticamibas intervals prieks 7 tiek aprekinats izmantojot formulu (5.2)).

0.26 x 0.74

0.26 = 1.96
100

= (0.174,0.346).

So rezultatu var salidzinat ar 23tabula paraditajiem Beijesa ticamibas intervaliem.
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8.2. Dazadu aprioro sadalijjumu izmantosana normala sadaliju-
ma vidéjas vértibas novértésana

Pienemsim, ka tris studentiem ir dots uzdevums novertét vienu gadu vecu forelu videjo
garumu strauta. leprieksejie pétijumi citos strautos ir paradijusi, ka gadu vecu forelu
garums ir normali sadalits ar zinamu standartnovirzi 2 cm.

Gvido izlemj, ka vina apriora videja vertiba bus 30 cm. Vins nolemj neticét, ka gadu
veca varaviksnes forele var biit 1saka par 18 cm vai garaka par 42 cm. Tadél vina apriora
standartnovirze ir 4 cm (ka aprakstits apaksnodala). Tapec vin$ izmantos N (30, 42)
aprioro sadalijjumu.

Laura neko nezina par forelem, tapéc vina izlemj izmantot “plakanu” aprioro sadali-
jumu.

Normunds izlemj, ka vina apriorajiem uzskatiem nepiemit normalais sadalijums. Vina
apriorais sadalijums ir ar trapeces formu. Tas pieskir nulles svaru garumam lidz 18 cm,
svaru 1 - garumam no 24 cm lidz 40 cm, un svaru 0 - garumam sakot ar 46 cm. Vins
lineari interpole starp Sim vertibam.

So tris aprioro sadalijumu formas ir paraditas [8] attela.

— Gvido apriorais
--- Lauras apriorais
Normunda apriorais

\ \ \ \ \
10 20 30 40 50

8. att. Gvido, Lauras un Normunda aprioro sadalijjumu formas.

Tiek nemta gadijuma izlase ar 12 vienu gadu vecam foreléem no strauta un atrasta
izlases vidéja vertiba y = 32cm. Gvido un Laura atrod savus aposterioros sadalijjumus,

izmantojot vienkarsos precizéSanas likumus normalajai saistitajai sadalijumu saimei, kas
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uzdoti ar vienadojumiem (6.4)) un (6.5). Prieks Gvido

1 _ 1 +12
(3’)2_42 22"

Atrisinot to, tiek iegfita vina aposteriora dispersija (s')> = 0.3265. Vina aposteriora

standartnovirze ir s’ = 0.5714. Vina aposteriora vidéja véertiba ir

1 12
m' = —2— x 30+ —%— x 32 = 31.96.
0.57142 0.57142

Laura izmanto “plakanu” aprioro sadalijumu tapéc vinas aposteriora dispersija ir
(s')? = z_ 0.3333
12

un vinas aposteriora standartnovirze ir s’ = 0.5774. Vinas aposteriora vidéja vértiba m’ =
32 ir vienada ar izlases videjo vertibu. Gan Gvido, gan Laurai ir normalais aposteriorais
sadalijums.

Normunds atrod savu aposterioro sadalijumu, izmantojot vienadojumu , kas prasa
skaitlisku integresanu. Tris aposteriorie sadalijumi ir paraditi attela. Aposteriorie
sadalijjumi ir lidzigi, neraugoties uz to, ka tika sakts ar diezgan atskirigiem apriorajiem

sadalfjumiem.

— Gvido aposteriorais
--- Lauras aposteriorais
Normunda aposteriorais

T T T T T T T
28 29 30 31 32 33 34

9. att.: Gvido, Lauras un Normunda aposteriorie sadalijjumi. (Lauras un Normunda aposteriorie

sadalijumi ir gandriz identiski.)

No Gvido un Lauras aposteriorajiem sadalijumiem tika aprekinati 95% Beijesa tica-

mibas intervali, izmantojot vienadojumu (6.6). Normundam tas bija jaaprekina skaitliski
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no sava skaitliska aposteriora sadalijuma. Beijesa ticamibas intervali paraditi 24rabula.
Gvido, Laura un Normunds ieguva nedaudz atskirigus Beijesa ticamibas intervalus, jo vini
saka ar atskirigiem apriorajiem sadalijjumiem. Bet datu ietekme bija daudz lielaka neka

vinu aprioro sadalijumu ietekme un vinu Beijesa ticamibas intervali ir diezgan lidzigi.

24. tabula 95% Beijesa ticamibas intervali

Aposteriorais Ticamibas intervals

Persona sadalijums Apaks. rob. Augs. rob.
Gvido N(31.96,0.3265) 30.84 33.08
Laura N(32,0.3333) 30.87 33.13
Normunds skaitlisks 30.86 33.12

95% klasiskais ticamibas intervals prieks u tiek aprekinats izmantojot formulu (7.1)

o 2
y =+ 2 X — =324+1.96 x — = (30.87,33.13).
Yy 0.025 \/ﬁ \/ﬁ ( )

Salidzinot to ar 95% Beijesa ticamibas intervaliem 24.tabula, redzam, ka klasiskais tica-
mibas intervals ir vienads ar Lauras atrasto Beijesa ticamibas intervalu, jo vina izmantoja
“plakanu” aprioro sadalijumu.

Izlasot publikaciju zurnala, studenti uzzinaja, ka gadu vecas foreles vidéjais garums
tipiska izplatibas vieta ir 31cm. Katrs no viniem nolema noteikt, vai forelu videjais garums

strauta, kuru vini péta, ir lielaks par 31cm, parbaudot hipotezi
Hy:p <31 pret Hy:p>31

a = 5% nozimibas limeni. Beijesa vienpuséjas hipotézes parbaudei vini apréekina nulles
hipotézes aposterioro varbiitibu. Gvido un Laurai ir normalie aposteriorie sadalijjumi,
tapec vini izmanto vienadojumu . Normundam nav normalais aposteriorais sadali-
jums, vins to apréekinaja skaitliski. Vins nulles hipotézes aposterioro varbiitibu aprékina,
skaitliski novertejot vienadojumu . Beijesa vienpusejas hipotezes parbaudes rezultati
paraditi 25 ftabula.

g—31

Salidzinasim to ar klasisko vienpuséjas hipotezes parbaudi. z = Z T n nulles sadalijums

un pareizais noraidisanas apgabals ir doti 5] attela. Siem datiem z = ;’?\_/% = 1.732. Tas
atrodas noraidisanas apgabala, tapec 5% limeni nulles hipoteze tiek noraidita. Cits veids,
ka var veikt klasisko hipotezu parbaudi ir aprekinat p-vértibu.

32— 31
2/V/12

29

p-vertiba = P(Z > ) = P(Z > 1.732) = 0.0416.



25. tabula Beijesa vienpusejas hipotezes parbaudes rezultati

Persona | Aposteriorais sadalijums P <31y, yn)
Gvido N(31.96,0.5714%) P(Z < 33140 =0.0465 | noraida
Laura N (32,0.5774?) . P(Z < 3=2) =0.0416 | noraida
Normunds skaitlisks ff(l)o g(ulyr, ... yn)dp =0.0489 | noraida

p-veértiba ir mazaka par nozimibas limeni «, tapec tapat ka ieprieks nulles hipoteze tiek

noraidita.

8.3. Vienkarsa lineara regresija

26.fabula doti dati regresijas analizei. x ir neatkarigais mainigais un y ir atkarigais
mainigais. Datus aprakstosas statistikas ir: Z = 14.3888, § = 14.2208, z2 = 207.0703,
% = 202.3186 un 77 = 204.6628,

Regresijas taisnes virziena koeficients tiek aprekinats izmantojot vienadojumu ([1.3)):

Ty -y 204.6628 — 14.3888 x 14.2208  0.04256806
T 22— (z)?  207.0703 — (14.3888)>  0.03275456

= 1.29963.
Mazako kvadratu taisnes vienadojums, kas uzdots ar vienadojumu (|1.4)) ir
y = 14.2208 4 1.29963 x (x — 14.3888).

Datu (z un y) izkliedes diagramma kopa ar mazako kvadratu taisni ir paradita attela.
Mazako kvadratu novertetas vertibas y; = y+ B(z; — ), atlikumi un atlikumu kvadrati

paraditi27 pabula. Mazako kvadratu taisnes novertéta dispersija (uzdota ar vienadojumu

@)

5 i (i —9)°  0.801882
n—2 23

o2 = = (0.0348644.
Noverteta standartnovirze ir ¢ = v/0.0348644 = 0.18672.

Izmantosim N (1, (0.3)?) aprioro sadalijumu prieks 8 un N(15,12) aprioro sadalijumu
prieks az. Ta kd nav zinama patiesa dispersija, tad jaizmanto noverteta dispersija 02 =

0.0348644.

n

§S, =3 (@i — 7)* = n(a? — 7%) = 25 x (207.0703 — 14.38882) = 0.81886

i=1
[ aposteriora precizitate tiek aprekinata ar vienadojumu (1.6)

11 N 0.81886
(s)?  0.32  0.0348644

= 34.5981,
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26. tabula Dati regresijas analizei

Noverojuma numurs x Y
1 14.36 13.84
2 14.48 14.41
3 14.53 14.22
4 14.52 14.63
5 14.35 13.95
6 14.31 14.37
7 14.44 14.41
8 14.23 13.99
9 14.32 13.89
10 14.57 14.59
11 14.28 14.32
12 14.36 14.31
13 14.50 14.43
14 14.52 14.44
15 14.28 14.14
16 14.13 13.90
17 14.54 14.37
18 14.60 14.34
19 14.86 14.78
20 14.28 13.76
21 14.09 13.85
22 14.20 13.89
23 14.50 14.22
24 14.02 13.80
25 14.45 14.67
Videéja vertiba 14.3888 | 14.2208

tapéc [ aposteriora standartnovirze ir
sy = 34.598172 = 0.17001.

3 aposteriora videja vertiba tiek aprekinata ar vienadojumu (1.7))

Lz 0.81886
0 1 D036y | 99063 — 1.2034.
M = 315081 < T 345081

oz aposteriora precizitate tiek aprekinata ar vienadojumu ([1.8))

1 1 25
=42 718.064
(s, )2 12 * 0.0318644 ’

tapéc aposteriora standartnovirze ir

s\ = T718.064~% = 0.037318,
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14.2 14.4 14.6 14.8
| | | |
L]

14.0
|

13.8
|

T T T T T
14.0 14.2 14.4 14.6 14.8

10. att. Datu (37 un y) izkliedes diagramma un mazako kvadratu taisne

az aposteriora videja vertiba tiek aprekinata ar vienadojumu (|1.9)

1 25

o 12 o154 00348644 1y 9908 — 14.9219.
Mas = 713,064 * 718.064

Virziena koeficienta apriorais un aposteriorais sadalijums ir paraditi attela.

—— aposteriorais

o | - apriorais
N

w

-

o |

—

v |

o

o

<)

T T T
0.5 1.0 15

11. att. Virziena koeficienta apriorais un aposteriorais sadalijums.

Lai veiktu hipotézu parbaudi par to, vai x vispar ir atkarigs no y, japarbauda hipotéze

Hy : B = 0 pret alternativu H; :  # 0 pie nozimibas limena a = 0.05. Lai parbauditu
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27. tabula Mazako kvadratu novertetas vertibas, regresijas atlikumi un atlikumu kvadrati

Noverojuma MK novertejums | Atlikums | Atlikums?
numurs x y = Ag+ Bx y—71 (y —9)*
1 14.36 13.84 14.1834 -0.343371 | 0.117903
2 14.48 14.41 14.3393 0.070673 | 0.004995
3 14.53 14.22 14.4043 -0.184308 | 0.033970
4 14.52 14.63 14.3913 0.238688 | 0.056972
5 14.35 13.95 14.1704 -0.220374 | 0.048565
6 14.31 14.37 14.1184 0.251611 | 0.063308
7 14.44 14.41 14.2873 0.122659 | 0.015045
8 14.23 13.99 14.0144 -0.024418 | 0.000596
9 14.32 13.89 14.1314 -0.241385 | 0.058267
10 14.57 14.59 14.4563 0.133706 | 0.017877
11 14.28 14.32 14.0794 0.240600 | 0.057888
12 14.36 14.31 14.1834 0.126629 | 0.016035
13 14.50 14.43 14.3653 0.064681 | 0.004184
14 14.52 14.44 14.3913 0.048688 | 0.002371
15 14.28 14.14 14.0794 0.060600 | 0.003672
16 14.13 13.90 13.8845 0.015545 | 0.000242
17 14.54 14.37 14.4173 -0.047305 | 0.002238
18 14.60 14.34 14.4953 -0.155283 | 0.024113
19 14.86 14.78 14.8332 -0.053188 | 0.002829
20 14.28 13.76 14.0794 -0.319400 | 0.102016
21 14.09 13.85 13.8325 0.017531 | 0.000307
22 14.20 13.89 13.9754 -0.085429 | 0.007298
23 14.50 14.22 14.3653 -0.145319 | 0.021118
24 14.02 13.80 13.7415 0.058505 | 0.003423
25 14.45 14.67 14.3003 0.369662 | 0.136650
Videjais 14.3888 | 14.2208

hipotezi ar Beijesa metodi, aprekinam Beijesa ticamibas intervalu. Ta ka nezinamas istas
dispersijas vieta tika izmantota novertéta dispersija, tad 95% Beijesa ticamibas intervala
aprékinasanai jaizmanto vienadojums , kur te ir Stjudenta sadalijuma kritiska ver-
tiba ar n—2 = 23 brivibas pakapem. Aprekinatais intervals ir (0.852, 1.555). Sis intervals
nesatur 0, tapec H, var noraidit un secinat, ka y var novertet izmantojot x.

Atbilstosais klasiskais ticamibas intervals prieks £ jaaprékina, izmantojot vienadojumu
(L.11)). Aprekinatais intervals ir (0.873,1.726). Redzam, ka ar Beijesa metodi novertétais
ticamibas intervals ir 1saks neka klasiskais ticamibas intervals.

Aprekinasim (y) prognozéjamo sadalijumu ka funkciju no (x). Prognozejama sadali-
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juma videja vertiba ir

m, =m,, +mpyx (v —T) = 14.2219 + 1.2034 x ( — 14.3888)

un prognozéjama sadalijuma dispersija ir

(s))? = 02+ s2 + s3(x — 7)? = 0.0348644 + 0.037318 + 0.17001%(x — 14.3888)>.

Y

95% prognozes intervals ir forma (my, —to.025 X 8}, My, +to.025 X 5,). Prognozejamas videjas

vertibas grafiks kopa ar 95% prognozéjamam robezam ir paradits attela

~
-
- 95% apakseja robeza
95% augseja robeza
—— videja vertiba

© _|

—

n _J

—

< |

-

o |

—

[V R

- .

T T T T T T T

13.0 135 14.0 14.5 15.0 155 16.0

12. att. Prognozéjama videja vertiba ar 95% prognozéjamam robezam.

8.4. Normala sadalijuma vidéjas vertibas ticamibas intervalu
parklajuma precizitate

Lai noskaidrotu, cik labi strada Beijesa metode salidzinajuma ar klasisko ¢-testu [9],
izmantosim ticamibas intervalu parklajuma precizitati. 10000 reizu tika generéti N(0,1)
sadalijjuma dati pie atskirigiem izlasu apjomiem, un izmantojot dazadus aprioros sadali-
jumus parametram p, ar Beijesa metodi tika konstrueti ticamibas intervali pie nozimibas
limena o = 5% un parbaudita to parklajuma precizitate, t.i., cik biezi 1sta parametra
vertiba iekrit konstruétaja ticamibas intervala.

13.[ un attelos paraditi parklajuma analizei izmantotie normalie apriorie sadaliju-
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— N(0:0.1) i
--- N©0.12) | i

N(0.1%2) | {h]
-- N(1;0.1) it
® | = N(0:0.00172) ] (I}
== N(10.002) | |

T T T T T T T T
-15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

14. att. Dazi normalie apriorie sadalijumi.

28 }abula redzams, ka t-tests strada labi pat pie nelieliem izlasu apjomiem.

Beijesa ticamibas intervalu parklajuma precizitate, protams, ir atkariga no izveleta
apriora sadaltjuma. Jeffreys apriorais sadalijums prieks normala sadalijuma vidéjas ver-
tibas ir plakanais apriorais sadalijums. Izmantojot So aprioro sadalijumu konstruétais
Beijesa ticamibas intervals sakrit ar klasisko ticamibas intervalu. Un tapat ka klasisko
ticamibas intervalu parklajuma precizitate, ari Beijesa ticamibas intervaliem ar plakano

aprioro sadalijumu ta ir loti laba gan pie lieliem, gan pie maziem izlasu apjomiem.
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28. tabula: Beijesa ticamibas intervalu parklajuma precizitate N (0, 1) sadalijuma videjai ver-

tibai ar dazadiem apriorajiem sadalijumiem

no t-tests N(0,52) NO0,12) N0, (4)) NO.(5))
10 0.9513 0.9537 0.9559 0.9813 0.9979
20 0.9498 0.9493 0.9541 0.9772 0.9984
50 0.9501 0.9485 0.9526 0.9677 0.9984
100 0.9506 0.9496 0.9517 0.9560 0.9924
200 0.9534 0.9499 0.9521 0.9585 0.9838
500 0.9505 0.9489 0.9555 0.9516 0.9673
1000 0.9476 0.9475 0.9495 0.9485 0.9576
n o Jeffreys N(0,(A=)7) N0, (£=))  N(L,12)  N(10,5)
10 0.9494 0.9998 0.9999 0.9542 0.9490
20 0.9501 1.0000 1.0000 0.9470 0.9500
50 0.9506 1.0000 1.0000 0.9544 0.9554
100 0.9495 1.0000 1.0000 0.9496 0.9482
200 0.9494 0.9994 1.0000 0.9489 0.9515
500 0.9492 0.9945 0.9994 0.9513 0.9490
1000 0.9501 0.9841 0.9940 0.9504 0.9520
n NG NOL(GE)) N0 N(L (%))
10 0.7626 0.5109 0.2702 0.0000
20 0.8431 0.6190 0.4569 0.0000
50 0.8981 0.7875 0.7183 0.0000
100 0.9209 0.8562 0.8366 0.0000
200 0.9371 0.9054 0.8908 0.0000
500 0.9418 0.9272 0.9266 0.0104
1000 0.9441 0.9365 0.9361 0.1359

Ari, ja izveleta apriora sadalijuma vidéja vértiba ir tuva patiesajai vidéjai vértibai,
vai ari apriorajam sadalijumam ir pietiekami liela dispersija, tad parklajuma precizitate
ir Joti laba.

Tacu, ja izveleta apriora sadalijuma videja vertiba ir talu no patiesas (un dispersija

nav parak liela), tad parklajuma precizitate ir laba tikai pie lieliem izlasu apjomiem.
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Secinajumi

Darba tika apskatitas Beijesa metodes dazadu matematiskas statistikas problemati-
ku risinasanai. Pielietojot Beijesa metodes, loti svariga ir apriora sadalijuma izvele. Ir
iespéjams izveleties loti dazadus aprioros sadalijumus novértéjamajiem parametriem. At-
kariba no ta, cik daudz aprioras informacijas ir pieejams un cik daudz to velamies ieklaut
aprioraja sadaljjuma, més varam izvéléties vai nu informativu vai neinformativu apri-
oro sadalijjumu. Neinformativie apriorie sadalijumi var bt pat tadi sadalijjumi, kas nav
isti varbutibu sadalijumi, t.i., integralis no to blivuma funkcijam nav vienads ar 1. Ta-
¢u tas nesagada problémas, ja pareizinot aposterioro sadalijumu ar piemérotu konstanti,
integralis no aposteriora blivuma tomer ir 1. Viens no visbiezak izmantotajiem neinfor-
mativajiem apriorajiem sadalijumiem ir Jeffreys apriorais sadalijums, kurs tiek iegiits no
Fisera informacijas matricas.

Praksé, ja vien ir iespéjams, tad visértak ir izmantot saistitos aprioros sadalijumus.
[egutie aposteriorie sadalijumi tada gadijuma bus tas pasas sadalijumu saimes parstavji,
no kuras ir nemts apriorais sadalijums, un aposteriora sadalijuma parametri biis samera
vienkarsi apréekinami.

Ar Beijesa metodi iegtitie punktveida novertejumi biezi vien ir labaki par klasiskajiem
novertejumiem, ja tie tiek salidzinati izmantojot klasiskos kriterijus, ka pieméram, videjo
kvadratisko kladu. Tas nozimé, ka pat tad, ja nav nekadas aprioras informacijas, tomér
labak izmantot Beijesa metodes neka atgriezties pie klasiskajam metodéem.

Beijesa ticamibas intervali parasti Sauraki par atbilstosajiem klasiskajiem ticamibas
intervaliem, jo Beijesa metode izmanto gan aprioro informaciju, gan no datiem iegato
informaciju, bet novértéjot ticamibas intervalus ar klasisko metodi, apriora informacija

netiek nemta vera.
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1. Beijesa problematika vienkarsai linearai regresijai

Dati sastav no n sakartotiem punktu pariem (z;,y;) ¢ = 1,...,n. =z ir prediktors
(neatkarigais mainigais) bez kludas. y ir atbildes mainigais, kurs kaut kada nezinama

veida ir atkarigs no x. Katrs noverotais y ir ar kludu.

1.1. Mazako kvadratu regresija

Regresijas taisnes vienadojums tiek noteikts ar tas virziena koeficientu S un brivo

locekli .

Normalie vienadojumi un mazako kvadratu taisne

Taisnes y = ay + Sz atlikumu kvadratu summa, ir

n

SSres = Z[yz — (ap + 51’1')]2-

i=1
Lai izmantojot aprekinus atrastu oo un [ vertibas, kuras minimize SS,.,, parciali atvasina
SS,es PEC ap un péc (. Atvasinajumus pielidzina nullei un atrisina $os vienadojumus.

Vispirms nem atvasinajumu péc «p. Tas dod vienadojumu

n

055 =32l (e ) < (1) =0,

8040
kas vienkarsojas uz
Zyz ZQO_ZB'IZ—O

un talak uz
y—ag— Pz =0. (1.1)

Nemot parcialo atvasinajumu péc 3, iegiist
855 a
Z 2 X [y; — (a0 + Bx;)]' x (—x;) =0,

kas vienkarsojas uz
n n n
2
g Ty — E QoL — E Bz; =0
i=1 i=1 i=1
un talak uz

Ty — aoZ — a2 = 0. (1.2)
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Vienadojumi (T.1)) un (T.2) ir pazistami ka normalie vienadojumi. Seit normalitate attie-

cas uz taisnajiem projekciju ler,llgiemﬂ un tai nav nekada sakara ar normalo sadalijumu.

No vienadojuma (.1 izsaka ay, ievieto to vienadojuma (1.2) un izsaka S

7 — (5 — B)z — B = .

Atrisinajums ir mazako kvadratu virziena koeficients?

= _
p=24"" (1.3)
l’2 _ i’2
Loti svarigi neveikt noapalosanu, lai neiegutu butiskas kludas slipuma novertejuma. B
ievieto atpakal vienadojuma (1.1]) un izsaka brivo locekli
Ay =19y — Bz

Mazako kvadratu taisnes vienadojums ir

y = Ao + Bzx.

Mazako kvadratu taisnes alternativa forma. Taisni nosaka visi tie punkti
A‘ri - AO + Bi - g,

kuru abscisas ir z. Tapec mazako kvadratu taisne iet caur punktiem (z,y). Alternativs
vienadojums mazako kvadratu taisnei ir

y=A4: +Blx—7)=y+ Blx—7),

(1.4)

kurs ir ipasi noderigs.

Dispersijas novértésana ap mazako kvadratu taisni
Dispersijas novertejums ap mazako kvadratu taisni ir

&\2 _ 21;1[% _ (":ﬂﬂ_—i_QB(ml — j))]Q’ (15)

!Mazakie kvadrati atrod (n—dimensionala) novérojumu vektora projekciju plakné, kura satur visas
iespejamas (ayg, B) vertibas.

2Mazako kvadratu virziena koeficientam ir vairakas atskirigas formulas. Ta¢u var paradit, ka tas visas
ir ekvivalentas. Konkréti &1 tiek izmantota, jo to ir viegli atceréties.
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kas ir atlikumu kvadratu summas dalijums ar n—2. Atlikumu kvadratu summa tiek dalita
ar n — 2, jo atlikumu kvadratu summasﬂ apréekinasanai tika izmantoti divi novertejumi Az

un B.

1.2. Vienkarsas linearas regresijas pienémumi

1. Pienémums par vidéjo vértibu. y nosacita vidéja vértiba, jo dots z, ir nezinama
lineara funkcija no z.

Hylz = Co + 61:

Alternativa parametrizacija
Hyle = az + B(z — T).

2. Piepémums par kludu. Novérojums ir vienads ar vidéjas vértibas un klidas summu,

kur kludai ir normal(0, 0?) sadalijums ar zinamu o?.

3. Piepemums par neatkaribu. Kludas visiem novérojumiem ir neatkarigas viena no

otras.
Izmantojot alternativo parametrizaciju, iegtstam
Yi = oz + B X (v, — ) + e,

kur az ir y videja vértiba, ja dots x = Z, un [ ir virziena koeficients. Katrs e; ir i.i.d.
N(0,0%), kur 02 ir zinama. Tadejadi y;|z; ir N(az + B(x; — Z), 0?) sadaliti un neatkarigi

viens no otra.

1.3. Beijesa teoréma regresijas modelim
£ un «o; kopéja ticamiba

i-ta noverojuma kopeéja ticamiba ir varbitibu blivuma funkcija no diviem parametriem

az un [, kur (x;,y;) ir fiksetas noverojuma vertibas. St funkcija pieskir relativos svarus

3Dispersijas nenovirzita novertéjuma iegSanas visparigais likums ir, ka atlikumu kvadratu summa
jadala ar brivibas pakapju skaitu. Pie katra novértéta parametra atlikumu kvadratu summas formula

tiek zaudeta viena brivibas pakape.
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visam iespejamajam abu parametru oz un [ vértibam no novérojuma. Ja ignoréjam to

dalu, kura nesatur parametrus, tad noverojuma ¢ ticamiba ir

ticamiba;(az, B) o ¢ 307 im(aatBlzi—)]?

Ta ka visi noverojumi ir neatkarigi, tad visas izlases noverojumu ticamiba ir atsevisko

ticamibu reizinajums:

ticamz—ba’izlasei(ai7 ﬁ) X H eiﬁ[yii(aiJrB(miiiﬁ))P .

i=1

Eksponensu reizinajums tiek atrasts, summeéjot kapinatajus

ticamiba'izlasei(@i‘? B) X 6_20% [Z?:l[yi_(a£+6(xi_j))]2] .

Kapinataja dalu

n

D Iy —g+7— (ax + Bla: — 7))

i=1
sadalot tris summas, iegistam

n n

D Wi =97 +2> (i — 9@ — (ax + Blai — 7))

i=1 i=1

+3 (5 — (az + Bla; — 2)))%

Tas vienkarsojas uz

S8, — 2855, + 2SS, + nlaz — )%,

kur SS, = >0 (yi — )% SSey =D i (i — §)(xi — &) un SS, = >, (2, — ). Tapec

kopéjo ticamibu var pierakstit ka

1 2 __ 2
ticamibassiase: 0z, ) o~ 522155y =28552y+5%SSatn(0z—7)%]

Parrakstot to ka divu eksponensu reizinajumu,

o G_QC%Q[SSZJ_QﬁsSzy‘f’/BQSSz] X B_ﬁ[n(ai—ﬂf].

Pirmas eksponentes kapinataja iznesam S'S, pirms iekavam, papildinam lidz pilnam kvad-
ratam un proporcionalitates konstantée ieklaujam dalu, kura nav atkariga ne no viena

parametra. Tas dod

L [p-552u]

)2
o 1 .
ticamiba;,jqsei(Qz, B) X € 207/55z (02 =9)"]

1
X 67202/77,
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SSey __
SSy

[everojam, ka B ir mazako kvadratu virziena koeficients un y = Az ir vertikalas
taisnes x = T briva locekla mazako kvadratu novertejums. Kopéja ticamiba ir izteikta ka

divu atsevisku ticamibu reizinajums
ticamiba; yasei(Qz, B) X ticamiba;,gsei(0z) X ticamiba;iasei(B),

kur

. _ __ 1 (p_B)?
ticamiba;,qse; (f) o< € 20%/55 (6-5)

un

1 2
. _ - Cl(j—Aj
ticamiba; jasei(z) X € 227 (e~ A2)

Ta ka kopeja ticamiba ir vienada ar atsevisku ticamibu reizinajumu, tad atseviskas tica-

o2

mibas ir neatkarigas. Virziena koeficienta (3 ticamibai ir N (B, g

) sadalijuma forma un

ag ticamibai ir N(Az, %2) sadalijuma forma.

£ un a; kopé€jais apriorais sadalijums

Katram parametram izmantosim neatkarigu aprioro sadalijjumu. Divu parametru ko-

pejais apriorais sadalijums ir atsevisko aprioro sadalijjumu reizinajums:

9(ag, B) o< glaz) x g(8).

Var izmantot vai nu normalos vai plakanos aprioros sadalijumus.

Normalo aprioro sadalijumu izvéle prieks § un «z. Cita §is parametrizacijas
izmantosanas prieksrociba ir tada, ka par oz (taisnes x = Z brivo locekli) ir vairak intuitivo
zinasanu neka par «q (par y ass brivo locekli). Jaizlemj, kada varetu but a; apriora videja
vertiba m,,. Lal iegiitu az aprioro standartnovirzi s, , starpibu starp iesp&jamo y vértibu
augsejo un apaksejo robezu dala ar 6.

Parasti mis vairak interesé virziena koeficients 8. Reizém vélamies noteikt, vai tas
varetu but 0. Tade] mes varam izveleties mgz = 0 ka 8 aprioro videjo vertibu. Pec
tam ir jadoma par z pieauguma par 1 vienibu ietekmi uz y augséjo un apakséjo robezu.
Starpibu dala ar 6, lai iegutu sg, kas ir B apriora standartnovirze. Citos gadijumos,
mums ir apriorie uzskati par virziena koeficientu no ieprieksejiem datiem. Tad jaizmanto

N(mg, (sp)?), kur$ atbilst apriorajiem uzskatiem.
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£ un a; kopéjais aposteriorais sadalijums

Kopéjais aposteriorais sadalijums ir

g(aia 5|dat2) X g(a:?ra 5) X ticamz_baizlasei(aa’n B)v

kur dati ir sakartotu paru (z1,y1),..., (Zn, ys) kopa. Gan kopejais apriorais sadalijums,
gan kopeéja ticamiba ir divu dalu reizinajums, kur viena dala ir atkariga no az, bet otra
dala ir atkariga no . Kopéja apriora sadaljjuma un kopéjas ticamibas parkartoSana
dod kopéjo aposterioro sadalijumu, kurs ir izteikts ka marginalo aposterioro sadalijumu
reizinajums
g(az, B) < g(az|dati) x g(5|dati).

Ta ka kopejais aposteriorais sadalijums ir marginalo aposterioro sadalijjumu reizinajums,
tad tie ir neatkarigi. Katru no Siem marginalajiem aposteriorajiem sadalijjumiem var
atrast, izmantojot vienkarsos precizesanas likumus normalajam sadalijjumam, kuri ir spe-
ka normalajiem un plakanajiem apriorajiem sadalijumiem. Pieméram, ja izmantojam

N(mg, s3) aprioro sadalfjumu prieks f3, tad ieguistam N(mj, (s;)?) aposterioro sadaliju-

mu, kur
1 1SS,
N2 T 2 + 2 (16)
(s) s3 O
un
= 55,
my = —— X mg+ "_12 X B. (1.7)

Lidzigi, ja izmantojam N (m,,, 2.

N(m!,_, (s,_)?) aposterioro, kur

oz 6]

=—+ = (1.8)
CADEIE -
un 1
/ S?’i %
(6% x

m,, = —7— X Mgy, + —F— X Ajz. (1.9)

Beijesa ticamibas intervals virziena koeficientam

(1 —a) x 100% Beijesa ticamibas intervals virziena koeficientam [ ir
mig £ za X 4 /(s5)2
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Bet o2 vairuma gadijumu nav zinama. Sapratigaka pieeja tada gadijuma ir izmantot
novertejumu, kas aprekinats no atlikumiem

o Ty~ (At Bla ~ 7))
n—2 ’

Nezinamas o2 de] radugas papildus nenoteiktibas de] ir japaplasina ticamibas intervals.
To dara standartnormalas kritiskas vértibas vieta izmantojot Stjudenta t kritisko vértibu

ar n — 2 brivibas pakapem. Tad Beijesa ticamibas intervals bus

mig Fta x4 /(s})2 (1.10)

Klasiskais ticamibas intervals virziena koeficientam

Ja dispersija 02 nav zinama, tad (1 —«a) x 100% klasiskais ticamibas intervals virziena

koeficientam g ir

o
S5,

kur 62 ir dispersijas novertejums, kas aprekinats no mazako kvadratu taisnes atlikumiem.

B+ts x (1.11)

Klasiskajam ticamibas intervalam ir tada pati forma ka Beijesa ticamibas intervalam,
ja izmanto plakanos aprioros sadalijumus prieks S un «z. Bet interpretacija, protams,
ir atskiriga. Pie klasiskajiem pienemumiem mes esam (1 — «) x 100% parliecinati, ka

intervals satur isto, nezinamo parametra vértibu.

Vienpuséjas hipotézes parbaude par virziena koeficientu

Biezi meés velamies noteikt, vai y pieauguma apjoms, kas saistits ar x pieaugumu par

1 vienibu, ir lielaks par kadu vertibu §y. To var izdarit parbaudot

Hy:B< By pret Hi:5>f

ar Beijesa metodi pie nozimibas limena «. Tapec aprekinam nulles hipotezes aposterioro
varbitibu. Ta ir

. Bo ‘
P(B < Byldati) :/ g(B|dati)dp

—0o0

o
:P<Z<M>.
<=

)



Ja §1 varbutiba ir mazaka par «, tad meés noraidam H, un secinam, ka virziena koeficients
g ir lielaks par 5y. (Ja tika izmantots dispersijas novertejums, tad standartnormala Z

vieta jaizmanto Stjudenta t ar n — 2 brivibas pakapem.)

Divpuséjas hipotézes parbaude par virziena koeficientu

Ja 0 = 0, tad y videja vertiba vispar nav atkariga no z. Parbaudisim Hy : § =
0 pret H;: [ # 0 pie nozimibas limena « ar Beijesa metodi pirms regresijas modela
izmantosanas prognozesanai. Ja 0 atradisies arpus Beijesa ticamibas intervala, tad H,
janoraida. Pretgja gadijuma nulles hipotézi nevar noraidit un regresijas modeli nevar

izmantot prognozesanail.

1.4. Nakama novérojuma prognozéjamais sadalijums

Labaka y,.1 prognoze, ja dots z,.1, bis
yn+1 - di“ +B X ($n+1 - j)a

kur B ir virziena koeficienta novertéjums un ¢&; ir taisnes x = T briva locekla novertejums.

Cik laba ir §1 prognoze? Seit nenoteiktibai ir divi celoni. Pirmkart, prognoze tiek iz-
mantotas novertétas parametru vértibas nevis istas, nezinamas parametru vértibas. Otr-
kart, jaunais noverojums v, satur pats savu noverojuma kludu e,,; 1, kura bus neatkariga
no visam iepriekséjam noverojumu kladam. Nakama noverojuma y,, 11 prognozéjamais sa-
dalzjums, ja dota vertiba x,, .1 un dati, ietver abus nenoteiktibas avotus. Tas tiek apziméts

ar f(Yni1|Tna1,dati) un tiek atrasts ar Beijesa teoremas palidzibu.

Prognozéjama sadalijuma atrasana

Prognozejamais sadalijjums tiek atrasts, integrejot nakama noverojuma un parametru
kopéjo nosacito aposterioro sadalijumu, ja doti dati (ieprieksejie noverojumi

(x1,%1), - - - (T, yn) no modela) un nakama x,,.; vertiba

f (Yna1|Tnas, dati) = // f(Yna1, oz, Blnss, dati)dogzdf.

Kopeja aposteriora sadalijuma integresana pec traucejosajiem parametriem tiek saukta

par marginalizaciju. Ta ir viena no Beijesa statistikas prieksrocibam, jo $1 metode vienmeér
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strada. Aprekinot prognozeéjamo sadalijumu, visi parametri tiek uzskatiti par traucejo-
Siem.
Tapeéc, pirmkart, ir ir janosaka nakama novérojuma un parametru kopéjais aposterio-

rais sadalijjums, ja dota x,., vértiba un date:

f(yn-‘rb Qgz, ﬁ|$n+1, d(ltl) :f<yn+1‘af7 67 Tn+1, da’tl)
X g(az, BlTni1, dati).

Nakamais novérojums v,,11, ja doti parametri oz un S un ir zinama nakama x,, . vrtba, ir
tikai vel viens gadijuma noverojums no regresijas modela. Ja doti parametri oz un 3, tad
visi noveérojumi ir neatkarigi viens no otra. Tas nozime, ka, ja ir doti parametri, tad jaunais
noverojums y,.1 nav atkarigs no datiem (no ieprieksejiem regresijas novérojumiem). Ta
ka aposteriorais sadalijums prieks oz, 8 tika aprekinats tikai no datiem un nav atkarigs

no .1, tad

f(yn-‘rla Qgz, /B|xn+17 datl) = f(yn+1|ai‘7ﬁvxn+l) X g(afa 5|da’t7’)

Ynt1|az, B, xneq ir sadalits normali ar videjo vertibu, kura uzdota ar linearu funkciju no
. - = . d .o 2
parametriem i, = az + 5(x,41 — ) un zinamu dispersiju o*.
Parametru aposteriorie sadalijumi, kurus atradam ieprieks, izmantojot precizesanas
likumus, ir neatkarigi N(ml,_, (s}, )*) un N(mj}, (s})?). Ta ka nakamais noverojums ir
) T 67 5

Qg «

lineari atkarigs no parametriem

Pn1 = Oz + ﬁ(anrl - f)a

tad problemu vienkarsSosim, laujot u,.; bt vienigajam parametram. Komponentes a;

un [ ir neatkarigas, tapec pu,,1 aposteriorais sadalijums bis normalais ar videjo vertibu

A

o

m),. + (Tn41 — T) X mj un dispersiju (s),)* = (s}, ) + (Zp41 — ) X (s5)*.
Prognozéjamo sadalijumu atradisim integréjot y,,.1 un x,; kop&jo aposterioro sada-

lfjumu pec fi,41.
f(yn+1’xn+1> dati) = /f(yn—i-h Mn+1|$n+17 dati)dMnH
= /f(yn+1|1un+1> Tn+1, dati) X g(ﬂn+1|$n+17 dati)dﬂn-i—l

- / st ltnss) X G(ttns [ nss, dati)dpinsy

!

1 2
_ 1 — 2 — 5773 (Bnt1—my,)
oc/e 307 Unt1=Hn1)™ o o7 27 " dpng

-~ 1 _yn+1(5L)2+7nL72 _ 1 12
oc/e 202 (s7,)2/ (02 +(s],)?) (“”“ (s7)%+02 ’) % e Ao Unt =) Aty
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Otrais reizinatajs nav atkarigs no j,.1, tapéc to var iznest pirms integrala. Atliek

I S /)2
F g1, dati) oc e ZETT BT

Tas ir N(my, (s})?), kur m;, = m/, un (s,)* = (s),)* + 0*. Tadel noverojuma y,, 1 progno-
zéjama videja vertiba pie x4 ir p,41 = oz + B(x,41 — T) aposteriora videja vertiba plus

noverojuma dispersija o2.

Beijesa ticamibas intervals prognozei. Vélamies atrasts intervalu, kura apos-
teriora varbuitiba saturéet nakamo vértibu vy, 1, kura tiks novérota pie vertibas x, 1, ir
vienada ar 1 — «. Tas bus (1 — «) x 100% Beijesa ticamibas intervals prognozei. Progno-
zejama sadalfjuma videja vertiba un dispersija ir attiecigi m; un (s,)*. Beijesa ticamibas

intervals prognozei tiek uzdots ar
m! £ za X s
y—~3 "%

=m, +za X /(s],)? + 0

= ml, - (wnn = ) & 25 X /(50,02 + (85)2 (w041 — 2)° + 02,

2. Ja noverojumu dispersija nav zinama un tas vieta

ja zinama noverojumu dispersija o
izmanto dispersijas novertéjumu, kas aprekinats no atlikumiem, tad Beijesa ticamibas
intervals ir
m, £te x s
y— % y

=mj, £ta X /(s],)? + 52

= m;f + m’ﬁ(xnﬂ — :E) + t% X \/(Sg@y 4 (SwQ(an _ j)g t 62

kur kritiska vertiba tiek nemta no Stjudenta t sadalijuma ar n — 2 brivibas pakapem.
Sie prognozu Beijesa ticamibas intervali ir analogi klasiskajiem prognozu intervaliem.
Beijesa ticamibas intervali prognozei vispariga gadijuma bus 1saki neka atbilstosie klasiskie
prognozu intervali, jo Beijesa intervalos tiek izmantota informacija no apriora sadalijuma
un no datiem. Beijesa intervali dos tiesi tadu pasu rezultatu ka klasiskie intervali, ja gan

virziena koeficientam, gan brivajam loceklim tiks izmantoti plakanie apriorie sadalijumi.
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2. Robustas Beijesa metodes

Visi apriorie sadalijumi, kuri iespéjamajam parametra vértibam pieskir pienemamas
varbutibas, rezultata dod lidzigus (bet ne vienadus) aposterioros sadalijumus. Beijesa
teoréma, izmantojot aprioro informaciju, dod labaku rezultatu neka klasiska pieeja, kura
ignoré aprioro informaciju.

Tomer ir iespéjams kludities apriora sadalijuma izvelé. Ja datu ticamiba Joti atski-
ras no izveleta apriora sadalijuma, tad apriorais sadalijums specigi ietekmes aposterioro
sadalfjumu.

Apskatisim, kd varam padarit Beijesa pieeju robustaku pret triicigi aprakstitu aprioro
sadalijumu. Saistito aprioro sadalijjumu salikums dod iespéju to paveikt. Tiks pielauta
maza varbutiba, ka ir izvelets nepareizs apriorais sadalijums. Ja ticamiba bus loti atski-
riga no apriora sadalijuma, tad aposteriora varbiitiba, ka apriorais sadalijums ir noteikts
nepareizi, biis liela un aposteriorais sadalijums vairak buis atkarigs no ticamibas neka no

apriora sadalijjuma.

2.1. Nepareizi noteikta apriora sadalijuma ietekme

Ja apriorais sadalijums pieskir lielu varbutibu vertibam, kuram ir maza ticamiba, un
mazu varbiitibu vertibam, kuram ir liela ticamiba, tad aposteriorais sadalijums pieskirs
lielas varbutibas vertibam, kuras nav stingri atbalstitas ne ar aprioro sadalijumu, ne ar
ticamibu. Tas var notikt, ja tiek nepareizi noteikts apriorais sadalijums, balstot to uz

pagatnes datiem, kuri ir radusies pie savadakiem nosacijumiem neka jaunie dati.

Piemeérs 7. Artars veiks petijumu par to, cik daudzi pilsétas iedzivotaji apmekletu ka-
zino, ja tads pilseta tiktu atverts. Vins savu aprioro sadalfjumu balstis uz savu draugu
wedokliem. No 25 aptaujatajiem draugiem, 15 apgalvoja, ka apmeklétu kazino. Tapéc vins
izvelas Beta(a,b) aprioro sadalijumu, kurs saskan ar Siem viedokliem. Apriora videja ver-
tiba ir 0.6 un ekvivalentais izlases apjoms ir 25. Tadel a+b+1 =25 un 35 = 0.6. Tatad
a =144 un b = 9.6. Péc tam vins nem gadigjuma izlast ar 100 pilsétas iedzivotajiem
un uzzina, ka kazino apmekletu 25. Vipa aposteriorais sadalijums ir Beta(39.4,84.6).
Artara apriorais sadalijums, ticamiba un aposteriorais sadalijums ir paraditi attela [15]

Apriorais sadalijums un ticamiba ir diezgan atskirigi. Aposteriorais sadalijums ir starp

tiem. Tas pieskir lielu aposterioro varbutibu vértibam, kuras nav stingri atbalstitas ne ar
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datiem (ticamibu), ne ar aprioro sadalijumu. Tas nav apmierinods rezultats.

ticamiba
—— aposteriorais
--- apriorais

\ \ \ \ \ \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

15. att. Artiira apriorais sadalijums, ticamiba un aposteriorais sadalijjums.

Piemeérs 8. Anda nems izlasi no vasaras laika ezerd izskidusa skabekla limena mergu-
miem. Vina pienem, ka izskidusa skabekla limenis ir aptuveni normali sadalits ar vidéjo
vertibu p un zinamu dispersiju o = 1. Lidzigu eksperimentu vina ieprieks veica upei,
kura ietek ezera. Vina nolemj prieks p izmantot N(8.5,0.7%) aprioro sadalfjumu, kas ir
lzdzigs upes pétijuma rezultatiem. Vina nem gadijuma izlasi ar 5 novérojumiem, kury
vidéja vertiba ir 5.45. Aposteriora sadalijuma parametri tiek atrasti, izmantojot vienkar-
$os normala sadaltjuma precizésanas likumus (6.4) un . Aposteriorais sadalijums ir
N(6.334,0.3769%). Apriorais sadalzjums, ticamiba un aposteriorais sadalfjums ir paraditi
attela [16] Aposteriorais blivums ir starp aprioro sadalijumu un ticamibu, un pieskir lielu
varbatibu vertibam, kuras nav stingri atbalstitas ne ar datiem (ticamibu), ne ar aprioro

sadalijumu. Tas ir Joti neapmierinoss rezultats.

2.2. Beijesa teoréma ar saliktiem apriorajiem sadalijjumiem

Pienemsim, ka apriorais blivums ir go(#) un tas ir diezgan precizs, jo mums ir nozimigas
aprioras zinasanas. Tomeér meés velamies pasargat sevi no iespéjas, ka nepareizi nosakam
aprioro sadalijumu, izmantojot nepareizas aprioras zinasanas. Ja apriorais sadalijums

ir noteikts nepareizi, tad apriorais sadalijums prieks 6 ir ¢;(0), kas ir vai nu loti “vajs”
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o . .

o - apriorais
ticamiba

—— aposteriorais

@ _|

o

© |

o

<

o

N

o
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o

T T T T T
4 6 8 10 12

16. att. Andas apriorais sadalijums, ticamiba un aposteriorais sadalijums.

saistitais, vai “plakans” apriorais sadalijums. go(0|y1,. .., y,) ir 8 aposteriorais sadalijjums,
ja mes sakam ar go(f) ka aprioro sadalijumu. Lidzigi ¢;(0|yi,...,y,) ir € aposteriorais

sadaltjums, ja més sakam ar ¢;(#) ka aprioro sadalijumu:

9iOly1, - yn) < Gi(0) f(yr, - ynlf).

Saliktais apriorais sadalijums

Ievedam jaunu parametru I, kuram ir iespéjamas divas vertibas. € nosacita apriora

varbutiba ir:
. 90(9)7 ja L= 07
9(0li) =
91(0)7 ja =1
I apriorais varbutibu sadalijums ir P(I = 0) = po, kur py ir kada liela vértiba, pieméram,
0.9, 0.95 vai 0.99, jo mes domajam, ka musu apriorais sadalijums go(6) ir pareizs. Apriora

varbiitiba, ka miisu apriorais sadalijums ir noteikts nepareizi ir p; = 1—pg. 6 un I kopgjais

apriorais sadalijjums ir

g(0,7) = p;i x (1 —1i) x go(0) + (1 —p;) x (i) x g1(0).

Sis kopejais sadalijums ir nepartraukts pec parametra 6 un diskrets pec parametra I.

Gadijuma lieluma # marginalais apriorais blivums tiek atrasts summeéjot I pa visam ie-
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spejamam vertibam. Tam ir salikts apriorais sadalijums, jo ta blivums

9(0) = sz‘gz‘(e)

ir salikts no diviem apriorajiem blivumiem.

Kopéjais aposteriorais sadalijums
0 un I kopéjais aposteriorais sadalijums, ja ir doti noverojumi yi,...,y,, ir

g(0,ilyr, ... yn) = ¢ x g(0,1) X f(yr,...,ynl0,i) prieks i=0,1

kadai konstantei c. Bet izlase ir atkariga tikai no 6 nevis no i, tapéc kopéjais aposteriorais

sadalijums ir

9(0,ty1, .. yn) = ¢ X pigi(@) f(y1, ..., yn|0) prieks i=0,1

=cx phi(0,y1,...,y,) prieks i=0,1,

kur h; (0,91, .., yn) = g:(0)f(y1,...,yn|0) ir parametra un datu kopejais sadalijums, ja

g:(0) ir pareizais apriorais sadalijums. Marginala aposteriora varbutiba tiek atrasta:
P(I =iy, ..., yn) = /g(e,ﬂyl, ey Yn)dO
=cXx pi/hi(ﬁ,yl, ey Yp)dO
=cxXpifilyrs- - yn)

prieks ¢ = 0,1, kur f;(y1,...,yn) ir datu marginala varbutiba (vai varbutibu blivums), ja
g:(0) ir pareizais apriorais sadalijums. Aposterioro varbiitibu summa ir 1 un konstante ¢
tiek saisinata, tapéc

pifi<y1u cee 7%)
Zgzopz'fi(yla cee ,’yn)

P(I=1dy1,...,yn) =

Saliktais aposteriorais sadalijums

f marginalo aposterioro sadaljjumu atrod, summeéjot visas iespéjamas ¢ vértibas no
kopeja aposteriora sadalijuma:

1

=0
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Bet ir ari cits veids, ka iegut kopejo aposterioro sadalijumu no nosacitajam varbutibam:

kur g(0i,vi, .-, yn) = g(0|yi, . . ., yn) ir aposteriorais sadalijums, ja sak ar aprioro sadali-

jumu g¢;(0). Tapéec  marginalais aposteriorais sadalijums ir

1
=0

g 0
- g1
— g_saliktais

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

17. att. Viktora saliktais apriorais sadalijums un ta komponentes.

Piemeérs (turpinajums) Artara draugs Viktors nolemj analizeét Artara datus ar
saliktu aprioro sadalijumu. gy ir tas pats Beta(14.4,9.6) apriorais sadalijums, kadu iz-
mantoja Artars. Par g, vins piepem (vienmerigo) Beta(1,1) aprioro sadalijumu. Viktors
pienem, ka apriora varbatiba py = 0.95. Viktora saliktais apriorais sadalijums un ta kom-
ponentes paraditas attela[I7] Vipa saliktais apriorais sadaltjums ir diezgan lidzigs Artara
apriorajam sadalijumam. Tacu tam ir lielaki svart “astés”. Tas vina aprioro sadaliju-
mu padara robustaku pret mepareizu apriora sadalijuma notetkSanu. Mius interesé tikai

novérota vertiba y = 25:

100!

13401 _ 186 25(1 _ )75
TarEe " LT (25!75!)7T (1 =)

)

(

o F(24) 100‘ 38.4 83.6
~ T(141)(9.6) © (25!75!) xm (L =)

I'(24
hO(ﬂ-7y = 25) - (
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g 0
--- g
, —— g_saliktais
© !
©
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~ -
o
T T
0.6 0.8 1.0

0.0 0.2 0.4
saliktais aposteriorais sadalfjums un ta divas komponentes.

18. att. Viktora

o |
-
--- ticamiba
o —— aposteriorais
i apriorais
o - P
N
)
1
,
1
o - '
|
h
I
‘
)
|
I h
1
I
.
)
/
N o :
I
)
)
.
o 4
T T T T
1.0

T
0.6 0.8

19. att. Viktora saliktais apriorais sadalfjums, ticamiba un saliktais aposteriorais sadalijums.

un
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Katrs no tiem ir Beta sadalijuma reizindajums ar konstanti, tapéc

! 100! !
—9 _ e _LUU 38.4(1 _ 836
/0 ho(my = 25)d% = LA 3 r6) (25!75!) X/O T =)
( 100! ) ['(39.4)T'(34.6)

25175! I'(124)

un

lh = 25)dr = 100: 1 % q
; 1(m,y = 25)dr = S51751 X OW(—W) m

/1000 T(26)T(76)
_(25!75!)X r(oz)

Atceroties, ka I'(a) = (a — 1) x I'(a — 1) un ja a ir vesels skaitlis, tad I'(a) = (a — 1)!. No

otra integrala iequstam

1
1
fily =25) = / hy(m,y = 25)dr = 01~ 9.90099 x 1073.
0

Pirmo integrali var novertéet skaitliski:
1
Joly =25) = / ho(m,y = 25)dr = 2.484 x 10~*.
0

Tapeéc aposterioras varbatibas ir P(I = 0|25) = 0.323 un P(I = 1|25) = 0.677. Aposte-
riorais sadalijums ir salikums g(m|25) = 0.323 X go(7|25) + 0.677 x g1(7|25), kur go(7|y)
un g1 (mly) ir saistitie aposteriorie sadalijumi, kas atrasti izmantojot atbilstosos aprioros
sadalijumus go un g1. Viklora saliktais aposteriorais sadalijums un ta divas komponentes
paraditas attéla Viktora apriorais un aposteriorais sadalijums kopa ar ticamibu ir
paraditi attela Ja apriorais sadalijums un ticamiba nesaskan, tad butu jadarbojas ar
ticamibu, jo ta ir no daliem. Virspuséj Viktora apriorais sadalijums izskatas Joti lidzigs
Artara apriorajam sadalijumam. Tacu tam ir smagdkas astes un tas lauj vina aposteri-
orajam sadalijumam batu [oti tuvam ticamibai. Tas ir daudz apmierinosak neka Artara

analize, kas paradita attela[15)

Piemers (8| (turpinajums) Andas draudzene Katrina veiks analizi, izmantojot norma-
lo aprioro sadalzjumu salikumu. go(0) bas tas pats N(8.5,0.7%) un g,(0) bas N (8.5, (4 x
0.7)%), kuram ir tada pati videja vertiba ka Andas apriorajam sadalzjumam, bet ar 4 rei-
zes lielaku standartnovirzi. Vina pielauj 0.05 varbatibu, ka Andas apriorais sadalijums
bija noteikts nepareizi. Katrinas saliktais apriorais sadalijums un ta komponentes ir pa-

raditas attéela Vinas saliktais apriorais sadalijums ir Joti lidzigs Andas apriorajam
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20. att. Katrinas saliktais apriorais sadaljjums un t4 komponentes.
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21. att. Katrinas saliktais aposteriorais sadalijums un ta divas komponentes.

sadalijumam. Katrinas aposteriorais sadaltjums go(0]y) ir N(6.334,0.3769?), kurs ir tads
pats ka Andai. Katrinas aposteriorais sadalijums g1(0|y), ja ir nepareizi noteikts aprio-
rais sadalijums, ir N(5.526,0.4416%), kur parametri tiek atrasti ar vienkariajiem normala

sadaltjuma precizesanas likumiem (6.4) un (6.5). Normala sadalijuma gadijuma

hips yrs -+ yn) o< gi(e) < f(glp)

1 N2 1 - 5
— H—m — —
x e ‘5%( 7') X e 0'2/n(y lu“) ,
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22. att. Katrinas saliktais apriorais sadalijums, ticamiba un saliktais aposteriorais sadalijums.

2

kur m; un s; ir apriora sadalijuma g;(p) videja vertiba un dispersija. Integralis

/hi(u,yl,-u7yn)du

dod izlases nenosacito varbatibu, ja g; ir pareizs apriorais sadalijums. Sareizinot ekspo-

nentes un integréjot péc p, iequstam

fi(g) = / hals, 9)dp
1

= Vs?+o2/n

. _ . _ . o, . .. 2 2 LA . _
kas ir normalais blivums ar vidéjo vertibu m; un dispersiju = + s;. Saja piemera my =

g
n

1 = 2
T 22402 /) (y—mi)

8.5, s2 = 0.7%, m; = 85, s = (4x0.7)% 02> =1 unn = 5. Dati tick apkopoti ar
vertibu y = 5.45, kura iegita no izlases. levietojot sis vertibas, iegustam P(I = Oly =
5.45) = 0.12 un P(I = 1|y = 5.45) = 0.88. Tapeéec Katrinas aposteriorais sadalijums
ir salikums 0.12 x go(p]y) + 0.88 x g1(p|y). Katrinas saliktais aposteriorais sadalijums
un ta komponentes ir paraditas attéla Katrinas apriorais sadalijums, ticamiba un
aposteriorais sadalijums ir paraditi attéla Salidzinot to ar Andas analizi attela [16)
redzams, ka salikumu izmantosana ir devusi aposterioro sadaligjumu, kurs ir daudz tuvaks
ticamibai, neka aposteriorais sadalijums, kas iegits ar sakotnéjo nepareizi noteikto aprioro

sadalzjumu. Tas ir daudz apmierinosdaks rezultats.
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3. Izveidoto programmu kodi
Binomialajai proporcijai

pi<-seq(0,1,length=10000)
anna<-dbeta(pi,4.8,19.2)
plot(pi,anna,type="1",ylim=c(0,5) ,ann=FALSE)
atis<-dbeta(pi,1,1)
lines(pi,atis,lty=2,x1ab=NULL,ylab=NULL)
pi<-seq(0,0.1,1length=10000)

imants<-20%*pi

lines(pi,imants,lty=3)
pi<-seq(0.1,0.3,1length=10000)
imants<-2*(pi/pi)

lines(pi,imants,lty=3)
pi<-seq(0.3,0.5,1length=10000)
imants<-5-10%*pi

lines(pi,imants,lty=3)
pi<-seq(0.5,1,length=10000)

imants<-0*pi/pi

lines(pi,imants,lty=3)
legend(0.6,5,1legend=c("Annas apriorais","Ata apriorais","Imanta apriorais"),

+1ty=c(1,2,3))

library(Bolstad)

pi<-seq(0,1,by=0.001)

pi.prior<-rep(0,length(pi))

pi.prior[pi<=0.1]<-20*pi[pi<=0.1]
pi.prior[0.1<=pil<-2#*(pi/pi) [0.1<=pi]
pi.prior[0.3<=pi]l<-5-10*pi[0.3<=pi]
pi.prior[0.5<pi]<-0*pi[0.5<pi]

results<-binogcp(26,100,"user" ,pi=pi,pi.prior=pi.prior,ret=TRUE)
anna<-dbeta(pi,30.8,93.2)

plot(pi,anna,type="1",ylim=c(0,10.5) ,ann=FALSE)
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atis<-dbeta(pi,27,75)

lines(pi,atis,lty=2,x1ab=NULL,ylab=NULL)
lines(pi,results$posterior,lty=3)

legend(0.5,10.5,1legend=c("Annas aposteriorais","Ata aposteriorais",

+"Imanta aposteriorais"),lty=c(1,2,3))

dens<-pix*results$posterior
post.mean<-sintegral(pi,dens)
dens<-(pi-post.mean) "2*results$posterior
post.var<-sintegral (pi,dens)
post.sd<-sqrt(post.var)
cdf<-sintegral(pi,results$posterior,n.pts=length(pi),ret=TRUE)
post.med<-cdf$x [with(cdf,which.max(x[y<=0.5]))]
post.ql<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.25]))]
post.q3<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.75]))]
post.iqr<-post.q3-post.ql
1b<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.025]))]
ub<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.975]))]
1b<-post.mean-qnorm(0.975)*post.sd

ub<-post.mean+qnorm(0.975) *post.sd
Normala sadalijjuma vidéjai vertibai

x<-seq(5,50,1length=10000)
gvido<-dnorm(x,mean=30,sd=4)

plot (x,gvido,type="1",ann=FALSE,yaxt="n’)
laura<-0.025*x/x
lines(x,laura,lty=2,x1ab=NULL,ylab=NULL)
x<-seq(5,18,1length=10000)

normunds<-0%*x/x

lines(x,normunds,lty=3)
x<-seq(18,24,1ength=10000)
normunds<-(x-18) /132

lines(x,normunds,lty=3)
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x<-seq(24,40,length=10000)

normunds<-(1/22)*(x/x)

lines(x,normunds,lty=3)

x<-seq(40,46,1length=10000)

normunds<-(46-x) /132

lines(x,normunds,lty=3)

x<-seq(46,50,1length=10000)

normunds<-0*x/x

lines(x,normunds,lty=3)

legend(5,0.1,1legend=c("Gvido apriorais",'"Lauras apriorais",

+"Normunda apriorais"),lty=c(1,2,3))

library(Bolstad)

y<-c(36,29,29,34,34,31,31,32,32,32,32,32)
mu<-seq(10,50,by=0.01)

mu.prior<-rep(0,length(mu))

mu. prior [mu<=18]<-0*mu[mu<=18]
mu.prior[18<=mu]<-(mu[18<=mu]l-18) /132

mu.prior [24<=mu]<-(1/22)* (mu/mu) [24<=mu]

mu. prior [40<=mu]<-(46-mu[40<=mu]) /132

mu.prior [46<=mu]<-0*mu[46<=mu]

results<-normgcp(y,2,"user" ,mu=mu,mu.prior=mu.prior,ret=T)
gvido<-dnorm(mu,mean=31.96,sd=0.5714)
plot(mu,gvido,type="1",x1im=c(28,34) ,ann=FALSE,yaxt="n’)
laura<-dnorm(mu,mean=32,sd=0.5774)

lines(mu,laura,lty=2)

lines(mu,results$posterior,lty=3)
legend(28,0.7,legend=c("Gvido aposteriorais","Lauras aposteriorais",

+"Normunda aposteriorais"),lty=c(1,2,3))

dens<-muxresults$posterior

post.mean<-sintegral (mu,dens)
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dens<-(mu-post.mean) "2*results$posterior
post.var<-sintegral (mu,dens)

post.sd<-sqrt(post.var)

cdf<-sintegral (mu,results$posterior,n.pts=length(mu),ret=TRUE)
post.med<-cdf$x [with(cdf,which.max(x[y<=0.5]))]
post.ql<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.25]))]
post.q3<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.75]))]
post.iqr<-post.q3-post.ql
1b<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.025]))]
ub<-cdf$x[with(cdf,which.max(x[y<=0.975]))]
1b<-post.mean-qnorm(0.975) *post.sd

ub<-post.mean+qnorm(0.975) *post.sd
Vienkarsai linearai regresijai

n<-25
x<-c(14.36,14.48,14.53,14.52,14.35,14.31,14.44,14.23,14.32,14.57,
+14.28,14.36,14.5,14.52,14.28,14.13,14.54,14.6,
+14.86,14.28,14.09,14.2,14.5,14.02,14.45)
x_vid<-mean(x)
y<-c(13.84,14.41,14.22,14.63,13.95,14.37,14.41,13.99,13.89,14.59,
+14.32,14.31,14.43,14.44,14.14,13.9,14.37,
+14.34,14.78,13.76,13.85,13.89,14.22,13.8,14.67)
y_vid<-mean(y)
Xy<-x*y
xy_vid<-mean(xy)
X2<-x"2
x2_vid<-mean(x2)
y2<-y~2
y2_vid<-mean(y2)
B<-(xy_vid-x_vid*y_vid)/(x2_vid-(x_vid~2))
y_hat<-y_vid+B*(x-x_vid)

AO0<-y_vid-Bx*x_vid
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Ax_<-A0+Bx*x_vid

sigma2_nov<-sum((y- (Ax_+B*(x-x_vid)))~2)/(n-2)
sigma_nov<-sqrt(sigma2_nov)

SSx<-sum( (x-x_vid) "2)
klas_int_1b<-(B-((qt(0.975,n-2)*sigma_nov)/sqrt(SSx)))
klas_int_ub<-(B+((qt(0.975,n-2)*sigma_nov)/sqrt(SSx)))
plot(x,y,pch=19)

lines(x,y_hat,lty=1)

x<-seq(0.2,1.8,1ength=10000)
poster<-dnorm(x,mean=1.2034,sd=0.17001)

plot (x,poster,type="1",ann=FALSE,ylim=c(0,2.3))
pri<-dnorm(x,mean=1,sd=0.3)

lines(x,pri,lty=2)

legend(0.2,2.3,legend=c("aposteriorais","apriorais"),lty=c(1,2))

x<-seq(13,16,1ength=10000)

my<-14.2219+1.2034%(x-14.3888)

plot (x,my,type="1",ylim=c(12,17) ,ann=F)
sy2<-0.0348644+(0.03731872)+((0.1700172) *((x-14.3888)"2))
sy<-sqrt(sy2)

low<-my-(2.069%*sy)

lines(x,low,lty=2)

up<-my+(2.069*sy)

lines(x,up,lty=3)

legend(13,17,1legend=c("95% apakseja robeza","95% augseja robeza',
+"videja vertiba"),lty=c(2,3,1))

Ticamibas intervalu parklajuma precizitatei

library(Bolstad)
mu<-0
sd<-1

mu_prior<-0
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sd_prior<-1

fun<-function(n){

dati<-rnorm(n,mu,sd)
pos<-normnp(dati,m.x=mu_prior,s.x=sd_prior,sigma.x=sd,ret=TRUE)
c.i.<-gnorm(c(0.025,0.975) ,pos$mean,pos$sd)

if ((mu>=c.i.[1]) & (mu<=c.i.[2])) i=1 else i=0}

N<-10000

n<-100

rez<-replicate(N,fun(n))

length(rez[rez>0])/N
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