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Anotâcija

Darbâ aplûkoti galvenie empîrisko procesu un Vapnika-Èervonenkis teorijas rezultâti.

Tiek aplûkoti metriskâs un Vapnika-Èervonenkis entropijas pielietojumi kâ arî empîrisko

procesu pielietojumi daþâdâs statistikas apakðnozarçs. Detalizçtâk tiek aprakstîti pielie-

tojumi statistiskos testos, modeïu novçrtçjumos, kâ piemçrs tiek veikta empîriskâ procesa

butstrapoðana lokâcijas-skalçðanas modelim ar daþâdâm butstrapa metodçm.

Atslçgas vârdi: empîriskie procesi, Vapnika-Èervonenkis teorija, gludinâtais butstraps



Abstract

This thesis contains an overview of the main results of empirical process and Vapnik-

chervonenkis theory. Some applications of metric and Vapnin-chervonenkis entropy are

shown. This work contains detailed analysis of emprirical process bootstrapping for

location-scale model as well as applications to statistical tests and model estimation.

Keywords: empirical processes, Vapnik-Chervonenkis theory, smoothed bootstrap, location-

scale model



Saturs

Apzîmçjumi 2

Ievads 3

1. Empîriskie procesi un to asimptotika 5

1.1. Empîriskais process . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. Metriskâ entropija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3. Vapnika-Èervonenkis entropija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4. Vapnika-Èervonenkis dimensija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2. Empîrisko procesu pielietojums 24

2.1. Empîrisko procesu pielietoðana testos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2. Empîriskâ procesa butstraps lokâcijas-skalçðanas modelim . . . . . . . . . . 28

2.3. Empîriskie procesi daþâdu modeïu novçrtçðanas problçmu risinâðanâ . . . . 34

Nobeigums 39

Izmantotâ literatûra un avoti 40

A Pielikums 43

A1. R kods Brauna tilta un Brauna kustîbas realizâciju iegûðanai . . . . . . . . 43

A2. R kods empîrisko procesu piemçru sagatavoðanai . . . . . . . . . . . . . . . 44

A3. R kods bustrapa metoþu salîdzinâðanai lokâcijas-skalçðanas empîriskajam

procesam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1



Apzîmçjumi

F (x) Teorçtiskâ sadalîjuma funkcija

Fn(x) Empîriskâ sadalîjuma funkcija

1a Indikatorfunkcija - 1a=1 ja ir spçkâ apgalvojums a un ir 0 pretçjâ gadîjumâ

→gd Gandrîz droða konverìence

→d Konverìence pçc sadalîjuma

U(a, b) Vienmçrîgi sadalîts gadîjuma lielums intervâlâ [a,b]

N(µ, σ2) Normâli sadalîts gadîjuma lielums ar vidçjo vçrtîbu µ un standartnovirzi σ

l∞(T ) Telpa, kura satur visas ierobeþotas funkcijas no T
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Ievads

Empîrisko procesu teorija sâka attîstîties 20. gadsimta 30.-40. gados un viens no svarî-

gâkajiem tâ laika rezultâtiem ir Glivenko-Kantelli teorçma [1], kura publicçta 1933. gadâ.

Tajâ paðâ gadâ tika definçta Kormogorova-Smirnova statistika. Sâkotnçji tâs asimpto-

tiskais sadalîjums bija pieejams tabulâs, bet vçlâk 1948. gadâ Doob [2] piedâvâja jaunu

pieeju ðîs statistikas asimptotiskâ sadalîjuma iegûðanai un trîs gadus vçlâk Donskers [3]

pierâdîja, ka asimptotiskais sadalîjums ir Brauna tilts. Ðis rezultâts mûsdienâs pazîstams

kâ Donskera teorçma. Ðajâ laikâ radâs nepiecieðamîba pçc vispârinâta empîriskâ procesa

definîcijas kâ arî tika meklçti nosacîjumi, pie kâdiem varçtu vispârinât Glivenko-Kantelli

un Donskera teorçmas. Ðo rezultâtu vispârinâðanai tika izmantota metriskâ entropija un

1971. gadâ Vapniks un Èervonenkis ieviesa savu entropijas definîciju, ar kuras palîdzîbu

bija iespçjams novçrtçt empîriskâ procesa konverìences âtruma augðçjo robeþu.

Nozîmîgs pavçrsiens empîrisko procesu pielietoðanâ bija iespçja izmantot butstrapa

metodi empîrisko procesu statistikâm. Vairâk par ðo tçmu var uzzinât publikâcijâ [4].

1990. gadâ Beirlants un Deheuvels [5] aplûkoja empîrisko procesu varbûtîbu-varbûtîbu

un kvantiïu-kvantiïu grafikiem tâdçjâdi aizsâkot empîrisko procesu pçtîðanu divu izlaðu

gadîjumam. Ðajâ laikâ daudzu problçmu risinâðanâ tiek mçìinâts pielietot empîrisko

procesu teoriju un 1992. gadâ Velners [6] publicç nelielu apkopojumu par svarîgâkajiem

pielietojumiem. 2008. gadâ Horvats [7] publicç empîrisko procesu ROC lîknçm, vienlaicîgi

piedâvâjot gludinâtâ butstrapa metodi ticamîbas joslu konstruçðanai.

Ðo statistikas virzienu - empîriskos procesus - pçtu jau vairâkus gadus un svarîgs re-

zultâts ir publikâcija [8], kurâ tiek salîdzinâtas empîrisko procesu un empîriskâs ticamîbas

funkcijas metodes divu izlaðu gadîjumâ. Laikam ejot pçtâmâs problçmas kïuva sareþìî-

tâkas un pçtîjuma rezultâts ir ðis maìistra darbs. Maìistra darba mçríis ir iepazîties

ar vispârinâto empîrisko procesu teoriju un tâs pielietojumiem statistikâ. Lai sasniegtu

mçríi tika izvirzîti sekojoði uzdevumi

• iepazîties ar vispârinâto empîriskâ procesa definîciju un kritçrijiem, pçc kuriem fun-

kcijas klasificç P -Glivenko-Kantelli un P -Donskera klasçs;

• iepazîties ar Vapnika-Èervonenkis teoriju un tâs nozîmi empîrisko procesu pielieto-

ðanâ;

• aplûkot empîrisko procesu pietietojumus daþâdâs statistika apakðnozarçs;
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• veikt butrapa metoþu analîzi lokâcijas-skalçðanas empîriskajam procesam.

Maìistra darbs sastâv no divâm daïâm un pielikuma. Pirmajâ daïâ apkopotas empîris-

kâ procesa definîcijas un svarîgâkie rezultâti kâ arî sniegts ieskats Vapnika-Èervonenkis

teorijâ, kuru bieþi izmanto empîrisko procesu konverìences âtruma mçrîðanai. Otrâ daïa

satur empîrisko procesu pielietojumu piemçrus, kuri sadalîti trîs daïâs - empîriko procesu

pielietojumi testos, empîrisko procesu butstraps un empîrisko procesu pielietojums mode-

ïu novçrtçðanâ. Pielikums satur darbâ izmantoto attçlu un tabulu iegûðanai izmantotos

algoritmus valodâ R.

4



1. Empîriskie procesi un to

asimptotika

1.1. Empîriskais process

Ðajâ nodaïâ tiks aprakstîti svarîgâkie rezultâti un definîcijas saistîbâ ar empîrisko pro-

cesu teoriju. Empîrisko procesu teorija sâkâs ar izlases sadalîjuma funkcijas novçrtçðanu

un ðî novçrtçjuma pçtîðanu.

Pieòemsim, ka X1, X2, ..., Xn ir neatkarîgu un vienâdi sadalîtu gadîjuma izlase ar sadalî-

juma funkciju F . Empîriskâ sadalîjuma funkcija tiek definçta sekojoði:

Fn(x) :=
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x}

Kâ jau tika minçts ievadâ, pirmais svarîgâkais rezultâts ir Glivenko-Kantelli teorçma.

Teorçma 1.1. [9, 1. lpp] (Glivenko-Kantelli) Ir spçkâ

sup
−∞<x<∞

(|Fn(x)− F (x)|)→gd 0. (1.1)

Kâ vçlâk izrâdîjâs, ïoti svarîga nozîme ir statistikai, kuru iegûst normçjot Glivenko-

Kantelli teorçmâ minçto ar
√
n. Pçc centrâlâs robeþteorçmas ir spçkâ

√
n(Fn(x)− F (x))→d N(0, F (x)(1− F (x))). (1.2)

Teorçma 1.2. [10, 1901. lpp] (Donskera) Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un

vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkciju F , tad

sup
−∞<x<∞

|
√
n(Fn(x)− F (x))| →d sup

−∞<x<∞
|B(F (x))|, (1.3)

kur B apzîmç Brauna tiltu.
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1.1. att.: Brauna kustîbas (pa kreisi) un Brauna tilta realizâcijas piemçri ar 95% punktveida ticamîbas

joslu.

Kreisâs puses izteiksmi sauc par Kolmogorova-Smirnova statistiku. Sâkotnçji ðîs statis-

tikas asimptotiskais sadalîjums tika publicçts tabulâs un tikai vçlâk Donskers [3] pierâdîja,

ka tas robeþsadalîjums ir suprçmums pa moduli no Brauna tilta.

Definîcija 1.1. [11] Par standarta Brauna kustîbu jeb Vînera procesu sauc stohastisku

procesu {W (t), t ≥ 0}, kuram

• ir stacionâri un neatkarîgi ieaugumi, t.i. W (t) −W (s), t > s sadalîti pçc likuma

N(0,t-s) un katram 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn pieaugumi W (t2) −W (t1),...,W (tn) −

W (tn−1) ir neatkarîgi;

• funkcija t→ W (t) ir gandrîz droði nepârtraukta;

• cov(W (t),W (s)) = s, ja t > s.

Definîcija 1.2. [11] Par Brauna tiltu sauc Gausa procesu {B(t) : t ∈ [0, 1]}, kura ko-

variâciju struktûra ir cov(B(s), B(t)) = s(1 − t), kur s < t. Ðî procesa sadalîjums ir

tâds pats kâ ar W (t) − tW (1) sadalîjums, kur W - standarta Brauna kustîba. Svarîga

Brauna tilta îpaðîba ir tâ, ka ðis process sâkuma un beigu punktos pieòem vçrtîbu 0, t.i.

B(0) = B(1) = 0. Vairâk par Brauna kustîbu kâ stohastisku procesu var uzzinât, piemç-

ram, [11]. Attçlâ 1.1. redzami daþi Brauna kustîbas un Brauna tiltu realizâcijas piemçri,

kâ arî ðo realizâciju vçrîbu 95% punktveida ticamîbas josla . Brauna kustîbas gadîjumâ

ticamîbas joslu konstruçðanai var izmantot faktu, ka procesa vçrtîba katrâ tâ punktâ ir

gadîjuma lielums, kas sadalîts pçc likuma N(0, t). Brauna tilta gadîjumâ ticamîbas josla

noteikta veicot simulâcijas.
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1.2. att.: Empîriskâ procesa
√
n(Fn(x)−F (x)) konverìence uz Brauna tiltu. Simulçtas izlases ar apjomu

n un sadalîjuma funkciju U(0, 1).

Statistikâ izteiksme
√
n(Fn(x) − F (x)) tiek saukta par empîrisko procesu un visi re-

zultâti un pçtîjumi, kas saistîti ar ðo izteiksmi pieder pie empîrisko procesu teorijas.

Analîtisks pierâdîjums empîriskâ procesa konverìencei uz Brauna tiltu ir ïoti sareþìîts un

netiks ðajâ darbâ aprakstîts, tomçr ðo rezultâtu var arî novçrot konstruçjot empîrisko pro-

cesu simulçtâm gadîjuma izlasçm, pakâpeniski palielinot izlases apjomu. Attçlâ 1.2. var

aplûkot, kâ izskatâs empîriskâ procesa grafiks, ja tiek simulçta gadîjuma izlase ar sadalî-

jumu U(0,1). Minçtajâ attçlâ redzami grafiki pie izlases apjoma n = 20, 50, 100 un1000.

Lîdzîgi rezultâti ir spçkâ izlases kvantiïu funkcijai. Kvantiïu funkcijas empîriskais

novçrtçjums tiek definçts sekojoði:

F−1
n (t) := inf {x : Fn(x) ≥ t} , 0 < t < 1.

Un lîdzîgi kâ sadalîjuma funkcijai, tai ir spçkâ [12]

sup
0<t<1

(|F−1
n (t)− F−1(t)|)→gd 0, kad n→∞. (1.4)
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Kvantiïu funkcijas empîriskâ procesa asimptotiskais sadalîjums ir sareþìîtâks nekâ sadalî-

juma funkcijai, tomçr, nedaudz modificçjot paðu kvantiïu procesu, iespçjams asimptotisko

sadalîjumu vienkârðot.

Teorçma 1.3. [12, 31. lpp] Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti

gadîjuma lielumi ar kvantiïu funkciju F−1 un blîvuma funkciju f , tad

sup
0<t<1

|
√
nf(F−1(t))(F−1

n (t)− F−1(t))| →d sup
0<t<1

|B(t)|. (1.5)

Empîrisko procesu, kuru veido no izlases kvantiïu funkcijas, vairâkâs publikâcijâs ir ap-

rakstîjis Csorgo [12]. Tâ kâ empîriskâ procesa pielietojums kvantiïu funkcijâm ir gandrîz

tik pat plaði pçtîts kâ sadalîjuma funkcijas gadîjums, izteiksme
√
n(F−1

n (t)−F−1(t)) tiek

saukta arî par empîrisko kvantiïu procesu. Kvantiïu funkcijas gadîjumâ iespçjams uzzîmçt

lîdzîgus grafikus kâ sadalîjuma funkcijai, kuri parâda konverìenci uz Brauna tiltu. Attç-

lâ 1.3. redzams asimptotiskâ sadalîjuma salîdzinâjums izteiksmçm
√
n(F−1

n (t)− F−1(t))

un
√
nf(F−1(t))(F−1

n (t) − F−1(t)). To, ka kreisajâ pusç redzamie grafiki nekonverìç uz

Brauna tiltu, var viegli pateikt pçc vçrtîbâm grafiku gala punktos.

Aplûkosim vispârinâta empîriskâ procesa definîciju. Pieòemsim, ka P ir varbûtîbu

mçrs mçrojamâ telpâ (X,F), kur X ir kaut kâda kopa un F ir minimâla σ-algebra uz X .

Definîcija 1.3. [13, 269. lpp] Par empîrisko varbûtîbu mçru sauc

Pn =
1

n

n∑
i=1

δXi ,

kur δx ir varbûtîbu sadalîjums, kurð deìenerçts punktâ x.

Definîcija 1.4. [13, 269. lpp] Pieòemsim, ka g : X→ R ir mçrojama funkcija. Funkcijas

g sagaidâmâ vçrtîba pie empîriskâ mçra tiek apzîmçta ar Png, pie mçra P - ar Pg, un

tiek definçta:

Png =
1

n

n∑
i=1

g(Xi), Pg =

∫
gdP.

No lielo skaitïu likuma seko, ka Png konverìç gandrîz droði uz Pg, katram g, kuram

Pg ir definçts. Saistîbâ ar parasto empîrisko procesu tika minçti divi svarîgi rezultâti -

Glivenko-Kantelli Teorçma 1.1 un Donskera Teorçma 1.3. Vispârinâtâ gadîjumâ funkciju

klases var sagrupçt aktarîbâ no tâ, kura teorçma ir spçkâ.
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1.3. att.: Empîriskâ kvantiïu procesa konverìence uz Brauna tiltu. Kreisajâ pusç redzami grafiki izteik-

smei
√
n(F−1

n (t) − F−1(t)), labajâ pusç izteiksmei
√
nf(F−1(t))(F−1

n (t) − F−1(t)). Procesu realizâcijas

simulçtas òemot izlases apjomu n = 500.

Definîcija 1.5. [13, 269. lpp] Mçrojamu funkciju g : X → R klase A tiek saukta par

P -Glivenko-Kantelli klasi, ja

||Png − Pg||A = sup
g∈A
|Png − Pg| →gd 0. (1.6)

Bieþi publikâcijâs lieto arî pierakstu

sup
g∈A

∣∣∣∣∫ gd(Pn − P )

∣∣∣∣→gd 0.
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Definîcija 1.6. [13, 269. lpp] Par empîrisko procesu funkcijai g sauc

Gng =
√
n(Png − Pg). (1.7)

No daudzdimensionâlâs centrâlâs robeþteorçmas seko, ka katrai galîgai mçrojamu funkciju

gi kopai, kur Pg2
i <∞ ir spçkâ

(Gng1,Gng2, ...,Gngk)→d (Gpg1,Gpg2, ...,Gpgk), (1.8)

kur labâs puses vektoram ir daudzdimensionâls normâlais sadalîjums ar kovariâcijâm.

EGpfGpg = Pfg − PfPg. (1.9)

Definîcija 1.7. [13, 269. lpp] Mçrojamu funkciju klase A tiek saukta par P -Donskera

klasi, ja procesu virkne Gnf : f ∈ A konverìç uz robeþprocesu Gp telpâ l∞(A), kur ro-

beþprocess Gp ir Gausa process ar vidçjo vçrtîbu 0 un kovariâcijâm (1.9) un tiek saukts

par P -Brauna tiltu. Ja A satur indikatorfunkcijas, tad Teorçma 1.1 ir speciâlgadîjums

P -Glivenko-Kantelli klasei un Teorçma 1.2 ir speciâlgadîjums P -Donskera klasei.

1.2. Metriskâ entropija

Iepriekðçjâ nodaïâ tika definçtas P -Glivenko-Kantelli un P -Donskera klases. Ðajâ

nodaïâ tiks sniegti nepiecieðamie nosacîjumi, lai funkcijas piederçtu kâdai no minçtajâm

klasçm. Lai formulçtu nepiecieðamos nosacîjumus, tiek izmantota tâ sauktâ metriskâ

entropija. Pietiekoði plaða informâcija par metrisko entropiju pieejama Van Der Waart

[13] un van de Geer [14] grâmatâs, kuras tika izmantotas apkopojot tâlâk uzskaitîtos

rezultâtus.

Pieòemsim, ka Q ir mçrs telpâ (X,A), G ir funkciju klase uz X un Lp(P ) = {g : X→

R :
∫
|g|pdP <∞}, 1 ≤ p <∞. Apzîmçsim

||g||pp,Q =

∫
|g|pdQ.

Definîcija 1.8. [14, 16. lpp] Katram δ > 0 aplûkojam tâdu funkciju kopumu g1, ..., gN ,

ka katram g ∈ G eksistç j = j(g) ∈ {1, ..., N}, ka

||g − gj||p,Q ≤ δ.

Ar Np(δ,G, Q) apzîmç mazâko N vçrtîbu, kurai eksistç ðâds pârklâjums ar lodçm ar

râdiusu δ un centriem g1, g,..., gN (Np(δ,G, Q) = ∞, ja ðâds pârklâjums neeksistç). Tad
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Np(δ,G, Q) tiek saukts par δ-pârklâjuma skaitli un Hp(δ,G, Q) = logNp(δ,G, Q) sauc par

δ-entropiju no G Lp(Q) metrikai. Klasi G sauc par pilnîgi pierobeþotu, ja Hp(δ,G, Q) <∞

katram δ > 0.

Definîcija 1.9. [14, 16. lpp] Ar Np,B(δ,G, Q) apzîmç mazâko N vçrtîbu, kurai eksistç

funkciju pâri
{

[gLj , g
U
j ]
}N
j=1

tâdi, ka ||gUj − gLj ||p,Q ≤ δ katram j = 1, .., N un katram g ∈ G

eksistç j = j(g) ∈ {1, ..., N} tâdi, ka

gLj ≤ g ≤ gUj .

Np,B(δ,G, Q) = ∞, ja neeksistç galîga ðâdu pâru (iekavu) kopa. Tad Hp,B(δ,G, Q) =

logNp,B(δ,G, Q) sauc par δ-entropiju ar iekavâm no G.

Definîcija 1.10. [14, 17. lpp] Ar N∞(δ,G) apzîmç mazâko N vçrtîbu, kurai eksistç

{gj}Nj=1 tâdi, ka

sup
g∈G

min
j=1,...,N

|g − gj|∞ ≤ δ.

N∞(δ,G) = ∞, ja neeksistç galîga kopa ar ðâdu îpaðîbu. Tad H∞(δ,G) = logN∞(δ,G)

sauc par δ-entropiju no G suprçma normai. Ievçrosim, ka ðajâ definîcijâ suprçms nav

atkarîgs no mçra Q.

Ðîs entropiju definîcijas saista sekojoðs rezultâts:

Teorçma 1.4. [14, 17. lpp] Katram 1 ≤ p <∞

Hp(δ,G, Q) ≤ Hp,B(δ,G, Q), visiem δ > 0.

Ja Q ir varbûtîbu mçrs, tad

Hp,B(δ,G, Q) ≤ H∞

(
δ

2
,G

)
, visiem δ > 0.

Teorçma 1.5. [14, 23. lpp] Pieòemsim, ka

H1,B(δ,A, P ) <∞ katram δ > 0,

tad G ir P -Glivenko-Kantelli klase.

Pierâdîjums. Izvçlamies patvaïîgu δ > 0 un pieòemsim, ka
{

[gLj , g
U
j ]
}
ir δ-iekavu kopa no

G, t.i. ||gUj −gLj ||1,P ≤ δ, j = 1, ..., N un katrs g ∈ G atrodas starp kâdu no pâriem [gLj , g
U
j ].
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Tad ∫
gd(Pn − P ) =

∫
gdPn −

∫
gdP (1.10)

≤
∫
gUj dPn −

∫
gdP =

∫
gUj d(Pn − P ) +

∫
(gUj − g)dP (1.11)

≤
∫
gUj d(Pn − P ) + δ.

Lîdzîgi ∫
gd(Pn − P ) ≥

∫
gLj d(Pn − P )−

∫
(g − gLj )dP ≥

∫
gLj d(Pn − P )− δ.

Tâ ka
{

[gLj , g
U
j ]
}N
j=1

ir galîga, rezultâtâ iegûst, ka

max
j=1,...,N

∣∣∣∣∫ gUj d(Pn − P )

∣∣∣∣ ≤ δ g.d.

kâ arî

max
j=1,...,N

∣∣∣∣∫ gLj d(Pn − P )

∣∣∣∣ ≤ δ g.d.

Tâtad rezultâtâ

sup
g∈G

∣∣∣∣∫ gd(Pn − P )

∣∣∣∣ ≤ 2δ g.d.

Teorçma 1.6. [14, 90. lpp] Pieòemsim, ka∫ 1

0

H
1/2
2,B(u,G, P )du <∞,

tad G ir P -Donskera klase. Nodaïas nobeigumâ apskatîsim daþus piemçrus no [13].

Piemçrs 1.1. (Sadalîjuma funkcija). Pieòemsim, ka funkciju klase G satur visas indi-

katoru funkcijas formâ ft = I(−∞,t], kur t ∈ R, tad empîriskais process Gft ir klasiskais

empîriskais process
√
n(Fn(t) − F (t)). Tiek aplûkotas iekavas formâ [I(−∞,ti−1), I(−∞,ti)]

punktu reþìim −∞ = t0 < t1 < ... < tk = ∞ ar îpaðîbu F (ti−) − F (ti−1) < ε katram i.

Ðo iekavu L1(F ) izmçrs ir ε un to kopçjais skaits k var tikt izvçlçts mazâks par ε/2. Tâ

kâ Ff 2 < Ff katram 0 < f < 1, iekavu L2(F ) izmçrs ir ierobeþots ar
√
ε, kas nozîmç,

ka N2,B(
√
ε,G, L2(F )) ≤ 2/ε. Lîdz ar to ðî funkciju klase apmierina P -Donskera klases

nosacîjumus.
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Piemçrs 1.2. (Parametriska klase). Pieòemsim, ka G = {fθ : θ ∈ Θ} ir mçrojamu

funkciju klase, Θ ∈ Rd ir indeksu kopa. Pieòemsim ,ka eksistç mçrojama funkcija m tâda,

ka

|fθ1(x)− fθ2(x)| ≤ m||θ1 − θ2|| katram θ1, θ2.

Ja P |m|r < ∞, tad var pierâdît [13, 271. lpp], ka eksistç konstante K, atkarîga tikai no

Θ un d tâda, ka iekavu numuri apmerina nevienâdîbu

N2,B(ε||m||P,r,G, Lr(F )) ≤ K

(
diamΘ

ε

)d
, katram 0 < ε < diamΘ.

Lîdz ar to entropija ir ar kârtu mazâku par (1/ε) un iekavu entropijas integrâlis konverìç.

Seko, ka klase G ir P -Donskera.

Piemçrs 1.3. (Gludas funkcijas). Pieòemsim, ka Rd = ∪jIj ir kubu ar izmçru 1 daïa un

G ir visu funkciju f : Rd → R klase, kurâm eksistç parciâlie atvasinâjumi lîdz kârtai α un

kuras ir vienmçrîgi ierobeþotas ar konstantçmMj katrâ no kubiem Ij. Tad var pierâdît, ka

V ≥ d/α un katram varbûtîbu mçram P klases G iekavu entropija apmierina evienâdîbu

H2,B(ε,G, Lr(P )) ≤ K

(
1

ε

)V ( ∞∑
j=1

(M r
j P (Ij))

V
V+r

)V+r
r

.

Ja nevienâdîbas labâ puse konverìç tad klase G ir P-Donskera.

Piemçrs 1.4. (Soboïeva klases). Pieòemsim, ka funkciju klase G satur visas funkcijas

f : [0, 1]→ R tâdas, ka ||f ||∞ ≤ 1 un kuru (k−1)-ais atvasinâjums ir absolûti nepârtraukts

ar
∫

(f (k))2(x)dx ≤ 1 kâdam fiksçtam k. Tad eksistç konstante K tâda, ka katram ε > 0

H[2,B](ε,G, ||.||∞) ≤ K

(
1

ε

)1/k

.

Ðî klase ir P -Donskera katram k ≥ 1 un katram P .

Piemçrs 1.5. (Ierobeþota variâcija). Pieòemsim, ka funkciju klase A satur visas monoto-

nas funkcijas f : R→ [−1, 1] Tad eksistç konstante K tâda, ka katram varbûtîbu mçram

P

H[2,B](ε,G, L2(P )) ≤ K

(
1

ε

)
.

Ðî klase ir P -Donskera katram P .
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1.3. Vapnika-Èervonenkis entropija

Novçrtçjot nezinâmu procesu ir svarîgi gan tas, cik precîzi novçrtçtais process rak-

sturo patieso procesu, gan arî tâ konverìences âtrums. Konverìences âtrums mçdz bût

svarîgs, ja nav pieejami daudz datu vai ja process ir tik komplicçts, ka liels datu apjoms

bûtiski ietekmç tâ novçrtçðanas laiku. Praksç pastâv iespçja novçrtçt empîriskâ procesa

konverìences âtrumu, izmantojot Vapnika-Èervonenkis entropiju. Ðajâ nodaïâ tiks aprak-

stîtas Vapnika-Èervonenkis entropijas definîcijas un galvenie rezultâti empîriskâ procesa

konverìences âtruma augðçjâs robeþas novçrtçðanai.

Pieòemsim, ka Λ ir parametru kopa un ka Q(z, α), α ∈ Λ ir indikatora funkciju kopa.

Aplûkojam izlasi Z = z1, z2, ..., zn. Ar lielumu NΛ(z1, z2, ..., zn), kurð parâda, cik daþâdos

veidos var sadalît izlasi Z ar funkcijâm no indikatora funkciju klases, raksturosim kopas

Q(z, α) daþâdîbu. Formâls pieraksts bûtu sekojoðs. Aplûkojam n-dimensionâlu vektoru

q(α) = (Q(z1, α), Q(z2, α), ..., Q(zn, α)), α ∈ Λ,

kuru iegûst òemot daþâdas vçrtîbas no Λ. Tad NΛ(z1, z2, ..., zn) ir n-dimensionâla kuba,

kurð iegûts no izlases z1, z2, ..., zn un kopas Q(z, α), daþâdu virsotòu skaits.

Definîcija 1.11. [15, 42. lpp] Vçrtîbu

HΛ(z1, z2, ..., zn) = logNΛ(z1, z2, ..., zn) (1.12)

sauc par gadîjuma entropiju. Gadîjuma entropija raksturo funkciju kopas daþâdîbu uz

dotajiem datiem. HΛ(z1, z2, ..., zn) ir gadîjuma lielums, jo tas atkarîgs no gadîjuma izlases.

Definîcija 1.12. [15, 42. lpp] Vçrtîbu

HΛ(n) = E(HΛ(z1, z2, ..., zn)) (1.13)

sauc par indikatora funkciju klases Q(z, α) entropiju pie izlases apjoma n. Ðî vçrtîba

ir atkarîga no funkciju klases Q(z, α), varbûtîbu mçra un izlases apjoma n un raksturo

sagaidâmo daþâdîbu pie minçtajiem lielumiem.

Virpârinâsim entropijas definîciju uz kopu, kura satur ierobeþotas funkcijas. Pieòem-

sim, ka A ≤ Q(z, α) ≤ B,α ∈ Λ ie ierobeþotu funkciju kopa. Izmantojot ðo funkciju kopu

un izlasi z1, z2, ..., zn var konstruçt sekojoðo n-dimensionâlo vektoru kopu:

q(α) = (Q(z1, α), Q(z2, α), ..., Q(zn, α))
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ðî vektoru kopa pieder n-dimensionâlam kubam un satur galîgu minimâlo ε-tîklu metrikâ

C (vai Lp). Ar N = NΛ(ε, z1, z2, ..., zn) apzîmçjam q(α) minimâlâ ε-tîkla elementu skaitu.

N arî ðoreiz ir gadîjuma lielums.

Definîcija 1.13. [15, 44. lpp] Vçrtîbu

HΛ(ε, z1, z2, ..., zn) = logNΛ(ε, z1, z2, ..., zn) (1.14)

sauc par gadîjuma Vapnika-Èervonenkis entropiju jeb saîsinâti par VC entropiju funkciju

kopai A ≤ Q(z, α) ≤ B.

Definîcija 1.14. [15, 44. lpp] Gadîjuma entropijas sagaidâmo vçrtîbu

HΛ(ε, n) = E(HΛ(ε, z1, z2, ..., zn)) (1.15)

sauc par funkciju kopas A ≤ Q(z, α) ≤ B VC entropiju pie izlases apjoma n. Ðâda entro-

pijas definîcija reâlâm funkcijâm ir vispârinâjums indikator funkciju entropijai. Indikator

funkciju kopai minimâlais ε-tîkls pie ε < 1 nav atkarîgs no ε un ir n-dimensiju vienîbas

kuba virsotòu apakðkopa. Tâdçjâdi pie ε < 1 ir spçkâ sekojoðas sakarîbas:

NΛ(ε, z1, z2, ..., zn) = NΛ(z1, z2, ..., zn),

HΛ(ε, z1, z2, ..., zn) = HΛ(z1, z2, ..., zn),

HΛ(ε, n) = HΛ(n).

Papildus jau minçtajai VC entropijai, VC teorijâ apskatîta arî nedaudz savâdâk defi-

nçta entropija.

Definîcija 1.15. [15, 55. lpp] Par rûdîto (no angïu valodas - annealed) VC entropiju

sauc vçrtîbu

HΛ
ann(n) = logE(NΛ(z1, z2, ..., zn)). (1.16)

Definîcija 1.16. [15, 55. lpp] Par pieauguma funkciju sauc

GΛ(n) = ln sup
z1,z2,...,zn

(NΛ(z1, z2, ..., zn)). (1.17)

Teorçma 1.7. [15, 55. lpp] Katram n ir spçkâ nevienâdîbas

HΛ(n) ≤ HΛ
ann(n) ≤ GΛ(n). (1.18)

Tâlâk tiks minçti svarîgâkie rezultâti empîriskâ procesa konverìences augðçjâs robeþas

noteikðanai.
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Teorçma 1.8. [15, 70. lpp] Pieòemsim, ka Q(z, α), α ∈ Λ ir indikator funkciju klase un

HΛ
ann(n) tâs atbilstoðâ rûdîtâ VC entropija. Tad ir spçkâ nevienâdîba

P

{
sup
α∈Λ
|
∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

n∑
i=1

Q(zi, α)| > ε

}
≤ 4e

(
HΛ
ann(2n)

n
−ε2

)
n
. (1.19)

Teorçma 1.9. [15, 70. lpp] Pieòemsim, ka Q(z, α), α ∈ Λ ir indikator funkciju klase un

HΛ
ann(n) tâs atbilstoðâ rûdîtâ VC entropija. Tad ir spçkâ nevienâdîba

P

sup
α∈Λ

∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

∑n
i=1Q(zi, α)√∫

Q(z, α)dF (z)
> ε

 ≤ 4e

(
HΛ
ann(2n)

n
− ε

2

4

)
n
. (1.20)

Ðîs robeþas ir netriviâlas (t.i. katram ε > 0 nevienâdîbas labâ puse tiecas uz 0, ja n tiecas

uz bezgalîbu) ja

lim
n→∞

HΛ
ann(n)

n
= 0.

Tâ kâ tehniski ir ïoti sareþìîti novçrtçt rûdîto VC entropiju un lîdz ar to arî visu nevie-

nâdîbas labâs puses izteiksmi, tad var pielietot nevienâdîbu starp rûdîto VC entropiju un

augðanas funkciju. Rezultâtâ iegûst sekojoðo.

Teorçma 1.10. [15, 72. lpp] Pieòemsim, ka Q(z, α), α ∈ Λ ir indikator funkciju klase un

GΛ(n) tâs atbilstoðâ augðanas funkcija. Tad ir spçkâ nevienâdîba

P

{
sup
α∈Λ
|
∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

n∑
i=1

Q(zi, α)| > ε

}
≤ 4e

(
GΛ(2n)

n
−ε2

)
n
. (1.21)

Teorçma 1.11. [15, 72. lpp] Pieòemsim, ka Q(z, α), α ∈ Λ ir indikator funkciju klase un

GΛ(n) tâs atbilstoðâ augðanas funkcija. Tad ir spçkâ nevienâdîba

P

sup
α∈Λ

∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

∑n
i=1Q(zi, α)√∫

Q(z, α)dF (z)
> ε

 ≤ 4e

(
GΛ(2n)

n
− ε

2

4

)
n
. (1.22)

Ðîs robeþas ir netriviâlas, ja

lim
n→∞

GΛ(n)

n
= 0.

Jâatzîmç, ka ja ðis nosacîjums nav spçkâ, tad eksistç varbûtîbu mçri F (z), kuriem vienâ-

dîba

P

{
sup
α∈Λ
|
∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

n∑
i=1

Q(zi, α)| > ε

}
= 0

nav spçkâ.
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Lai aptvertu ne tikai indikator funkciju klases, bet arî reâlu funkciju klases, nepie-

cieðams vispârinât minçtos rezultâtus. Lai pârnestu rezultâtus uz reâlu funkciju klasçm,

Vapnik [15] iesaka sekojoðu pieeju.

Pieòemsim, ka Q(z, α), α ∈ Λ ir reâlu funkciju kopa, kurai ir spçkâ

A = inf
α,z
Q(z, α) ≤ Q(z, α) ≤ sup

α,z
Q(z, α) = B,

kur A un B var bût bezgalîba. Vaïçju intervâlu (A,B) apzîmçsim ar B. No reâlo funkciju

kopas Q(z, α) konstruç indikatoru kopu:

I(z, α, β) = 1Q(z,α)≥β, α ∈ Λ, β ∈ B,

Dotai funkcijai Q(z, α∗) un dotai vçrtîbai β∗, indikators I(z, α∗, β∗) pieòem vçrtîbu 1

tâjâ apgabalâ, kur Q(z, α∗) ≥ β∗ un 0 tur, kur Q(z, α∗) < β∗.

Ja Q(z, α) ir indikator funkciju kopa, tad tâ sakrît ar indikatoru kopu I(z, α, β), β ∈

(0, 1). Balstoties uz ðo vispârinâjumu, tiek apskatîti trîs atseviðíi reâlu funkciju klaðu

gadîjumi.

Teorçma 1.12. [15, 74. lpp] Pieòemsim, ka A ≤ Q(z, α) ≤ B,α ∈ Λ ir reâlu, ierobeþotu

funkciju klase un HΛ,B
ann (n) tâs atbilstoðâ rûdîtâ entropija. Tad ir spçkâ nevienâdîba

P

{
sup
α∈Λ
|
∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

n∑
i=1

Q(zi, α)| > ε

}
≤ 4e

(
H

Λ,B
ann(2n)
n

− ε2

(B−A)2

)
n
. (1.23)

Teorçma 1.13. [15, 74. lpp] Pieòemsim, ka 0 ≤ Q(z, α) ≤ B,α ∈ Λ ir reâlu, ierobeþotu,

nenegatîvu funkciju klase un HΛ,B
ann (n) tâs atbilstoðâ rûdîtâ VC entropija. Tad ir spçkâ

nevienâdîba

P

sup
α∈Λ

∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

∑n
i=1Q(zi, α)√∫

Q(z, α)dF (z)
> ε

 ≤ 4e

(
H

Λ,B
ann(2n)
n

− ε2

4B

)
n
. (1.24)

Ievçrosim, ka ðie gadîjumi ir tieðs vispârinâjums no rezultâtiem indikator funkciju klasçm.

Treðais gadîjums ir nedaudz sareþìîtâks.

Teorçma 1.14. [15, 74. lpp] Pieòemsim, ka 0 ≤ Q(z, α), α ∈ Λ ir reâlu, nenegatîvu

funkciju klase un HΛ,B
ann (n) tâs atbilstoðâ rûdîtâ VC entropija un eksistç p > 2 tâds ka

gadîjuma lieluma ξα = Q(z, α) p-tais normalizçtais moments eksistç

mp(α) = p

√∫
Qp(z, α)dF (z).
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Tad ir spçkâ nevienâdîba

P

sup
α∈Λ

∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

∑n
i=1Q(zi, α)

p

√∫
Qp(z, α)dF (z)

> a(p)ε

 ≤ 4e

(
H

Λ,B
ann(2n)
n

− ε
2

4

)
n
, (1.25)

kur

a(p) =
p

√
1

2

(
p− 1

p− 2

)p−1

(1.26)

Visbeidzot pielietojot ðiem rezultâtiem sakarîbu starp rûdîto VC entropiju un pieauguma

funkciju iegûst, ka reâlu, ierobeþotu funkciju klasei A ≤ Q(z, α) ≤ B ir spçkâ nevienâdîba

P

{
sup
α∈Λ
|
∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

n∑
i=1

Q(zi, α)| > ε

}
≤ 4e

(
GΛ,B(2n)

n
− ε2

(B−A)2

)
n
, (1.27)

reâlu, ierobeþotu, nenegatîvu funkciju klasei 0 ≤ Q(z, α) ≤ B ir spçkâ nevienâdîba

P

sup
α∈Λ

∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

∑n
i=1Q(zi, α)√∫

Q(z, α)dF (z)
> ε

 ≤ 4e

(
GΛ,B(2n)

n
− ε2

4B

)
n

(1.28)

un reâlu, nenegatîvu funkciju klasei 0 ≤ Q(z, α), kurai eksistç p-tais nomalizçtais moments

un p > 2 ir spçkâ

P

sup
α∈Λ

∫
Q(z, α)dF (z)− 1

n

∑n
i=1Q(zi, α)

p

√∫
Qp(z, α)dF (z)

> a(p)ε

 ≤ 4e

(
GΛ,B(2n)

n
− ε

2

4

)
n
, (1.29)

kur GΛ,B(n) ir atbilstoðâs klases aguðanas funkcija.

1.4. Vapnika-Èervonenkis dimensija

Pçc pçdçjo gadu notikumiem ekonomikâ zinâtnieki aktîvâk sâkuði meklçt iespçjas pre-

cîzâk prognozçt ekonomisko procesu laikrindas. Papildus centieniem veikt prognozes pçc

iespçjas precîzâk, pçdçjos gados kâ svarîgs kritçrijs veiksmîgai darbîbai tiek virzîts modeïa

sareþìîtîbas novçrtçjums. Tas nozîmç, ka pat ja modelis strâdâ ïoti precîzi, tas nav derîgs

ja ir pârâk sareþìîts un prognozçðana prasa tik ilgu laiku, ka notikums jau ir bijis, bet

modeïa novçrtçðana vçl tikai notiek. McDonald, Shalizi un Shervish [16] piedâvâ jaunu

metodi, kurâ tiek mçìinâts atrast efektîvâko modeli gan precizitâtes, gan sareþìîtîbas

ziòâ vienlaicîgi. Ðajâ gadîjumâ modeïa sareþìîtîbas noteikðanai tiek izmantota Vapnika-

Èervonenkis dimensija, kâ arî tiek izmantoti iepriekðçjâ nodaïâ apskatîtie rezultâti modeïa

konverìences âtruma noteikðanai.
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Lai novçrtçtu iepriekðçjâ nodaïâ minçtâs nevienâdîbas, jâprot novçrtçt vai nu rûdîtâ

VC entropija, vai funkciju klases Q augðanas funkcija. Tomçr pastâv iespçja konverìences

âtrumu aproksimçt ar Vapnika-Èervonenkis dimensiju. Ðajâ nodaïâ tiks sniegta ðî jçdziena

definîcija, daþi rezultâti par to, kâ tâ saistâs ar funkciju klases augðanas funkciju G(n), kâ

arî algoritms Vapnika-Èervonenkis dimensijas (turpmâk tekstâ VC dimensija) analîtiskai

novçrtçðanai.

Iepriekðçjâ nodaïâ minçtajai augðanas funkcijai iespçjams noteikt augðçjo robeþu.

Teorçma 1.15. [15, 79. lpp] Jebkurai augðanas funkcijai ir spçkâ vienâdîba

GΛ(n) = n ln 2

vai arî tâ apmierina nevienâdîbu

GΛ(n) ≤ h
(
ln

n

h
+ 1
)
,

kur h ir tâds naturâls skaitlis, ka pie n = h

GΛ(h) = h ln 2,

GΛ(h+ 1) < (h+ 1) ln 2.

Izmantojot ðos rezultâtus, tiek definçta VC dimensija funkciju klasei Q(z, α).

Definîcija 1.17. [15, 79. lpp] Indikatora funkciju kopas Q(z, α), α ∈ Λ VC dimensija ir

galîga un vienâda ar skaitli h, ja tâs atbilstoðâ augðanas funkcija ir ierobeþota ar logarit-

misku funkciju ar koeficientu h. VC-dimensija ir bezgalîga, ja kopas augðanas funkcija ir

lineâra.

Kopâ ar ðo VC dimensijas definîciju Vapniks piedâvâ arî alternatîvu definîciju, kuru vieg-

lâk praktiski pielietot.

Definîcija 1.18. [15, 80. lpp] Indikatora funkciju kopas Q(z, α), α ∈ Λ VC dimensija ir

maksimâlais vektoru z1, ..., zh skaits, kuri var tikt sadalîti divâs apakðkopâs visos 2h veidos.

Ja to var izdarît katram naturâlam n, tad kopas Q(z, α) VC dimensija ir bezgalîga.

Lai no indikatora funkciju klasçm definîciju vispârinâtu uz reâlu funkciju klasçm, izmanto

lîdzîgu pieeju, kâ VC entropijas gadîjumâ.

Definîcija 1.19. [15, 80. lpp] Pieòemsim, ka A ≤ Q(z, α) ≤ B,α ∈ Λ ir reâlu funkciju

kopa, kura ierobeþota ar konstantçm A un B. Ðîs konstantes var pieòemt arî bezgalîgu
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1.4. att.: VC dimensija vektoriem plaknç ir vienâda ar 3, jo ir iespçjams saðíelt trîs vektorus, bet ne

èetrus. Piemçram labâs puses attçlâ vektorus z2 un z4 nav iespçjams atðíelt no pârçjiem ar indikator

funkciju.

vçrtîbu. Kopâ ar funkcijâm Q(z, α) aplûko arî indikatorus

I(z, α, β) = θ(Q(z, α)− β), α ∈ Λ, β ∈ (A,B), (1.30)

kur

θ(z) =

0 ja z < 0

1 ja z ≥ 0

. (1.31)

Lîdz ar to kopas Q(z, α) VC dimensija tiek definçta kâ atbilstoðâs indikatoru kopas VC

dimensija,

Piemçrs 1.6. Aplûkosim lineâru indikator funkciju kopu Q(z, α), n-dimensionâlâ koor-

dinâtu sistçmâ, t.i. z = (z1, ..., zn), α = (α1, ..., αn),

Q(z, α) = θ

(
n∑
p=1

αpzp + α0.

)
.

Ðîs funkciju kopas VC dimensija h = n+1, jo tieði tas ir maksimâlais vektoru skaits, kurus

var sadalît divâs apakðkopâs 2h veidos, izmantojot funkcijas no kopas Q(z, α). Mçdz arî

teikt, ka funkciju kopa Q(z, α) var saðíelt ne vairâk kâ n+ 1 vektoru no n-dimensionâlas

telpas. Attçlâ 1.4. redzams gadîjums, kad n = 2 - plaknç ar divdimensiju indikator

funkcijâm iespçjams saðíelt ne vairâk kâ 3 vektorus.

Piemçrs 1.7. Aplûkosim lineâru funkciju kopu Q(z, α), n-dimensionâlâ koordinâtu sis-

tçmâ, kur

Q(z, α) =
n∑
p=1

αpzp + α0, α1, ..., αn ∈ (−∞,∞).
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Arî ðîs funkciju kopas VC dimensija h = n+ 1, jo tâda ir atbilstoðâs indikatoru kopas VC

dimensija.

Piemçrs 1.8. Aplûkosim lineâru funkciju kopu

f(z, α) = θ(sinαz), α ∈ R.

Ðîs funkciju kopas VC dimensija ir bezgalîba. Piemçram, punktus

z1 = 10−1, ..., zn = 10−n

var saðíelt ar funkcijâm no ðîs kopas. Pieòemot, ka ir dota skaitïu virkne

δ1, ..., δn, δi ∈ (0, 1),

pietiek izvçlçties

α = π

(
n∑
i=1

(1− δi)10i + 1

)
.

Pçtot pieejamo literatûru nâcâs secinât, ka lai arî VC dimensija tiek plaði lietota

teorçtisku rezultâtu iegûðanâ vispârinâtâ gadîjumâ, daudz grûtâk ir to novçrtçt konkrçtam

modelim. Pat mûsdienâs tiek meklçti labâkie VC dimensijas novçrtçðanas algoritmi kâ

arî to optimâlie iestatîjumi, kuri tiks pieminçti vçlâk.

Aplûkosim Vapnika, Levina un Cuna piedâvâto VC dimensijas novçrtçðanas pieeju

[17]. VC dimensijas definîcijâ minçts, ka funkcijâm no kopas Q(z, α) jâsadala vektori

z1, ..., zh divâs daïâs 2h veidos. Mûsu mçríis ir novçrtçt h. Apzîmçsim vienu no daïâm ar

A un otru ar B. Apzîmçsim Q(z, α∗) = 0 ja z ∈ A un Q(z, α∗) = 1 ja z ∈ B. Parametrs

α∗ ðajâ gadîjumâ raksturo konkrçtu funkciju no kopas Q(z, α).

N reizes tiek atkârtotas tâlâk minçtâs darbîbas. Tiek definçts

X2n
i = zi1, ω

i
1, ; z

i
2, ω

i
2; ...; zi2n, ω

i
2n,

kur zi - gadîjuma vektoru izlase un ωi atbilstoðâ vektoru klase (ωij ∈ {0; 1}). Ar νn1 (X2n
i , α)

apzîmç kïûdaino klasifikâciju bieþumu pirmajiem n vektoriem, ðo bieþumu aprçíina

νn1 (X2n
i , α) =

1

n

n∑
j=1

|ωij − f(zij, α)|.

Lîdzîgi tiek novçrtçts klasifikâcijas kïûdu bieþums otrajiem n vektoriem

νn2 (X2n
i , α) =

1

n

2n∑
j=n+1

|ωij − f(zij, α)|.
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Mûs interesç starpîba starp ðiem kïûdu bieþumiem, ko apzîmçsim ar

ξ(Z2n
i ) = sup

α∈Λ
(νn1 (X2n

i , α)− νn2 (X2n
i , α)).

Balstoties uz ðâdu N reizes veiktu novçrtçjumu, tiek aprçíinâta vidçjâ atðíirîba starp

kïûdu bieþumiem izlaðu pirmajiem n un otrajien n vektoriem, respektîvi

ξ(n) =
1

N

N∑
i=1

ξ(Z2n
2 ).

Atkârtojot ðo procedûru daþâdiem n, iegûstam novçrtçjumu izlasi ξ(n1), ξ(n2), ..., ξ(nk).

Minçtajâ publikâcijâ [17] sniegts ðo kïûdu bieþumu starpîbas teorçtiskais novçrtçjums

E{sup
α∈Λ

(νn1 (X2n
i , α)− νn2 (X2n

i , α))} ≤


1, ja n/h ≤ 0.5

C1
ln(2n/h)+1

n/h
, ja 0.5 < n/h < g, g ir mazs

C2

√
ln(2n/h)+1

n/h
, ja n/h ir liels

.

Labâs puses izteiksmi iespçjams aproksimçt ar funkciju

Φ(τ) =

1, ja τ ≤ 0.5

a ln(2τ)+1
τ−k

(√
1 + b(τ−k)

ln(2τ)+1
+ 1
) ja τ ≥ 0.5,

kur τ = n/h. Funkcijai ir divi brîvi parametri a un b, parametrs k izvçlçts tâ, lai Φ(0.5) =

1. Publikâcijâ [17] ðie nezinâmie parametri ir novçrtçti: a = 0.16, b = 1.2 un k = 1.5.

Lîdz ar to VC dimensija funkcijâm Q(z, α) tiek meklçta kâ mazâkais naturâlais skaitlis

h∗, kurð nodroðina labâko saderîbu starp funkciju Φ(n/h) un iegûto izlasi no ξ(ni)

h∗ = argminh∈N

k∑
i=1

(ξ(nk)− Φ(ni/h))2.

Minçtos skaitïus n1, ..., nk sauc par dizaina punktiem un sâkotnçji var pieòemt, ka katrâ

no ðiem punktiem ìenerç N novçrojumus, lai novçrtçtu ξ(ni). Tomçr pastâv svarîgs

jautâjums - vai tieðâm visiem ni jâòem vienâdi N? Ðo jautâjumu ir aprakstîjuði Ðao,

Èerkaskis un Li 2000. gada publikâcijâ [18].

Tâlâko darbîbu mçríis ir samazinât starpîbu starp ξ(n) un Φ(n/h), minimizçjot vidçjo

kvadrâtisko klûdu

MSE = E(ξ(n)− Φ(n/h))2,

tâdçjâdi iegûstot labâku novçrtçjumu. Sâkotnçji òemam visiem ni vienâdus Ni un rîko-

jamies saskaòâ ar algoritmu
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1. Novçrtçjam MSE aktuâlajam modelim (sâkotnçji visi Ni sakrît);

2. Saranþçjam dizaina punktus n1, ..., nk pçc to ieguldîjuma novçrtçjumâ MSE. Dizaina

punkta ni ieguldîjums tiek novçrtçts

Ieguld(ni) = (MSE−i −MSE)/Ni,

kur MSE ir vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda visiem dizaina punktiem kopâ un MSE−i ir

vidçjâ kvadreâtiskâ kïûda, ja òem visus dizaina punktus, izòemot ni. Kad katram

dizaina punktam ieguldîjums ir sarçíinâts, tos sakârto augoðâ secînâ pçc ieguldîjuma

lieluma. Labâkais dizaina punkts ir ar vismazâko ieguldîjumu.

3. Pârnesam vienu novçrojumu no sliktâkâ dizaina punkta uz labâko un aprçíinam

MSE. Ja iegûts lielâks MSE, tad atgrieþas pie iepriekðçjâ varianta un pârceï novçro-

jumus no otrâ sliktâkâ uz otro labâko dizaina punktu, vçlâk ja nepiecieðams no treðâ

mazâkâ uz treðo lielâko utt. Procesu atkârto, kamçr iegûst mazâku MSE. Rezultâtâ

iegûto izmainîto novçrojumu skaita vektoru N∗1 , ..., N
∗
k nosauc par aktuâlo modeli.

4. Atkârto soïus 1.-3., lîdz tiek sasniegts kâds no kritçrijiem:

• visi dizaina punkti dod nepozitîvu ieguldîjumu

• visi dizaina punkti, kuri dod pozitîvu ieguldîjumu ir piesâtinâti, t.i. satur

vismaz 25% no kopçjiem novçrojumiem.
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2. Empîrisko procesu pielietojums

2.1. Empîrisko procesu pielietoðana testos

Empîriskajiem procesiem un empîrisko procesu teorijai ir daþâdi pielietojumi. Vistie-

ðâk empîrisko procesu var pielietot virzienâ, no kura tas ir cçlies un tie ir testi jeb hipotçþu

pârbaudes. Vispazîstamâkie ir testi par datu sadalîjuma funkcijas atbilstîbu kâdai teorç-

tiskai sadalîjuma funkcijai. Ðâds tests ir piemçram Krâmera-fon Mises kritçrijs.

H0 : X ∼ F (x) pret H1 : H0 nav spçkâ.

Pieòemsim, ka dota izlase neatkarîgu un vienâdi sadalîtu gadîjuma lielumu X1, ..., Xn

izlase ar teorçtisko sadalîjuma funkciju F (x). Veicam hipotçþu pârbaudi Krâmera-fon

Mises statistika definçta sekojoði:

ω2 =

∫ ∞
−∞

(Fn(x)− F (x))2dF (x).

Testa statistika T = nω2. Pie nosacîjuma, ka izpildâs hipotçze H0,

T →d

∫ ∞
−∞

(B(F (x))2)dF (x), kad n→∞.

Ðeit ar B apzîmç Brauna tiltu. Ja hipotçze H0 nav spçkâ, tad T → ∞, kad n → ∞.

Krâmera-fon Mises kritçriju var izmantot kâ alternatîvu plaði pazîstamajam Kolmogorova-

Smirnova statistikai (1.3)

Dn = sup
x
|Fn(x)− F (x)|.

Ðajâ gadîjumâ hipotçþu pârbaudç izmanto statistiku
√
nDn. Kâ redzams, testa statistika

ir ïoti lîdzîga vienkârðâkajam empîriskajam procesam un ja hipotçze ir spçkâ, tad
√
nDn →

supx |B(F (x))|, kad n→∞ un uz bezgalîbu ja H0 nav spçkâ.

Abas minçtâs testa statistikas var vispârinât uz divu izlaðu gadîjumu. Tomçr ir vçrts

apskatît arî nedaudz savâdâku pieeju. Pieòemsim, ka dotas divas neatkarîgu un vienâdi
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sadalîtu gadîjuma lielumu izlases X1, ..., Xn un Y1, ..., Ym attiecîgi ar sadalîjuma funkcijâm

F1 un F2. Veicam hipotçþu pârbaudi:

H0 : F1(x) = F2(x) pret H1 : F1(x) 6= F2(x).

1961. gadâ Vatsons [19][109. lpp] aprakstîjis statistiku, kuru mçdz saukt par U2 testu. Ðo

testu var izmantot kâ alternatîvu Krâmera-fon Mises statistikas divu izlaðu gadîjumam:

U2
n = n

∫ ∞
−∞

{
F1n(x)− F (x)−

∫ ∞
−∞

(F2m(y)− F (y))dF (y)

}2

dF (x).

Pielietojot empîrisko procesu teoriju, iegûst

U2
n →d

∫ ∞
−∞

{
B(F1(x))−

∫ ∞
−∞

(B(F2(y))dF (y)

}2

dF (x).

Iepriekð tika aplûkoti testi izlases sadalîjuma pçrbaudei, tomçr uz empîriskajiem procesiem

iespçjams balstît arî citus testus. Piemçram Krâmera-fon Mises testu var pârveidot par

sadalîjuma simetrijas testu [20]

H0 : F (x) = 1− F (−x) pret H1 : F (x) 6= 1− F (−x).

ω2 =

∫ ∞
−∞

(Fn(x)− (1− Fn(−x)))2dF (x).

Izteiksmi iespçjams pçrveidot sekojoði

ω2 =

∫ ∞
−∞

(
√
n(Fn(x)− F (x) + F (x)) +

√
n(Fn(−x)− F (−x) + F (−x))−

√
n)2dF (x)

lîdz ar to

ω2 →d

∫ ∞
−∞

(B(F (x)) +B(F (−x)) +
√
n(F (x) + F (−x)− 1))2dF (x).

Ja izpildâs hipotçze, tad izteiksme vienkârðojas uz integrâli pa divu neatkarîgu Brauna

tiltu summu.

ω2 →d

∫ ∞
−∞

(B(F (x)) +B(F (−x)))2dF (x).

Pretçjâ gadîjumâ treðais saskaitâmais tiecas uz bezgalîbu un integrâlis diverìç. Minç-

tajâ literatûras avotâ [20] pieminçti arî testi par vienâdu sadalîjuma likumu izlasç, kâ

arî neatkarîbas testi. Tie abi tiek definçti nedaudz pârveidojot Krâmera-fon Mises ω2

kritçriju.

Statistikas teorijâ tiek aplûkotas ne tikai vienkârðas hipotçzes, bet arî saliktas. Ðâ-

das ir hipotçzes par modeïiem, kuri iekïauj sevî parametru novçrtçðanu. Piemçram,

25



Kolmogorova-Smirnova testu ar parametru novçrtçðanu analizçjis Lilliefors [21] un ðâds

tests normalitâtes pârbaudei tiek saukts par Lilliefora testu. Parametru novçrtçðanas

gadîjumâ izmainâs statistika t.i. iegûst

sup
−∞<x<∞

|
√
n(Fn(x)− F (x, θ̂))|,

kur θ̂ - novçrtçtie parametri. Lîdz ar statistikas maiòu mainâs arî asimptotiskais sadalî-

jums. Piemçram N(µ, σ2) sadalîjumam θ̂ = {x, s2}, kur x ir vidçjâs vçrtîbas novçrtçjums

un s2 - dispersijas novçrtçjums. Izrâdâs, ka saliktu hipotçþu gadîjumâ konverìence uz

Brauna tiltu vairs nav spçkâ. To viegli pamatot ar Teilora rindas palîdzîbu. Fiksçtam x

ir spçkâ

Fn(x)− F (x, θ̂) = (Fn(x)− F (x, θ0))− (F (x, θ̂)− F (x, θ0)

= (Fn(x)− F (x, θ0))−
(

(θ̂ − θ0) ∂
∂θ
F (x, θ)|θ=θ0 + op(θ̂ − θ0)

)
.

No kurienes neko, ka

√
n(Fn(x)−F (x, θ̂)) =

√
n(Fn(x)−F (x, θ0))−

√
n(θ̂−θ0)

∂

∂θ
F (x, θ)|θ=θ0 +op(

√
n(θ̂−θ0)).

Rezultâtâ var secinât, ka saliktâs statistikas asimptotiskais sadalîjums ir atkarîgs no pa-

rametru novçrtçjumiem un pârbaudâmâs izlases sadalîjuma veida.

Îepriekð tika minçts, ka gan Krâmera-fon Mises, gan Kolmogorova-Smirnova testus var

izmantot divu izlaðu gadîjumâ. Tomçr ir arî cits veids kâ pârbaudît divu izlaðu sadalîjuma

funkciju vienâdîbu. Aplûkojam hipotçzi

H0 : F1(x) = F2(x) pret H1 : F1(x) 6= F2(x).

Definîcija 2.1. [22, 242. lpp.] Par varbûtîbu-varbûtîbu (P-P) grafiku sauc funkciju

F1(F−1
2 (t)), kur 0 < t < 1. Aizstâjot F1 un F2 ar to empîriskajâm versijâm, iegûst

empîrisko P-P grafiku.

Attçlâ 2.1. redzami daþi empîrisko un teorçtisko P-P grafiku salîdzinâjumu piemçri.

Empîriskais P-P grafiks tiks iegûts ìenerçjot gadîjuma izlases ar apjomu 100. Ja izlaðu

sadalîjuma likumi ir vienâdi, tad empîriskais P-P grafiks tuvs taisnei y = x. Ja izlaðu

sadalîjuma likumi ir no vienas klases, bet atðíiras matemâtiskâ cerîba, tad grafiks noliecas

virs vai zem diagonâles, atkarîbâ no tâ, vai otrâs izlases matemâtiskâ cerîba ir lielâka vai

mazâka par pirmâs izlases matemâtisko cerîbu. Ja izlaðu sadalîjuma likumi ir no vienas
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2.1. att.: Empîrisko un teorçtiskko P-P grafiku piemçri, sadalîjuma likumiem N(0, 1) pret N(µ, σ2).

Ìenerçto izlaðu apjomi n=100.

klases, bet atðíiras dispersija, grafiks tiek saspiests uz vidu. Palielinoties izlases apjomam

empîriskais P-P grafiks tiecas uz teorçtisko, lai pçtîtu ðo grafiku starpîbu pie daþâdiem

izlaðu apjomiem, to normç ar
√
n un iegûst empîrisko procesu divu izlaðu gadîjumâ.

Definîcija 2.2. [23, 28. lpp.] Par empîrisko P-P procesu sauc

PP (t) =
√
n(F1n(F−1

2m(t))− F1(F−1
2 (t))).

Ðo procesu var lietot gan divu izlaðu sadalîjuma funkciju vienâdîbas pârbaudei, gan arî

lai noteiktu doto izlaðu empîriskâ P-P grafika ticamîbas joslu. Ðajâ nodaïâ apstâsimies

pie pârbaudâmâs hipotçzes. Veicot ekvivalentus pârveidojumus var iegût, ka

sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t))| → sup

0<t<1
|B(n)(F1F

−1
2 (t))) +

√
n

m

f1(F−1
2 (t))

f2(F−1
2 (t))

B(m)(t))|,

kur B(n) un B(m) ir divi neatkarîgi brauna tilti, f1 un f2 ir attiecîgi izlaðu X un Y

teorçtiskâs blîvuma funkcijas. Pie nosacîjuma, ka izpildâs hipotçze H0, iegûst

sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t))| → sup

0<t<1
|(B(n)(F1F

−1
2 (t))) +

√
n

m
B(m)(t))|.
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2.2. att.: Nenoraidîtas un noraidîtas hipotçzes piemçri, konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas P-P

grafikiem. Izlaðu apjomi n = m = 100.

Ðâdam sadalîjumam var aprçíinât kritiskâs vçrtîbas un, konstruçt vienlaicîgâs ticamî-

bas joslas empîriskajam P-P grafikam. Hipotçze H0 tiek noraidîta, ja konstruçtâs joslas

neiekïauj taisni y = t, kur t ∈ [0, 1] kaut vienâ punktâ. Nenoraidîtas un noraidîtas

hipotçzes piemçrus var aplûkot attçlâ 2.2..

2.2. Empîriskâ procesa butstraps lokâcijas-skalçðanas

modelim

Vienkârðâkais veids, kâ aprçíinât kâdas statistikas kritiskâs vçrtîbas, ir Monte Carlo

simulâcijas. Simulâciju laikâ daudz reiþu tiek ìenerçtas gadîjuma izlases no zinâma sa-

dalîjuma un aprçíinâta interesçjoðâ statistika vai arî uzreiz tiek simulçts asimptotiskais

sadalîjums. Tomçr ðî metode nav izmantojama ja asimptotiskais sadalîjums atkarîgs no

datiem. Protams, veicot simulâcijas robeþsadalîjums tiks aproksimçts, tomçr to nevarçs

izmantot reâlu datu gadîjumâ, jo tad nebûs zinâms datu sadalîjums.

Lai apietu ðo problçmu statistikâ bieþi izmanto procedûru, ko sauc par bustrapoðanu.

Ðo metodi 1979. gadâ publicçjis Efrons [24]. Metodes galvenâ bûtîba ir tâ, ka paði dotie

dati tiek uzskatîti par teorçtisko sadalîjumu un jaunas gadîjuma izlases tiek ìenerçtas

no dotajiem datiem. Pçc tam ìenerçtajâm izlasçm aprçíina testa statistiku un nosaka

kritisko vçrtîbu daþâdiem ticamîbas lîmeòiem.

Kâ piemçru aplûkosim lokâcijas-skalçðanas modeli. Mûsu mçríis bûs veikt hipotçþu

pârbaudi par ðâda modeïa eksistenci starp divâm dotâm izlasçm. Sâkumâ tiks sniegtas

daþas definîcijas.
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Definîcija 2.3. [25] Starp divu izlaðuX1, ..., Xn un Y1, ..., Ym sadalîjuma funkcijâm pastâv

lokâcijas-skalçðanas modelis, ja

F1(x) = F2

(
x− µ
σ

)
, x ∈ R.

Ðo attiecîbu var izteikt arî ar kvantiïu funkcijâm

F−1
1 (t) = σF−1

2 (t) + µ, t ∈ [0, 1],

kur F1 un F2 attiecgâs izlaðu teorçtiskâs sadalîjuma funkcijas. Ievçrosim, ka veicot vien-

kârðo hipotçþu pârbaudi, t.i. fiksçjot konkrçtus parametrus µ un σ, tiek iegûts ïoti lîdzîgs

tests iepriekð aplûkotajai divu izlaðu sadalîjuma funkciju pârbaudei. Turklât jâpiemin, ka

statistikas asimptotiskais sadalîjums nav atkarîgs no tâ, kâdus µ un σ izvçlas. Tomçr no

parametru izvçles ir atkarîgs ðî modeïa atbilstoðais varbûtîbu-varbûtîbu grafiks, kurð ðajâ

gadîjumâ tiek definçts kâ F1(σF−1
2 (t) + µ).

Aplûkosim saliktu hipotçzi lokâcijas skalçðanas modelim

F1(x) = F2

(
x− µ̂
σ̂

)
, x ∈ R.

ðajâ gadîjumâ tâ bûs hipotçþu pârbaude par to, vai starp divâm dotâm izlasçm eksistç

lokâcijas-skalçðanas modelis. Pirmais solis, kas jâveic ir zinâmo parametru novçrtçðana.

Lokâcijas-skalçðanas modeïa gadîjumâ parametrus var novçrtçt sekojoði:

σ̂ =

∫ 1

0
F−1

1n (t)F−1
2m(t)dt−

∫ 1

0
F−1

1n (t)dt
∫ 1

0
F−1

2m(t)dt∫ 1

0
(F−1

2m(t))2dt− (
∫ 1

0
(F−1

2m(t)dt)2
,

µ̂ =

∫ 1

0

F−1
1n (t)dt− σ̂

∫ 1

0

F−1
2m(t)dt.

Ja izlaðu apjomi sakrît, novçrtçjumus var uzrakstît vienkârðâkâ formâ

σ̂ =
1
n

∑n
i=1 X(i)Y(i) − 1

n

∑n
i=1 Xi

1
n

∑n
i=1 Yi

1
n

∑n
i=1 Y

2
i − ( 1

n

∑n
i=1 Yi)

2
,

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi − σ̂
1

n

n∑
i=1

Yi,

kur X(i) un Y(i) - augoðâ secîbâ sakârtoti doto izlaðu elementi. Ðie novçrtçjumi iegûti

minimizçjot tâ saukto Mallova attâlumu, kurð aprakstîts publikâcijâ [25].

Definîcija 2.4. [25] Lokâcijas-skalçðanas modelim Mallova attâlums tiek definçts kâ

M(F1, F2) :=

∫ 1

0

(F−1
1 (t)− σF−1

2 (t)− µ)2dt.
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2.3. att.: Lokâcijas-skalçðanas empîriskâ procesa asimptotiskais sadalîjums. kreisajâ pusç - rezultâts, kas

iegûts ar butstrapa palîdzîbu, labajâ pusç - ar simulâciju palîdzîbu. Ìenerçtas izlases ar sadalîjumiem

N(0, 1) un N(1, 4) apjomâ 500, simulâciju un bustrapa skaits - 10000.

Pçc parametru novçrtçðanas, transformçjam otro izlasi

Ỹi = σ̂Yi + µ̂

un iegûstam vienkârðâk pierakstâmu hipotçþu pârbaudi:

H0 : F1(F̃−1
2 (t)) = t pret H1, F1(F̃−1

2 (t)) 6= t, t ∈ [0, 1].

Lai konstruçtu vienlaicîgâs ticamîbas joslas lokâcijas-skalçðanas modelim, var izmantot

statistiku

sup
0≤t≤1

|
√
n(F1n(F̃−1

2m(t))− F1(F̃−1
2 (t)))|,

kuras asimptotiskais sadalîjums ir

sup
0≤t≤1

∣∣∣∣B(n)(t) +

√
n

m
B(m)(t) +

√
nf2(F−1

2 (t))((µ̂− µ)− F−1
2 (t)(σ̂ − σ))

∣∣∣∣ .
Ar detalizçtu lokâcijas-skalçðanas modeïa empîriskâ procesa asimptotiskâ sadalîjuma izve-

dumu var iepazîties manâ diplomdarbâ [26]. Attçlâ 2.3. redzamas divas lokâcijas skalçða-

nas modeïa asimptotiskâ sadalîjuma histogrammas. Kreisajâ pusç redzama histogramma,

kura iegûta sâkotnçji simulçjot vienu izlaðu pâri un pçc tam ar bustrapa palîdzîbu aprçíi-

nâtas statistikas vçrtîbas, labajâ pusç redzams simulâciju rezultâts. Tika ìenerçti dati ar

sadalîjumiem N(0, 1) un N(1, 4) ar izlaðu apjomu 500. Bustraps un simulâcijas atkârtotas

10000 reiþu. Kâ redzams attçlâ, bustraps rada caurumus histogrammâ, galvenais iemesls

ir tâds, ka butstrapojot tiek izmantota dota izlase, kura satur ierobeþotu skaitu datu un

rezultâtâ nevar iegût nepârtrauktu sadalîjumu kâ tas ir simulâciju gadîjumâ, kur dati tiek

ìenerçti no nepârtraukta sadalîjuma.
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Ðî ir liela problçma, ja darbs ir ar reâliem datiem, jo tad nebûs iespçjams veikt si-

mulâcijas. Jâpiemin, ka bustrapa gadîjumâ bûtiski pieaug statistikas kritiskâ vçrtîba pie

jebkura ticamîbas lîmeòa, tâtad iegûstam plaðâkas ticamîbas joslas. Rezultâtâ mçs neva-

ram noteikt gadîjumus, kad lokâcijas-skalçðanas modelis tieðâm nav spçkâ. Lai izvairîtos

no ðâdas situâcijas, tiek izmantots gludinoðais bustraps. No jaunâkajâm publikâcijâm,

kur izmantots gludinoðais bustraps, var minçt Horvata publikâciju par vienlaic;igo tica-

mîbas joslu konstruçðanu ROC lîknçm [7]. Ideja par gludinoðâ butstrapa izmantoðanu

lokâcijas-skalçðanas modelim ir òemta tieði no minçtâs publikâcijas.

Gludinâtâ bustrapa idejas pamatâ ir empîriskas funkcijas gludinâðana ar kodolu fun-

kcijâm. Tâlâk nedaudz tiks aprakstîta pati gludinâðanas ideja. Pieòemsim, ka ir dota

izlase X1, ..., Xn, kur n - izlases apjoms.

Definîcija 2.5. Funkciju k : R→ R+ sauc par kodolu, ja:

1.
∫∞
−∞ k(u)du = 1;

2. ∀u k(−u) = k(u).

Bieþâk izmantotâs kodolfunkcijas:

1. Vienmçrîgais: k(u) = 1
2
I|u|≤1, kur I ir indikatorfunkcija;

2. Epaneènikova: k(u) = 3
4
(1− u2)I|u|≤1;

3. Gausa: k(u) = 1√
2π
e−

1
2
u2
. Mûsu apskatîtajâ piemçrâ nepiecieðams gludinât gan izlaðu

sadalîjuma funkcijas, gan kvantiïu funkcijas.

Definîcija 2.6. [27, 684. lpp] Pieòemsim, ka k ir kodols un h - joslas platums, tad par

gludinâto blîvuma funkciju sauc funkciju

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

k

(
x−Xi

h

)
.

Definîcija 2.7. Pieòemsim, ka K(x) =
∫ x
−∞ k(u)du,kur −∞ < x <∞ tad par gludinâto

sadalîjuma funkciju sauc funkciju

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
.

Definîcija 2.8. Pieòemsim, ka F̂n(x) ir gludinâtâ sadalîjuma funkcija, tad par gludinâto

kvantiïu funkciju sauc

F̂−1
n (t) := inf{x : F̂n(x) ≥ t},

kur t ∈ (0; 1).
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Atgriezîsimies pie piemçra ar lokâcijas-skalçðanas modeli un atcerçsimies ðî modeïa

atbilstoðo empîrisko procesu:

sup
0≤t≤1

|
√
n(F1n(F̃−1

2m(t))− F1(F̃−1
2 (t)))|.

Kâ redzams, tiek pçtîta starpîba starp empîrisko un teorçtisko varbûtîbu-varbûtîbu gra-

fiku. Ja mçs pielietojam parasto neparametrisko bustrapu, tad patiesîbâ ðis process iz-

mainâs uz ðâdu:

sup
0≤t≤1

|
√
n(F ∗1n(F̃ ∗−1

2m (t))− F1n(F̃−1
2m(t)))|,

kur F ∗1n un F ∗2m ir no izlasçm ar empîriskajâm sadalîjuma funkcijâm attiecîgi F1n un F2m

bustrapoto izlaðu sadalîjuma funkcijas. Tas nozîmç, ka mçs vairs nesalîdzinâm teorçtisko

sadalîjuma funkciju un kâdas izlases empîrisko sadalîjuma funkciju, bet gan divas empîris-

kâs sadalîjuma funkcijas un tâdâ situâcijâ empîrisko procesu rezultâti vairs nav spçkâ un

patiesîbâ mçs pat nevaram pateikt, kâds ðâdai statistikai bûs asimptotiskais sadalîjums.

Tâ kâ praksç mçs nekad nezinam dotâs izlases teorçtisko sadalîjuma funkciju, varam

pielietot gludinâðanas metodes ðîs paðas izlases epmîriskajai sadalîjuma funkcijai un iegûto

gludo funkciju pasludinât par îsto teorçtisko sadalîjuma funkciju. Precizitâte, protams,

bûs atkarîga no izlases apjoma. Nâkoðais solis ir palîgizlaðu bustrapoðana no gludinâtajâm

funkcijâm un tâlak jau seko statistikas aprçíinâðana un ticamîbas joslu konstruçðana.

Pieòemsim, ka dotas divas izlases X1, ., Xn un Y1, ..., Yn. Gludinâtâ bustrapa metodes

realizâcijas algoritms lîdz ar to ir sekojoðs:

1. no dotajiem datiem iegûstam nogludinâtas sadalîjuma funkcijas F̂1n un F̂2m;

2. ìenerçjam neatkarîgu izlaðu pâri ξ1, ..., ξn, η1, ..., ηn no sadalîjuma U(0, 1);

3. ar inversâs transformâcijas palîdzîbu iegûstam îstâs bustrapotâs izlasesX∗i = F̂−1
1n (ξi),

Y ∗i = F̂−1
2n (ηi);

4. veicam parametru novçrtçðanu un transformâciju butstrapotajâm izlasçm;

5. aprçíinam testa statistiku, kura ðajâ gadîjumâ ir

sup
0≤t≤1

∣∣∣∣√n(F̂ ∗1n(
˜̂
F
∗−1

2m (t))− F̂1n(
˜̂
F
−1

2n (t)))

∣∣∣∣
6. atkârtojam darbîbas 2− 5 un aprçíinam statistikas kritisko vçrtîbu pie fiksçta tica-

mîbas lîmeòa.

32



2.4. att.: Lokâcijas-skalçðanas empîriskâ procesa asimptotiskais sadalîjums. kreisajâ pusç - rezultâts,

kas iegûts ar gludinoðâ butstrapa palîdzîbu, labajâ pusç - ar simulâciju palîdzîbu. Ìenerçtas izlases ar

sadalîjumiem N(0, 1) un N(1, 4) apjomâ 500, simulâciju un bustrapa skaits - 10000.

Horvats publikâcijâ par ROC lîknçm [7] ir pierâdîjis, ka empîriskam procesam, kurâ iz-

mantots gludinoðais butstraps, asimptotiskais sadalîjums sakrît sadalîjumu, ko iegûstam

veicot Monte Carlo simulâcijas. Lîdzîgi kâ gadîjumâ ar parasto neparametrisko butstrapu,

varam konstruçt histogrammu jaunajam empîriskajam procesam un salîdzinât to ar asim-

ptotisko sadalîjumu. Salîdzinâjumam apskatîsim kritiskâs vçrtîbas lokâcijas-skalçðanas

modeïa vienlaicîgo ticamîbas joslu konstrukcijai. Vienkârðas hipotçzes gadîjumâ aplûko-

sim, kas tiek iegûts butstrapojot asimptotisko sadalîjums, veicot simulâcijas, veicot pa-

rasto un gludinoðo butstrapu, saliktas hipotçzes gadîjumâ aplûkosim simulâcijas, parasto

un gludinoðo butstrapu. Kâ redzams tabulâ 2.1. Monte Carlo simulâcijas dod vistuvâko

rezultâtu asimptotiskajam sadalîjumam un labu novçrtçjumu iegûstam arî ar gludinâtâ

butstrapa palîdzîbu. Kâ jau iepriekð bija redzams histogrammâs, parastais neparametris-

kais butstraps ðajâ situâcijâ dod sliktus rezultâtus. Tabulâ 2.2. redzama ðî pati analîze

saliktas hipotçzes gadîjumâ. Ðoreiz mçs nevaram precîzi pateikt, kâdas vçrtîbas dod asim-

ptotiskais sadalîjums, tomçr varam izmantot faktu, ka Monte Carlo simulâcijas dod tuvu

rezultâtu teorçtiskajam un salîdzinât butstrapa metodes attiecîbâ pret simulâcijâm. Arî

ðajâ gadîjumâ gludinâtais butstraps ir daudz labâks par parasto neparametrisko butstra-

pu. Ðajâ nodaïâ tika apskatîts tikai lokâcijas-skalçðanas modelis, tomçr lîdzîgu analîzi

var veikt jebkuru empîrisko procesu gadîjumâ.
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2.1. tabula: Kritiskâs vçrtîbas lokâcijas-skalçðanas empîriskajam procesam vienkârðas hipotçzes gadîjumâ

izlasçm ar apjomu n=500

Metode 90% 95% 99%

Asimptotiskais sadalîjums 1.70 1.89 2.27

Monte Carlo simulâcijas 1.69 1.87 2.27

Parastais butstraps 2.05 2.23 2.68

Gludinâtais butstraps 1.73 1.93 2.32

2.2. tabula: Kritiskâs vçrtîbas lokâcijas-skalçðanas empîriskajam procesam saliktas hipotçzes gadîjumâ

izlasçm ar apjomu n=500

Metode 90% 95% 99%

Monte Carlo simulâcijas 1.15 1.24 1.45

Parastais butstraps 1.43 1.56 1.79

Gludinâtais butstraps 1.18 1.24 1.47

2.3. Empîriskie procesi daþâdu modeïu novçrtçðanas

problçmu risinâðanâ

Kâ iepriekð tika minçts, empîriskos procesus var izmatot hipotçþu pârbaudei un nepie-

cieðamîbas gadîjumâ iespçjams tos butstrapot. Tomçr tas nav vienîgais empîrisko procesu

pielietoðanas veids. Reizçm lai nokïûtu lîdz kâdam rezultâtam empîrisko procesu teoriju

var izmantot kâ rîku starprezultâtu pierâdîðanai. Ðajâ nodaïâ tiks aplûkoti gadîjumi, kad

empîriskais process izmantots kâda modeïa novçrtçðanâ.

Piemçrs 2.1 (Empîriskais process GARCH(1,1) modelim).

Definîcija 2.9. [28] Modelis GARCH(1,1) (angliski - Generalized AutoRegresive Condi-

tional Heteroscedasticity) tiek uzdots sekohojoði:

yk = σkεk, σ
2
k = α + βy2

k−1 + γσ2
k−1, k ∈ Z,

kur εk ie neatkarîgi, vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkcijuG(x), Eε21 = 1

un a = (α, β, γ) ir vektors no nezinâmiem parametriem, α, β, γ > 0 un β + γ < 1. Pie

ðâdiem nosacîjumiem eksistç viens unikâls, stacionârs un ergodisks atrisinâjums yk.
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Sekojoðais rezultâts minçts Vjazilova [28] publikâcijâ, kura veltîta GARCH(1,1) pro-

cesa parametru novçrtçðanai.

Teorçma 2.1. [25][990. lpp] Pieòemsim, ka y0, y1, ..., yn ir novçrojumi stacionâram atri-

sinâjumam un

σ2
k = t1 + t2y

2
k−1 + t3σ

2
k−1, εk :=


yk
σk(t)

ja σ2
k(t) > 0

1 ja σ2
k(t) ≤ 0

, k = 1, ..., n,

kur t = (t1, t2, t3) ∈ R3 un σ0 ≡ 0. Ievieð atlikumu empîrisko procesu

Un(x, t) :=
√
n

k∑
k=1

f(ŷk−1; t)1εk(t)≤x, Un(x) :=
√
n

k∑
k=1

f(ŷk−1; a)1εk(t)≤x,

kur yk = (..., yk−1, yk), ŷk = (..., 0, y0, ..., yk). Ja izpildâs sekojoði nosacîjumi:

• G(x) ir stingri monotona kopâ {x ∈ R : 0 < G(x) < 1};

• eksistç diferencçjama blîvuma funkcija g(x) = G′(x) un supx∈Rx2|g(x)| <∞;

• E|f(y1; a)|4 <∞ un
√
n
∑n

k=1 |f(yk; a)− f(ŷk; a)| = op(1);

• eksistç ḟ = ∂f/∂ti, eksistç E||ḟ(y1; a)||2 < ∞, n−1
∑n

k=1 ||ḟ(yk; a) − ḟ(ŷk; a)|| =

op(1), ||ḟ(y; t) − ḟ(y; a)|| ≤ H(y, a)||t − a||, kur t ir kâdâ punkta a apkârtnç,

EH(y1, a) <∞ un supk∈NEH(ŷ1, a) <∞, ||.|| ir Eiklîda norma.

Tad ir spçkâ

sup
x∈R,||t||≤T

|Un(x, a+
√
nt−Un(x)−1

2
xg(x) 〈E|f(y1; a)e(y1; a)|, t〉−G(x)

〈
Eḟ(y1; a), t

〉
| = op(1),

visiem 0 ≤ T <∞, kad n→∞, kur

e(y; a) :=

(
1

(1− γ)σ2(y; a)
,
Y (y, γ)

σ2(y; a)
,
Z(y, a)

σ2(y; a)

)
,

Y (yk, γ) :=
∑∞

m=0 γ
my2

k−m, σ
2(yk; a) := α/(1−γ)+βY (yk; γ), Z(yk; a) :=

∑∞
m=0 γ

mσ2(yk−m−1; a).

Piemçrs 2.2 (Ilglaicîgâs un îslaicîgâs atmiòas laiktindu atlikumu empîriskais process).

Aplûkojam laikrindu {yt}, kuru ìenerç modelis

yt = β′Xt + εt un εt =
∞∑
i=0

aiei−1,

35



kurXt ir p-dimensionâlu laikrindu virkne, kura mçrojama attiecîbâ pret Ft−1 = σ(εt−1, εt−2, ..)

vai ir neatkarîga no {εt}. Koeficienti ai apmierina nosacîjumus
∑∞

i=0 ai < ∞, a0 = 1 un

ak = kH−3/2L0(k) kâdai lçni variçjoðai funkcijai L0 ar H < 1. Kâ arî εt ir neatkarîgu un

vienâdi sadalîtu gadîjuma lielumu virkne ar vidçjo vçrtîbu 0 un σ2
e = Ee2

t <∞.

Definîcija 2.10. [29] Process εt ir ar ilglaicîgu atmiòu ja H ∈ (1/2, 1) un ar îslaicîgu

atmiòu ja H < 1/2. Èans un Lings 2008. gada publikâcijâ [29] aplûko empîriskos

procesus abos gadîjumos, tâlâk tiks aprakstîti rezultâti no minçtâs publikâcijas.

Aplûkojam gadîjumu H ∈ (1/2, 1) un definçjam

Kn(x) =
1

σn

n∑
i=1

[1εt≤x − F (x)|,

kur σ2
n = var(

∑n
i=1 εt) un F (x) ir εt teorçtiskâ sadalîjuma funkcija.

Teorçma 2.2. Ir spçkâ sakarîba

sup
x∈R

∣∣∣∣∣Kn(x) +
1

σn
F ′(x)

n∑
i=1

ε)t

∣∣∣∣∣ = o(1) g.d.,

σ2
n/k(H)n2HL2

0(n)→ 1, kad n→∞ un σ−1
n

n∑
i=1

→d N(0, 1),

kur k(H) =
∫∞

0
(x+ x2)H−3/2dx.

No ðî rezultâta izriet

[sup
x∈R

F ′(x)]−1 sup
x∈R
|Kn(x)| →d N(0, 1), ja sup

x∈R
|F ′(x)| <∞.

Uzliekot modelim daudz komplicçtâkus nosacîjumus, iespçjams iegût rezultâtu arî pie

H < 1/2 un H = 1/2. Vçl minçtajâ publikâcijâ aplûkoti atlikumu empîriskie procesi

nestabiliem AR(p) modeïiem. Tomçr laikrindas nav vienîgie modeïi, kuriem tiek pçtîts

atlikumu lglaicîgâs atmiòas empîriskais process, to var veikt arî regresijas modeïiem un

ðajâ virzienâ publikâciju þurnâlam Annals of Statistics ienieguði Kuliks un Loreks [30].

Iepriekðçjos piemçros tika aplûkoti modeïi, kuros empîriskais process nekonverìç uz

Brauna tiltu. Tomçr atcerçsimies kâ konverìence uz Brauna tiltu ir raksturîga tikai tiem

empîriskajiem procesiem, kuriem ir spçkâ Donskera Teorçma 1.2. Turpmâkajos piemç-

ros aplûkosim gadîjumus, kad tieðâm statistikas asymptotiskais sadalîjums ir saistîts ar

Brauna tiltu. Tiks aplûkotas daþas hipotçþu pârbaudes un lai gan ðâds pielietojums jau

tika aprakstîts vienâ no iepriekðçjâm nodaïâm, ðie piemçri îpaði interesanti ir tâdçï, ka

tie apkopo empîriskos procesus un empîriskâs ticamîbas modeïiem. Rezultâtâ tiek iegûts

empîriskâs ticamîbas modeïa novçrtçjums ar empîrisko procesu metodi.
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Piemçrs 2.3. [31][268. lpp] Aplûkojam neatkarîgu un vienâdi sadalîtu gadîjuma lielu-

mu izlasi X1, ..., Xn un pârbaudam hipotçzi H0 : F (x) = F0(x), kur F0(x) ir zinâma,

nepârtraukta sadalîjuma funkcija. Definçjam lokalizçto empîriskâs ticamîbas attiecîbu

R(x) =
supx

{
L(F̃ ) : F̃ = F0(x)

}
supx

{
L(F̃ )

} ,

kur L(F̃ ) =
∏n

i=1(F (Xi) − F̃ (Xi−)). Empîriskâ sadalîjuma funkcija Fn atbilst suprç-

mam saucçjâ un suprçms skitîtâjâ atbilst situâcijai, kad tiek uzlikti svari F0(x)/(nFn(x))

visiem novçrojumiem lîdz X un to ieskaitot un svari (1 − F0(x)/(n(1 − Fn(x))) visiem

novçrojumiem aiz x. No tâ seko

logR(x) = nFn(x)log
F0(x)

Fn(x)
+ n(1− Fn(x))log

1− F0(x)

1− Fn(x)
,

un izmantojot to, ka 0 < F0(x) < 1, iegûst

−2logR(x) =
n(Fn(x)− F0(x))2

F0(x)(1− F0(x))
+ op(1)→d χ

2
1,

ja ir spçkâ H0.

Integrçjot ðo izteiksmi attiecîbâ pret F0, iegûst statistiku

Tn = −2

∫ ∞
−∞

logR(x)dF0(x)→d

∫ 1

0

B2(t)

t(1− t)
dt,

kur B - Brauna tilts.

Piemçrs 2.4. [31][270. lpp] Aplûkosim testu par simetriju. H0 : F (−x) = 1 − F (x−),

katram x > 0. Lîdzîgi kâ iepriekðçjâ piemçrâ, tiek definçta lokâlâ ticamîbas attiecîba

R(x) =
supx

{
L(F̃ ) : F̃ (−x) = 1− F̃ (x−)

}
supx

{
L(F̃ )

} , x > 0.

Var pierâdît, ka

logR(x) = nFn(x)log
Fn(−x) + 1− Fn(x−)

2Fn(−x)
+ n(1− Fn(x−))log

Fn(−1) + 1− Fn(x−)

2(1− Fn(x−))
.

Sekojoðs rezultâts ir spçkâ

Teorçma 2.3. [31][270. lpp] Ja F ir nepârtraukta sadalîjuma funkcija un ir spçkâ hipotçze

par simetriju, tad

Tn = −2

∫ ∞
0

logR(x)d {Fn(x)− Fn(−x)} →d

∫ 1

0

W 2(t)

t
dt,
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kur W -standarta Brauna kustîba jeb standarta Vînera process. Minçtajâ publikâcijâ ar

lîdzîgu pieeju risinâtas problçmas testam par neatkarîbu kâ arî par eksponencialitâti.

Lîdz ðim tika aplûkoti piemçri empîriskajiem procesiem, kad tie tiecas uz citu sadalî-

jumu - ne Brauna tiltu, kâ arî gadîjumus, kad rezultâtâ tiek iegûta izteiksme, kura satur

Brauna tiltu vai Brauna kustîbu. Nobeigumâ jâmin, ka liela daïa rezultâtiem, kas sa-

stopami van de Gîras grâmatâ [14], iegûti izmantojot tieði Vapnika-Èervonenkis teoriju

un entropijas rezultâtus. Minçtajâ grâmatâ galvenâ uzmanîba vçrsta uz novçrtçjumu

konverìences âtrumu.

Lai gan lielâkâ daïa ðâda tipa testu iegûta 20. gadsimta otrajâ pusç, tomçr jaunu

testu izveide joprojâm turpinâs. Nesen 2011. gadâ izveidots uz empîrisko procesu pieejas

balstîts tests procesa stacionaritâtes pârbaudei [32]. Tiek definçts mçrs, lai novçrtçtu

attâlumu no stacionaritâtes:

D := sup(v,ω)∈[0,1]2|D(v, ω)|,

kur

D(v, ω) :=
1

2π
(

∫ v

0

∫ πω

0

f(u, λ)dλdu− v
∫ πω

0

∫ 1

0

f(u, λ)dudλ),

kur f(u, λ) apzîmç laikâ mainîgo spektrâlo blîvumu. D ir 0, ja process ir stacionârs.

38



Nobeigums

Izstrâdâjot maìistra darbu tika iepazîta metriskâs un Vapnika-Èervonenkis entropi-

jas teorija kâ arî to pielietojumi. Vapnika-Èervonenkis teorija mûsdienâs ir ïoti svarîga

daþâdu modeïu sareþìîtîbas novçrtçðanâ un to lieto arî ârpus empîrisko procesu teori-

jas, piemçram, ïoti plaðs VC teorijas pielietojums ir maðînu mâcîðanas teorijâ. Varçtu

pat teikt, ka ðîs teorijas pielietojums saistîbâ ar empîriskajiem procesiem ir sava veida

speciâlgadîjums.

Diemþçl VC teorijai pat mûsdienâs ir vairâk teorçtisks nekâ praktisks pielietojums. ðo

situâciju raksturo, piemçram, centieni empîriski novçrtçt VC dimensiju. Ðajâ darbâ gan

tika sniegts algoritms VC dimensijas novçrtçðanai, tomçr joprojâm notiek aktîvi pçtîjumi,

kâ to uzlabot.

Jâpiemin, ka viena no svarîgâkajâm ðâ darba sastâvdaïâm ir empîrisko procesu butstra-

pa pçtîjums kâ arî iegûtais rezultâts, ka parastais neparametriskais butstraps empîrisko

procesu gadîjumâ var nestrâdât un nepiecieðams pielietot gludinoðo butstrapu. Kâ pie-

mçru var minçt aplûkoto lokâcijas-skalçðanas modeli, kuram neparametriskais bustraps

deva lielâkas kritiskâs vçrtîbas nekâ gludinâtais butstraps. Ðis faksts ir ïoti svarîgs, jo

empîrisko procesu asimptotiskie sadalîjumi mçdz bût ïoti sareþìîti un vienîgais veids, kâ

tos novçrtçt no datiem var izrâdîties tieði bustraps.
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A Pielikums

A1. R kods Brauna tilta un Brauna kustîbas realizâ-

ciju iegûðanai

#Lai realiz ētu brauna tilta un Brauna kust ības simul ācijas, nepieciešams
#programm ā R iel ādēt bibliot ēku e1071

##Att ēla 1.1. ieg ūšan ā izmantotas komandas

# Brauna tilta realiz ācijas

n<-1000
t <-seq ( 0, 1, length=n )
plot ( t , rbridge ( 1, n), "l" , ylim=c ( - 2, 2), xlab= "" , ylab= "" )
points ( t , rbridge ( 1, n), "l" , ylim=c ( - 2, 2), col= "blue" )
points ( t , rbridge ( 1, n), "l" , ylim=c ( - 2, 2), col= "green" )
Up<-2*sqrt ( t* ( 1-t ))
Low<--Up
points ( t , Up, "l" )
points ( t , Low, "l" )

# Brauna kust ības realiz ācijas

plot ( t , rwiener ( 1, n), "l" , ylim=c ( - 2, 2), xlab= "" , ylab= "" )
points ( t , rwiener ( 1, n), "l" , ylim=c ( - 2, 2), col= "blue" )
points ( t , rwiener ( 1, n), "l" , ylim=c ( - 2, 2), col= "green" )
Up<-2*sqrt ( t )
Low<--Up
points ( t , Up, "l" )
points ( t , Low, "l" )
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A2. R kods empîrisko procesu piemçru sagatavoðanai

# Attēlā 1.2. redzmie piemēri tika iegūti ar zemāk redzamo komandu palīdzību

n<-1000  #izlases apjoms, kuru var mainīt
x<-runif(n)  #ģenerē izlasi
X<-seq(min(x),max(x),by=0.0001)
XX<-ecdf(x)# novērtē empīrisko sadalījuma funkciju
#empīriskā procesa grafiks

#Attēlā 1.3. redzamie empīriskā kvantiļu procesa grafiki iegūti, izmatojot
#zemāk redzamās komandas. Katrai izlasei kostruēts standarta empīriskais
#proess un koriģētais.

# U(0,1) sadalīta izlase

n<-500  #izlases apjoms
x<-runif(n)  #ģenerētā izlase
T<-seq(0.001,0.999,by=0.0001)

plot(T,sqrt(n)*(qunif(T)-quantile(x,probs=T,type=1)),cex=0.2,
xlab=bquote(paste(n==.(n),"; sadalījums U(0,1)")),ylab="",cex.lab=2,type="l")

plot(T,dunif(qunif(T))*sqrt(n)*(qunif(T)-quantile(x,probs=T,type=1)),cex=0.2,

# N(0,1) sadalīta izlase

n<-500  #izlases apjoms
x<-rnorm(n)  #ģenerētā izlase
T<-seq(0.001,0.999,by=0.0001)

plot(T,sqrt(n)*(qnorm(T)-quantile(x,probs=T,type=1)),cex=0.2,
xlab=bquote(paste(n==.(n),"; sadalījums N(0,1)")),ylab="",cex.lab=2,type="l")

plot(T,dnorm(qnorm(T))*sqrt(n)*(qnorm(T)-quantile(x,probs=T,type=1)),cex=0.2,

# Exp(1) sadalīta izlase

n<-500  #izlases apjoms
x<-rexp(n)  #ģenerētā izlase
T<-seq(0.001,0.999,by=0.0001)

plot(T,sqrt(n)*(qexp(T)-quantile(x,probs=T,type=1)),cex=0.2,
xlab=bquote(paste(n==.(n),"; sadalījums Exp(1)")),ylab="",cex.lab=2,type="l")

plot(T,dexp(qexp(T))*sqrt(n)*(qexp(T)-quantile(x,probs=T,type=1)),cex=0.2,
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A3. R kods bustrapa metoþu salîdzinâðanai lokâcijas-

skalçðanas empîriskajam procesam

#Simul ācijas lok ācijas-skal ēšanas mode ļa emp īriskajam procesam

PP_simul <-function( n){
x<-rnorm ( n, 0, 1)
y<-rnorm ( n, 1, 2)

#atkar ībā no t ā, vai tiek veikta vienk ārš ā vei salikt ā hipot ēžu p ārbaude,
#parametrus attiec īgi uzdod vai nov ērt ē

s<-( mean( sort ( x) *sort ( y)) -mean ( x) *mean( y)) / ( mean( y^ 2) -mean ( y) ^2)
m<-mean( x) -s*mean ( y)
#s<-0.5
#m<- -0.5
y<-y*s+m #veic otr ās izlases transform āciju

XX<-ecdf ( x)
T<-seq ( 0, 1, length= 1000 )
rez <-XX( quantile ( y, T, type= 1))

#plot(T,rez,type="s")
#points(t,p,type="l",lwd=2,col="blue")

return( rez )
}
T<-seq ( 0, 1, length= 1000 )
p<-T
#Simul ācijas

N<-10000
n<-500
R<-replicate ( N, sqrt ( n) *max( abs ( PP_simul ( n) -p )))

sort ( R)[ c( 0.9 , 0.95 , 0.99 ) *N]

hist ( R, breaks=sqrt ( N), main= "Teor ētisk ā statistikas histogramma" , xlab= "" ,
ylab= "Biežums" , col= "grey" , cex.lab= 1.2 )
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# Neparametrisk ā bustrapa metode lok ācijas skal ēšanas modelim

PP_boot <-function( x, y){

XX<-ecdf ( x)

#atkar ībā no t ā, vai tiek veikta vienk ārš ā vei salikt ā hipot ēžu p ārbaude,
#parametrus attiec īgi uzdod vai nov ērt ē

s<-( mean( sort ( x) *sort ( y)) -mean ( x) *mean( y)) / ( mean( y^ 2) -mean ( y) ^2)
m<-mean( x) -s*mean ( y)
#s<-0.5
#m<- -0.5
y<-y*s+m
T<-seq ( 0, 1, length= 1000 )
rez <-XX( quantile ( y, T, type= 1))
#plot(T,rez,type="s")
#points(t,p,type="l",lwd=2,col="blue")
return( rez )
}

#Empīriskais PP-grafiks
N<-500
x<-rnorm ( N, 0, 1)
y<-rnorm ( N, 1, 2)
t <-seq ( 0, 1, length= 1000 )
XX<-ecdf ( x)

#atkar ībā no t ā, vai tiek veikta vienk ārš ā vei salikt ā hipot ēžu p ārbaude,
#parametrus attiec īgi uzdod vai nov ērt ē

s<-( mean( sort ( x) *sort ( y)) -mean ( x) *mean( y)) / ( mean( y^ 2) -mean ( y) ^2)
m<-mean( x) -s*mean ( y)
#s<-0.5
#m<- -0.5
Y<-y*s+m
p<-XX( quantile ( Y, t , type= 1))
plot ( p, t )

#Butstraps

N<-10000  #butstrapa reižu skaits
n<-500    # butstrapoto izlašu apjoms

R<-replicate ( N, sqrt ( n) *max( abs ( PP_boot ( sample ( x, n, replace= TRUE), sample ( y, n,
replace= TRUE)) -p )))
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# Gludin ār ā butstrapa metode lok ācijas skal ēšanas emp īriskajam procesam

K<-function( x, X, h, t ){
#x-punkts
#X-izlase
mean( pnorm (( x-X ) /h , 0, 1)) -t
}
K<-Vectorize ( K, vectorize.args= "x" )

Uroot <-function( X, h, t ){
if ( t< 1/ 10^9){ t <-1/ 10^9}
if ( t> 1- 1/ 10^9){ t <-1- 1/ 10^9}
uniroot ( K, c( - 10^6, 10^6), X, h, t ) $root
}
Uroot <-Vectorize ( Uroot , vectorize.args= "t" )

inv <-function( u, X){
k<-length ( X[ X[, 2] <u, 2])
if( k==0){ x<-X[ 1, 1]}
else
{ x<-X[ k, 1]}
}
inv <-Vectorize ( inv , vectorize.args= "u" )

PP_sm_boot <-function( n, X, Y){
u<-runif ( n, 0, 1)
v<-runif ( n, 0, 1)
x<-inv ( u, X)
y<-inv ( v, Y)

s<-( mean( sort ( x) *sort ( y)) -mean ( x) *mean( y)) / ( mean( y^ 2) -mean ( y) ^2)
m<-mean( x) -s*mean ( y)
#s<-0.5
#m<--0.5
y<-y*s+m
XX<-ecdf ( x)
T<-seq ( 0, 1, length= 1000 )
rez <-XX( quantile ( y, T, type= 1))
#plot(T,rez,type="s")
#points(t,p,type="l",lwd=2,col="blue")

return( rez )
}

PP_sm_boot ( 100 , X, Y)
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#Gludais PP-grafiks

N<-500
x<-rnorm(N,0,1)
y<-rnorm(N,1,2)
h1<-bw.SJ(x)
h2<-bw.SJ(y)
t<-seq(0,1,length=1000)
T<-seq(min(x,y),max(x,y),length=1000)
X<-matrix(c(T,K(T,x,h1,0)),ncol=2,nrow=1000)
Y<-matrix(c(T,K(T,y,h2,0)),ncol=2,nrow=1000)

s<-(mean(sort(x)*sort(y))-mean(x)*mean(y))/(mean(y^2)-mean(y)^2)
m<-mean(x)-s*mean(y)
#s<-0.5
#m<--0.5
y<-y*s+m

p<-K(Uroot(y,h2,t),x,h2,0)
plot(t,p,type="l")

#Butstraps

N<-10000
n<-500
R<-replicate(N,sqrt(n)*max(abs(PP_sm_boot(n,X,Y)-p)))
sort(R)[c(0.9,0.95,0.99)*N]
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