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Anotacija

Darba apliikoti galvenie empirisko procesu un Vapnika-Cervonenkis teorijas rezultati.
Tiek aplikoti metriskas un Vapnika-Cervonenkis entropijas pielietojumi ka ari empirisko
procesu pielietojumi dazadas statistikas apaksnozares. Detalizetak tiek aprakstiti pielie-
tojumi statistiskos testos, modelu novertejumos, ka piemers tiek veikta empiriska procesa

butstraposana lokacijas-skalésanas modelim ar dazadam butstrapa metodeéem.

Atslegas vardi: empiriskie procesi, Vapnika-Cervonenkis teorija, gludinatais butstraps



Abstract

This thesis contains an overview of the main results of empirical process and Vapnik-
chervonenkis theory. Some applications of metric and Vapnin-chervonenkis entropy are
shown. This work contains detailed analysis of emprirical process bootstrapping for

location-scale model as well as applications to statistical tests and model estimation.

Keywords: empirical processes, Vapnik-Chervonenkis theory, smoothed bootstrap, location-

scale model
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Apziméjumi

F(x) Teoretiska sadalijuma funkcija

F,.(x) Empiriska sadalijuma funkcija

1, Indikatorfunkcija - 1,=1 ja ir speka apgalvojums a un ir 0 preteja gadijuma
—>gd Gandriz drosa konvergence

—4 Konvergence péc sadalijuma

U(a,b)  Vienmerigi sadalits gadijuma lielums intervala [a,b]
N(u,0?) Normali sadalits gadijuma lielums ar videjo vertibu p un standartnovirzi o

[>°(T) Telpa, kura satur visas ierobezotas funkcijas no T’



Ievads

Empirisko procesu teorija saka attistities 20. gadsimta 30.-40. gados un viens no svari-
gakajiem ta laika rezultatiem ir Glivenko-Kantelli teorema [I], kura publiceta 1933. gada.
Taja pasa gada tika defineta Kormogorova-Smirnova statistika. Sakotnéji tas asimpto-
tiskais sadalijums bija pieejams tabulas, bet velak 1948. gada Doob [2] piedavaja jaunu
pieeju §1s statistikas asimptotiska sadalljuma iegisanai un tris gadus velak Donskers [3]
pieradija, ka asimptotiskais sadalijums ir Brauna tilts. Sis rezultats musdienas pazistams
ka Donskera teoréma. Saja laika radas nepieciesamiba péc visparinata empiriska procesa
definicijas ka ari tika mekléti nosacijumi, pie kadiem varétu visparinat Glivenko-Kantelli
un Donskera teoremas. So rezultatu visparinasanai tika izmantota metriska entropija un
1971. gada Vapniks un Cervonenkis ieviesa savu entropijas definiciju, ar kuras palidzibu
bija iespéjams novértét empiriska procesa konvergences atruma augséjo robezu.

Nozimigs pavérsiens empirisko procesu pielietosana bija iespéja izmantot butstrapa
metodi empirisko procesu statistikam. Vairak par $o temu var uzzinat publikacija [4].
1990. gada Beirlants un Deheuvels [5] aplukoja empirisko procesu varbutibu-varbitibu
un kvantilu-kvantilu grafikiem tadéjadi aizsakot empirisko procesu pétisanu divu izlasu
gadijumam. Saja laika daudzu problemu risinasana tiek meginats pielietot empirisko
procesu teoriju un 1992. gada Velners [6] publice nelielu apkopojumu par svarigakajiem
pielietojumiem. 2008. gada Horvats [7] publice empirisko procesu ROC likném, vienlaicigi
piedavajot gludinata butstrapa metodi ticamibas joslu konstruésanai.

So statistikas virzienu - empiriskos procesus - petu jau vairakus gadus un svarigs re-
zultats ir publikacija [8], kura tiek salidzinatas empirisko procesu un empiriskas ticamibas
funkcijas metodes divu izlasu gadijuma. Laikam ejot pétamas problemas kluva sarezgi-
takas un petijjuma rezultats ir Sis magistra darbs. Magistra darba merkis ir iepazities
ar visparinato empirisko procesu teoriju un tas pielietojumiem statistika. Lai sasniegtu

merki tika izvirziti sekojosi uzdevumi

e iepazities ar visparinato empiriska procesa definiciju un kritérijiem, péc kuriem fun-

kcijas klasifice P-Glivenko-Kantelli un P-Donskera klasés;

e iepazities ar Vapnika-Cervonenkis teoriju un tas nozimi empirisko procesu pielieto-

sana;

e aplikot empirisko procesu pietietojumus dazadas statistika apaksnozareés;



e veikt butrapa metozu analizi lokacijas-skalesanas empiriskajam procesam.

Magistra darbs sastav no divam dalam un pielikuma. Pirmaja dala apkopotas empiris-
ka procesa definicijas un svarigakie rezultati ka ari sniegts ieskats Vapnika-Cervonenkis
teorija, kuru biezi izmanto empirisko procesu konvergences atruma meérisanai. Otra dala
satur empirisko procesu pielietojumu piemérus, kuri sadaliti tris dalas - empiriko procesu
pielietojumi testos, empirisko procesu butstraps un empirisko procesu pielietojums mode-
lu novertesana. Pielikums satur darba izmantoto attelu un tabulu iegusanai izmantotos

algoritmus valoda R.



1. Empiriskie procesi un to

asimptotika

1.1. Empiriskais process

Saja nodala tiks aprakstiti svarigakie rezultati un definicijas saistiba ar empirisko pro-
cesu teoriju. Empirisko procesu teorija sakas ar izlases sadalijuma funkcijas novertésanu
un $1 novertéjuma péetisanu.

Pienemsim, ka X7, X5, ..., X, ir neatkarigu un vienadi sadalitu gadijuma izlase ar sadali-

juma funkciju F. Empiriska sadalijjuma funkcija tiek definéta sekojosi:

1 n
Fu(z) =~ D lixi<a)
=1

Ka jau tika minets ievada, pirmais svarigakais rezultats ir Glivenko-Kantelli teorema.

Teoréma 1.1. [9, 1. lpp] (Glivenko-Kantelli) Ir speka

70535@('&(1') — F(@)]) =4a 0. (1.1)

Ka velak izradijas, loti svariga nozime ir statistikai, kuru iegiist normejot Glivenko-

Kantelli teoréma minéto ar y/n. Péc centralas robezteoremas ir speka
Vn(E,(z) — F(x)) —4 N(0, F(x)(1 — F(x))). (1.2)

Teoréma 1.2. [I0, 1901. Ipp| (Donskera) Pienemsim, ka Xj,..., X,, ir neatkarigi un

vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sadalijuma funkciju F', tad

sup  |Vn(Fu(z) — F(2))] =4 sup  |B(F(x))], (1.3)

—oo<r<o0 —oo<r<oo

kur B apzime Brauna tiltu.



1.1. att.: Brauna kustibas (pa kreisi) un Brauna tilta realizacijas piemeri ar 95% punktveida ticamibas

joslu.

Kreisas puses izteiksmi sauc par Kolmogorova-Smirnova statistiku. Sakotnéji $1s statis-
tikas asimptotiskais sadalijums tika publicets tabulas un tikai velak Donskers [3] pieradija,

ka tas robezsadalijums ir supremums pa moduli no Brauna tilta.

Definicija 1.1. [11] Par standarta Brauna kustibu jeb Vinera procesu sauc stohastisku

procesu {W(t),t > 0}, kuram

e ir stacionari un neatkarigi ieaugumi, t.i. W(t) — W(s),t > s sadaliti pec likuma
N(0,t-s) un katram 0 < ¢; < ¢ty < ... < t,, pieaugumi W (ty) — W(t1),..., W (t,) —

W (t,—1) ir neatkarigi;
e funkcija t — W (t) ir gandriz drosi nepartraukta;
o cov(W(t),W(s)) =s,jat>s.

Definicija 1.2. [I1] Par Brauna tiltu sauc Gausa procesu {B(t) : t € [0,1]}, kura ko-
variaciju struktara ir cov(B(s), B(t)) = s(1 —t), kur s < t. ST procesa sadalijums ir
tads pats ka ar W(t) — tW (1) sadalijums, kur W - standarta Brauna kustiba. Svariga
Brauna tilta ipasiba ir ta, ka §is process sakuma un beigu punktos pienem vértibu 0, t.i.
B(0) = B(1) = 0. Vairak par Brauna kustibu ka stohastisku procesu var uzzinat, pieme-
ram, [11]. Attela redzami dazi Brauna kustibas un Brauna tiltu realizacijas piemeéri,
ka ar1 so realizaciju veribu 95% punktveida ticamibas josla . Brauna kustibas gadijuma
ticamibas joslu konstruésanai var izmantot faktu, ka procesa vertiba katra ta punkta ir
gadijuma lielums, kas sadalits pec likuma N(0,¢). Brauna tilta gadijjuma ticamibas josla

noteikta veicot simulacijas.
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1.2. att.: Empiriska procesa v/n(F,(z) — F(z)) konvergence uz Brauna tiltu. Simulétas izlases ar apjomu

n un sadalijuma funkciju U(0, 1).

Statistika izteiksme \/n(F,(z) — F(z)) tiek saukta par empirisko procesu un visi re-
zultati un petijumi, kas saistiti ar So izteiksmi pieder pie empirisko procesu teorijas.
Analitisks pieradijums empiriska procesa konvergencei uz Brauna tiltu ir loti sarezgits un
netiks 8aja darba aprakstits, tomér So rezultatu var ari novérot konstruéjot empirisko pro-
cesu simuletam gadijuma izlasem, pakapeniski palielinot izlases apjomu. Attela var
aplikot, ka izskatas empiriska procesa grafiks, ja tiek simuléta gadijuma izlase ar sadali-

jumu U(0,1). Minetaja attela redzami grafiki pie izlases apjoma n = 20, 50, 100 un1000.

Lidzigi rezultati ir speka izlases kvantilu funkcijai. Kvantilu funkcijas empiriskais

novertéjums tiek definéts sekojosi:

F7Ht) :==inf{x: F,(z) >t},0 <t <1

Un lidzigi ka sadalijuma funkcijai, tai ir speka [12]

sup (|F, ' (t) — F71(#)]) =44 0, kad n — oo. (1.4)

0<t<1



Kvantilu funkcijas empiriska procesa asimptotiskais sadalijums ir sarezgitaks neka sadali-
juma funkcijai, tomér, nedaudz modificéjot pasu kvantilu procesu, iespgjams asimptotisko

sadalfjumu vienkarsot.

Teoréma 1.3. [12, 31. lpp] Pienemsim, ka X7, ..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti
gadijuma lielumi ar kvantilu funkciju £~! un blivuma funkciju f, tad

sup |V f (F~H(t))(F, ' (t) = F~(t)] —a sup |B(t)]. (1.5)

0<t<1 0<t<1

Empirisko procesu, kuru veido no izlases kvantilu funkcijas, vairakas publikacijas ir ap-
rakstijis Csorgo [12]. Ta ka empiriska procesa pielietojums kvantilu funkcijam ir gandriz
tik pat plasi petits ka sadalfjuma funkcijas gadijums, izteiksme /n(F,1(t) — F~1(t)) tiek
saukta arl par empirisko kvantilu procesu. Kvantilu funkcijas gadijuma iespéjams uzzimeét
lidzigus grafikus ka sadalijuma funkcijai, kuri parada konvergenci uz Brauna tiltu. Atte-
la redzams asimptotiska sadalijuma salidzinajums izteiksmem /n(F,1(t) — F~1(t))
un \/nf(E1(t))(F 1 (t) — F~(t)). To, ka kreisaja pusé redzamie grafiki nekonverge uz
Brauna tiltu, var viegli pateikt pec vertibam grafiku gala punktos.

Aplikosim visparinata empiriska procesa definiciju. Pienemsim, ka P ir varbatibu

meérs meérojama telpa (X, F), kur X ir kaut kada kopa un & ir minimala o-algebra uz X .

Definicija 1.3. [13, 269. Ipp] Par empirisko varbutibu meru sauc

1
Pn:E;(SXN

kur ¢, ir varbiutibu sadalijjums, kurs degeneréts punkta x.

Definicija 1.4. [13, 269. lpp| Pienemsim, ka g : X — R ir merojama funkcija. Funkcijas
g sagaidama vertiba pie empiriskd méra tiek apziméta ar P,g, pie méra P - ar Pg, un

tiek definétas:
1 n
P,g = — X;), Pg = dP.
9= ;:1 9(Xi) g / g

No lielo skaitlu likuma seko, ka P,g konvergé gandriz drosi uz Pg, katram g, kuram
Pg ir definets. Saistiba ar parasto empirisko procesu tika minéti divi svarigi rezultati -
Glivenko-Kantelli Teorema [1.T] un Donskera Teorema[1.3] Visparinata gadijuma funkciju

klases var sagrupét aktariba no ta, kura teoréma ir speka.
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1.3. att.: Empiriska kvantilu procesa konvergence uz Brauna tiltu. Kreisaja pusé redzami grafiki izteik-

smei /n(F, 1(t) — F~1(t)), labaja puse izteiksmei /nf(F~1(t))(F;(t) — F~1(t)). Procesu realizacijas

n

simulétas pemot izlases apjomu n = 500.

Definicija 1.5. [I3| 269. Ipp] Merojamu funkciju g : X — R klase A tiek saukta par
P-Glivenko-Kantelli klasi, ja

IPng — Pglla = sup [Png — Pgl =44 0. (1.6)
geA
Biezi publikacijas lieto arl pierakstu

sup /gd(Pn - P)‘ —4a 0.

geA

9



Definicija 1.6. [13, 269. 1pp] Par empirisko procesu funkcijai g sauc

Gng = Vn(Png — Pyg). (1.7)

No daudzdimensionalas centralas robezteoremas seko, ka katrai galigai merojamu funkciju

g; kopai, kur Pg? < oo ir speka
(Gng1,Gng2, -, Gugr) —a (Gpgr, Gpgo, ..., Gpgr), (1.8)

kur labas puses vektoram ir daudzdimensionals normalais sadalijums ar kovariacijam.
EG,fG,g = Pfg— PfPg. (1.9)

Definicija 1.7. [13, 269. lpp] Mérojamu funkciju klase A tiek saukta par P-Donskera
klasi, ja procesu virkne G, f : f € A konverge uz robezprocesu G, telpa (*°(A), kur ro-
bezprocess G, ir Gausa process ar videjo vertibu 0 un kovariacijam un tiek saukts
par P-Brauna tiltu. Ja A satur indikatorfunkcijas, tad Teoréma ir specialgadijums
P-Glivenko-Kantelli klasei un Teoréma ir specialgadijums P-Donskera klasei.

1.2. Metriska entropija

Iepriekseja nodala tika definetas P-Glivenko-Kantelli un P-Donskera klases. Saja
nodala tiks sniegti nepieciesamie nosacijumi, lai funkcijas piederétu kadai no minétajam
klasem. Lai formulétu nepieciesamos nosacijumus, tiek izmantota ta saukta metriska
entropija. Pietiekosi plasa informacija par metrisko entropiju pieejama Van Der Waart
[13] un van de Geer [I4] gramatas, kuras tika izmantotas apkopojot talak uzskaititos
rezultatus.

Piepemsim, ka Q ir mers telpa (X,.A), G ir funkciju klase uz X un L,(P) = {g: X —
R: [|g|PdP < o0},1 < p < co. Apzimésim

gl o = / gPdQ.

Definicija 1.8. [14], 16. lpp] Katram ¢ > 0 aplikojam tadu funkciju kopumu gy, ..., gn,
ka katram g € G eksiste j = j(g) € {1, ..., N}, ka

g = gillpe < 0.

Ar N,(4,G,Q) apzime mazako N vertibu, kurai eksiste sads parklajums ar lodem ar

radiusu ¢ un centriem gy, g...,gn (Np(0,9, Q) = oo, ja sads parklajums neeksiste). Tad

10



N,(8,G, Q) tiek saukts par o-parklajuma skaitli un H,(d, G, Q) = log N, (6, G, Q)) sauc par
d-entropiju no § L,(Q) metrikai. Klasi G sauc par pilnigi pierobezotu, ja H,(d, G, Q) < oo

katram ¢ > 0.

Definicija 1.9. [14, 16. lpp] Ar N, 5(6,9,Q) apzimé mazako N vertibu, kurai eksistée
funkciju pari { gj ,gj } tadi, ka ||gj —g; Hlpo < 6 katram j = 1,.., N un katram g € §
eksiste j = j(g) € {1,..., N} tadi, ka

N, 5(6,9,Q) = oo, ja neeksiste galiga sadu paru (iekavu) kopa. Tad H,5(5,9,Q) =
log N, 5(0, 9, Q) sauc par d-entropiju ar iekavam no G.

Definicija 1.10. [14, 17. Ipp] Ar N (0,9) apzime mazako N vertibu, kurai eksiste
{gj} tadi, ka

sup mln |9 — gilee < 0.
ge§ =L

Nw(6,5G) = oo, ja neeksiste galiga kopa ar sadu ipasibu. Tad H.(6,9) = log Noo(9, 9)
sauc par d-entropiju no G supréma normai. levérosim, ka $aja definicija supréms nav
atkarigs no meéra Q).

Sis entropiju definicijas saista sekojoss rezultats:

Teoréma 1.4. |14, 17. lpp] Katram 1 < p < oo
H,(4,9,Q) < H,p(0,9,Q), visiem 6 > 0.
Ja @) ir varbtutibu mers, tad
) ..
H,5(6,5,Q) < Hy 2’ G ), visiem § > 0.
Teoréma 1.5. [14] 23. lpp] Pienemsim, ka
H, 5(6,A, P) < oo katram § > 0,

tad G ir P-Glivenko-Kantelli klase.

Pieradijums. Izvelamies patvaligu 0 > 0 un pienemsim, ka {[g]’?, g]U]} ir d-iekavu kopa no

9, ti. [lg¥ —gFllip < 6,5 =1,..,N un katrs g € § atrodas starp kadu no pariem [g7, g7].

11



Tad

/gd(P P) = /gdPn —/gdP (1.10)
< /g ip, /gdP /gj (P, — P)+ /( QdP  (111)
g/gJUd(P P)

Lidzigi
[oatp=py= [grar,—p)~ [ (9= ghar = [ gtae, - P) -

Ta ka {[gJL,ng]}jV:l ir galiga, rezultata iegust, ka

3 /ngd(Pn—P)‘ <4 g.d.

ka ari

L
. /gj d(P, —P)‘ <6 g.d.

Tatad rezultata

/gd(Pn - P)‘ <26 g.d.

Teoréma 1.6. [14] 90. lpp] Pienemsim, ka
1
/ Hy'p(u, G, P)du < o,
0
tad G ir P-Donskera klase. Nodalas nobeiguma apskatisim dazus piemeérus no [13].

Piemeérs 1.1. (Sadalijjuma funkcija). Pienemsim, ka funkciju klase G satur visas indi-
katoru funkcijas forma f; = [(_o 4, kur ¢ € R, tad empiriskais process G f; ir klasiskais
empiriskais process \/n(F,(t) — F(t)). Tiek apliikotas ickavas forma [, ;) L(—c0,ty)]
punktu rezgim —oo =ty < t; < ... <t = oo ar ipasibu F(t,—) — F(t;_1) < € katram 1.
So iekavu L (F) izmérs ir € un to kopéjais skaits k var tikt izvelets mazaks par ¢/2. Ta
ki Ff? < Ff katram 0 < f < 1, iekavu Ly(F) izmérs ir ierobezots ar /e, kas nozime,
ka Nop(1/€, G, La(F)) < 2/e. Lidz ar to 1 funkciju klase apmierina P-Donskera klases

nosacijumus.

12



Piemérs 1.2. (Parametriska klase). Piepemsim, ka § = {fy : 6 € O} ir merojamu

funkciju klase, © € R? ir indeksu kopa. Pienemsim ,ka eksisté mérojama funkcija m tada,
ka
| for () = fo, ()| < ml|0y — Oo]] katram 6y, 0.

Ja Plm|" < oo, tad var pieradit [13, 271. Ipp], ka eksiste konstante K, atkariga tikai no

O un d tada, ka iekavu numuri apmerina nevienadibu

diam®

€

d
Ny g(e|lm|lps, G, Lo (F)) < K ( ) , katram 0 < € < diam®.

Lidz ar to entropija ir ar kartu mazaku par (1/€) un iekavu entropijas integralis konverge.

Seko, ka klase G ir P-Donskera.

Piemeérs 1.3. (Gludas funkcijas). Pienemsim, ka R? = U;I; ir kubu ar izméru 1 dala un
G ir visu funkciju f : R? — R klase, kuram eksisté parcialie atvasinajumi lidz kartai o un
kuras ir vienmerigi ierobezotas ar konstantem M; katra no kubiem /;. Tad var pieradit, ka
V' > d/a un katram varbutibu meram P klases G iekavu entropija apmierina evienadibu

V4r

HQ,B(EangT(P)) < K (%) <Z<MTP(] ))V+T> T

j=1

Ja nevienadibas laba puse konverge tad klase G ir P-Donskera.

Piemérs 1.4. (Soboleva klases). Pienemsim, ka funkciju klase G satur visas funkcijas
f o, 1] — R tadas, ka || f||coc < 1un kuru (k—1)-ais atvasinajums ir absoluti nepartraukts

ar f dr < 1 kadam fiksetam k. Tad eksisté konstante K tada, ka katram ¢ > 0

-mm<ww@<K()w.

ST klase ir P-Donskera katram k£ > 1 un katram P.

Piemeérs 1.5. (Ierobezota variacija). Pienemsim, ka funkciju klase A satur visas monoto-
nas funkcijas f : R — [—1, 1] Tad eksisté konstante K tada, ka katram varbtuitibu méram

P
Hae 5, 1a(P) < & (1)

€

St klase ir P-Donskera katram P.
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1.3. Vapnika-Cervonenkis entropija

Novértéjot nezinamu procesu ir svarigi gan tas, cik precizi novértétais process rak-
sturo patieso procesu, gan ari ta konvergences atrums. Konvergences atrums meédz biit
svarigs, ja nav pieejami daudz datu vai ja process ir tik komplicets, ka liels datu apjoms
biutiski ietekme ta novertesanas laiku. Prakse pastav iespéja novertét empiriska procesa
konvergences atrumu, izmantojot Vapnika-Cervonenkis entropiju. Saja nodala tiks aprak-
stitas Vapnika-Cervonenkis entropijas definicijas un galvenie rezultati empiriska procesa
konvergences atruma augsejas robezas novertesanai.

Pienemsim, ka A ir parametru kopa un ka Q(z,«),a € A ir indikatora funkciju kopa.
Apliikojam izlasi Z = 21, 20, ..., 2,. Ar lielumu N*(zy, 2, ..., 2,), kur$ parada, cik dazados
veidos var sadalit izlasi Z ar funkcijam no indikatora funkciju klases, raksturosim kopas

Q(z, ) dazadibu. Formals pieraksts butu sekojoss. Aplukojam n-dimensionalu vektoru

q(a) = (Q(z1, ), Q(22, ), ..., Q(2zn, ), x € A,

kuru iegfist nemot dazadas vertibas no A. Tad N*(zy, 2, ..., 2,) ir n-dimensionala kuba,

kurs iegiits no izlases z1, 2, ..., z, un kopas Q(z, «), dazadu virsotnu skaits.

Definicija 1.11. [I5, 42. lpp] Vertibu
H™ (21, 29, ..y 2) = logN™ (21, 29, ..., 2) (1.12)

sauc par gadijuma entropiju. Gadijuma entropija raksturo funkciju kopas dazadibu uz

dotajiem datiem. H*(zy, 2y, ..., 2,) ir gadijuma lielums, jo tas atkarigs no gadijuma izlases.
Definicija 1.12. [15, 42. lpp] Vertibu
HA(n) :E(HA(21722’,,,7ZR)) (113)

sauc par indikatora funkciju klases Q(z,a) entropiju pie izlases apjoma n. ST véertiba
ir atkariga no funkciju klases Q(z, «), varbutibu mera un izlases apjoma n un raksturo
sagaidamo dazadibu pie minétajiem lielumiem.

Virparinasim entropijas definiciju uz kopu, kura satur ierobezotas funkcijas. Pienem-
sim, ka A < Q(z,a) < B,«a € A ie ierobezotu funkciju kopa. Izmantojot so funkciju kopu

un izlasi 21, 29, ..., 2, var konstruet sekojoso n-dimensionalo vektoru kopu:

Q<a) = (Q(zb Oé), Q(Z2> Oé), ET) Q(Zm Oé))
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St vektoru kopa pieder n-dimensionalam kubam un satur galigu minimalo e-tiklu metrika
C (vai L,). Ar N = N%(¢, 21, 29, ..., 2,) apzimejam ¢(«) minimala e-tikla elementu skaitu.

N ari Soreiz ir gadijuma lielums.
Definicija 1.13. [15, 44. Ipp] Vertibu
H™(e,21, 22, ..., 2) = logN™ (e, 21, 22, ..., 2n) (1.14)
sauc par gadijuma Vapnika-Cervonenkis entropiju jeb saisinati par VC entropiju funkciju
kopai A < Q(z,a) < B.
Definicija 1.14. [15, 44. Ipp] Gadijuma entropijas sagaidamo vertibu
H™(e,n) = B(HM(e, 21, 29, ..., 20)) (1.15)

sauc par funkciju kopas A < Q(z,a) < B VC entropiju pie izlases apjoma n. Sada entro-
pijas definicija realam funkcijam ir visparinajums indikator funkciju entropijai. Indikator
funkciju kopai minimalais e-tikls pie € < 1 nav atkarigs no € un ir n-dimensiju vienibas

kuba virsotnu apakskopa. Tadejadi pie € < 1 ir speka sekojosas sakaribas:
N2(e, 21, 22, 0oy 2) = NM21, 22, o0, 20),

HA(e,zl, 20y ey Zn) = HA(zl,ZQ, s Zn),
H*(e,n) = H*(n).

Papildus jau minétajai VC entropijai, VC teorija apskatita arl nedaudz savadak defi-

néta entropija.

Definicija 1.15. [I5, 55. lpp] Par rudito (no anglu valodas - annealed) VC entropiju
sauc vertibu

H: (n) = logE(N" (21, 22, ..., 2n)). (1.16)

ann

Definicija 1.16. [15, 55. Ipp] Par pieauguma funkciju sauc

GM*n)=1In sup (NMz1, 29, ..., 20)). (1.17)

215225520

Teoréma 1.7. [15, 55. lpp| Katram n ir speka nevienadibas

H*(n) < HA

ann

(n) < G*(n). (1.18)

Talak tiks mineti svarigakie rezultati empiriska procesa konvergences augsejas robezas

noteikSanali.
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Teoréma 1.8. [I5, 70. Ipp] Pienemsim, ka Q(z, ), o € A ir indikator funkciju klase un

HA (n) tas atbilstosa rudita VC entropija. Tad ir speka nevienadiba

ann

A
Hypn(2n) —£2> n

P{Sup| Q(z,a)dF(z) — —ZQ zi, )| > e} < 4e< " (1.19)

a€EA

Teoréma 1.9. [I5] 70. Ipp] Pienemsim, ka Q(z,a), o € A ir indikator funkciju klase un
HA (n) tas atbilstosa rudita VC entropija. Tad ir speka nevienadiba

ann

1 n . H(Iz\nn(zn),ﬁn
p f o F Q) - z”@m,a)% ()

aeA \/fQ

Sis robezas ir netrivialas (t.i. katram e > 0 nevienadibas laba puse tiecas uz 0, ja n tiecas

(1.20)

uz bezgalibu) ja
Hn(n)

ann

lim =0.

n—oo n
Ta ka tehniski ir loti sarezgiti novertét riadito VC entropiju un lidz ar to arl visu nevie-
nadibas labas puses izteiksmi, tad var pielietot nevienadibu starp radito VC entropiju un

augSanas funkciju. Rezultata iegiist sekojoso.

Teoréma 1.10. [I5 72. Ipp] Pienemsim, ka Q(z, ), o € A ir indikator funkciju klase un

G2 (n) tas atbilstoga augsanas funkcija. Tad ir speka nevienadiba

P {sup] Q(z,a)dF(z) — —ZQ zi, )| > e} < 46<G s €2>n. (1.21)

a€A
Teoréma 1.11. [I5 72. Ipp] Pienemsim, ka Q(z, ), € A ir indikator funkciju klase un

G (n) tas atbilstoga augsanas funkcija. Tad ir speka nevienadiba

(G“(Qn) 52)
—n 17"
> € < 46

P {sup [Q(z,)dF(z) — 137 Q(z;, @)
ach \/f Q(z,a)dF(z

Sis robezas ir netrivialas, ja

(1.22)

A
lim G2 (n)

n—oo n

=0.

Jaatzime, ka ja §is nosacijums nav spéka, tad eksisté varbtitibu méri F'(z), kuriem viena-

diba

aEA

{sup| Q(z, a)dF(z ——ZQZZ, ]>e}—0

nav speka.
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Lai aptvertu ne tikai indikator funkciju klases, bet arl realu funkciju klases, nepie-
cieSsams visparinat minétos rezultatus. Lai parnestu rezultatus uz realu funkciju klasem,
Vapnik [I5] iesaka sekojosu pieeju.

Pienemsim, ka Q(z,«),a € A ir realu funkciju kopa, kurai ir speka

A= me(z a) < Q(z,a) <supQ(z,«a) = B,

o,z

kur A un B var but bezgaliba. Valgju intervalu (A, B) apzimésim ar B. No realo funkciju

kopas Q(z, ) konstrue indikatoru kopu:

(ZO[B) 1Q(za>ﬂ;a€A5€B

Dotai funkcijai Q(z, o) un dotai vertibai 8*, indikators I(z,a*, §*) pienem vértibu 1
taja apgabala, kur Q(z,a*) > * un 0 tur, kur Q(z,a*) < p*.

Ja Q(z,«) ir indikator funkciju kopa, tad ta sakrit ar indikatoru kopu I(z,«, 3), 8 €
(0,1). Balstoties uz $o visparinajumu, tiek apskatiti tris atseviski redlu funkciju klasu

gadijumi.

Teoréma 1.12. [I5, 74. lpp] Pienemsim, ka A < Q(z,«) < B, € A ir realu, ierobezotu
funkciju klase un HA:Z(n) tas atbilstosa radita entropija. Tad ir speka nevienadiba

A,B
Hgym (2n) _ 62 )

P{sup| Q= a)dF(2) ——Zsz, |>e}<4e( B

(1.23)

a€el

Teoréma 1.13. [15, 74. lpp| Pienemsim, ka 0 < Q(z,«) < B, « € A ir realu, ierobezotu,
nenegativu funkciju klase un H2.5(n) tas atbilstosa rudita VC entropija. Tad ir speka

ann

nevienadiba

)dF(z) — L ’ Hiin (2n) _ &2
P Supr(Z o ( ) 22 1@(27 ) P <4€< n 4B>

ach \/fQ N

[evérosim, ka Sie gadijumi ir tieSs visparindajums no rezultatiem indikator funkciju klasém.

(1.24)

Tresais gadijums ir nedaudz sarezgitaks.

Teoréma 1.14. [I5, 74. lpp| Pienemsim, ka 0 < Q(z,«),a € A ir realu, nenegativu
funkciju klase un H2:2(n) tas atbilstosa riadita VC entropija un eksiste p > 2 tads ka

gadijuma lieluma &, = Q(z, a) p-tais normalizetais moments eksiste

my(a) = (/ / Qr(z,a)dF ().

17




Tad ir speka nevienadiba

A,B
Hann (21n) _ é) n

a(p)e <4e< " Y (1.25)

P

J Qz,0)dF () = £33, Q(zi,0)
sup >
(/] @z a)dF(2)

a(p) = \/ : (jj%;) (1.26)

Visbeidzot pielietojot Siem rezultatiem sakaribu starp radito VC entropiju un pieauguma

funkciju iegiist, ka realu, ierobezotu funkciju klasei A < Q(z, ) < B ir spéka nevienadiba

1 n <GA’B(2n)_ 2 2)71
Psup| [ Qz0)dF(:) = =3 Q) > ep <del T TS (1.27
@ i=1
realu, ierobezotu, nenegativu funkciju klasei 0 < Q(z,«) < B ir speka nevienadiba
dF(z) — 137 . hBan 23,

ae VI Qz a)dF(2)

un redlu, nenegativu funkciju klasei 0 < Q(z, ), kurai eksisté p-tais nomalizétais moments

un p > 2 ir speka

- JQ(z,)dF(z) = 237" Q(z, @) y

P
(/] @z a)dF(2)

kur G*P(n) ir atbilstosas klases agusanas funkcija.

1.4. Vapnika-Cervonenkis dimensija

Péc pedéjo gadu notikumiem ekonomika zinatnieki aktivak sakusi meklét iespéjas pre-
cizak prognozet ekonomisko procesu laikrindas. Papildus centieniem veikt prognozes pec
iespejas precizak, pedejos gados ka svarigs kriterijs veiksmigai darbibai tiek virzits modela
sarezgitibas novertejums. Tas nozimé, ka pat ja modelis strada loti precizi, tas nav derigs
ja ir parak sarezgits un prognozeSana prasa tik ilgu laiku, ka notikums jau ir bijis, bet
modela novertesana vel tikai notiek. McDonald, Shalizi un Shervish [16] piedava jaunu
metodi, kura tiek méginats atrast efektivako modeli gan precizitates, gan sarezgitibas
zina vienlaicigi. Saja gadijuma modela sarezgitibas noteiksanai tiek izmantota Vapnika-

Cervonenkis dimensija, ka art tiek izmantoti iepriekseja nodala apskatitie rezultati modela

konvergences atruma noteiksanai.
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Lai novertetu iepriekseja nodala minetas nevienadibas, japrot novertet vai nu rudita
VC entropija, vai funkciju klases () augsanas funkcija. Tomeér pastav iespgja konvergences
atrumu aproksimeét ar Vapnika-Cervonenkis dimensiju. Saja nodala tiks sniegta 81 jedziena
definicija, dazi rezultati par to, ka ta saistas ar funkciju klases augsanas funkciju G(n), ka
arT algoritms Vapnika-Cervonenkis dimensijas (turpmak teksta VC dimensija) analitiskai
novertesanai.

Iepriekséja nodala minetajai augsanas funkcijai iespéjams noteikt augséjo robezu.

Teoréma 1.15. [I5, 79. Ipp] Jebkurai augsanas funkcijai ir speka vienadiba

GMn)=nin?2
vai ari ta apmierina nevienadibu

GMn) < h (ln %—i— 1) :

kur A ir tads naturals skaitlis, ka pie n = h

GMh)=hln 2,

GMh+1)< (h+1)In2.

Izmantojot Sos rezultatus, tiek defineta VC dimensija funkciju klasei Q(z, «).

Definicija 1.17. [I5, 79. Ipp] Indikatora funkciju kopas Q(z,«),« € A VC dimensija ir
galiga un vienada ar skaitli h, ja tas atbilstosa augsanas funkcija ir ierobezota ar logarit-
misku funkciju ar koeficientu h. VC-dimensija ir bezgaliga, ja kopas augSanas funkcija ir
lineara.

Kopa ar so VC dimensijas definiciju Vapniks piedava ari alternativu definiciju, kuru vieg-

lak praktiski pielietot.

Definicija 1.18. [I5, 80. Ipp] Indikatora funkciju kopas Q(z,«),« € A VC dimensija ir
maksimalais vektoru 21, ..., zj, skaits, kuri var tikt sadaliti divas apakskopas visos 2" veidos.
Ja to var izdarit katram naturalam n, tad kopas Q(z,a) VC dimensija ir bezgaliga.

Lai no indikatora funkciju klasem definiciju visparinatu uz realu funkciju klasém, izmanto

lidzigu pieeju, ka VC entropijas gadijuma.

Definicija 1.19. [I5 80. Ipp] Pienemsim, ka A < Q(z,a) < B,a € A ir realu funkciju

kopa, kura ierobezota ar konstantem A un B. Sis konstantes var pienemt ari bezgaligu
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® 7 Z3 2

1.4. att.: VC dimensija vektoriem plakne ir vienada ar 3, jo ir iespéjams saskelt tris vektorus, bet ne
Cetrus. Pieméram labas puses attéla vektorus zs un z4 nav iespéjams atskelt no paréjiem ar indikator

funkciju.

vertibu. Kopa ar funkcijam Q(z, «) apliuko ari indikatorus

I(z,a,0) =0(Q(z,a) — B),a € A, B € (A, B), (1.30)
kur
0jaz<0
0(z) = . (1.31)
1jaz>0

Lidz ar to kopas Q(z,«) VC dimensija tiek definéta ka atbilstosas indikatoru kopas VC

dimensija,

Piemérs 1.6. Aplukosim linearu indikator funkciju kopu Q(z, ), n-dimensionala koor-

dinatu sistema, t.i. z = (21,..., 2n), @ = (1, ..., ),

Qz,a) =0 <i apzp + ao.) :

p=1
Sis funkeiju kopas VC dimensija h = n+ 1, jo tiesi tas ir maksimalais vektoru skaits, kurus
var sadalit divas apakskopas 2" veidos, izmantojot funkcijas no kopas Q(z, ). Medz ari
teikt, ka funkciju kopa Q(z, ) var saskelt ne vairak ka n + 1 vektoru no n-dimensionalas
telpas. Attela redzams gadijums, kad n = 2 - plakné ar divdimensiju indikator

funkcijam iespéjams saskelt ne vairak ka 3 vektorus.

Piemeérs 1.7. Aplukosim linearu funkciju kopu Q(z, ), n-dimensionala koordinatu sis-
tema, kur

n
Q(z,a) = Zozpzp + ap, aq, ..., 0 € (—00,00).
p=1
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Art s1s funkciju kopas VC dimensija h = n+ 1, jo tada ir atbilstosas indikatoru kopas VC

dimensija.
Piemeérs 1.8. Aplakosim linearu funkciju kopu
f(z,a) = 0(sinaz),a € R.
Sis funkciju kopas VC dimensija ir bezgaliba. Pieméram, punktus
2 =10"Y ...z, =10""
var saskelt ar funkcijam no §is kopas. Pienemot, ka ir dota skaitlu virkne
91,y 0py 0; € (0,1),

pietiek izveleties

a=T (i(l — 6;)10" + 1) :

i=1

Petot pieejamo literatiru nacas secinat, ka lai arT VC dimensija tiek plasi lietota
teoretisku rezultatu iegtusana visparinata gadijuma, daudz grutak ir to novertet konkretam
modelim. Pat misdienas tiek mekleti labakie VC dimensijas novertésanas algoritmi ka
ari to optimalie iestatijumi, kuri tiks pieminéti velak.

Aplikosim Vapnika, Levina un Cuna piedavato VC dimensijas novértésanas pieeju
[I7]. VC dimensijas definicija minets, ka funkcijam no kopas Q(z,«) jasadala vektori
21, ..., 2z, divas dalas 2" veidos. Muasu merkis ir novertet h. Apzimesim vienu no dalam ar
A un otru ar B. Apzimésim Q(z,a*) =0ja z € Aun Q(z,0*) =1 ja z € B. Parametrs
a* saja gadijuma raksturo konkretu funkciju no kopas Q(z, «).

N reizes tiek atkartotas talak minetas darbibas. Tiek definéts

X7 = 21, W1, 5 25, Whs 5 23y Wiy
kur z* - gadijuma vektoru izlase un w* atbilstosa vektoru klase (w! € {0;1}). Arv]/(X7", )

apzime kludaino klasifikaciju biezumu pirmajiem n vektoriem, $o biezumu apréekina
1 n
PXP ) == fwy — f(z),0)
=1

Lidzigi tiek novertéts klasifikacijas klidu biezums otrajiem n vektoriem

2n

n n 1 A 7
VX 0) == 3 = f(zha)l.

j=n+1
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Mis interese starpiba starp Siem kludu biezumiem, ko apzimesim ar
E(Z7") = sup(v (X7", @) — 15 (X7", @)
acl
Balstoties uz sadu N reizes veiktu novertejumu, tiek aprekinata videja atskiriba starp

kladu biezumiem izlasu pirmajiem n un otrajien n vektoriem, respektivi

€)=+ e,

Atkartojot so procediiru dazadiem n, iegistam novertejumu izlasi (nq),&(na), ..., £(ng).
Minétaja publikacija [17] sniegts $o kliidu biezumu starpibas teorétiskais novertejums

.

1, jan/h <05
E{SUE(V?(anaOK) - vy(X7"a))} < 01%, ja 0.5 <n/h < g, gir mazs
ac
Cy %, jan/h ir liels

\

Labas puses izteiksmi iespéjams aproksimet ar funkciju

1, jaT <05
O(1) = jaT

> 0.5,
In(27)+1 b(r—k)
L — < 1+ o +1 1)

T

kur 7 = n/h. Funkcijai ir divi brivi parametri a un b, parametrs k izveléets ta, lai (0.5) =
1. Publikacija [I7] sie nezinamie parametri ir novértéti: a = 0.16, b = 1.2 un k = 1.5.

Lidz ar to VC dimensija funkcijam Q(z, ) tiek mekleta ka mazakais naturalais skaitlis
h*, kurs nodrosina labako saderibu starp funkciju ®(n/h) un ieguto izlasi no £(n;)

h* = argminpey Z(f(nk) — ®(n;/h))>.

i=1
Minetos skaitlus ny, ..., n; sauc par dizaina punktiem un sakotneji var pienemt, ka katra
no siem punktiem generée N noverojumus, lai novertétu £(n;). Tomer pastav svarigs
jautajums - vai tiesam visiem n; janem vienadi N? So jautajumu ir aprakstijusi Sao,
Cerkaskis un Li 2000. gada publikacija [18].

Talako darbibu merkis ir samazinat starpibu starp {(n) un ®(n/h), minimizejot videjo
kvadratisko kladu

MSE = E(&(n) — ®(n/h))*

tadejadi iegtstot labaku novertejumu. Sakotneéji nemam visiem n; vienadus N; un riko-

jamies saskana ar algoritmu
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1. Novertejam MSE aktualajam modelim (sakotneji visi N; sakrit);

2. Saranzéjam dizaina punktus ng, ..., ng péc to ieguldijuma novertejuma MSE. Dizaina

punkta n; ieguldijums tiek novertets
Teguld(n;) = (MSE_; — MSE)/N;,

kur MSE ir videja kvadratiska klida visiem dizaina punktiem kopa un MSFE_; ir
videja kvadreatiska klada, ja nem visus dizaina punktus, iznemot n;. Kad katram
dizaina punktam ieguldijums ir sarekinats, tos sakarto augosa secina pec ieguldijuma

lieluma. Labakais dizaina punkts ir ar vismazako ieguldijumu.

3. Parnesam vienu noverojumu no sliktaka dizaina punkta uz labako un aprekinam
MSE. Ja iegits lielaks MSE, tad atgriezas pie iepriekseja varianta un parce] novero-
jumus no otra sliktaka uz otro labako dizaina punktu, vélak ja nepiecieSams no tresa
mazaka uz treso lielako utt. Procesu atkarto, kameér iegiist mazaku MSE. Rezultata

iegtito izmainito noverojumu skaita vektoru N7, ..., N} nosauc par aktualo modeli.
4. Atkarto solus 1.-3., lidz tiek sasniegts kads no kriterijiem:

e visi dizaina punkti dod nepozitivu ieguldijumu

e visi dizaina punkti, kuri dod pozitivu ieguldijumu ir piesatinati, t.i. satur

vismaz 25% no kopéjiem noverojumiem.
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2. Empirisko procesu pielietojums

2.1. Empirisko procesu pielietosana testos

Empiriskajiem procesiem un empirisko procesu teorijai ir dazadi pielietojumi. Vistie-
sak empirisko procesu var pielietot virziena, no kura tas ir celies un tie ir testi jeb hipotezu
parbaudes. Vispazistamakie ir testi par datu sadalijuma funkcijas atbilstibu kadai teore-

tiskai sadalijuma funkcijai. Sads tests ir piemeram Kramera-fon Mises kriterijs.

Hy: X ~ F(x) pret Hy : Hy nav spéeka.

Pienemsim, ka dota izlase neatkarigu un vienadi sadalitu gadijuma lielumu Xy, ..., X,
izlase ar teoretisko sadalijuma funkciju F(x). Veicam hipotezu parbaudi Kramera-fon
Mises statistika definéta sekojosi:
W = / (Fu(z) — F(z))2dF (z).
Testa statistika 7' = nw?. Pie nosacijuma, ka izpildas hipoteze Hy,
T —4 / (B(F(x))*)dF(z), kad n — oo.
Seit ar B apzime Brauna tiltu. Ja hipoteze H, nav speka, tad T — oo, kad n — oo.
Kramera-fon Mises kritéeriju var izmantot ka alternativu plasi pazistamajam Kolmogorova-
Smirnova statistikai (|1.3))
D, = sup|Fy(x) — F(x)].

Saja gadijuma hipotezu parbaude izmanto statistiku \/nD,,. Ka redzams, testa statistika
ir loti lidziga vienkarsakajam empiriskajam procesam un ja hipotéze ir speka, tad v/nD,, —
sup, |B(F(x))|, kad n — oo un uz bezgalibu ja H, nav spéka.

Abas minetas testa statistikas var visparinat uz divu izlasu gadijumu. Tomer ir verts

apskatit arl nedaudz savadaku pieeju. Pienemsim, ka dotas divas neatkarigu un vienadi
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sadalitu gadijuma lielumu izlases X1, ..., X,, un Yy, ..., Y,, attiecigi ar sadalijuma funkcijam

F} un F5. Veicam hipotézu parbaudi:
Hy: Fi(xz) = Fy(x) pret Hy : Fi(z) # Fa(x).

1961. gada Vatsons [19][109. 1pp] aprakstijis statistiku, kuru medz saukt par U? testu. So
testu var izmantot ka alternativu Kramera-fon Mises statistikas divu izlasu gadijumam:
00 00 2
vt =n [ { Rt = F) - [ (Fl) - F)ar ) | ar o)
Pielietojot empirisko procesu teoriju, iegiist
e’} 00 2
vt [ {8t - [ eErm} .

Leprieks tika aplikoti testi izlases sadalijuma pérbaudei, tomér uz empiriskajiem procesiem
iespéjams balstit ari citus testus. Pieméram Kramera-fon Mises testu var parveidot par

sadalijuma simetrijas testu [20]
Hy: F(z)=1—F(—x) pret H, : F(z) # 1 — F(—xz).

w? = /00 (Fo(z) — (1 — E,(—x)))*dF ().

o0

Izteiksmi iespejams perveidot sekojosi
W? = / T (VA(Fu(@) — F(z) + F(2)) + Vai(Fa(—2) — F(—2) + F(—2)) — V) dF(z)
lidz ar to
w? =4 /_OO (B(F(z)) + B(F(=x)) + vn(F(x) + F(-x) — 1))*dF(x).
Ja izpildas hipoteze, tad izteiksme vienkarSojas uz integrali pa divu neatkarigu Brauna

tiltu summu.

w? =y /Oo (B(F(z)) + B(F(—x)))*dF(z).

oo
Preteja gadijuma treSais saskaitamais tiecas uz bezgalibu un integralis diverge. Mine-
taja literaturas avota [20] piemineti arl testi par vienadu sadalijuma likumu izlase, ka
arl neatkaribas testi. Tie abi tiek defineti nedaudz parveidojot Kramera-fon Mises w?
kritériju.

Statistikas teorija tiek aplukotas ne tikai vienkarsas hipotezes, bet ari saliktas. Sa-

das ir hipotezes par modeliem, kuri ieklauj sevi parametru novertésanu. Piemeéram,
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Kolmogorova-Smirnova testu ar parametru novertesanu analizejis Lilliefors [21] un sads
tests normalitates parbaudei tiek saukts par Lilliefora testu. Parametru novéertésanas
gadijuma izmainas statistika t.i. iegist

sup  |vn(F,(x) — F(x,0))],

—oo<r<o0

kur 6 - novertetie parametri. Lidz ar statistikas mainu mainas ari asimptotiskais sadali-
jums. Piemeram N (u, 02) sadalijumam 6 = {Z, s2}, kur Z ir videjas vertibas novertejums
un s? - dispersijas novertejums. Izradas, ka saliktu hipotezu gadijuma konvergence uz
Brauna tiltu vairs nav speka. To viegli pamatot ar Teilora rindas palidzibu. Fiksetam z
ir speka

~ ~

Fu(x) = F(x,0) = (Fu(x) — F(x,00)) — (F(x,0) = F(x,6)
— (Fa(w) = F(2,00)) = (0 = 00) F (2, 0) =0, + 0p(8 — 0) ) .
No kurienes neko, ka

Vi Fula) = F(2,0)) = Vi Fu(a) — P, 00) ~ V0 —00) < F(, 0o, + 0,(/(0 ~00)).

Rezultata var secinat, ka saliktas statistikas asimptotiskais sadalfjums ir atkarigs no pa-
rametru novertejumiem un parbaudamas izlases sadalijuma veida.

Ieprieks tika minets, ka gan Kramera-fon Mises, gan Kolmogorova-Smirnova testus var
izmantot divu izlasu gadijuma. Tomér ir ari cits veids ka parbaudit divu izlasu sadalijuma

funkciju vienadibu. Aplukojam hipotezi
Hy: Fi(z) = Fy(x) pret Hy : Fi(x) # Fy(x).

Definicija 2.1. [22| 242. lpp.] Par varbutibu-varbutibu (P-P) grafiku sauc funkciju
Fi(FyHt), kur 0 < ¢ < 1. Aizstajot Fy un Fy ar to empiriskajam versijam, iegfst
empirisko P-P grafiku.

Attela redzami dazi empirisko un teoretisko P-P grafiku salidzinajumu piemeri.
Empiriskais P-P grafiks tiks iegtuts generejot gadijuma izlases ar apjomu 100. Ja izlasu
sadalijuma likumi ir vienadi, tad empiriskais P-P grafiks tuvs taisnei y = z. Ja izlasu
sadalijuma likumi ir no vienas klases, bet atskiras matematiska ceriba, tad grafiks noliecas
virs vai zem diagonales, atkariba no ta, vai otras izlases matematiska ceriba ir lielaka vai

mazaka par pirmas izlases matematisko ceribu. Ja izlasu sadalijuma likumi ir no vienas

26



u=0 o=1 p=1 o=1

1.0
1.0

0.8
0.8

0.6
1
0.6
|

0.4
1
0.4
|

0.0
1
0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
() (b)
p=-1 o=1 p=0 o=4
o | oS
P -
© ©
[SH [SI
© ©
o 7| o 7
< <
c 7 [Sh
N N
c 7 c 7
) o
[SH [SH
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
© (d)

2.1. att.: Empirisko un teorétiskko P-P grafiku piemeéri, sadalijuma likumiem N (0,1) pret N(u,o?).

Generéto izlagu apjomi n=100.

klases, bet atskiras dispersija, grafiks tiek saspiests uz vidu. Palielinoties izlases apjomam
empiriskais P-P grafiks tiecas uz teoretisko, lai petitu so grafiku starpibu pie dazadiem

izlasu apjomiem, to norme ar y/n un iegust empirisko procesu divu izlasu gadijuma.
Definicija 2.2. [23, 28. Ipp.] Par empirisko P-P procesu sauc

PP(t) = Vn(Fin(Fy, (1)) — Fi(Fy (1))

So procesu var lietot gan divu izlasu sadalfjuma funkciju vienadibas parbaudei, gan ar
lai noteiktu doto izlasu empiriska P-P grafika ticamibas joslu. Saja nodala apstasimies

pie parbaudamas hipotezes. Veicot ekvivalentus parveidojumus var iegit, ka

s IVAEW R0 = B3 (0)] = sup [BY(RF 1)+ 20D oy,

kur B™ un B™ ir divi neatkarigi brauna tilti, f; un f, ir attiecigi izlasu X un Y

teoretiskas blivuma funkcijas. Pie nosacijuma, ka izpildas hipoteze Hy, iegist

oup VAW 2 (0) ~ FL (0)] = s (B0 F ) + |/ 2 B @),

0<t<1 0<t<1
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2.2. att.: Nenoraiditas un noraiditas hipotézes pieméri, konstruéjot vienlaicigas ticamibas joslas P-P

grafikiem. Izlagu apjomi n = m = 100.

Sadam sadalijumam var aprekinat kritiskas vertibas un, konstruét vienlaicigas ticami-
bas joslas empiriskajam P-P grafikam. Hipoteze Hj tiek noraidita, ja konstruetas joslas
neieklauj taisni y = ¢, kur ¢t € [0,1] kaut viena punkta. Nenoraiditas un noraiditas

hipotézes piemeérus var apliikot attela

2.2. Empiriska procesa butstraps lokacijas-skalésanas
modelim

Vienkarsakais veids, ka aprekinat kadas statistikas kritiskas vertibas, ir Monte Carlo
simulacijas. Simulaciju laika daudz reizu tiek generéetas gadijuma izlases no zinama sa-
dalijuma un apréekinata intereséjosa statistika vai arl uzreiz tiek simuléts asimptotiskais
sadaljjums. Tomer §1 metode nav izmantojama ja asimptotiskais sadalijjums atkarigs no
datiem. Protams, veicot simulacijas robezsadalijums tiks aproksimets, tomeér to nevares
izmantot realu datu gadijuma, jo tad nebis zinams datu sadalijjums.

Lai apietu So problému statistika biezi izmanto procediiru, ko sauc par bustraposanu.
So metodi 1979. gada publicejis Efrons [24]. Metodes galvena bitiba ir ta, ka pasi dotie
dati tiek uzskatiti par teorétisko sadalijumu un jaunas gadijuma izlases tiek generétas
no dotajiem datiem. Péc tam generétajam izlasém aprekina testa statistiku un nosaka
kritisko vertibu dazadiem ticamibas limeniem.

Ka piemeru aplukosim lokacijas-skalesanas modeli. Musu merkis bius veikt hipotezu
parbaudi par sada modela eksistenci starp divam dotam izlasem. Sakuma tiks sniegtas

dazas definicijas.
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Definicija 2.3. [25] Starp divu izlasu X7, ..., X,, un Yi, ..., Y}, sadalijuma funkcijam pastav

lokacijas-skalesanas modelis, ja

ﬂ@y_@(x_“>@eR.

So attiecibu var izteikt ari ar kvantilu funkcijam

Fr () = oFy () 4+t € [0, 1,

kur F; un F5, attiecgas izlasu teorétiskas sadalijuma funkcijas. levérosim, ka veicot vien-
karso hipotezu parbaudi, t.i. fiksejot konkretus parametrus p un o, tiek iegtits loti lidzigs
tests ieprieks aplikotajai divu izlasu sadalijuma funkciju parbaudei. Turklat japiemin, ka
statistikas asimptotiskais sadalijums nav atkarigs no ta, kadus p un o izvelas. Tomeér no
parametru izvéles ir atkarigs §1 modela atbilstosais varbitibu-varbatibu grafiks, kurs saja
gadijuma tiek definets ka Fy (o Fy ' (t) + p).

Aplikosim saliktu hipotézi lokacijas skalesanas modelim
FI(SL’) = F2 (ZE T M) , T € R.
o

Saja gadijuma ta bis hipotézu parbaude par to, vai starp divam dotam izlasém eksisté

lokacijas-skalesanas modelis. Pirmais solis, kas javeic ir zinamo parametru novértésana.
Lokacijas-skalesanas modela gadijuma parametrus var novertet sekojosi:

Jy FRl @) Fttydt — [ FL(t)dt fo SL(t)dt
fO F%}t 2dt — ( fo (t)dt)?

o=

9

1 1
i = / Folt)dt — & / Fy L (t)dt.
0 0
Ja izlasu apjomi sakrit, novertéjumus var uzrakstit vienkarsaka forma

&= 121 1X1)Y Zz 1in2z 1Y
711 Ei:l Y? - (n Zi:l Y;) 7

1« 1
:E;Xi_gﬁiz:;y;’

kur X;) un Y{; - augosa seciba sakartoti doto izlasu elementi. Sie novertejumi ieguti

minimizgjot ta saukto Mallova attalumu, kurs aprakstits publikacija [25].

Definicija 2.4. [25] Lokacijas-skalesanas modelim Mallova attalums tiek definets ka
1
M(F), F) ::/ (F7Ht) — oFy M (t) — p)dt.
0
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2.3. att.: Lokacijas-skalesanas empiriska procesa asimptotiskais sadalijums. kreisaja puseé - rezultats, kas
ieglits ar butstrapa palidzibu, labaja pusé - ar simulaciju palidzibu. Generétas izlases ar sadalijumiem

N(0,1) un N(1,4) apjoma 500, simulaciju un bustrapa skaits - 10000.
Péc parametru novértésanas, transforméjam otro izlasi
Y, =6Y+j
un iegustam vienkarsak pierakstamu hipotezu parbaudi:
Hy: Fy(Fy'(t)) =t pret Hy, Fy(Fy ' (t) £ ¢, t €0, 1].

Lai konstruétu vienlaicigas ticamibas joslas lokacijas-skalésanas modelim, var izmantot

statistiku
sup |v/n(Fin(F5n (1) — Fi(Fy (1)),
0<t<1

kuras asimptotiskais sadalijums ir

sup
0<t<1

B (1) + \/gBW )+ VERF ) (- 1) — F 0 — o).

Ar detalizétu lokacijas-skalésanas modela empiriska procesa asimptotiska sadalijjuma izve-
dumu var iepazities mana diplomdarba [26]. Attela redzamas divas lokacijas skalesa-
nas modela asimptotiska sadalijuma histogrammas. Kreisaja puse redzama histogramma,
kura iegtita sakotnéji simuléjot vienu izlasu pari un péc tam ar bustrapa palidzibu apreki-
natas statistikas vertibas, labaja puse redzams simulaciju rezultats. Tika genereti dati ar
sadalijumiem N (0, 1) un N(1,4) ar izlasu apjomu 500. Bustraps un simulacijas atkartotas
10000 reizu. Ka redzams attela, bustraps rada caurumus histogramma, galvenais iemesls
ir tads, ka butstrapojot tiek izmantota dota izlase, kura satur ierobezotu skaitu datu un
rezultata nevar iegtit nepartrauktu sadalijumu ka tas ir simulaciju gadijuma, kur dati tiek

generéeti no nepartraukta sadalijuma.
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Si ir liela problema, ja darbs ir ar realiem datiem, jo tad nebus iespejams veikt si-
mulacijas. Japiemin, ka bustrapa gadijuma butiski pieaug statistikas kritiska vertiba pie
jebkura ticamibas limena, tatad iegistam plasakas ticamibas joslas. Rezultata més neva-
ram noteikt gadijumus, kad lokacijas-skalesanas modelis tieSam nav speka. Lai izvairitos
no Sadas situacijas, tiek izmantots gludinosais bustraps. No jaunakajam publikacijam,
kur izmantots gludinosais bustraps, var minét Horvata publikaciju par vienlaic;igo tica-
mibas joslu konstruesanu ROC liknem [7]. Ideja par gludinosa butstrapa izmantosanu
lokacijas-skalesanas modelim ir nemta tieSi no minetas publikacijas.

Gludinata bustrapa idejas pamata ir empiriskas funkcijas gludinasana ar kodolu fun-
kcijam. Talak nedaudz tiks aprakstita pati gludinasanas ideja. Pienemsim, ka ir dota

izlase X1, ..., X,,, kur n - izlases apjoms.

Definicija 2.5. Funkciju k& : R — R* sauc par kodolu, ja:

L [% k(uw)du = 1;

2. Yu k(—u) = k(u).

Biezak izmantotas kodolfunkcijas:

1. Vienmeérigais: k(u) = %[W‘Sl, kur / ir indikatorfunkcija;

2. Epanecnikova: k(u) = 3(1 — u?)ljy<1;

3. Gausa: k(u) = #e’%“Q. Musu apskatitaja piemera nepieciesams gludinat gan izlasu

sadalfjuma funkcijas, gan kvantilu funkcijas.

Definicija 2.6. [27, 684. lpp] Pienemsim, ka k ir kodols un h - joslas platums, tad par

gludinato blivuma funkciju sauc funkciju
A R r— X;
= — k L.
) = o ok ()

Definicija 2.7. Piepemsim, ka K(z) = [*_ k(u)du,kur —oo < 2 < oo tad par gludinato

sadalijjuma funkciju sauc funkciju

Fo(z) = %i[( (x _hX)

i=1

Definicija 2.8. Pienemsim, ka Fn(x) ir gludinata sadalijuma funkcija, tad par gludinato
kvantilu funkciju sauc

E7Y(t) := inf{x : F,(z) > t},
kur t € (0;1).
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Atgriezisimies pie pieméra ar lokacijas-skalesanas modeli un atceresimies $1 modela
atbilstoso empirisko procesu:
s [Va(F(F5(0) = Fi(F 0)]
Ka redzams, tiek pétita starpiba starp empirisko un teorétisko varbiatibu-varbitibu gra-
fiku. Ja mes pielietojam parasto neparametrisko bustrapu, tad patiesiba §is process iz-
mainas uz Sadu:

sup [Vi(Ey, (Fy, (1) = Fia(Fy (1)),

0<t<1
kur Fy, un Fj  ir no izlasem ar empiriskajam sadalijuma funkcijam attiecigi £y, un Fhy,
bustrapoto izlasu sadalijuma funkcijas. Tas nozime, ka meés vairs nesalidzinam teorétisko
sadalfjuma funkciju un kadas izlases empirisko sadalijuma funkciju, bet gan divas empiris-
kas sadalijuma funkcijas un tada situacija empirisko procesu rezultati vairs nav speka un
patiesiba mes pat nevaram pateikt, kads sadai statistikai bus asimptotiskais sadalijums.
Ta ka prakse mes nekad nezinam dotas izlases teorétisko sadalijuma funkciju, varam
pielietot gludinasanas metodes $1s pasas izlases epmiriskajai sadalijuma funkcijai un iegtto
gludo funkciju pasludinat par isto teoretisko sadalijuma funkciju. Precizitate, protams,
bus atkariga no izlases apjoma. Nakosais solis ir paligizlasu bustraposana no gludinatajam
funkcijam un talak jau seko statistikas apréekinasana un ticamibas joslu konstruesana.
Pienemsim, ka dotas divas izlases Xi,., X,, un Yj,....Y,. Gludinata bustrapa metodes

realizacijas algoritms lidz ar to ir sekojoss:

. no dotajiem datiem iegstam nogludinatas sadalijjuma funkcijas Fi, un Fon:

—_

2. generejam neatkarigu izlasu pari &, ..., &ny M1, ..., Py O sadalijuma U(0, 1);

3. ar inversas transformacijas palidzibu iegiistam Tstas bustrapotas izlases X = F}. (&),

Y= FQ_nl(ni);

(2

4. veicam parametru novertéSanu un transformaciju butstrapotajam izlasém;

5. aprekinam testa statistiku, kura saja gadijuma ir
~x—1 ~—1

sup [Vi(E5, (Fyy, (1) = Fia(Fy, (1))

0<t<1

6. atkartojam darbibas 2 — 5 un aprekinam statistikas kritisko vertibu pie fikseta tica-

mibas limena.
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2.4. att.: Lokacijas-skalesanas empiriska procesa asimptotiskais sadalijums. kreisaja pusé - rezultats,
kas iegtits ar gludinosa butstrapa palidzibu, labaja pusé - ar simulaciju palidzibu. Generétas izlases ar

sadalfjumiem N(0,1) un N(1,4) apjoma 500, simulaciju un bustrapa skaits - 10000.

Horvats publikacija par ROC liknem [7] ir pieradijis, ka empiriskam procesam, kura iz-
mantots gludinosais butstraps, asimptotiskais sadalijums sakrit sadalijjumu, ko iegustam
veicot Monte Carlo simulacijas. Lidzigi ka gadijuma ar parasto neparametrisko butstrapu,
varam konstruét histogrammu jaunajam empiriskajam procesam un salidzinat to ar asim-
ptotisko sadaljjumu. Salidzindjumam apskatisim kritiskas vértibas lokacijas-skalésanas
modela vienlaicigo ticamibas joslu konstrukcijai. Vienkarsas hipotezes gadijuma apliko-
sim, kas tiek ieglits butstrapojot asimptotisko sadalijjums, veicot simulacijas, veicot pa-
rasto un gludinoso butstrapu, saliktas hipotézes gadijuma aplikosim simulacijas, parasto
un gludinoSo butstrapu. Ka redzams tabula Monte Carlo simulacijas dod vistuvako
rezultatu asimptotiskajam sadalijumam un labu novertejumu iegustam ari ar gludinata
butstrapa palidzibu. Ka jau ieprieks bija redzams histogrammas, parastais neparametris-
kais butstraps saja situdcija dod sliktus rezultatus. Tabula redzama $1 pati analize
saliktas hipotezes gadijuma. Soreiz mes nevaram precizi pateikt, kadas vertibas dod asim-
ptotiskais sadalijums, tomér varam izmantot faktu, ka Monte Carlo simulacijas dod tuvu
rezultatu teorétiskajam un salidzinat butstrapa metodes attieciba pret simulacijam. Ar1
Saja gadijuma gludinatais butstraps ir daudz labaks par parasto neparametrisko butstra-
pu. Saja nodala tika apskatits tikai lokacijas-skalesanas modelis, tomer lidzigu analizi

var veikt jebkuru empirisko procesu gadijuma.
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2.1. tabula: Kritiskas vertibas lokacijas-skalésanas empiriskajam procesam vienkarsas hipotézes gadijuma

izlasem ar apjomu n=500

Metode 90% 95% 99%
Asimptotiskais sadalijums | 1.70 1.89 2.27

Monte Carlo simulacijas 1.69 1.87 2.27
Parastais butstraps 2.05 2.23 2.68

Gludinatais butstraps 1.73 1.93 2.32

2.2. tabula: Kritiskas vertibas lokacijas-skalésanas empiriskajam procesam saliktas hipotézes gadijuma

izlasem ar apjomu n=500

Metode 90% 95% 99%
Monte Carlo simulacijas | 1.15 1.24 1.45

Parastais butstraps 1.43 1.56 1.79

Gludinatais butstraps 1.18 1.24 1.47

2.3. Empririskie procesi dazadu modelu novéertesanas
problému risinasana

Ka ieprieks tika minéts, empiriskos procesus var izmatot hipotézu parbaudei un nepie-
cieSamibas gadijuma iespejams tos butstrapot. Tomer tas nav vienigais empirisko procesu
pielietosanas veids. Reizem lai noklutu lidz kadam rezultatam empirisko procesu teoriju
var izmantot ka riku starprezultatu pieradisanai. Saja nodala tiks aplikoti gadijumi, kad

empiriskais process izmantots kada modela noveértésana.
Piemérs 2.1 (Empiriskais process GARCH(1,1) modelim).

Definicija 2.9. [28] Modelis GARCH(1,1) (angliski - Generalized AutoRegresive Condi-

tional Heteroscedasticity) tiek uzdots sekohojosi:
_ 2 _ 2 2
Yo = Okék, O = Q@+ Byp_y +70,_1, k€ Z,

kur €, ie neatkarigi, vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sadalijuma funkciju G(z), Eei = 1
un a = (o, 3,7) ir vektors no nezinamiem parametriem, «, 3,7 > 0 un §+ v < 1. Pie

sadiem nosacijumiem eksisté viens unikals, stacionars un ergodisks atrisinajums y.
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Sekojosais rezultats minets Vjazilova [28] publikacija, kura veltita GARCH(1,1) pro-

cesa parametru novertésanai.

Teoréma 2.1. [25][990. lpp] Pienemsim, ka yo, y1, ..., Y, ir novérojumi stacionaram atri-

sinajumam un

Yk 3 2
s ja oi(t) >0
a,z =t + tgyg_l + tggi_l, € 1= (1) , k=1,...,n,

1ja o2(t) <0

kur t = (t1,ts,t3) € R3 un 0y = 0. Ievies atlikumu empirisko procesu

k k
Un(@,t) = vn>_ f(r-1:t)le <o Un(®) = V1Y f(i1—150) Loy (<o
k=1 k=1

kur yp = (ooos Y—1, Yk )s Uk = (-, 0,90, ..., y). Ja izpildas sekojosi nosacijumi:

e G(z) ir stingri monotona kopa {z € R: 0 < G(z) < 1};

eksiste diferencejama blivuma funkcija g(z) = G'(x) un supyerz?|g(x)| < oo;

E|f(yi;0)[* < ooun /n 37, | flyrsa) — f(gr;a)| = 0,(1);

eksiste f = Of [0t;, eksiste B||f(yy;a)l[* < oo, n™ iy [ (s a) — (s 0)l| =
0,(1), ||f(y:t) — f(y;a)|| < H(y,a)||t — a||, kur t ir kada punkta a apkartne,

EH(y1,a) < oo un supgenEH (§1,a) < oo, ||.|| ir Eiklida norma.

Tad ir speka

Sup U, @it U ()~ g o) (B f s a)elyn: )], )—Gia) (Ef(nsa). £) | = 0,(0),

z€R,[|t]|<T

visiem 0 < T < oo, kad n — oo, kur

. 1 Y(y,7) Z(y,a)
e(y;a) : ((1_7>U2(y;a)’02(y;a)’02(%@))7

Y (Yks ) = Dm0 V" Vi 02 (ks @) := o) (1=7)+BY (yx; ), Z(yi; a) := 3 oo Y02 (Yhom—1; ).

Piemeérs 2.2 (Ilglaicigas un islaicigas atminas laiktindu atlikumu empiriskais process).
Aplukojam laikrindu {y;}, kuru genere modelis

o0

/
Y = B X+ € un ¢ = g a;€;_1,
i=0
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kur X; ir p-dimensionalu laikrindu virkne, kura merojama attieciba pret F,_1 = o(e;_1, €9, ..)
vai ir neatkariga no {e;}. Koeficienti a; apmierina nosacijumus ) >° a; < 00, ¢y = 1 un
ar, = k7732 Lo(k) kadai leni varigjosai funkcijai Ly ar H < 1. Ka arl ¢ ir neatkarigu un

vienadi sadalitu gadijuma lielumu virkne ar videjo vertibu 0 un o2 = Ee? < occ.

Definicija 2.10. [29] Process ¢, ir ar ilglaicigu atminu ja H € (1/2,1) un ar islaicigu
atmipu ja H < 1/2.  Cans un Lings 2008. gada publikacija [29] apluko empiriskos
procesus abos gadijumos, talak tiks aprakstiti rezultati no minétas publikacijas.
Aplakojam gadijumu H € (1/2,1) un defingjam
1 n
Kn(z) = P Z[lqﬁx — F(z)|,
" oi=1

kur 02 = var(}_;_, &) un F(x) ir ¢ teoretiska sadalijuma funkcija.

Teoréma 2.2. Ir spéka sakariba

n

1
sup |K,(x) + —F'(z) Y e)t| =o0(1) g.d.,
z€eR On i1

o2 Jk(H)n*" L3(n) — 1, kad n — oo un o, * Z —q4 N(0,1),
i=1

kur k(H) = [°(z + 2?)7=32dx.

No §7 rezultata izriet

sup F'(2)] sup | Ko(2)] —a N(0,1),ja sup|F'(z)| < oc.
z€R z€R z€R

Uzliekot modelim daudz komplicetakus nosacijumus, iespejams iegut rezultatu ari pie
H < 1/2 un H = 1/2. Vel minetaja publikacija aplukoti atlikumu empiriskie procesi
nestabiliem AR(p) modeliem. Tomer laikrindas nav vienigie modeli, kuriem tiek pétits
atlikumu lglaicigas atminas empiriskais process, to var veikt arl regresijas modeliem un
saja virziena publikaciju zurnalam Annals of Statistics ieniegusi Kuliks un Loreks [30].

Ieprieksejos piemeros tika aplikoti modeli, kuros empiriskais process nekonverge uz
Brauna tiltu. Tomér atceresimies ka konvergence uz Brauna tiltu ir raksturiga tikai tiem
empiriskajiem procesiem, kuriem ir speka Donskera Teorema Turpmakajos pieme-
ros aplukosim gadijumus, kad tiesam statistikas asymptotiskais sadalijums ir saistits ar
Brauna tiltu. Tiks apliikotas dazas hipotézu parbaudes un lai gan sads pielietojums jau
tika aprakstits viend no iepriek$éjam nodalam, Sie piemeéri Ipasi interesanti ir tadel, ka
tie apkopo empiriskos procesus un empiriskas ticamibas modeliem. Rezultata tiek ieguts

empiriskas ticamibas modela novertejums ar empirisko procesu metodi.
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Piemeérs 2.3. [31][268. Ipp] Aplukojam neatkarigu un vienadi sadalitu gadijuma lielu-
mu izlasi X7, ..., X, un parbaudam hipotezi Hy : F(z) = Fo(x), kur Fy(x) ir zinama,

nepartraukta sadalijuma funkcija. Definéjam lokalizéto empiriskas ticamibas attiecibu

sup, {L(F) L F = Fo(x)}
sw, {L(F)}

kur L(F) = [, (F(X;) — F(X;—)). Empiriska sadalijuma funkcija F, atbilst supre-

i=1

R(z) =

mam saucéja un suprems skititaja atbilst situacijai, kad tiek uzlikti svari Fy(x)/(nF,(x))
visiem noverojumiem lidz X un to ieskaitot un svari (1 — Fy(z)/(n(l — F,(z))) visiem
noverojumiem aiz x. No ta seko

1 — Fy(z)

logR(x) = nF,(x)log Fo(z) +n(l— Fn($))logl_—wa

un izmantojot to, ka 0 < Fy(z) < 1, iegiist

n(Fn(x) — Fo(x))*

—20gR(w) = B T Fo())

+ Op(l) —d X%J

ja ir speka H,.
Integrejot So izteiksmi attieciba pret Fj, iegust statistiku
00 1 2
B(t)
T, = -2 logR(x)dE — dt,
| togni@yiria) / et

o0

kur B - Brauna tilts.

Piemeérs 2.4. [31][270. lpp] Aplukosim testu par simetriju. Hy : F(—z) = 1 — F(z—),

katram x > 0. Lidzigi ka iepriekseja piemera, tiek definéta lokala ticamibas attieciba

sup,, {L(ﬁ) ; F/(:;) =1- ﬁ(x—)}
sup, { L(F) }

R(x) = x> 0.

Var pieradit, ka

) =R e

Sekojoss rezultats ir speka

Teoréma 2.3. [31][270. lpp] Ja F ir nepartraukta sadalijuma funkcija un ir speka hipoteze
par simetriju, tad

W2(t)
t

T, = —2 /0 T logR()d {Fy(2) — Fu(—2)} =g /0 dt.
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kur W-standarta Brauna kustiba jeb standarta Vinera process. Minetaja publikacija ar
lidzigu pieeju risinatas problemas testam par neatkaribu ka ari par eksponencialitati.

Lidz sim tika aplikoti pieméri empiriskajiem procesiem, kad tie tiecas uz citu sadali-
jumu - ne Brauna tiltu, ka art gadijumus, kad rezultata tiek ieguta izteiksme, kura satur
Brauna tiltu vai Brauna kustibu. Nobeiguma jamin, ka liela dala rezultatiem, kas sa-
stopami van de Giras gramata [I4], iegfiti izmantojot tiesi Vapnika-Cervonenkis teoriju
un entropijas rezultatus. Minétaja gramata galvena uzmaniba vérsta uz novertéjumu
konvergences atrumu.

Lai gan lielaka dala sada tipa testu ieguta 20. gadsimta otraja puse, tomeér jaunu
testu izveide joprojam turpinas. Nesen 2011. gada izveidots uz empirisko procesu pieejas
balstits tests procesa stacionaritates parbaudei [32]. Tiek definets mers, lai novertetu

attalumu no stacionaritates:

D := sup wyepa2| D (v, w)],

D(v,w) = %(/0 /OW f(u, /\)d/\du—v/ow /Olf(u, A)dud)),

kur f(u, ) apzime laika mainigo spektralo blivumu. D ir 0, ja process ir stacionars.

kur
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Nobeigums

Izstradajot magistra darbu tika iepazita metriskas un Vapnika-Cervonenkis entropi-
jas teorija ka ari to pielietojumi. Vapnika-Cervonenkis teorija musdienas ir loti svariga
dazadu modelu sarezgitibas novertesana un to lieto arl arpus empirisko procesu teori-
jas, pieméram, loti plass VC teorijas pielietojums ir masinu maciSanas teorija. Varétu
pat teikt, ka $is teorijas pielietojums saistiba ar empiriskajiem procesiem ir sava veida
specialgadijums.

Diemzel VC teorijai pat misdienas ir vairak teorétisks neka praktisks pielietojums. so
situaciju raksturo, pieméram, centieni empiriski novertet VC dimensiju. Saja darba gan
tika sniegts algoritms VC dimensijas novertésanai, tomer joprojam notiek aktivi petijumi,
ka to uzlabot.

Japiemin, ka viena no svarigakajam $a darba sastavdalam ir empirisko procesu butstra-
pa pétijjums kd arl iegiitais rezultats, ka parastais neparametriskais butstraps empirisko
procesu gadijuma var nestradat un nepieciesams pielietot gludinoso butstrapu. Ka pie-
meru var minét aplikoto lokacijas-skalesanas modeli, kuram neparametriskais bustraps
deva lielakas kritiskas vertibas neka gludinatais butstraps. Sis faksts ir loti svarigs, jo
empirisko procesu asimptotiskie sadalijumi medz but loti sarezgiti un vienigais veids, ka

tos novertet no datiem var izradities tiesi bustraps.
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A Pielikums

Al. R kods Brauna tilta un Brauna kustibas realiza-

ciju iegisanai

#Lai realiz &tu brauna tilta un Brauna kust ibas simul &cijas, nepiecieSams
#programm & R iel adét bibliot éku el1071

#HALt éla 1.1. ieg aSan a izmantotas komandas

# Brauna tilta realiz acijas

n<- 1000

t<-seq(0, 1, length=n )

plot (t,rbridge (1,n), "I" ,ylim=c (-2,2), xlab="" ,ylab= "")
points (t,rbridge (1,n), "I" ,ylim=c (-2,2), col= "blue" )
points (t,rbridge (1,n), "I" ,ylim=c (-2,2), col= "green" )
Up<- 2*sgrt  (t* (1-t))

Low<- -Up

points (t, Up, "I" )
points (t, Low, "I" )

# Brauna kust  1basrealiz  acijas

plot (t,rwiener (1,n), "I" ,ylim=c (-2, 2), xlab= """, ylab= "")
points (t,rwiener (1,n), "I" ,ylim=c (-2, 2), col= "blue" )
points (t,rwiener (1,n), "I" ,ylim=c (-2, 2), col= "green" )
Up<- 2*sqgrt (t)

Low<- -Up

points (t, Up, "I" )
points (t, Low, "I' )
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A2. R kods empirisko procesu pieméru sagatavosanai

# Attela 1.2. redzmie pieneri tika iegati ar zemek redzanp komandu pal 1dzibu
n<-1000 #izl ases apjons, kuru var nainit

x<-runif(n) #generé izl asi

X<-seq(m n(x), max(x), by=0. 0001)

XX<-ecdf (x)# novertée enpirisko sadal 1j uma funkciju

#enmpiri ska procesa grafiks

#Attel a 1.3. redzam e enpiriska kvanti 1u procesa grafiki iegati, izmatojot
#zemek redzames komandas. Katrai izlasei kostruéets standarta enpiriskais
#proess un kori gétais.

# U(0,1) sadal ita izl ase

n<-500 #izl ases apj ons

x<-runif(n) #generéata izl ase

T<-seq(0. 001, 0. 999, by=0. 0001)

plot(T,sqrt(n)*(qunif(T)-quantile(x, probs=T,type=1)), cex=0. 2,
x| ab=bquot e(paste(n==.(n),"; sadal 1junms U(0,1)")),ylab="",6 cex.|ab=2,type="1")

plot (T, dunif(qunif(T))*sqgrt(n)*(qunif(T)-quantile(x, probs=T,type=1)), cex=0. 2,

# N(O, 1) sadal ita izl ase
n<-500 #izl ases apjons
x<-rnorm(n) #generéta izl ase
T<-seq(0. 001, 0. 999, by=0. 0001)

plot(T,sqgrt(n)*(gnorm T)-quantile(x, probs=T,type=1)), cex=0. 2,
x| ab=bquot e(paste(n==.(n),"; sadal 1juns N(0,1)")),ylab="", cex.lab=2, type="1")

pl ot (T, dnorm gnorm(T))*sqgrt(n)*(gnornm(T)-quantile(x, probs=T,type=1)), cex=0. 2,

# Exp(1l) sadal ita izl ase
n<-500 #izl ases apjons
x<-rexp(n) #generéta izlase
T<-seq(0. 001, 0. 999, by=0. 0001)

plot(T,sqgrt(n)*(gexp(T)-quantil e(x, probs=T, type=1)), cex=0. 2,
x|l ab=bquot e(paste(n==.(n),"; sadal 1juns Exp(1)")),ylab="", cex.lab=2,type="1")

pl ot (T, dexp(qgexp(T))*sqrt(n)*(gexp(T)-quantile(x, probs=T,type=1)), cex=0. 2,
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A3. R kods bustrapa metozu salidzinasanai lokacijas-

skalésanas empiriskajam procesam

#Simul &cijas lok acijas-skal &Sanas mode la emp iriskajam procesam

PP_simul <-function(n){
x<-rnorm (n, 0, 1)
y<-rnorm (n, 1, 2)

#atkar 1banot &, vaitiek veikta vienk ars a vei salikt a hipot &Zup arbaude,
#parametrus attiec 1gi uzdod vai nov ert

o]l

s<- (mean(sort (Xx)*sort (y)) -mean(Xx)*mean(y)) /(mean(y*2)-mean(y)”2)
n<- mean( X) -s*mean (y)

#s<-0.5

#m<- -0.5

y<-y*s+m #veic otr  as izlases transform aciju

XX<- ecdf (x)
T<-seq(0, 1, length=1000)
rez <- XX(quantile (y, T, type= 1))

#plot(T,rez,type="s")
#points(t,p,type="1",lwd=2,col="blue")

return(rez)

}

T<-seq(0, 1, length=1000)

p<-T

#Simul acijas

N<- 10000

n<- 500

R<-replicate (N, sgrt (n)*max(abs(PP_simul (n)-p)))
sort (R)[ ¢(0.9,0.95,0.99 )*N]

hist (R, breaks=sqrt (N), main="Teor &tisk a statistikas histogramma" , Xlab= """,
ylab= "Biezums" , col= "grey" ,cex.lab= 1.2)
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# Neparametrisk & bustrapa metode lok acijas skal &Sanas modelim
PP_boot <-function(x, y){
XX<- ecdf (x)

#atkar 1banot &, vaitiek veikta vienk ars a vei salikt a hipot &Zup arbaude,
#parametrus attiec 1gi uzdod vai nov ért

(0]

s<- (mean(sort (x)*sort (y)) -mean(x)*mean(y)) /(mean(y”*2)-mean(y)”"2)
m<- mean( X) -s*mean (y)

#s<-0.5

#m<--0.5

y<-y*s+m

T<-seq (0, 1, length= 1000)

rez <- XX(quantile (y, T, type= 1))

#plot(T,rez,type="s")

#points(t,p,type="1",lwd=2,col="blue")

return(rez)

}

#Empiriskais PP-grafiks

N<- 500

x<-rnorm (N, 0, 1)
y<-rnorm (N, 1, 2)
t<-seq(0, 1, length= 1000)
XX<- ecdf (x)

#atkar 1banot &, vaitiek veikta vienk ar$ a vei salikt a hipot &Zup arbaude,
#parametrus attiec 1gi uzdod vai nov ert

(o]l

s<- (mean( sort (x)*sort (y)) -mean(x)*mean(y)) /(mean(y”2)-mean(y)”"2)
n<- mean( X) -s*mean (y)

#s<-0.5

#m<--0.5

Y<- y*s+m

p<- XX(quantile (Y,t, type= 1))

plot (p,t)

#Butstraps

N<- 10000 #butstrapa reizu skaits
n<- 500 # butstrapoto izlaSu apjoms

R<-replicate (N, sgrt (n)*max(abs(PP_boot ( sample ( x, n, replace= TRUB, sample (y, n,

replace= TRUB) -p)))
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# Gludin  ar a butstrapa metode lok acijas skal éSanas emp 1iriskajam procesam

K<-function(x, X h, t){
#x-punkts

#X-izlase

mean( pnorm (( x-X)/h , 0, 1)) -t
}

K<- Vectorize (K, vectorize.args= "X")

Uroot <-function(X, h,t){

if (t<1/1079){ t<-1/1079}

if (t>1-1/1079){ t<-1-1/ 1079}

uniroot (K, c(-1076, 1076), X, h,t) $root

Uroot <- Vectorize (Uroot , vectorize.args= ")

inv <-function(u, X){
k<-length (X[ X[, 2] <u, 2])
i f(k==0){ x<-X[1, 1]}

el se

{x<-X[k, 1]}

}

inv <- Vectorize (inv , vectorize.args= "u")

PP_sm_boot <-f uncti on(n, X, Y){
u<-runif (n, 0, 1)

v<-runif (n, 0, 1)

x<-inv (u, X)

y<-inv (v,Y)

s<- (mean(sort (x)*sort (y)) -mean(x)*mean(y)) /(mean(y*2)-mean(y)”"2)
m<- mean( X) -s*mean (y)

#s<-0.5

#m<--0.5

y<-y*s+m

XX<- ecdf (x)

T<-seq (0, 1, length= 1000)

rez <- XX(quantile (y, T, type= 1))

#plot(T,rez,type="s")

#points(t,p,type="I1",lwd=2,col="blue")

return(rez)

}
PP_sm_boot ( 100, X, Y)
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#d udai s PP-grafiks

N<- 500

x<-rnormN, O, 1)

y<-rnormN, 1, 2)

hl<-bw. SJ(x)

h2<-bw. SJ(y)

t<-seq(0, 1, | engt h=1000)

T<-seq(m n(x,y), max(x,y), | ength=1000)
X<-matrix(c(T,K(T, x, hl,0)), ncol =2, nrow=1000)
Y<-matrix(c(T,K(T,y, h2,0)), ncol =2, nrow=1000)

s<-(mean(sort(x)*sort(y))-mean(x)*mean(y))/ (mean(y”2)-nmnmean(y)”"2)
m<- mean( x) - s*nean(y)

#s<-0.5

#m<--0.5

y<-y*s+m

p<-K(Uroot(y, h2,t),x, h2,0)
plot(t,p,type="I1")

#But st raps

N<- 10000

n<-500

R<-replicate(N, sqgrt(n)*max(abs(PP_sm boot(n, X Y)-p)))
sort(R)[c(0.9,0.95,0.99)*N|
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Autors: Juris Cieléns

(paraksts) (datums)

Rekomendeju darbu aizstavesanai.

Vaditajs: docents Dr.math. Janis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents: Marcis Bratka

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matematikas nodala

(datums)

(darbu piepéma)

Darbs aizstavets magistra gala parbaudijuma komisijas sede

prot. Nr. , Vertejums

(datums)

Komisijas sekretare: Margarita Buike

(paraksts)



	Apzîmçjumi
	Ievads
	Empîriskie procesi un to asimptotika
	Empîriskais process
	Metriskâ entropija
	Vapnika-Èervonenkis entropija
	Vapnika-Èervonenkis dimensija

	Empîrisko procesu pielietojums
	Empîrisko procesu pielietoðana testos
	Empîriskâ procesa butstraps lokâcijas-skalçðanas modelim
	Empîriskie procesi daþâdu modeïu novçrtçðanas problçmu risinâðanâ

	Nobeigums
	Izmantota literatura un avoti
	Pielikums
	R kods Brauna tilta un Brauna kustîbas realizâciju iegûðanai
	R kods empîrisko procesu piemçru sagatavoðanai
	R kods bustrapa metoþu salîdzinâðanai lokâcijas-skalçðanas empîriskajam procesam


