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Anotâcija

Darbâ aplûkoti strukturâlo attiecîbu modeïi un to pârbaude, izmantojot empîrisko pro-

cesu metodes. Tiek pierâdîti kvantiïu-kvantiïu, varbûtîbu-varbûtîbu, lokâcijas-skalçðanas

un Lçmaòa alternatîvu empîrisko procesu asimptotiskie sadalîjumi. Ar simulâciju palî-

dzîbu programmâ R analizçta ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâte, kâ arî noteiktas

daþâdu statistiku kritiskâs vçrtîbas.

Atslçgas vârdi: empîriskie procesi, strukturâlo attiecîbu modeïi



Abstract

This thesis contains analysis of structural relationship models using empirical process met-

hods. The asymptotic distribution of empirical quantile-quantile, probability-probability,

location-scale and Lehman alternatives ir proved. Using simulations in progamm R, the

coverage accuracy of confidence bands is analyzed and the critical values of different

statistics are estimated.

Keywords: empirical processes, structural relationship models
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Apzîmçjumi

F1, F2 izlaðu teorçtiskâs sadalîjuma funkcijas

F1n, F2m izlaðu empîriskâs sadalîjuma funkcijas

W (t) Brauna kustîba

B(t) Brauna tilts

I{a} Indikatorfunkcija - I = 1, ka ir spçkâ a un 0, ja a nav spçkâ

N(µ, σ2) Normâli sadalîts gadîjuma lielums ar vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2

U(a, b) Vienmçrîgi sadalîts gadîjuma lielums intervçlâ [a, b]

Exp(λ) Eksponenciâli sadalîts gadîjuma lielums ar parametru λ

χ2
k χ2 sadalîts gadîjuma lielums ar k brîvîbas pakâpçm

→d Konverìence pçc sadalîjuma
p−→ Konverìence pçc varbûtîbas
as−→ Gandrîz droða konverìence

l∞(T ) Ierobeþotas funkcijas telpâ T

C[a, b] Nepârtrauktas funkcijas intervâlâ [a, b]
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Ievads

Statistikâ svarîga loma ir hipotçþu pârbaudei. Ðajâ darbâ tiek aplûkota hipotçþu

pârbaude par populâcijas sadalîjumu veidu vienas izlases, kâ arî divu izlaðu gadîjumâ.

Tiek padziïinâti analizçts Kolmogorova-Smirnova tests vienkârðâm un saliktâm hipotçzçm

no empîrisko procesu viedokïa. Empîrisko procesu teorja labi aprakstîta Billingsley [1],

Shorack un Welner [2] un Van der Waart [3] grâmatâs.

Divu izlaðu gadîjumâ hipotçze H0 : F1(x) = F2(x), ∀x ∈ R tiek pârbaudîta kon-

struçjot vienlaicîgos ticamîbas intervâlus varbûtîbu-varbûtîbu (P-P) un kvantiïu-kvantiïu

(Q-Q) grafikiem. P-P un Q-Q procesu asimptotika ir zinâma un tiek plaði izmantota,

tomçr precîzu pierâdîjumu atrast neizdevâs. Ðo procesu asimptotika tika pierâdîta izman-

tojot idejas no Horwath publikâcijas [4]. Apkopojumu par teorçtiski asimptotiskajiem

sadalîjumiem ar praktisku pielietojumu vienkârðas hipotçzes gadîjumâ skatît publikâci-

jâ [5]. Teorçtiskâs metodes implementçtas programmâ R, veicot pârklâjumu precizitâtes

simulâcijas, kâ arî apskatîts reâls datu piemçrs.

Visbeidzot tiek analizçti vispârçji strukturâli modeïi divu izlaðu gadîjumâ, kas pirmo

reizi definçti publikâcijâs Freitag un Munk [6, 7]. Visvienkârðâkais ir lokâcijas modelis,

kurð pieòem, ka divas sadalîjuma funkcijas atðíiras viena no otras ar zinâmu nobîdes

parametru, tas ir, F1(x) = F2(x − θ) visiem x ∈ R. Ðâdi modeïi ir svarîgi, piemçram,

medicînâ, kur ievieðot jaunas zâles ir sagaidâms uzlabojums. Ðajâ gadîjumâ tiek pârbau-

dîta hipotçze par paðu lokâcijas modeli, neinteresçjoties par konkrçto sadalîjuma funkciju

veidu. Tâdus modeïus pieòemts saukt par semiparametriskiem modeïiem.

Ðajâ darbâ tiek pierâdîti lokâcijas-skalçðanas un Lçmaòa alternatîvu strukturâlo mo-

deïu empîrisko procesu asimptotiskie sadalîjumi, kas ir jauns rezultâts. Ar to palîdzîbu

var kontruçt ticamîbas intervâlus un veikt hipotçþu pârbaudi strukturâlajiem modeïiem.

Ticamîbas intervâli strukturâlajiem modeïiem, izmantojot empîrisko ticamîbas funkciju,

iegûti Valeiòa [8] disertâcijâ.

Darbs sastâv no trîs nodaïâm un pielikuma. Pirmajâ nodaïâ tiek sniegta empîriskâ

procesa definîcija klasiskajâ un vispârinâtâ gadîjumâ, attçlota tâ saistîba ar Brauna tiltu

un sniegti piemçri funkciju klasçm, kurâm ir spçkâ saistîba ar Brauna tiltu. Otrâ nodaïa

satur strukturâlo modeïu apskatu kâ arî asimptotisko sadalîjumu ðo modeïu statistikâm.

tiek aplûkoti empîriskie procesi divu izlaðu gadîjumâ. Treðâ nodaïa satur modeïu konver-

ìences un pârklâjumu precizitâtes analîzi. Pielikums satur izmantoto programmu kodu.
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1. Empîriskie procesi vienas izlases

gadîjumâ

Ðajâ nodaïâ tiks sniegta empîriskâ procesa definîcija vispârîgâ gadîjumâ, aplûkotas

Brauna tilta îpaðîbas, kâ arî svarîgâkâs empîrisko procesu teorçmas vienas izlases gadî-

jumâ. Tiks analizçta Kolmogorova-Smirnova statistika ne tikai vienkârðu, bet arî saliktu

hipotçþu gadîjumâ, kâ arî sniegti daþi piemçri funkciju klasçm, kuras veido P -Donskera

klases.

1.1. Empîriskâ procesa definîcija

Vienkârðâkajâ gadîjumâ empîriskais process tiek veidots no empîriskâs un teorçtiskâs

sadalîjuma funkcijas starpîbas. Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgu, vienâdi sadalîtu

(turpmâk tiks lietots saîsinâjums no angïu valodas - i.i.d.) gadîjuma lielumu izlase ar

sadalîjuma funkciju F .

Definîcija 1.1. Par empîrisko sadalîjuma funkciju sauc funkciju

Fn(x) :=
1

n

n∑
i=1

I{Xi≤x}.

Apgalvojums 1.1.

√
n(Fn(x)− F (x))→d N(0, F (x)(1− F (x))).

Pierâdîjums. Rezultâts seko no centrâlâs robeþteorçmas, no tâ, ka

E(Fn(x)) = F (x) un D(Fn(x)) =
F (x)(1− F (x))

n
.
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Teorçma 1.2. [2, 1. lpp] (Glivenko-Kantelli) Ir spçkâ

sup
−∞<x<∞

(|Fn(x)− F (x)|) as−−−→
n→∞

0.

Pçc daudzdimensionâlâs centrâlâs robeþteorçmas [3, Piemçrs 2.18] katriem x1, ..., xk ∈ R.

√
n(Fn(x1)− F (x1), ..., Fn(xk)− F (xk))→d (GF (x1), ..., GF (xk)),

kur labâs puses vektors ir ar daudzdimensiju normâlo sadalîjumu ar vidçjo vçrtîbu 0 un

kovariâciju

EGF (xi)GF (xj) = F (xi ∧ xj)− F (xi)F(xj),

kur xi ∧ xj = min(xi, xj).

Definîcija 1.2. [3, 257. lpp] Telpu D[a, b], a, b ∈ R sauc par Skorohoda telpu, ja tâ satur

visas funkcijas z : [a, b] → R, kuras ir nepârtrauktas no labâs puses un kurâm intervâlâ

[a, b] eksistç robeþa no kreisâs puses. Ðâdas funkcijas tiek sauktas par 'cadlag' (continue

à droite, limites à gauche) funkcijâm.

Teorçma 1.3. [3, 266. lpp] Ja X1, X2, ... ir i.i.d. gadîjuma lielumi ar sadalîjuma fun-

kciju F, tad empîriskais process
√
n(Fn − F ) konverìç pçc sadalîjuma Skorohoda telpâ

D[−∞,∞] uz gadîjuma procesu GF , kura robeþsadalîjumam ir daudzdimensionâls normâ-

lais sadalîjums ar vidçjo vçrtîbu 0 un kovariâciju EGF (ti)GF (tj) = F (ti∧ tj)−F (ti)F (tj).

Teorçma 1.4. [4, 1901. lpp] Pieòemsim, ka X1, ..., Xn i.i.d. gadîjuma lielumi ar sadalî-

juma funkciju F , tad

sup
−∞<x<∞

|
√
n(Fn(x)− F (x))| −→as sup

−∞<x<∞
|B(F (x))|, (1.1)

kur B apzîmç Brauna tiltu, kas tiks definçts vçlâk. Kreisâs puses izteiksme ir plaðâk

pazîstama ar nosaukumu - Kolmogorova-Smirnova statistika.

Kolmogorova-Smirnova statistika bieþi tiek izmantota, lai pârbaudîtu hipotçzi par iz-

lases empîriskâs sadalîjuma funkcijas atbilstîbu kâdai konkrçtai sadalîjuma funkcijai. Ðîs

statistikas sadalîjums ir bezgalîga summa [1, 104. lpp]

P ( sup
−∞<x<∞

|
√
n(Fn(x)− F (x))| ≤ α) = 1− 2

∞∑
i=1

(−1)i−1e−2i
2α2

.

Grafiski statistikas sadalîjumu var, piemçram, iegût veicot simulâcijas un attçlojot tâs

histogrammâ. Tika veiktas 10000 Kolmogorova-Smirnova statistikas simulâcijas normâli
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sadalîtu gadîjuma lielumu izlasçm un aprçíinâta statistika. Rezultâtus var aplûkot attçlâ

1.1.
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1.1. att.: Kolmogorova-Smirnova statistikas histogramma. 10000 reizes simulçtas normâli sadalîtas gadî-

juma izlases ar apjomu 1000. Histogrammai pievienota blîvuma funkcija, kas iegûta izmantojot kodolu

gludinâðanas metodi. 0.95-tâ kvantile ir aptuveni 1.36.

Statistikas teorijâ tiek aplûkotas ne tikai vienkârðas hipotçzes, bet arî saliktas. Pie-

mçram, hipotçze par N(0, 1) sadalîjumu ir vienkârða, bet par N(µ, σ2) ir salikta. Ðâdas ir

hipotçzes par modeïiem, kuri iekïauj sevî parametru novçrtçðanu. Kolmogorova-Smirnova

testu ar parametru novçrtçðanu analizçjis Lilliefors [9] un ðâdi testi mûsdienâs tiek saukti

par Lilliefora testiem. Parametru novçrtçðanas gadîjumâ izmainâs statistika t.i. iegûst

sup
−∞<x<∞

|
√
n(Fn(x)− F (x, θ̂))|, (1.2)

kur θ̂ - novçrtçtie parametri. Piemçram N(µ, σ2) sadalîjumam θ̂ = {x, s2}, kur x ir

vidçjâs vçrtîbas novçrtçjums un s2 - dispersijas novçrtçjums. Izrâdâs, ka saliktu hipotçþu

gadîjumâ asimptotiskais sadalîjums 1.1 vairs nav spçkâ. To viegli pamatot ar Teilora

rindas palîdzîbu. Sekojoðo izvedumu var skatît [10, 452. lpp].

Fiksçtam x ir spçkâ

Fn(x)− F (x, θ̂) = (Fn(x)− F (x, θ0))− (F (x, θ̂)− F (x, θ0)

= (Fn(x)− F (x, θ0))−
(

(θ̂ − θ0) ∂
∂θ
F (x, θ)|θ=θ0 + op(θ̂ − θ0)

)
.

No kurienes neko, ka
√
n(Fn(x)−F (x, θ̂)) =

√
n(Fn(x)−F (x, θ0))−

√
n(θ̂− θ0) ∂

∂θ
F (x, θ)|θ=θ0 + op(

√
n(θ̂−

θ0)). Rezultâtâ var secinât, ka statistikas (1.2) asimptotiskais sadalîjums ir atkarîgs no

parametru novçrtçjumiem un pârbaudâmâ populâcijas sadalîjuma veida.

6



Attçlâ 1.2. var aplûkot statistikas (1.2) histogrammas daþâdiem sadalîjumiem ar 0.95

kvantilçm. Normâli sadalîtâm gadîjuma izlasçm tâ ir 0.9, eksponenciâli sadalîtâm 1.07,

un χ2 sadalîtâm 1.06. Svarîgâkais secinâjums ir tâds, ka asimptotiskais sadalîjums ir

atkarîgs no novçrtçtajiem parametriem, kuri savukârt ir atkarîgi no izlases.

Normalais  sadalijums −  0.95 kvantile ir 0.9
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1.2. att.: Lilliefora statistikas hitogramma daþâdâm sadalîjuma funkcijâm. Redzams, ka Kritiskâs vçrtîbas

konkrçtam ticamîbas lîmenim ir atkarîgas no dotâs sadalîjuma funkcijas. Simulâcijas veiktas 10000 reizes

izlasçm ar apjomu 1000.

Iepriekð Teorçmâ 1.4 tika minçts, ka Kolmogorova-Smirnova statistikas sadalîjums

tiecas uz suprçmumu pa Brauna tiltu.

Definîcija 1.3. Par Brauna tiltu sauc Gausa procesu {B(t) : t ∈ [0, 1]}, kura kovariâciju

struktûra ir cov(B(s), B(t)) = s(1 − t), kur s < t. Ðî procesa sadalîjums ir tâds pats kâ

ar W (t)− tW (1) sadalîjums, kur W - standarta Brauna kustîba.

Lai noteiktu iespçjamo Brauna kustîbas un Brauna tilta attîstîbu, iespçjams konstruçt

punktveida ticamîbas joslas. Ir zinâms, ka gadîjuma lielumam, kura sadalîjums irN(0, σ2)

95% ticamîbas intervâls ir aptuveni [−2σ, 2σ], piemçrus skatît attçlâ 1.3.
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1.3. att.: Pa kreisi - Brauna kustîbas realizâcijas piemçri, pa labi - Brauna tilta realizâcijas piemçri.

Gludâ lînija atdala 95% punktveida ticamîbas joslu.

Aplûkosim empîriskâ procesa vispârçju definîciju. Pieòemsim, ka P ir varbûtîbu mçrs

mçrojamâ telpâ (X,F), kur X ir kaut kâda kopa un F ir minimâla σ-algebra uz X .

Definîcija 1.4. [3, 269. lpp] Par empîrisko varbûtîbu mçru sauc

Pn =
1

n

n∑
i=1

δXi
,

kur δx ir varbûtîbu sadalîjums, kurð deìenerçts punktâ x.

Definîcija 1.5. [3, 269. lpp] Pieòemsim, ka f : X→ R ir mçrojama funkcija. Funkcijas

f sagaidâmâ vçrtîba pie empîriskâ mçra tiek apzîmçta ar Pnf , pie mçra P - ar Pf , un

tiek definçta:

Pnf =
1

n

n∑
i=1

f(Xi), Pf =

∫
fdP.

No lielo skaitïu likuma seko, ka Pnf konverìç gandrîz droði uz Pf , katram f , kuram Pf

ir definçts.

Definîcija 1.6. [3, 269. lpp] Mçrojamu funkciju f : X → R klase A tiek saukta par

P-Glivenko-Kantelli klasi, ja

||Pnf − Pf ||A = sup
f∈A
|Pnf − Pf | → 0 g.d.

Definîcija 1.7. [3, 269. lpp] Par empîrisko procesu funkcijai f sauc

Gnf =
√
n(Pnf − Pf).

8



No daudzdimensionâlâs centrâlâs robeþteorçmas seko, ka katrai galîgai mçrojamu funkciju

fi kopai, kur Pf 2
i <∞ ir spçkâ

(Gnf1,Gnf2, ...,Gnfk)→p (Gpf1,Gpf2, ...,Gpfk),

kur labâs puses vektoram ir daudzdimensionâls normâlais sadalîjums ar kovariâcijâm

EGpfGpg = Pfg − PfPg. (1.3)

Definîcija 1.8. [3, 269. lpp] Mçrojamu funkciju klaseA tiek saukta par P -Donskera klasi,

ja procesu virkne Gnf : f ∈ A konverìç uz robeþprocesu Gp telpâ l∞(A), kur robeþprocess

Gp ir Gausa process ar vidçjo vçrtîbu 0 un kovariâcijâm 1.3 un tiek saukts par P -Brauna

tiltu. Speciâlgadîjumâ, ja A satur indikatorfunkcijas, tad Teorçma 1.2 ir speciâlgadîjums

P -Glivenko-Kantelli klasei un Teorçma 1.4 ir speciâlgadîjums P -Donskera klasei.

Ïoti uzskatâmi empîriskâ proccesa konverìenci uz Brauna tiltu var parâdît grafiski.

Pçtîjumâ tika ìenerçtas trîs izlases ar sadalîjuma likumu U [0, 1], ar apjomu n = 20,

n = 100 un n = 1000 un uzzîmçti empîriskâ varbûtîbu procesa attçli. Attçlâ 1.4. redzami

minçtie posmi, kas grafiski parâda procesa konverìenci.

Definîcija 1.9. Par empîrisko kvantiïu funkciju sauc funkciju

F−1n (t) := inf{x : Fn(x) ≥ t}, 0 < t < 1.

Teorçma 1.5. Lîdzîgi kâ sadalîjuma funkcijâm, kvantiïu funkcijâm ir spçkâ

sup
0<t<1

(|F−1n (t)− F−1(t)|) as−−−→
n→∞

0.

Teorçma 1.6. [11, 31. lpp] Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti

gadîjuma lielumi ar kvantiïu funkciju F−1(x) un empîrisko kvantiïu funkciju F−1n (x), tad

∀ ε > 0 lim
n→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F−1n (t)− F−1(t))− 1

f(F−1(t))
B(t)| ≥ ε) = 0 g.d.

ðâdu pierakstu kâ Teorçmâ 1.6, lieto Horwath [4] un tas tiks izmantots turpmâk pierâdîju-

mos. Tâ kâ vienai izlasei var konstruçt gan empîrisko, gan kvantiïu procesu, nepiecieðams

sasprast, vai ðie procesi ir kaut kâ saistîti, t.i., vai eksistç kâda sakarîba starp tiem. Attç-

lojot abus procesus vienâ koordinâtu plaknç, redzam, ka tie ir saistîti. Attçlâ 1.5. attçloti
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1.4. att.: Empîriskâ procesa
√
n(Fn(x)− F (x)) konverìence un Brauna tiltu. Izlases ar apjomu n.

vabrûtîbu un kvantiïu procesi vienai un tai paðai izlasei. Kâ redzams attçlâ, procesi ir ar

pretçjâm zîmçm, t.i., abu procesu summa ir 0.

Tas, vai funkciju klase ir Glivenko-Kantelli, vai Donskera ir atkarîgs no klases izmç-

ra. Galîga integrçjamu funkciju klase vienmçr ir Glivenko-Kantelli un galîga kvadrâtiski

integrçjamu funkciju klase - Donskera [3, 270. lpp]. Lai izmçrîtu telpas A izmçru, tiek

izmanoti entropijas termini. Tiek aplûkota tâ sauktâ iekavu entropija (angliski - bracke-

ting entropy) attiecîbâ pret Lr(P ) normu ||f ||P,r, kur Lr(P ) ir mçrojamu funkciju klase

ar îpaðîbu f ∈ Lr(P ), ja f r ir integrçjama pçc P . Pieòemsim, ka ir dotas divas funkcijas

l un u. Ar iekavâm [l, u] apzîmç tâdu funkciju f kopu, kurâm l ≤ f ≤ u [3, 270. lpp].

Definîcija 1.10. Par ε− iekavu klasç Lr(P ) sauc iekavu [l, u] ar îpaðîbu

P (u− l)r < ε.

Definîcija 1.11. Par iekavu skaitli N[ ](ε,A, Lr(P )) sauc mazâko ε − iekavu skaitu, ar

kurâm var noklât A.

10



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

t

B
(t

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

t

B
(t

)

1.5. att.: Varbûtîbu un kvantiïu procesi vienai un tai paðai izlasei. Pa kreisi - normâli sadalîtu gadîjuma

lielumu N(0,1) izlase, pa labi - U(0,1) gadîjuma lielumu izlase.

Teorçma 1.7. [3, 270. lpp] Mçrojamu funkciju klase A ir P-Glivenko-Kantelli, ja ∀ ε > 0

N[ ](ε,A, L1(P )) <∞.

Lielâkajai daïai klaðu, iekavu numuri N[ ](ε,A, L1(P )) tiecas uz bezgalîbu, kad ε ↓ 0.

Pietiekams nosacîjums, lai klase bûtu Donskera ir, ka tie netiecas uz bezgalîbu pârâk

strauji. Ðis âtrums tiek mçrîts ar iekavu integrâli

J[ ](δ,A, L2(P )) =

∫ δ

0

√
lnN[ ](ε,A, L1(P ))dε.

Teorçma 1.8. Mçrojamu funkciju klase A ir P-Donskera, ja

J[ ](1,A, L2(P )) <∞.

Visas minçtâs definîcijas un teorçmas, spriedumi un teorçmu pierâdîjumi atrodami avotâ

[3, 270.lpp].

1.2. P -Donskera klaðu piemçri

Turpmâk minçtie piemçri atrodami literatûras avotâ citea13.

Piemçrs 1. (Sadalîjuma funkcija). Pieòemsim, ka funkciju klase A satur visas indikatoru

funkcijas formâ ft = I(−∞,t], kur t ∈ R, tad empîriskais processGft ir klasiskais empîriskais

process
√
n(Fn(t)−F (t)). Tiek aplûkotas iekavas formâ [I(−∞,ti−1), I(−∞,ti)] punktu reþìim

11



−∞ = t0 < t1 < ... < tk =∞ ar îpaðîbu F (ti−)− F (ti−1) < ε katram i. Ðo iekavu L1(F )

izmçrs ir ε un to kopçjais skaits k var tikt izvçlçts mazâks par ε/2. Tâ kâ Ff 2 < Ff katram

0 < f < 1, iekavu L2(F ) izmçrs ir ierobeþots ar
√
ε, kas nozîmç, ka N[ ](

√
ε,A, L2(F )) ≤

2/ε. Lîdz ar to ðî funkciju klase apmierina P -Donskera klases nosacîjumus.

Piemçrs 2. (Parametriska klase). Pieòemsim, ka A = {fθ : θ ∈ Θ} ir mçrojamu funkciju

klase, Θ ∈ Rd ir indeksu kopa. Pieòemsim ,ka eksistç mçrojama funkcija m tâda, ka

|fθ1(x)− fθ2(x)| ≤ m||θ1 − θ2|| katramθ1, θ2.

Ja P |m|r <∞, tad var pierâdît [3, 271. lpp], ka eksistç konstante K, atkarîga tikai no Θ

un d tâda, ka iekavu numuri apmerina nevienâdîbu

N[ ](ε||m||P,r,A, Lr(F )) ≤ K

(
diamΘ

ε

)d
, katram 0 < ε < diamΘ.

Lîdz ar to entropija ir ar kârtu mazâku par (1/ε) un iekavu entropijas integrâlis konverìç.

Piemçrs 3. (Gludas funkcijas). Pieòemsim, ka Rd = ∪jIj ir kubu ar izmçru 1 daïa un A

ir visu funkciju f : Rd → R klase, kurâm eksistç parciâlie atvasinâjumi lîdz kârtai α un

kuras ir vienmçrîgi ierobeþotas ar konstantçm Mj katrâ no kubiem Ij. Tad katram var

pierâdît, ka V ≥ d/α un katram varbûtîbu mçram P klases A iekavu numuri apmierina

nevienâdîbu

logN[ ](ε,A, Lr(P )) ≤ K

(
1

ε

)V ( ∞∑
j=1

(M r
j P (Ij))

V
V +r

)V +r
r

.

Ja nevienâdîbas labâ puse konverìç tad klase A ir P-Donskera.

Piemçrs 4. (Soboïeva klases). Pieòemsim, ka funkciju klase A satur visas funkcijas

f : [0, 1]→ R tâdas, ka ||f ||∞ ≤ 1 un kuru (k-1)-ais atvasinâjums ir absolûti nepârtraukts

ar
∫

(f (k))2(x)dx ≤ 1 kâdam fiksçtam k. Tad eksistç konstante K tâda, ka katram ε > 0

logN[ ](ε,A, ||.||∞) ≤ K

(
1

ε

)1/k

.

Ðî klase ir P -Donskera katram k ≥ 1 un katram P .

Piemçrs 5. (Ierobeþota variâcija). Pieòemsim, ka funkciju klase A satur visas monotonas

funkcijas f : R→ [−1, 1] Tad eksistç konstante K tâda, ka katram varbûtîbu mçram P

logN[ ](ε,A, L2(P )) ≤ K

(
1

ε

)
.

Ðî klase ir P -Donskera katram P .
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2. Empîriskie procesi divu izlaðu

gadîjumâ

Iepriekðçjâ nodaïâ tika aplûkoti daþu statistiku asimptotiskie sadalîjumi vienas izla-

ses gadîjumâ. Ïoti svarîga problçma statistikâ ir divu izlaðu salîdzinâðana pârbaude vai

starp tâm eksistç kâda sakarîba. Ðajâ nodaïâ tiks apskatîti strukturâlo attiecîbu modeïi,

pierâdîtas to empîrisko procesu asimptotikas. Pieòemsim, ka dotas divas izlases X1, ...Xn

i.i.d. un Y1, ..., Ym i.i.d. ar sadalîjuma funkcijâm attiecîgi F1 un F2.

2.1. Strukturâlo attiecîbu modeïi

Strukturâlo attiecîbu modeïi kâ jçdziens parâdîjâs salîdzinoði nesen Freitag un Munk

(2005) publikâcijâ [7]. Paði par sevi ðie modeïi ir veidoti kâ vispârinâjums un iekïauj

sevî divas nozîmîgas problçmas - lokâcijas-skalçðanas modeli, un proporcionâlâ riska jeb

Lçmaòa alternatîvu modeli.

Definîcija 2.1. citea16 Starp divu izlaðu sadalîjuma funkcijâm pastâv lokâcijas-lkalçðanas

modelis, ja

F1(x) = F2

(
x− µ
σ

)
:= F2(x, h), x ∈ R.

Ðo attiecîbu var izteikt arî ar kvantiïu funkcijâm

F−11 (t) = σF−12 (t) + µ, t ∈ [0, 1].

Definîcija 2.2. [6] Starp divu izlaðu sadalîjuma funkcijâm pastâv Lçmaòa alternatîvu

modelis, ja

F1(x) = 1− (1− F2(x))1/h := F2(x, h), x ∈ R.

Izmantojot kvantiïu funkcijas, iegûst

13



F−11 (t) = F−12 (1− (1− t)h), t ∈ [0, 1].

Pieòemsim, ka sadalîjuma funkcijas F1 un F2 ir elementi no funkciju klases

F2 :=

{
F : F ir sadalîjuma funkcija un

∫
t2dF <∞

}
.

Definîcija 2.3. [7] Pieòemsim, ka H ⊆ Rl un φ1 : R ×H → R, φ2 : [0, 1] ×H → [0, 1].

Funkcijas F1 un F2 ir saistîtas ar strukturâlu attiecîbu, kuru veido φ1 un φ2, ja (F1, F2) ∈

Uφ1,φ2 =: U, kur modeïu klase U tiek definçta kâ

U :=
{

(F1, F2) ∈ F2 × F2| h ∈ H tâds, ka F−11 (t) = φ1(F
−1
2 (φ2(t, h))), t ∈ [0, 1]

}
.

No definîcijas izriet, ka izvçloties φ2(t, h) ≡ t un φ1(x, (h1, h2)
T ) = h1 + h2x, tiek iegûts

Lokâcijas-Skalçðanas modelis un òemot φ1(x, h) ≡ x un φ2(t, h) = 1 − (1 − t)h iegûst

Lçmaòa alternatîvu modeli. Turpmâk darbâ ðiem modeïiem tiks analizçtas gan vienkârðâs,

gan saliktâs hipotçzes. Lai novçrtçtu parametrus h, tiek izmantots Mallova attâlums [12,

511. lpp], ar kuru var tikt aprçíinâts attâlums starp kvantiïu funkcijâm. Vispârîgâ

gadîjumâ strukturâlo attiecîbu modelim teorçtiskie parametri h0 tiek aprçíinâti kâ

h0 = argminh∈H 0

{
1

b− a

∫ b

a

F−11 (t)− φ1(F
−1
2 (φ2(t, h)))

2
du

}
,

aizvietojot teorçtiskâs sadalîjuma funkcijas ar empîriskajâm, iegûst parametra novçrtçju-

mu.

2.2. P-P un Q-Q grafiki

Definîcija 2.4. [13, 242. lpp.] Par varbûtîbu-varbûtîbu (P-P) grafiku sauc funkciju

F1(F
−1
2 (t)), kur 0 < t < 1. Aizstâjot F1 un F2 ar to empîriskajâm versijâm, iegûst

empîrisko P-P grafiku.
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2.1. att.: Empîrisko un teorçtiskko P-P grafiku piemçri, sadalîjuma likumiem N(0, 1) pret N(µ, σ2).

Ìenerçto izlaðu apjomi n=100.

Attçlâ 2.2. redzami daþi empîrisko un teorçtisko P-P grafiku salîdzinâjumu piemçri.

Empîriskais P-P grafiks tiks iegûts ìenerçjot gadîjuma izlases ar apjomu 100. Ja izlaðu

sadalîjuma likumi ir vienâdi, tad empîriskais P-P grafiks tuvs taisnei y = x. Ja izlaðu

sadalîjuma likumi ir no vienas klases, bet atðíiras matemâtiskâ cerîba, tad grafiks noliecas

virs vai zem diagonâles, atkarîbâ no tâ, vai otrâs izlases matemâtiskâ cerîba ir lielâka

vai mazâka par pirmâs izlases matemâtisko cerîbu (b,c). Ja izlaðu sadalîjuma likumi ir

no vienas klases, bet atðíiras dispersija, grafiks tiek saspiests uz vidu (d). Palielinoties

izlases apjomam empîriskais P-P grafiks tiecas uz teorçtisko, lai pçtîtu ðo grafiku starpîbu

pie daþâdiem izlaðu apjomiem, to normç ar
√
n un iegûst empîrisko procesu divu izlaðu

gadîjumâ.

Definîcija 2.5. [14, 28. lpp.] Par empîrisko P-P procesu sauc

PP (t) =
√
n(F1n(F−12m(t))− F1(F

−1
2 (t))).

Ðo procesu var lietot gan divu izlaðu sadalîjuma funkciju vienâdîbas pârbaudei, gan
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arî lai noteiktu doto izlaðu empîriskâ P-P grafika ticamîbas joslu. Lîdzîgi var aplûkot

kvantiïu-kvantiïu grafiku.

Definîcija 2.6. [13, 242. lpp.] Par kvantiïu-kvantiïu (Q-Q) grafiku sauc F−11 (F2(t)) kur

0 < t < 1. Lîdzîgi kâ P-P grafikam, aizvietojot teorçtiskâs funkcijas ar empîriskajâm,

iegûst empîrisko grafiku.

Definîcija 2.7. [14, 28. lpp.] Par empîrisko kvantiïu - kvantiïu procesu sauc

QQ(x) =
√
n(F−11 (F2(x)))(F−11n (F2m(x))− F−11 (F2(x)))

Ðo procesu arî var izmantot divu sadalîjuma funkciju pârbaudei. Nâkoðajâ nodaïâ tiks

sîkâk pçtîti abi procesi.

2.3. Divu sadalîjuma funkciju vienâdîbas pârbaude

Pieòemsim, ka ir dotas divas neatkarîgas izlases X1, X2, ..., Xn un Y1, Y2, ..., Ym, kuras

abas satur neatkarîgus un vienâdi sadalîtus gadîjuma lielumus, n un m ir izlaðu apjomi.

Pieòemsim, ka izlaðu teorçtiskâs sadalîjuma funkcijas ir F1 un F2, izlaðu empîriskâs sa-

dalîjuma funkcijas attiecîgi F1n un F2m. Aplûkosim empîrisko procesu pielietoðanu divu

izlaðu sadalîjuma funkciju vienâdîbas pârbaudes hipotçzei 2.1. Ðîs hipotçzes pârbaudei

bieþi tiek lietots Kolmogorova-Smirnova tests divu izlaðu gadîjumâ. Testa statistika tiek

definçta kâ

D := sup
x

√
nm

n+m
|F1n(x)− F2m(x)|,

kur n un m - izlaðu apjomi un F1n un F2m - izlaðu empîriskâs sadalîjuma funkcijas.

Aplûkosim ðîs problçmas alternatîvu risinâjumu. Pârbaudam hipotçzi:

H0 : F1(x) = F2(x) pret H1 : F1(x) 6= F2(x). (2.1)

Pie pieòçmuma, ka ir spçkâ H0, teorçtiskais varbûtîbu-varbûtîbu grafiks kïûst daudz vien-

kârðâks: F1(F
−1
2 (t)) = t. Tâtad, lai pârbaudîtu hipotçzi 2.1, nepiecieðams konstruçt tica-

mîbas joslas PP grafikam F1(F
−1
2 (t)). Ja diagonâle pilnîgi visos punktos bûs iekðâ joslâ,

tad nevarçs noraidît H0. Aplûkosim statistiku

sup
0<t<1

|
√
n(F1n(F−12m(t))− F1(F

−1
2 (t)))|. (2.2)
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Ðîs statistikas asimptotiskais sadalîjums dots publikâcijâ [14, 29. lpp] un lîdzîgas problç-

mas risinâjuma daþi soïi doti [4, 1900. lpp]. Lai gan detalizçts pierâdîjums netika atrasts,

tomçr iegûtâ informâcija bija pietiekoða, lai varçtu rekonstruçt pierâdîjuma gaitu. Turp-

mâkos pierâdîjumos svarîgs rîks bûs teorçma par vidçjo vçrtîbu.

Teorçma 2.1. [15, 311. lpp](videjâ vçrtîba) Pieòemsim, ka funkcija f : [a, b] → R ir

nepârtraukta un diferencçjama vaïçjâ intervâlâ (a, b). Tad ∃ c ∈ (a, b) tâds, ka f ′(c) =

f(b)−f(a)
b−a .

Teorçma 2.2. [11, 13. lpp](Levî nepârtrauktîbas modulis)

Pieòemsim, ka B(t) ir Brauna tilts intervâlâ [0,1], tad

lim sup
h↓0

sup
0≤t≤1−h

|B(t+ h)−B(t)|√
2h log(1/h)

= 1 gandrîz droði. (2.3)

Teorçma 2.3. Pieòemsim, ka dotas divas izlases X1, ..., Xn un Y1, ..., Ym katrâ no tâm

elementi ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkcijâm attie-

cîgi F1 un F2, tad ir spçkâ

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t))

−(B(n)(F1F
−1
2 (t))) +

√
n

m

f1(F
−1
2 (t))

f2(F
−1
2 (t))

B(m)(t))| > ε) = 0 g.d.,

kur B(n) un B(m) ir divi neatkarîgi brauna tilti, f1 un f2 ir attiecîgi izlaðu X un Y

teorçtiskâs blîvuma funkcijas.

Pierâdîjums. Veicot ekvivalentus pârveidojumus, sadalam doto izteiksmi divos saskaitâ-

majos.

√
n(F1nF

−1
2m − F1F

−1
2 (t)) =

√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2m(t)) +

√
n√
m

√
m(F1F

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t)).

Pielietojot Teorçmu 1.4 pirmajam saskaitâmajam, iegûst

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2m(t))−B(n)(F1F

−1
2m(t))| > ε) = 0 g.d.

Tâ kâ empîriskâ kvantiïu funkcija tiecas uz teorçtisko kvantiïu funkciju gandrîz droði, tad

Teorâmas 2.2 iegûst, ka

∀ ε > 0 lim
m→∞

P ( sup
0<t<1

|B(n)(F1F
−1
2 (t))−B(n)(F1F

−1
2m(t))| > ε) = 0 g.d.
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no kurienes seko, ka

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2m(t))−B(n)(F1F

−1
2 (t))| > ε) = 0 g.d.

Pielietojot Teorçmu 2.1 otrajam saskaitâmajam, iegûst

√
m(F1F

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t)) = f1(ξ)

√
m(F−12m(t)− F−12 (t)),

kur ξ = ξm(t) atrodas starp F−12m un F−12 . Tâ kâ, pieaugot izlases apjomam, empîriskâ

kvantiïu funkcija tiecas uz teorçtisko kvantiïu funkciju, tad

∀ ε > 0 lim
n→∞

P ( sup
0<t<1

|ξm(t)− F−12 (t)| > ε) = 0 g.d. un

∀ ε > 0 lim
n→∞

P ( sup
0<t<1

|f1(ξm(t))− f1(F−12 (t))| > ε) = 0 g.d.

Pçc Teorçmas 1.6

∀ ε > 0 lim
m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
m(F−12m(t)− F−12 (t))− 1

f(F−12 (t))
B(m)(t)| ≥ ε) = 0 gandrîz droði.

Lîdz ar to, otro saskaitâmo var novçrtçt ðâdi:

∀ ε > 0 limn,m→∞ P (sup0<t<1 |
√

n
m

√
m(F1F

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t))

−
√

n
m

f1(F
−1
2 (t))

f2(F
−1
2 (t))

B(m)(t)| > ε) = 0 g.d.

Pie pieòçmuma, ka nulles hipotçze 2.1 ir spçkâ, asimptotiskais sadalîjums vienkârðojas,

t.i.

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− t)− (B(n)(t) +

√
n

m
B(m)(t))| > ε) = 0 g.d.

Ðâdam sadalîjumam var aprçíinât kritiskâs vçrtîbas un, konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas

joslas empîriskajam P-P grafikam. HipotçzeH0 tiek noraidîta, ja kontruçtâs joslas neie-

kïauj taisni y = t, kur t ∈ [0, 1] kaut vienâ punktâ. Noenoraidîtas un noraidîtas hipotçzes

piemçrus var aplûkot attçlâ 2.2.
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2.2. att.: Nenoraidîtas un noraidîtas hipotçzes piemçri, konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas P-P

grafikiem

Ðîs paðas problçmas risinâðanai var izmantot arî Q-Q grafiku un tâ empîrisko pro-

cesu. Ðajâ gadîjumâ nedaudz tiek lietota nedaudz savâdâka statistika un asimptotiskais

sadalîjums ir vienkârðâks. Izmantojam statistiku

sup
0<t<1

|
√
nf1(F

−1
1 F2(x))(F−11n F2m(x)− F−11 F2(x))|,

kur f1 ir pirmâs izlases blîvuma funkcija. Rîkojoties kâ teorçmas 2.3 pierâdîjumâ, var

pierâdît teorçmu empîriskâ kvantiïu-kvantiïu procesa asimptotikai.

Teorçma 2.4. Pieòemsim, ka dotas divas izlases X1, ..., Xn un Y1, ..., Ym katrâ no tâm

elementi ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkcijâm attie-

cîgi F1 un F2, tad ir spçkâ

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
−∞<x<∞

|
√
nf1(F

−1
1 F2(x))(F−11n F2m(x)− F−11 F2(x))

−(B(n)(F2(x)) +

√
n√
m
B(m)(F2(x)))| > ε) = 0 g.d.,

kur B(n) un B(m) ir divi neatkarîgi brauna tilti, f1 un f2 ir attiecîgi izlaðu X un Y

teorçtiskâs blîvuma funkcijas.

Kâ redzams teorçmâ, ja divâm kvantiïu funkcijâm izpildâs hipotçze H0, tad empîriskâ

kvantiïu procesa asimptotika ir divu neatkarîgu brauna tiltu summa. Ðajâ gadîjumâ

blîvuma funkcijas iekïauðana izmantotajâ statistikâ nodroðina çrtâku rezultâtu. Tomçr

var rasties problçmas konstruçjot ticamîbas joslas, jo tâs iekïauj izlases blîvuma funkciju,

kas jânovçrtç, piemçram, ar kodolu metodi. Attçlâ 2.3. redzami nenoraidîtas un noraidîtas

hipotçzes piemçri.
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2.3. att.: Nenoraidîtas un noraidîtas hipotçzes piemçri, konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas.

2.4. Lokâcijas-skalçðanas modelis

Ðajâ nodaïâ tiks aplûkots iepriekð aprakstîtais lokâcijas-skalçðanas modelis. Divâm

dotâm izlasçm var pârbaudît gan vienkârðu hipotçzi par konkrçtâm parametru µ un σ

vçrtîbâm, gan saliktu hipotçzi par modeïa eksistenci. Lai veiktu otro uzdevumu nepiecie-

ðams novçrtçt parametrus. Pârbaudâmâ hipotçze ir sekojoða:

H0 : F1(x) = F2

(
x− µ
σ

)
pret H1 : F1(x) 6= F2

(
x− µ
σ

)
, (2.4)

kur µ - lokâcijas parametrs, σ - skalçðanas parametrs.

Ðo modeli var arî uzrakstît, izmantojot kvantiïu funkcijas

F−11 (t) = σF−12 (t) + µ.

Mallova attâlums, skatît [6, 125. lpp], parametru novçrtçðanai ir ðâds:

M(F1, F2) :=

∫ 1

0

(F−11 (t)− σF−12 (t)− µ)2dt.

Lai iegûtu µ un σ novçrtçjumus, aizvietojam teorçtisko kvantiïu funkcijas ar to atbilsto-

ðajâm empîriskajâm versijâm. Veicot ekvivalentus pârveidojumus iegûst

σ̂ =

∫ 1

0
F−11n (t)F−12m(t)dt−

∫ 1

0
F−11n (t)dt

∫ 1

0
F−12m(t)dt∫ 1

0
(F−12m(t))2dt− (

∫ 1

0
(F−12m(t)dt)2

,

µ̂ =

∫ 1

0

F−11n (t)dt− σ̂
∫ 1

0

F−12m(t)dt.

20



Ievçrosim, ka, ja sakrît izlaðu apjomi, tad tiek iegûti lineârâs regresijas modeïa para-

metru novçrtçjumi. Tad novçtrçtos parametrus var pierakstît vienkârðâk

σ̂ =
1
n

∑n
i=1X(i)Y(i) − 1

n

∑n
i=1Xi

1
n

∑n
i=1 Yi

1
n

∑n
i=1 Y

2
i − ( 1

n

∑n
i=1 Yi)

2
,

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi − σ̂
1

n

n∑
i=1

Yi,

kur X(i) un Y(i) - augoðâ secîbâ sakârtoti doto izlaðu elementi.

Kad novçrtçti parametri, tos var izmantot modeïa pârbaudç. Izmantosim empîrisko

procesu

PPLS(t) :=
√
n(F1n(σ̂F−12m(t) + µ̂)− F1(σF

−1
2 (t) + µ)).

Teorçma 2.5. Ir spçkâ

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|PPLS(t)− (B(n)(F1(σF
−1
2 (t) + µ)) + σ

√
n

m

f1(σF
−1
2 (t) + µ)

f2(F
−1
2 (t))

B(m)(t)

+
√
nf1(σF

−1
2 (t) + µ)((µ̂− µ) + F−12 (t)(σ̂ − σ)))| > ε) = 0 g.d.

Pierâdîjums. Doto izteiksmi sadalam divos saskaitâmos lîdzîgi kâ Teorçmas 2.3 pierâdî-

jumâ.

PPLS(t) :=
√
n((F1n(σ̂F−12m(t) + µ̂)− F1(σ̂F

−1
2m(t) + µ̂))

+(F1(σ̂F
−1
2m(t) + µ̂)− F1(σF

−1
2 (t) + µ))).

(2.5)

Pirmajam saskaitâmajam no 2.5 pçc teorçmas 1.4 ir spçkâ

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n((F1n(σ̂F−12m(t) + µ̂)− F1(σ̂F

−1
2m(t) + µ̂))

−Bn(F1(σ̂F
−1
2m(t) + µ̂)))| > ε) = 0 g.d.

No Teorçmas 2.2 ir spçkâ

∀ ε P ( sup
0<t<1

|B(n)(F1(σF
−1
2 (t) + µ))−B(n)((F1(σ̂F

−1
2m(t) + µ̂))| > ε) = 0 g.d.

Aplûkosim otru saskaitâmo no 2.5 un izmantosim Teorçmu 2.1, pçc kuras ir spçkâ

√
n(F1(σ̂F

−1
2m(t) + µ̂)− F1(σF

−1
2 (t) + µ)) =

√
nf1(ξm(t))(σ̂F−12m(t) + µ̂− σF−12 (t)− µ),

kur ξm(t) atrodas starp σ̂F−12m(t) + µ̂ un σF−12 (t) + µ. Tâ kâ σ̂F−12m(t) + µ̂→ σF−12 (t) + µ,

kad m → ∞, tad arî ξm(t) → σF−12 (t) + µ, kad m → ∞. Aplûkosim
√
n(σ̂F−12m(t) + µ̂ −

σF−12 (t)− µ). Ðo starpîbu var pârveidot par
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√
n
m

√
m(σ̂F−12m(t) + µ̂− σ̂F−12 (t)− µ̂) +

√
n(σ̂F−12 (t) + µ̂− σF−12 (t)− µ̂)

+
√
n(σF−12 (t) + µ̂− σF−12 (t)− µ) (2.6)

Aplûkosim katru saskaitâmo atseviðíi. Pirmais saskaitâmais no 2.6 vienkârðojas uz√
n

m

√
mσ̂(F−12m(t)− F−12 (t)).

Pçc Teorçmas 1.6 un fakta, ka σ̂ → σ, kad m→∞ ir spçkâ

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
mσ̂(F−12m(t)− F−12 (t))− σ

f2(F
−1
2 (t))

B(m)(t)| > ε) = 0 g.d.

Otro saskaitâmo no 2.6 var parveidot kâ

√
nF−12 (t)(σ̂ − σ)

un treðais no 2.6 vienkârðojas uz
√
n(µ̂− µ).

Apvienojot veiktos spriedumus, teorçma ir pierâdîta.

Ðis ir lokâcijas-skalçðanas modeïa asimptotiskais sadalîjums vispârîgâ gadîjumâ, ja tiek

pârbaudîta saliktâ hipotçze. Pie hipotçzes H0 ir spçkâ

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|PPLS(t)− (B(n)(t) +

√
n

m
B(m)(t)

+
√
nf2(F

−1
2 (t))((µ̂− µ) + F−12 (t)(σ̂ − σ)))| > ε) = 0 g.d.

Lîdz ar to pat pie hipotçzes H0 asimptotiskais sadalîjums atkarîgs no nezinâmâm kvan-

tiïu un blîvuma funkcijâm un parametru novçrtçjumiem. Ðim modelim var aplûkot trîs

speciâlgadîjumus:

1. tiek pârbaudîts fiksçts parametrs µ, un novçrtçts σ;

2. tiek pârbaudîs fiksçts parametrs σ un novçrtçts parametrs µ;

3. tiek pârbaudîti abi fiksçti parametri µ un σ.

Pçdçjâ gadîjumâ asimptotiskais sadalîjums sakrît ar PP empîrisko procesu divu

izlaðu sadalîjuma funkciju pârbaudç iegûto rezultâtu, Turklât ievçrosim, ka 2.1 ir

speciâlgadîjums punktam 3) ar µ = 0 un σ = 1.
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2.5. Lçmaòa alternatîvu modelis

Ðajâ nodaïâ aplûkosim otru no strukturâlo attiecîbu modeïiem - Lçmana alternatîvu

modeli.

Definîcija 2.8. Modelis pieder Lçmaòa alternatîvu klasei, ja

F1(x) = 1− (1− F2(x))(1/h),

kur t ∈ R un h > 0. Izmantojot kvantiïu funkcijas, modelis var tiks uzrakstîts kâ

F−11 (t) = F−12 (1− (1− t)h).

Lemma 2.6. Ja funkcijas F1 un F2 pieder Lçmaòa alternatîvu klasei, tad ir spçkâ pro-

porcionâlâ riska modelis (proportional hazard model).

f2(x)

1− F2(x)
= h

f1(x)

1− F1(x)

Pierâdîjums. Atvasinot abas vienâdojuma puses pçc x, tiek iegûts

f1(x) =
1

h
f2(x)(1− F2(x))1/h−1.

Veiksim ekvivalentus pârveidojumus.

hf1(x)

(1− F2(x))1/h
=

f2(x)

1− F2(x)
.

Visbeidzot ievçrosim, ka

1− F1(x) = 1− (1− (1− F2(x))1/h) = (1− F2(x))1/h,

lîdz ar to rezultâts ir pierâdîts.

Mallova attâlums ðim modelim tiek definçts kâ

M(F1, F2) =

∫ 1

0

(F−11 − F−12 (1− (1− t)h))2dt.

Salîdzinâjumâ ar lokâcijas-skalçðanas modeli, Lçmana alternatîvu modelis ir daudz sareþ-

ìîtâks un parametra novçrtçjumu analîtiskâs funkcijâs uzrakstît nav iespçjams. Kâ ðajâ

gadîjumâ novçrtçt parametru h tiks aprakstîts 3.nodaïâ. Ðobrîd pieòemsim, ka parametrs
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ir novçrtçts un apzîmçsim to ar ĥ. Pieòemsim, ka ĥ
p−→ h, kad n → ∞ un aplûkosim

empîrisko procesu

PPh(t) :=
√
n(F1n(F−12m(1− (1− t)ĥ))− F1(F

−1
2 (1− (1− t)h)))

un pierâdîsim atbilstoðâs statistikas asimptotisko sadalîjumu.

Teorçma 2.7. Ir spçkâ

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|PPh(t)− (B(n)(F1(F
−1
2 (1− (1− t)h)))

+
f1(F

−1
2 (1− (1− t)h))

f2(F
−1
2 (1− (1− t)h))h(1− t)h−1

(

√
n

m
B(m)(1− (1− t)h)−

√
n((1− t)h − (1− t)ĥ)))| >

ε) = 0 g.d.

Pierâdîjums. Veicam ekvivalentus pârveidojumus

√
n(F1n(F−12m(1− (1− t)ĥ))− F1(F

−1
2 (1− (1− t)h)))

=
√
n(F1n(F−12m(1− (1− t)ĥ))− F1(F

−1
2m(1− (1− t)ĥ))) (2.7)

+
√
n(F1(F

−1
2m(1− (1− t)ĥ))− F1(F

−1
2 (1− (1− t)h)))

Aplûkosim pirmo saskaitâmo no 2.7. Pçc teorçmas 1.4 ir spçkâ

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1n(F−12m(1− (1− t)ĥ))− F1(F

−1
2m(1− (1− t)ĥ)))

−B(n)(F1(F
−1
2m(1− (1− t)ĥ)))) = 0 g.d.

Pçc pieòçmuma, ka ĥ→ h, kad n,m→∞ un Levî moduïa Brauna tiltam ir spçkâ

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|B(n)(F1(F
−1
2m(1− (1− t)ĥ)))−B(n)(F1(F

−1
2 (1− (1− t)h)))) = 0 g.d.

Aplûkosim otru saskaitâmo no 2.7. Pielietojot vidçjâs vçrtîbas teorçmu, iegûst

√
n(F1(F

−1
2m(1− (1− t)ĥ))− F1(F

−1
2 (1− (1− t)h)))

= f1(ξm(t))
√
n(F−12m(1− (1− t)ĥ)− F−12 (1− (1− t)h)),

kur ξm(t) ir starp F−12m(1− (1− t)ĥ) un F−12 (1− (1− t)h). No pieòçmuma, ka ĥ→ h, kad

n,m→∞ seko, ka ξm(t)→ F−12 (1− (1− t)h), kad n,m→∞.

√
n(F−12m(1− (1− t)ĥ)− F−12 (1− (1− t)h))

=
√
n(F−12m(1− (1− t)ĥ)− F−12 (1− (1− t)ĥ) + F−12 (1− (1− t)ĥ)− F−12 (1− (1− t)h))
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Pçc Teorçmas 1.6 un Teorçmas 2.2 ir spçkâ

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n

m

√
m(F−12m(1− (1− t)ĥ)− F−12 (1− (1− t)ĥ))

−
√

n
m
F−12 (1− (1− t)h)′B(m)(1− (1− t)h)| > ε) = 0 g.d.

No vidçjâs vçrtîbas teorçmas seko

√
n(F−12 (1− (1− t)ĥ)− F−12 (1− (1− t)h)) = (F−12 (1− (1− t)h))′((1− t)h − (1− t)ĥ)

Apkopojot veiktos spriedumus, teorçma ir pierâdîta.

Pie pieòçmuma, ka izpildâs saliktâ hipotçze par Lçmaòa modeïa izpildîðanos (modelis

eksistç), iegûst

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|PPh(t)−B(n)(F1(F
−1
2 (1− (1− t)h)))

+

√
n

m
B(m)(1− (1− t)h)−

√
n((1− t)h − (1− t)ĥ))| > ε) = 0 g.d.,

bet pie pieòçmuma, ka izpildâs vienkârðâ hipotçze (modelis ir spçkâ ar fiksçtu parametru

h), iegûst vçl vienkârðâku rezultâtu.

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|PPh(t)−B(n)(F1(F
−1
2 (1−(1−t)h)))+

√
n

m
B(m)(1−(1−t)h))| > ε) = 0 g.d.
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3. Praktiskâ daïa

Ðajâ nodaïâ tiks analizçti teorçtiskajâ daïâ apskatîtie modeïi, veicot empîriskâs pârklâ-

juma precizitâtes pârbaudi ar pielietojumu reâliem datiem. Turklât tiks simulçtas daþâdas

pierâdîto asimptotisko sadalîjumu kvantiles. Analîzes daþâdos posmos tiks izmantota ko-

dolu gludinâðana, kas tiks definçta nodaïas sâkumâ.

3.1. Lokâcijas-skalçðanas modeïa analîze

Daþâdiem modeïiem tika noteikta statistikas kritiskâ vçrtîba pie lîmeòiem α = 0.10,

α = 0.05 un α = 0.01. To iespçjams izdarît gan veicot simulâcijas ar asimptotisko sadalî-

jumu, gan simulçjot izvçlçto statistiku, kas ir vienkârðâks veids. Tâ kâ lokâcijas-skalçðanas

modeïiem tikai îpaðâ gadîjumâ (ja veic vienkârðas hipotçzes pârbaudi ar fiksçtiem para-

metriem) asimptotiskais sadalîjums ir Brauna tiltu summa, tad kritiskâs vçrtîbas nepie-

cieðams iegût simulçjot statistiku. Piezîmçsim, ka simulâcijas ar Brauna tiltiem minçtajâ

speciâlajâ gadîjumâ deva ðâdus rezultâtus: pie α = 0.10 kritiskâ vçrtîba ir 1.71, pie

α = 0.05 - 1.89 un pie α = 0.01 - 2.28.

Lai iegûtu korektus rezultâtus tika izvçlçti sadalîjuma funkciju pâri kuri veido lokâcijas-

skalçðanas modeli, tika ìenerçtas neatkarîgas gadîjuma izlases no izvçlçtajiem sadalîju-

miem un aprçíinâta testa statistika. Process tika atkârtots 10000 reizes un ìenerçto izlaðu

apjoms n = 5000. Izlases tika ìenerçtas fiksçjot vienu un to paðu gadîjuma lielumu ìe-

nerçðanas sâkumpunktu (R komanda - set.seed(10)) Rezultâtus var aplûkot tabulâ 3.1.

No iegûtajiem rezultâtiem var secinât, ka konkrçta modeïa pârbaudes gadîjumâ kritis-

kâ vçrtîba nav atkarîga no izlaðu sadalîjuma likumiem. Pârbaudot hipotçzi par lokâcijas-

skalçðanas modeïa eksistenci un veicot parametru novçrtçðanu, kritiskâ vçrtîba ir atkarîga

no sadalîjuma funkciju klases, bet nav atkarîga no konkrçtiem parametriem.
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3.1. tabula: Kritiskâs vçtîbas daþâdiem lokâcijas-skalçðanas modeïa piemçriem. Parametri tiek novçrtçti

- gadîjums, kad tiek pârbaudîta paða modeïa eksistence (saliktâ hipotçze). Parametri zinâmi - konkrçta

modeïa pârbaude (vienkârðâ hipotçze), kas sevî ietver divu sadalîjuma funkciju modeli kâ speciâlgadîjumu.

Parametri tiek novçrtçti Parametri zinâmi

1. sad. 2. sad. 90% 95% 99% 90% 95% 99%

N(0,1) N(2,16) 1.159655 1.25865 1.45664 1.697056 1.880904 2.234457

N(1,4) N(-1,9) 1.159655 1.25865 1.45664 1.697056 1.880904 2.234457

U [0,1] U [-2,4] 1.173797 1.286934 1.499066 1.711198 1.895046 2.262742

U [3,5] U [4,9] 1.173797 1.286934 1.499066 1.711198 1.895046 2.262742

Exp(0.5) Exp(0.25) 2.333452 2.743574 3.521392 1.682914 1.866762 2.276884

Exp(1) Exp(2) 2.333452 2.743574 3.521392 1.682914 1.866762 2.276884

Lai pârliecinâtos, ka iegûtâs vçrtîbas nodroðina vçlamo rezultâtu tika veikta pârklâ-

jumu precizitâtes pârbaude. Ðî metode ir sava veida apgriezts process kririskâs vçrtîbas

simulâcijâm. Sâkotnçji tiek izvçlçta kritiskâ vçrtîba un pârbaudâmâs sadalîjuma funkci-

jas. Tad tiek ìenerçtas gadîjuma lielumu izlases ar izvçlçtajâm sadalîjuma funkcijâm un

aprçíinâts varbûtîbu-varbûtîbu grafiks fiksçtos punktos. Izmantojot aprçíinâto funkciju

un kritisko vçrtîbu, tiek konstruçtas vienlaicîgâs ticamîbas joslas un ja kaut vienâ punktâ

teorçtiskâ funkcija iziet ârpus ticamîbas joslâm, modelis tiek noraidîts. Ðâdas darbîbas

tika atkârtotas 1000 reizes un tika saskaitîts, cik no tâm modelis netiek noraidîts. Kritiskâ

vçrtîba uzskatâma par pareizu, ja nenoraidîto gadîjumu bieþums sakrît ar 1-nozîmîbas lî-

meni, kuram atbilst izvçlçtâ kritiskâ vçrtîba. Tika veiktas pârbaudes gan gadîjumam, kad

tiek veikta pârbaude ar zinâmiem parametriem, gan gadîjumam, kad parametrus novçtrç.

Pârklâjuma precizitâte tika veikta sadalîjuma funkcijâm N(0,1) un N(15,9), pârbaudot

precîzus modeïa parametrus, sîm paðâm funkcijâm, novçrtçjot parametrus un sadalîjuma

funkcijâm Exp(3) un Exp(5) novçrtçjot parametrus. Tabulâ 3.2. attçloti pârbauþu rezul-

tâti.

3.2. Lçmaòa alternatîvu modeïa analîze

Iepriekð, aplûkojot Lçmaòa alternatîvu modeli, tika pieòemts, ka parametrs ĥ ir no-

vçrtçts. Tagad tiks aprakstîts, kâ to izdarît ar programmas R palîdzîbu. Lîdz ðim tika

izmantots Mallova attâlums, kas definçts strukturâlo attiecîbu modelim pilnâ intervâlâ
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3.2. tabula: Pâklâjumu precizitâte lokâcijas-skalçðanas modelim,pie izlaðu apjoma n.

Konkrçti parametri N(0,1) un N(15,9) Exp(3) un Exp(5)

n 90% 95% 99% 90% 95% 99% 90% 95% 99%

20 0.924 0.97 0.999 0.97 0.97 0.996 1 1 1

50 0.938 0.968 0.993 0.953 0.953 0.998 0.992 0.998 1

100 0.931 0.961 0.991 0.915 0.96 0.994 0.981 0.995 1

200 0.906 0.948 0.983 0.908 0.942 0.985 0.948 0.981 0.998

500 0.904 0.955 0.997 0.877 0.955 0.984 0.934 0.966 0.997

1000 0.9 0.95 0.989 0.896 0.938 0.989 0.921 0.959 0.994

5000 0.884 0.939 0.989 0.894 0.943 0.987 0.893 0.952 0.994

10000 0.903 0.95 0.992 0.884 0.938 0.991 0.88 0.941 0.987

[0, 1]. Lokâcijas - skalçðanas modelim nekâdas problçmas neradâs, bet var gadîties, ka pie

kaut kâdiem h Lçmaòa altenatîvu modelim Mallova attâlums diverìç. Lai to novçrstu

tiek lietots tâ sauktais noðíeltais Mallova attâlums [6, 127. lpp], kas tiek definçts kâ

1

b− a

∫ b

a

(F−11 (t)− F−12 (1− (1− t)h))2dt,

kur 0 < a < b < 1. Mçríis ir minimizçt ðo attâlumu, mainot parametru h un par

atrisinâjumu òemt to h vçrtîbu, kura dod mazâko attâlumu. Lîdz ar to sâkumâ tiek

sastâdîts potenciâlo h vçrtîbu vektors. Pârâk lielu h òemt nav vçrts, jo tad integrâlis var

diverìçt, darbâ tika aplûkotas h vçrtîbas intervâlâ (0,5] ar atstarpi 0.01. Tad katram h

aprçíinam noðíelto Mallova attâlumu intervâlâ [0.05,0.95], tâtad tiek izveidots vçl viens

vektors. Visbeidzot atrodam jaunâ vektora minimâlo vçrtîbu, atrodam vietas numuru,

kur tâ atrodas ðajâ vektorâ un, izvçloties ðo paðu numuru sâkotnçjâ h vçrtîbu vektorâ,

iegûstam rezultâtu. Daþi detalizçti programmu kodi pieejami pielikumâ. Attçlâ 3.1. var

aplûkot ðo realizâciju grafiski.

Ðeit aplûkoto izlaðu pâri ir tâdi, ka zinâms vienas izlases sadalîjuma likums un otraiz-

lase tiek kontruçta tâ, lai bûtu spçkâ Lçmaòa alternatîvu modelis. Otro izlasi var ìenerçt,

piemçram, òemot izlasi, kas sadalîta U[0,1] un pielietojot inverso transformâciju.

Diezgan precîzi var pârbaudît procesa asimptotiku vienkârðâs hipotçzes gadîjumâ, jo

tâ neprasa novçrtçt h. Pçtîjumâ tika simulçtas izlases ar apjomu n = 500 ar daþâdiem

sadalîjuma likumiem un daþâdiem h. Simulâcijas tika veiktas 10000 reizes. Kritiskâs
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3.1. att.: Noðíelta Mallova attâluma grafiski piemçri. Attçlâ pa kreisi pirmâ izlase ir normâli sadalîta, pa

labi - eksponenciâli sadalîta. Abos gadîjumos otrâ izlase konstruçta ar inverso transformâciju no U[0,1]

sadalîtas izlases tâ, ka ir spçkâ Lçmaòa alternatîva.

vçrtîbas daþâdiem sadalîjuma likumiem un daþâdiem h vienkârðajai hipotçzei var aplû-

kot tabulâ 3.3. un Pârklâjumu precizitâti, kas veikta ðim modelim redzama tabulâ 3.4.

Svarîgâkais secinâjums ir tâds, ka vienkârðai hipotçzei kritiskâ vçrtîba atkarîga tikai no

parametra h un pârklâjumu precizitâtes pârbaude uzrâda ïoti labus rezultâtus.

Vispârîgâ gadîjumâ parametra h vçrtîba, kas minimizç noðíelto Mallova attâlumu nav

zinâma, tâpçc jâpârbauda plaðs intervâls, kas var aizòemt daudz laika. Analizçjot modeli

un veicot izlaðu simulâcijas îstâ parametra vçrtîba ir zinâma un var izvçlçties ðaurâku

intervâlu. Tomçr ðî pieeja metodes pârbaudei neder. Pirmkârt tâpçc, ka pârbaudes process

kïûst ïoti ilgs, otrkârt - nevar zinât, vai uzdotâ precizitâte ir pietiekoða. Reizçm var

gadîties, ka kritiskâ vçrtîba diverìç tikai tâpçc, ka kïûdaini noteikts parametrs h. Saliktas

hipotçzes empîriskâ procesa simulâciju rezultâtus var aplûkot tabulâ 3.5. Kâ redzams,

aprakstîtâs darbîbas nav pietiekoðas, lai iegûtu konverìçjoðu asimptotisko sadalîjumu.
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3.3. tabula: Kritiskâs vçtrîbas Lçmaòa alternatîvu modeïiem vienkârðas hipoçzes gadîjumâ. Simulâcijas

veiktas 1000 reizes, izlases apjoms n=500.

Sadalîjums h 90% 95% 99%

N(0,1) 0.5 1.945379 2.168986 2.6162

N(0,1) 1.5 1.65469 1.833576 2.213707

N(1,4) 0.5 1.945379 2.168986 2.6162

N(1,4) 1.5 1.65469 1.833576 2.213707

Exp(0.5) 0.5 1.945379 2.146625 2.593839

Exp(1) 1.5 1.65469 1.855936 2.213707

U[-2,3] 0.5 1.923018 2.146625 2.571478

χ2
4 1.5 1.65469 1.833576 2.213707

3.4. tabula: Pârklâjumu precizitâte Lçmaòa alternatîvu modeïiem vienkârðas hipoçzes gadîjumâ. Simu-

lâcijas veiktas 1000 reizes. Vienai no izlasçm dots sadalîjuma likums, otra iegûts veicot inverso transfor-

mâciju no U[0,1] sadalîtu gadîjuma lielumu izlases.

N(2,9), h=0.5 Exp(2), h=1.5

n 90% 95% 99% 90% 95% 99%

20 0.923 0.966 0.997 0.905 0.969 0.99

50 0.916 0.966 0.996 0.908 0.954 0.994

100 0.914 0.953 0.989 0.908 0.95 0.986

200 0.907 0.961 0.99 0.89 0.937 0.994

500 0.891 0.945 0.994 0.89 0.951 0.987

1000 0.893 0.947 0.99 0.917 0.95 0.993

5000 0.901 0.95 0.99 0.894 0.942 0.988

10000 0.91 0.956 0.991 0.889 0.952 0.993
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3.5. tabula: Kritiskâs vçtrîbas Lçmaòa alternatîvu modeïiem saliktâs hipoçzes gadîjumâ. Simulâcijas

veiktas tikai 100 reizes, jo aizòem daudz laika. No iegûtâ rezultâta var secinât, ka aprakstîtais novçrtç-

ðanas process nav pietiekoðs kritiskâs vçrtîbas novçrtçðanai.

N(0,1), h=0.5 Exp(0.5), h=3

n 90% 95% 99% 90% 95% 99%

20 1.699412 1.96774 2.414953 2.414953 2.63856 3.085774

50 1.697056 1.909188 2.404163 2.616295 2.899138 3.323402

100 1.3 1.5 1.8 2.9 3.2 3.8

200 1.343503 1.484924 1.767767 3.181981 3.535534 4.17193

500 1.296919 1.431084 1.744133 3.577709 3.890758 4.740464

3.3. Reâlu datu analîze

Aplûkosim piemçru no publikâcijas [5]. Izlases satur vidçjos urbðanas laikus, kuros

sasniegts fiksçts dziïums. Tika salîdzinâta sausâ urbðana un slapjâ urbðana. Sâkumâ

aplûkosim abu izlaðu histogrammas 3.2..
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3.2. att.: Sausâs un slapjâs urbðanas datu histogrammas, gludinâtas ar metodi, kas aprakstîta Pielikumâ

A1.

Ðobrîd mçríis nav noteikt izlaðu sadalîjumus. Tika veiktas divas hipotçþu pârbudes

lîmenî α = 0.05. Viena par abu izlaðu sadalîjuma funkciju vienâdîbu, otra par lokâcijas-

skalçðanas modeïa eksistenci. Pirmâ ir vienkârða hipotçze, darbâ tika iegûts, ka ðâdai

hipotçzei kritiskâ vçrtîba ir aptuveni 1.88. Otra ir salikta hipotçze. Iepriekð jau tika
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salîdzinâtas kritiskâs vçrtîbas daþâdiem sadalîjumiem. No aplûkotajiem sadalîjumiem,

histogrammas vistuvâk ir normâlajam sadalîjumam, tâpçc tika izvçlçta kritiskâ vçrtîba

1.258. Ðâda kritiskâ vçrtîba izvçlçta arî tâpçc, ka tâ ir mazâkâ no aplûkotajâm, jo ja

hpotçze netiek noraidîta pie ðâdas kritiskâs vçrtîbas, tâ netiks noraidîta pie lielâkas. At-

tçlâ 3.3. attçloti abu hipotçþu rezultâti. Vienkârðâ hipotçze tiek noraidîta, bet salikto

hipotçzi nevar noraidît. Tomçr aplûkoto izlaðu sadalîjumi nav normâlie un iespçjams kâ-

dam sadalîjumam kritiskâ vçrtîba ir vçl mazâka. Ðâdos gadîjumos praksç lieto gludinoðo

butstrapu, kas aprakstîts Horwath publikâcijâ [4]. Ðî metode novçrtç kritisko vçrtîbu no

dotatiem datiem.
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3.3. att.: Lokâcijas skalçðanas modeïu vienkârðaas un saliktas hipotçzes pârbaude. Pa kreisi pârbaude

fiksçtiem parametriem µ=0 un σ=1. Pa kreisi - parametri tiek novçrtçti.
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Nobeigums

Darbâ tika aplûkoti strukturâlo attiecîbu modeïi un empîrisko procesu pieeja, lai veiktu

hipotçþu pârbaudi vai konstruçtu ticamîbas intervâlus. Tika pierâdîti teorçtiskie asim-

ptotiskie sadalîjumi ne tikai empîriskajiem varbûtîbu-varbûtîbu un kvantiïu-kvantiïu pro-

cesiem, bet arî lokâcijas-skalçðanas un Lçmaòa alternatîvu modeïos. Pçdçjâ nodaïâ, kas

veltîta sadalîjumu simulâcijâm, iegûtie rezultâti liecina, ka vienkârðu hipotçþu gadîjumâ

empîrisko procesu asimptotiskie sadalîjumi konverìç âtri un dod labu rezultâtu. Tomçr

saliktu hipotçþu gadîjumâ problçmas rada parametru novçrtçðana. Situâcija ar lokâcijas-

skalçðanas modeli ir vienkârðâka, jo tâ parametru novçrtçjumus var izteikt ar analîtiskâm

funkcijâm. Sliktâk ir ar Lçmaòa alternatîvu modeli, kuram nezinot Mallova attâluma

uzvedîbu, novçrtçt parametru ir sareþìîti. Tâpçc bûtu tâlâkâ darbâ jâanalizç Mallova

attâluma asimptotisko uzvedîbu teorçtiski.

Iespçjams, ka zem strukturâlo modeïu vispârinâjuma var iekïaut vçl citus modeïus un

analizçt lîdzigi kâ darbâ aplûkotos. Ja parametru novçrtçjums nav sareþìîts, var veikt

simulâcijas un izveidot kritisko vçrtîbu tabulas, kuras var izmantot strukturâlo modeïu

pârbaudei. Tomçr gadîjumos, kad izlases sadalîjums nav vienkârði nosakâms, tiek iz-

mantots gludinoðais butstraps [4]. Tâlâkâ darbâ nepiecieðams analizçt, vai tas strâdâ

strukturâlo attiecîbu modeïiem vispârçjâ gadîjumâ.
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A Pielikums

A1. Blîvuma funkcijas gludinâðanas kodolu metode

Pieòemsim, ka ir dota izlase X1, ..., Xn, kur n - izlases apjoms.

Definîcija A1. Funkciju k : R→ R+ sauc par kodolu, ja:

1.
∫∞
−∞ k(u)du = 1;

2. ∀u k(−u) = k(u).

Bieþâk izmantotâs kodolfunkcijas:

1. Vienmçrîgais: k(u) = 1
2
I|u|≤1, kur I ir indikatorfunkcija;

2. Epaneènikova: k(u) = 3
4
(1− u2)I|u|≤1;

3. Gausa: k(u) = 1√
2π
e−

1
2
u2 .

Definîcija A2. [16, 684. lpp] Pieòemsim, ka k ir kodols un h - joslas platums, tad par

gludinâto blîvuma funkciju sauc funkciju

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

k

(
x−Xi

h

)
.

Lai vaiktu hipotçþu pârbaudi par strukturâlajiem modeïiem, vai konstruçtu ticamîbas

joslas, nepiecieðams noteikt asimptotisko sadalîjumu kvantiles. Tâ kâ sadalîjumi satur

nezinâmas funkcijas un arî parametrus, kas atkarîgi no datiem, tad ðâdâ gadîjumâ parasti

lieto butstrapa metodes. Jâpiezîmç, ka atðíirîbâ no P-P procesa, Q-Q empîriskais pro-

cess satur savâ definîcijâ pirmâs izlases nezinâmo blîvuma funkciju, kas jânovçrtç. Ðim

nolûkam tiks lietotas kodolu gludinâðanas metodes.

Definîcija A3. Pieòemsim, ka K(x) =
∫ x
−∞ k(u)du,kur −∞ < x <∞ tad par gludinâto

sadalîjuma funkciju sauc funkciju

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
.
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Definîcija A4. Pieòemsim, ka F̂n(x) ir gludinâtâ sadalîjuma funkcija, tad par gludinâto

kvantiïu funkciju sauc

F̂−1n (t) := inf{x : F̂n(x) ≥ t},

kur t ∈ (0; 1).

Praksç pastâv divas ar ðo metodi saistîtas problçmas - kodola k izvçle un joslas pla-

tuma h izvçle. Interesantâkais ir tas, ka tieði h novçrtçðana rada lielâkâs problçmas. Ir

daþâdas metodes (krosvalidâcija, tieðâs ievietoðanas metode, vienâdojumu risinâðanas me-

tode u.c.), kas novçrtç h. Otra problçma ir kodola izvçle, tomçr precîzi novçrtçjot joslas

platumu, atðíirîbas ir nelielas. Ðî iemesla dçï modeïu analîzç tika izmantots Gausa kodols.

A2. Izmantoto programmu kods

n<-1000

t<-seq(0,1,length=n)

##Brauna tilts

plot(t,rbridge(1,n),"l",ylim=c(-2,2),xlab="",ylab="")

points(t,rbridge(1,n),"l",ylim=c(-2,2),col="blue")

points(t,rbridge(1,n),"l",ylim=c(-2,2),col="green")

Up<-2*sqrt(t*(1-t))

Low<--Up

points(t,Up,"l")

points(t,Low,"l")

##Brauna kustîba

plot(t,rwiener(1,n),"l",ylim=c(-2,2),xlab="",ylab="")

points(t,rwiener(1,n),"l",ylim=c(-2,2),col="blue")

points(t,rwiener(1,n),"l",ylim=c(-2,2),col="green")

Up<-2*sqrt(t)

Low<--Up

points(t,Up,"l")
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points(t,Low,"l")

## Kolmogorova-Smirnova statistikas histogramma

n<-1000

t<-seq(-3,3,by=0.01)

rez<-c()

for (i in 1:1000){

x<-rexp(n,0.5)

xx<-ecdf(x)

rez[i]<-max(abs(sqrt(n)*(xx(t)-pexp(t,0.5))))

}

hist(rez,breaks=100,main="",xlab="",ylab="Bieþums",cex.lab=1.5)

#Empîriskâ procesa konstrukcija

n<-20

x<-runif(n,0,1)

T<-seq(0,1,by=0.001)

xx<-ecdf(x)

plot(T,sqrt(n)*(xx(T)-punif(T,0,1)),cex=0.3,ylab="",xlab="n=20",cex.lab=1.5)

#PP grafiku piemçri

n<-100

x<-rnorm(n,0,1)

y<-rnorm(n,0,4)

xx<-ecdf(x)

t<-seq(0,1,by=0.01)
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res<-xx(quantile(y,probs=t,type=1))

plot(t,res,"s",ylim=c(0,1),xlab="(d)",ylab="",main = expression(paste(mu,

plain(' = 0'),sigma, plain(' = 4'))))

points(t,pnorm(qnorm(t,0,4),0,1),type="l")

abline(0, 1,lty=3)

#Lokâcijas-Skalçðanas modeïa simulâcijas

set.seed(10)

n<-50000

N<-10000

S<-rep(0,N)

alpha<-c(0.9,0.95,0.99)

for (i in 1:N){

x<-rnorm(n,0,1)

y<-rnorm(n,5,3)

#x<-runif(n,3,5)

#y<-runif(n,4,9)

#x<-rexp(n,1)

#y<-rexp(n,2)

T<-seq(0,1,by=0.001)

s<-(mean(sort(x)*sort(y))-mean(x)*mean(y))/(mean(y^2)-mean(y)^2)

m<-mean(x)-s*mean(y)

Y<-y*s+m

P<-PP(x,Y,T,plot=TRUE)# PP ir Varbûtîbu-Varbûtîbu grafika empîriskâ versija

#P<-PP(x,Y,T)

S[i]<-max(abs(P-T))
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}

rez<-sqrt(n)*sort(S)[N*alpha]

rez

#Lçmaòa alternatîvu modeïa simulâcijas

set.seed(10)

n<-500

h<-0.5

t<-seq(0,1,by=0.001)

alpha<-c(0.9,0.95,0.99)

N<-10000

stat<-c()

for (i in 1:N){

y<-rnorm(n,0,1)

u<-runif(n,0,1)

x<-qnorm(1-(1-u)^h,0,1)

##Empîriskâ versija

xx<-ecdf(x)

rez<-xx(quantile(y,probs=1-(1-t)^h,type=1))

stat[i]<-max(abs(rez-t))

}

(sqrt(n)*sort(stat))[N*alpha]
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