LATVIJAS UNIVERSITATE
FIZIKAS UN MATEMATIKAS FAKULTATE
MATEMATIKAS NODALA

EMPIRISKO PROCESU PIELIETOJUMS STRUKTURALO
ATTIECIBU MODELOS

DIPLOMDARBS

Autors: Juris Cieléns
Stud. apl. jc05001

Darba vaditajs: doc. Dr.math. Janis Valeinis

RIGA 2010



Anotacija

Darba aplukoti strukturalo attiecibu modeli un to parbaude, izmantojot empirisko pro-
cesu metodes. Tiek pieraditi kvantilu-kvantilu, varbutibu-varbitibu, lokacijas-skalésanas
un Lemana alternativu empirisko procesu asimptotiskie sadaljjumi. Ar simulaciju pali-
dzibu programma R analizeta ticamibas intervalu parklajuma precizitate, ka ari noteiktas

dazadu statistiku kritiskas vertibas.

Atslegas vardi: empiriskie procesi, strukturalo attiecibu modeli



Abstract

This thesis contains analysis of structural relationship models using empirical process met-
hods. The asymptotic distribution of empirical quantile-quantile, probability-probability,
location-scale and Lehman alternatives ir proved. Using simulations in progamm R, the
coverage accuracy of confidence bands is analyzed and the critical values of different

statistics are estimated.

Keywords: empirical processes, structural relationship models
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Ievads

Statistika svariga loma ir hipotézu parbaudei. Saja darba tiek apliukota hipotézu
parbaude par populacijas sadalijjumu veidu vienas izlases, ka ari divu izlasu gadijuma.
Tiek padzilinati analizets Kolmogorova-Smirnova tests vienkarsam un saliktam hipotezem
no empirisko procesu viedokla. Empirisko procesu teorja labi aprakstita Billingsley [1],
Shorack un Welner [2] un Van der Waart [3] gramatas.

Divu izlasu gadijuma hipoteze Hy : Fi(x) = Fy(z), Vo € R tiek parbaudita kon-
strugjot vienlaicigos ticamibas intervalus varbutibu-varbatibu (P-P) un kvantilu-kvantilu
(Q-Q) grafikiem. P-P un Q-Q procesu asimptotika ir zinama un tiek plasi izmantota,
tomer precizu pieradijumu atrast neizdevas. So procesu asimptotika tika pieradita izman-
tojot idejas no Horwath publikacijas [4]. Apkopojumu par teoretiski asimptotiskajiem
sadalfjumiem ar praktisku pielietojumu vienkarsas hipotézes gadijuma skatit publikaci-
ja [5]. Teoretiskas metodes implementétas programma R, veicot parklajumu precizitates
simulacijas, ka ar1 apskatits reals datu piemers.

Visbeidzot tiek analizeti visparéji strukturali modeli divu izlasu gadijuma, kas pirmo
reizi definéti publikacijas Freitag un Munk [6, 7]. Visvienkarsakais ir lokacijas modelis,
kurs pienem, ka divas sadalijjuma funkcijas atskiras viena no otras ar zinamu nobides
parametru, tas ir, Fi(z) = Fy(z — ) visiem = € R. Sadi modeli ir svarigi, pieméram,
medicina, kur ieviesot jaunas zales ir sagaidams uzlabojums. Saja gadijuma tiek parbau-
dita hipotéze par pasu lokdcijas modeli, neintereséjoties par konkréto sadalijuma funkciju
veidu. Tadus modelus pienemts saukt par semiparametriskiem modeliem.

Saja darba tiek pieraditi lokacijas-skalesanas un Lemana alternativu strukturalo mo-
delu empirisko procesu asimptotiskie sadalijumi, kas ir jauns rezultats. Ar to palidzibu
var kontruet ticamibas intervalus un veikt hipotezu parbaudi strukturalajiem modeliem.
Ticamibas intervali strukturalajiem modeliem, izmantojot empirisko ticamibas funkciju,
ieguti Valeina [8] disertacija.

Darbs sastav no tris nodalam un pielikuma. Pirmaja nodala tiek sniegta empiriska
procesa definicija klasiskaja un visparinata gadijuma, attelota ta saistiba ar Brauna tiltu
un sniegti piemeri funkciju klasem, kuram ir speka saistiba ar Brauna tiltu. Otra nodala
satur strukturalo modelu apskatu ka ari asimptotisko sadalijumu So modelu statistikam.
tiek aplukoti empiriskie procesi divu izlasu gadijuma. Tresa nodala satur modelu konver-

gences un parklajumu precizitates analizi. Pielikums satur izmantoto programmu kodu.



1. Empiriskie procesi vienas izlases

gadijuma

Saja nodala tiks sniegta empiriska procesa definicija vispariga gadijuma, aplikotas
Brauna tilta Tpasibas, ka ari svarigakas empirisko procesu teorémas vienas izlases gadi-
juma. Tiks analizeta Kolmogorova-Smirnova statistika ne tikai vienkarsu, bet ari saliktu
hipotézu gadijuma, ka ari sniegti dazi piemeri funkciju klasem, kuras veido P-Donskera

klases.

1.1. Empiriska procesa definicija

Vienkarsakaja gadijuma empiriskais process tiek veidots no empiriskas un teoretiskas
sadalijuma funkcijas starpibas. Pienemsim, ka Xi, ..., X,, ir neatkarigu, vienadi sadalitu
(turpmak tiks lietots saisinajums no anglu valodas - i.i.d.) gadijuma lielumu izlase ar

sadalijuma funkciju F'.

Definicija 1.1. Par empirisko sadalijjuma funkciju sauc funkciju

1 n
Fu(z) = — > Iixisay-
=1

Apgalvojums 1.1.
Vi(Fy(z) = F(z)) = N(0, F(z)(1 — F(x))).

Pieradijums. Rezultats seko no centralds robezteorémas, no ta, ka

Fla)(1 = F(x))

n

E(Fu(2)) = F(z) un D(F,(z)) =




Teoréma 1.2. [2, 1. Ipp] (Glivenko-Kantelli) Ir speka

sup (|Fu(z) — F(2)]) —=— 0.

—00<xT <00 n—0o0

Péc daudzdimensionalas centralas robezteoremas [3, Piemeérs 2.18] katriem x4, ..., z;, € R.

\/E(Fn(.ilfl) — F(l’l), R Fn(xk) — F(l’k)) —d (GF(.CEl), cery GF<xk:))>

kur labas puses vektors ir ar daudzdimensiju normalo sadalijumu ar videjo vertibu 0 un
kovariaciju

kur z; A x; = min(x;, z;).

Definicija 1.2. [3, 257. lpp| Telpu D|a, b], a, b € R sauc par Skorohoda telpu, ja ta satur
visas funkcijas z : [a,b] — R, kuras ir nepartrauktas no labas puses un kuram intervala
[a, b] eksiste robeza no kreisas puses. Sadas funkcijas tiek sauktas par ’cadlag’ (continue

a droite, limites a gauche) funkcijam.

Teoréma 1.3. [3, 266. Ipp] Ja X, Xy, ... ir i.i.d. gadijuma lielumi ar sadalijuma fun-
keiju F, tad empiriskais process /n(F, — F) konvergé péc sadalijuma Skorohoda telpa
D[—00, 00| uz gadijuma procesu G g, kura robezsadalijumam ir daudzdimensionals norma-

lais sadalijums ar videjo vertibu 0 un kovariaciju EGp(t;)Gp(t;) = F(t; At;) — F(t;)F(t;).

Teoréma 1.4. [4, 1901. lpp| Pienemsim, ka X, ..., X,, i.i.d. gadijuma lielumi ar sadali-

juma funkciju F, tad

sup  |Vn(Fy(z) = F(z))] #»  sup  |B(F())], (1.1)

—oo<r<o0o —oo<xr<o0

kur B apzimé Brauna tiltu, kas tiks definéts vélak. Kreisas puses izteiksme ir plasak
pazistama ar nosaukumu - Kolmogorova-Smirnova statistika.

Kolmogorova-Smirnova statistika biezi tiek izmantota, lai parbauditu hipotézi par iz-
lases empiriskas sadalijuma funkcijas atbilstibu kadai konkretai sadalijuma funkcijai. Sis
statistikas sadalijums ir bezgaliga summa [1, 104. 1pp]

P( sup |Vn(Fy(z) = F(z))| <a)=1- 22(—1)i_16_2i2a2-

—oo<r<o0

Grafiski statistikas sadalijumu var, pieméram, iegiit veicot simulacijas un attelojot tas

histogramma. Tika veiktas 10000 Kolmogorova-Smirnova statistikas simulacijas normali
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sadalitu gadijuma lielumu izlasem un aprekinata statistika. Rezultatus var aplukot attela

1.1.
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1.1. att.: Kolmogorova-Smirnova statistikas histogramma. 10000 reizes simulétas normali sadalitas gadi-
juma izlases ar apjomu 1000. Histogrammai pievienota blivuma funkcija, kas iegiita izmantojot kodolu

gludinaganas metodi. 0.95-ta kvantile ir aptuveni 1.36.

Statistikas teorija tiek apliikotas ne tikai vienkarsas hipotézes, bet ari saliktas. Pie-
méram, hipotéze par N(0, 1) sadalfjumu ir vienkarsa, bet par N(u, o?) ir salikta. Sadas ir
hipotezes par modeliem, kuri ieklauj sevi parametru novertesanu. Kolmogorova-Smirnova
testu ar parametru novertésanu analizejis Lilliefors [9] un $adi testi musdienas tiek saukti

par Lilliefora testiem. Parametru noveértésanas gadijuma izmainas statistika t.i. iegist

sup  |vn(F,(z) — F(x,0))), (1.2)
—oo<x <00
kur 6 - novertetie parametri. Piemeram N(u,0?) sadalijumam 6 = {7, %}, kur 7 ir

videjas vertibas novertejums un s? - dispersijas novertejums. Izradas, ka saliktu hipotezu
gadijuma asimptotiskais sadalijums 1.1 vairs nav speka. To viegli pamatot ar Teilora
rindas palidzibu. Sekojoso izvedumu var skatit [10, 452. lpp].

Fiksetam x ir spéka

~ ~

F () — F(z,0) = (Fu(x) — F(z,00)) — (F(x,0) — F(z,60)
— (Fa(w) = F(2,00)) = (0 = 00) F (2. 0) =0, + 0p(8 — 0) ) .

No kurienes neko, ka
VA(Fu(2) = F(2,8)) = Va(Fa(x) — F(z,00)) — v/i(0 — 60) 3 F (5, 0) og, + 0p(y/7(6 —
6p)). Rezultata var secinat, ka statistikas (1.2) asimptotiskais sadalijums ir atkarigs no

parametru novertéjumiem un parbaudama populacijas sadalijuma veida.



Attela 1.2. var aplukot statistikas (1.2) histogrammas dazadiem sadalijumiem ar 0.95
kvantilem. Normali sadalitam gadijuma izlasem ta ir 0.9, eksponenciali sadalitam 1.07,
un x? sadalitam 1.06. Svarigakais secinajums ir tads, ka asimptotiskais sadalijums ir

atkarigs no novertetajiem parametriem, kuri savukart ir atkarigi no izlases.
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1.2. att.: Lilliefora statistikas hitogramma dazadam sadalijuma funkcijam. Redzams, ka Kritiskas vértibas
konkretam ticamibas limenim ir atkarigas no dotas sadalijuma funkcijas. Simulacijas veiktas 10000 reizes

izlasem ar apjomu 1000.

Ieprieks Teorema 1.4 tika mineéts, ka Kolmogorova-Smirnova statistikas sadalijums

tiecas uz suprémumu pa Brauna tiltu.

Definicija 1.3. Par Brauna tiltu sauc Gausa procesu {B(t) : t € [0, 1]}, kura kovariaciju
struktiira ir cov(B(s), B(t)) = s(1 — t), kur s < t. ST procesa sadalijums ir tads pats ka
ar W(t) — tW (1) sadalfjums, kur W - standarta Brauna kustiba.

Lai noteiktu iespejamo Brauna kustibas un Brauna tilta attistibu, iespejams konstruet
punktveida ticamibas joslas. Ir zinams, ka gadijuma lielumam, kura sadalijums ir N (0, 0%)

95% ticamibas intervals ir aptuveni [—2c, 20|, piemeérus skatit attela 1.3.
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1.3. att.: Pa kreisi - Brauna kustibas realizacijas piemeéri, pa labi - Brauna tilta realizacijas piemeéri.

Gluda linija atdala 95% punktveida ticamibas joslu.

Aplikosim empiriska procesa vispareju definiciju. Pienemsim, ka P ir varbiitibu meérs

meérojama telpa (X, F), kur X ir kaut kada kopa un F ir minimala o-algebra uz X .

Definicija 1.4. [3, 269. Ipp] Par empirisko varbutibu meéru sauc

1
Pn:ﬁ;(s)(i;

kur ¢, ir varbatibu sadalijums, kurs degeneréts punkta x.

Definicija 1.5. [3, 269. Ipp] Pienemsim, ka f : X — R ir meérojama funkcija. Funkcijas
f sagaidama vertiba pie empiriskd meéra tiek apziméta ar P, f, pie méra P - ar Pf, un
tiek defineta:
1 n
P, f—— X)), Pf= [ fdp.
F=ni. =

No lielo skaitlu likuma seko, ka P, f konverge gandriz drosi uz Pf, katram f, kuram Pf

ir definéts.

Definicija 1.6. [3, 269. Ipp] Merojamu funkciju f : X — R klase A tiek saukta par
P-Glivenko-Kantelli klasi, ja

||Pnf — Pflla =sup|P.f — Pf| -0 g.d.
feA
Definicija 1.7. [3, 269. Ipp] Par empirisko procesu funkcijai f sauc

Gnf = Vn(Puf — Pf).



No daudzdimensionalas centralas robezteoremas seko, ka katrai galigai merojamu funkciju

f; kopai, kur Pf? < oo ir speka

(anlaan27 aank) _>p (prlapr27 -~-7prk)>

kur labas puses vektoram ir daudzdimensionals normalais sadalijjums ar kovariacijam
EG,fGyg = Pfg— PfPg. (1.3)

Definicija 1.8. [3, 269. Ipp] Merojamu funkciju klase A tiek saukta par P-Donskera klasi,
ja procesu virkne G,, f : f € A konverge uz robezprocesu G, telpa [>°(A), kur robezprocess
G, ir Gausa process ar videjo vertibu 0 un kovariacijam 1.3 un tiek saukts par P-Brauna
tiltu. Specialgadijuma, ja A satur indikatorfunkcijas, tad Teoréma 1.2 ir specialgadijums
P-Glivenko-Kantelli klasei un Teorema 1.4 ir specialgadijums P-Donskera klasei.

Loti uzskatami empiriska proccesa konvergenci uz Brauna tiltu var paradit grafiski.
Petijjuma tika generetas tris izlases ar sadalijuma likumu U[0, 1], ar apjomu n = 20,
n = 100 un n = 1000 un uzziméti empiriska varbaitibu procesa atteli. Attela 1.4. redzami

minétie posmi, kas grafiski parada procesa konvergenci.

Definicija 1.9. Par empirisko kvantilu funkciju sauc funkciju

F7Ht) :==inf{z: F,(z) >t}, 0 <t <1

Teoréma 1.5. Lidzigi ka sadalgjuma funkcijam, kvantilu funkcijam ir spéeka

sup (|F, ' (t) = F7H(t)]) —— 0.

0<t<1 n—oo

Teoréma 1.6. [11, 31. lpp| Pienemsim, ka Xj,..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti
gadijuma lielumi ar kvantilu funkciju F~!(z) un empirisko kvantilu funkciju £, !(z), tad

Ve>0 lim P(sup |[vn(F, ' (t)— F ') — !

oo ocict WB@)! >¢)=0g.d.

sadu pierakstu ka Teorema 1.6, lieto Horwath [4] un tas tiks izmantots turpmak pieradiju-
mos. Ta ka vienai izlasei var konstruet gan empirisko, gan kvantilu procesu, nepieciesams
sasprast, vai Sie procesi ir kaut ka saistiti, t.i., vai eksisté kada sakariba starp tiem. Atte-

lojot abus procesus viena koordinatu plakné, redzam, ka tie ir saistiti. Attela 1.5. attéloti
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1.4. att.: Empiriska procesa v/n(F,(z) — F(z)) konvergence un Brauna tiltu. Izlases ar apjomu n.

vabriitibu un kvantilu procesi vienai un tai pasai izlasei. Ka redzams attela, procesi ir ar
pretéjam zimém, t.i., abu procesu summa ir 0.

Tas, vai funkciju klase ir Glivenko-Kantelli, vai Donskera ir atkarigs no klases izme-
ra. Galiga integrejamu funkciju klase vienmer ir Glivenko-Kantelli un galiga kvadratiski
integréjamu funkciju klase - Donskera [3, 270. lpp]. Lai izmeéritu telpas A izmeéru, tiek
izmanoti entropijas termini. Tiek apliikota ta saukta iekavu entropija (angliski - bracke-
ting entropy) attieciba pret L,(P) normu ||f||p,, kur L,(P) ir merojamu funkciju klase
ar ipasibu f € L.(P), ja f" ir integrejama pec P. Pienemsim, ka ir dotas divas funkcijas

[ un w. Ar iekavam [[,u] apzimé tadu funkciju f kopu, kuram [ < f < [3, 270. lpp].
Definicija 1.10. Par ¢ — iekavu klase L,.(P) sauc iekavu [l, u] ar ipasibu
Plu—1) <e.

Definicija 1.11. Par iekavu skaitli Nji(e, A, L,(P)) sauc mazako ¢ — ickavu skaitu, ar

kuram var noklat A.
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1.5. att.: Varbatibu un kvantilu procesi vienai un tai pasai izlasei. Pa kreisi - normali sadalitu gadijuma

liclumu N(0,1) izlase, pa labi - U(0,1) gadijuma lielumu izlase.
Teoréma 1.7. [3, 270. Ipp] Meérojamu funkciju klase A ir P-Glivenko-Kantelli, ja ¥V € > 0
N[ ](6,./[, Ll(P)) < Q.

Lielakajai dalai klasu, iekavu numuri Njj(e, A, L1(P)) tiecas uz bezgalibu, kad € | 0.
Pietiekams nosacijums, lai klase butu Donskera ir, ka tie netiecas uz bezgalibu parak

strauji. Sis atrums tiek merits ar iekavu integrali

5
Ji1(0, A, Ly(P)) = /0 VIn N (e, A, Li(P)de.
Teorema 1.8. Meérojamu funkciju klase A wr P-Donskera, ja
J[ ](1,./4,, LQ(P)) < oQ.

Visas minétas definicijas un teorémas, spriedumi un teorému pieradijumi atrodami avota

3, 270.1pp].

1.2. P-Donskera klasu pieméri

Turpmak mineétie piemeri atrodami literatiras avota citeal3.

Piemeérs 1. (Sadalijuma funkcija). Pienemsim, ka funkciju klase A satur visas indikatoru
funkcijas forma f; = I(_w 4, kurt € R, tad empiriskais process G f; ir klasiskais empiriskais

process \/n(F,(t)— F(t)). Tiek aplukotas iekavas forma [[(_oo; ), [(—cot,)] Punktu rezgim
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—00 =1y <t} <..<tp=o00aripasibu F(t;—) — F(t;_;) < € katram i. So iekavu L;(F)
izmers ir € un to kopejais skaits k var tikt izvelets mazaks par /2. Taka F'f? < F f katram
0 < f <1, iekavu Ly(F') izmers ir ierobezots ar v/, kas nozime, ka Ny |(v/€, A, Ly(F)) <

2/e. Lidz ar to &1 funkciju klase apmierina P-Donskera klases nosacijumus.

Piemeérs 2. (Parametriska klase). Piepemsim, ka A = {fy : 6 € O} ir mérojamu funkeciju

klase, © € R ir indeksu kopa. Pienemsim ,ka eksiste merojama funkcija m tada, ka
| fo, () — fo,(x)] < ml|6 — Os|| katramby, Os.

Ja P|m|" < oo, tad var pieradit [3, 271. lpp]|, ka eksiste konstante K, atkariga tikai no ©

un d tada, ka iekavu numuri apmerina nevienadibu

diam®

€

d
Niy(ellml|py, A, L (F)) < K < ) , katram 0 < € < diam®.

Lidz ar to entropija ir ar kartu mazaku par (1/¢) un iekavu entropijas integralis konverge.

Piemérs 3. (Gludas funkcijas). Pienemsim, ka R? = U;I; ir kubu ar izmeru 1 dala un A
ir visu funkciju f : R — R klase, kuram eksisté parcialie atvasinajumi lidz kartai o un
kuras ir vienmerigi ierobezotas ar konstantém M, katra no kubiem I;. Tad katram var
pieradit, ka V' > d/a un katram varbutibu meram P klases A iekavu numuri apmierina

nevienadibu
V+r

g N e, 1, (P) < £ (1) (DM;‘PU»%)

€

J=1

Ja nevienadibas laba puse konverge tad klase A ir P-Donskera.

Piemérs 4. (Soboleva klases). Pienemsim, ka funkciju klase A satur visas funkcijas
f:10,1] — R tadas, ka || f||oc <1 un kuru (k-1)-ais atvasinajums ir absoluiti nepartraukts

ar [ (f®)?(x)dr < 1 kadam fiksetam k. Tad eksisté konstante K tada, ka katram € > 0

1\
g N e 1) < 5 (1)
St klase ir P-Donskera katram & > 1 un katram P.

Piemérs 5. (Ierobezota variacija). Piepemsim, ka funkciju klase A satur visas monotonas

funkcijas f : R — [—1, 1] Tad eksiste konstante K tada, ka katram varbutibu meram P

log N (e, 4, Ly(P)) < K <1> _

€

St klase ir P-Donskera katram P.
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2. Empiriskie procesi divu izlasu

gadijuma

Iepriekseja nodala tika aplukoti dazu statistiku asimptotiskie sadalijumi vienas izla-
ses gadijuma. Loti svariga problema statistika ir divu izlasu salidzinasana parbaude vai
starp tam eksiste kada sakariba. Saja nodala tiks apskatiti strukturalo attiecibu modelj,
pieraditas to empirisko procesu asimptotikas. Pienemsim, ka dotas divas izlases Xy, ... X,

iid. un Yy,...,Y,, ii.d. ar sadalijuma funkcijam attiecigi F} un Fs.

2.1. Strukturalo attiecibu modeli

Strukturalo attiecibu modeli ka jedziens paradijas salidzinosi nesen Freitag un Munk
(2005) publikacija [7]. Pasi par sevi §ie modeli ir veidoti ka visparinajums un ieklauj
sevi divas nozimigas problemas - lokacijas-skaleSanas modeli, un proporcionala riska jeb

Lemana alternativu modeli.

Definicija 2.1. citeal6 Starp divu izlasu sadalijuma funkcijam pastav lokacijas-lkalesanas

modelis, ja

g

Fi(z) = Fy (I - “) .= Fy(x,h),z € R.
So attiecibu var izteikt ari ar kvantilu funkcijam
FrA(t) = oF5 () + iyt € [0, 1],

Definicija 2.2. [6] Starp divu izlasu sadalijuma funkcijam pastav Lemana alternativu
modelis, ja

Fi(z) =1— (1 - Fy)Y" := Fy(z,h),z € R.

[zmantojot kvantilu funkcijas, iegtst
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Fit) = F Y1 —(1—t)M),teo,1].

Pienemsim, ka sadalijuma funkcijas F} un F5 ir elementi no funkciju klases
F? = {F : F'ir sadalijuma funkcija un/thF < oo} :

Definicija 2.3. [7] Pienemsim, ka H C Rl un ¢; : R x H — R, ¢y : [0,1] x H — [0, 1].
Funkcijas F1 un Fy ir saistitas ar strukturalu attiecibu, kuru veido ¢; un ¢o, ja (Fi, F») €

Uy, .4, =: U, kur modelu klase U tiek defineta ka
U:= {(F}, F5) € F* x F*| h € K tads, ka F ' (t) = ¢1(Fy '(¢2(t, b)), t € [0,1]}.

No definicijas izriet, ka izveloties ¢o(t, h) =t un ¢y (z, (hy, ha)T) = hy + hox, tiek iegits
Lokacijas-Skalesanas modelis un nemot ¢(z,h) = x un ¢y(t,h) = 1 — (1 — t)" iegiist
Lemana alternativu modeli. Turpmak darba siem modeliem tiks analizetas gan vienkarsas,
gan saliktas hipotézes. Lai novertetu parametrus h, tiek izmantots Mallova attalums [12,
511. 1lpp], ar kuru var tikt apréekinats attalums starp kvantilu funkcijam. Vispariga

gadijuma strukturalo attiecibu modelim teoretiskie parametri hy tiek aprekinati ka

B — . 1 b -1 -1 2
o = argmines § 5= [ FC0) = (5 oalt )P |

aizvietojot teorétiskas sadalijuma funkcijas ar empiriskajam, iegiist parametra novertéju-

mu.

2.2. P-P un Q-Q grafiki

Definicija 2.4. [13, 242. Ipp.] Par varbutibu-varbutibu (P-P) grafiku sauc funkeciju
Fi(Fy (1), kur 0 < ¢t < 1. Aizstajot F; un F, ar to empiriskajam versijam, iegust

empirisko P-P grafiku.

14
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2.1. att.: Empirisko un teorétiskko P-P grafiku piemeéri, sadalijuma likumiem N (0,1) pret N(u,o?).

Generéto izlagu apjomi n=100.

Attela 2.2. redzami dazi empirisko un teoréetisko P-P grafiku salidzinajumu piemeri.
Empiriskais P-P grafiks tiks ieguts generejot gadijuma izlases ar apjomu 100. Ja izlasu
sadalijuma likumi ir vienadi, tad empiriskais P-P grafiks tuvs taisnei y = z. Ja izlasu
sadalijuma likumi ir no vienas klases, bet atskiras matematiska ceriba, tad grafiks noliecas
virs vai zem diagonales, atkariba no ta, vai otras izlases matematiska ceriba ir lielaka
val mazaka par pirmas izlases matematisko ceribu (b,c). Ja izlasu sadalijuma likumi ir
no vienas klases, bet atskiras dispersija, grafiks tiek saspiests uz vidu (d). Palielinoties
izlases apjomam empiriskais P-P grafiks tiecas uz teorétisko, lai petitu so grafiku starpibu
pie dazadiem izlasu apjomiem, to norme ar y/n un iegust empirisko procesu divu izlagu

gadijuma.
Definicija 2.5. [14, 28. Ipp.] Par empirisko P-P procesu sauc
PP(t) = Vn(Fin(Fy (t)) — FL(Fy ' (1))
So procesu var lietot gan divu izlasu sadalijuma funkciju vienadibas parbaudei, gan
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ar1 lai noteiktu doto izlasu empiriska P-P grafika ticamibas joslu. Lidzigi var aplikot

kvantilu-kvantilu grafiku.

Definicija 2.6. [13, 242. Ipp.] Par kvantilu-kvantilu (Q-Q) grafiku sauc F; ' (Fy(t)) kur
0 <t < 1. Lidzigi ka P-P grafikam, aizvietojot teorétiskas funkcijas ar empiriskajam,

iegiist empirisko grafiku.

Definicija 2.7. [14, 28. Ipp.] Par empirisko kvantilu - kvantilu procesu sauc
QQ(z) = Vn(F (Fa(2)) (Fy, (Fom(x)) — FH(Fa(2)))

So procesu ari var izmantot divu sadalijuma funkciju parbaudei. Nakosaja nodala tiks

sikak petiti abi procesi.

2.3. Divu sadalijuma funkciju vienadibas parbaude

Pienemsim, ka ir dotas divas neatkarigas izlases X, X5, ..., X,, un Y7, Y5, ..., Y}, kuras
abas satur neatkarigus un vienadi sadalitus gadijuma lielumus, n un m ir izlaSu apjomi.
Pienemsim, ka izlasu teoretiskas sadalijjuma funkcijas ir F} un Fj, izlasu empiriskas sa-
dalfjuma funkcijas attiecigi Fi, un Fy,,. Aplikosim empirisko procesu pielietosanu divu
izlasu sadalfjuma funkciju vienadibas parbaudes hipotézei 2.1. Sis hipotézes parbaudei

biezi tiek lietots Kolmogorova-Smirnova tests divu izlasu gadijuma. Testa statistika tiek

[ nm
D :=sup — m|F1n(x) — By ()],

kur n un m - izlasu apjomi un Fy, un Fy, - izlasu empiriskas sadalijjuma funkcijas.

definéta ka

Aplikosim §is problemas alternativu risinajumu. Parbaudam hipotézi:
Hy: Fi(z) = Fy(x) pret Hy : Fi(z) # Fa(x). (2.1)

Pie pienemuma, ka ir speka Hy, teorétiskais varbutibu-varbtutibu grafiks klast daudz vien-
karsaks: Fy(F, '(t)) = t. Tatad, lai parbauditu hipotézi 2.1, nepieciesams konstruét tica-
mibas joslas PP grafikam Fy(F,*(t)). Ja diagonale pilnigi visos punktos bis ieksa josla,
tad nevares noraidit Hy. Aplikosim statistiku

sup |v/n(Fin(Fo (1) — F1(Fy (1)) (2.2)

0<t<1
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Sis statistikas asimptotiskais sadalijums dots publikacija [14, 29. 1pp] un lidzigas proble-
mas risinajuma dazi soli doti [4, 1900. lpp]. Lai gan detalizets pieradijums netika atrasts,
tomer ieghita informacija bija pietiekosa, lai varétu rekonstruét pieradijuma gaitu. Turp-

makos pieradijumos svarigs riks bus teorema par videjo vertibu.

Teoréma 2.1. [15, 311. lpp|(videja vertiba) Pienemsim, ka funkcija f : [a,b] — R ir

nepartraukta un diferencejama valeja intervala (a,b). Tad 3 ¢ € (a,b) tads, ka f'(c) =

f(0)—f(a)
b—a ’

Teoréma 2.2. [11, 13. lpp|(Levi nepartrauktibas modulis)

Piepemsim, ka B(t) ir Brauna tilts intervala [0,1], tad

B(t+h) — B(t
limsup sup B+ h) (®) = 1 gandriz drosi. (2.3)
hl0  0<t<l—h 2hlog(1/h)

Teorema 2.3. Pienemsim, ka dotas divas izlases Xy, ..., X,, un Yi,...,Y,, katra no tam
elementi ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielume ar sadalijuma funkcijam attie-

cigi Iy un Fy, tad ir spéeka

Ve>0 lim P(sup |vVn(FuFy L (t) — FLFy (1))

n,m—00 0<t<1

(R (1 1 fi(Fy (1) pym) o) —
(BYW(FLFy (1)) + me(F;l(t))B ()] >e€)=0gd,

kur B™ wun B jr divi neatkarigi brauna tilti, fi un fo ir attiecigi izlasu X un'Y

teoretiskas blivuma funkcijas.

Pieradijums. Veicot ekvivalentus parveidojumus, sadalam doto izteiksmi divos saskaita-

majos.

—1 —1 —1 —1 vn —1 ~1
Vi(FinFyy, — F1Fy (1) = Vn(FinFyy, (1) — FiFy, (1) + ﬁﬁ(FlFQm(t) - FF; ().
Pielietojot Teoremu 1.4 pirmajam saskaitamajam, iegust

Ve>0 lim P(sup |[vn(Fu,Fy () — FLE; ) — BMW(FF; M) > €) =0 g.d.

n,m—oo 0<t<1

Ta ka empiriska kvantilu funkcija tiecas uz teorétisko kvantilu funkeiju gandriz drosi, tad

Teoramas 2.2 iegust, ka

Ve>0 lim P(sup |[B™(FF;Y(t) — B™W(FF; )] > €) =0 g.d.

m—0oo o<t<1
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no kurienes seko, ka

Ve>0 lim P(sup |[vn(Fn,Fyl(t) — FLE; ) — BW(FUFHt)| > €) =0 g.d.

n,m—00 o<t<1

Pielietojot Teoremu 2.1 otrajam saskaitamajam, iegtist

V(B Fy, (t) — FyFy (1) = fi(E)Vm(Fy, (1) — Fy ' (1),

kur & = &,(t) atrodas starp F,,l un F,'. Ta ka, pieaugot izlases apjomam, empiriska

kvantilu funkcija tiecas uz teorétisko kvantilu funkciju, tad

Ve>0 lim P(sup |&,(t) — Fy H(t)] > ¢€) =0 g.d. un

n—00 0<t<1

Ve>0 lim P(sup |fi(&n(t)) — fi(F5 (1) > €) = 0 g.d.

n—00 0<t<1

Péc Teorémas 1.6

Ve>0 lim P(su m(FH ) — FH ) — ——————BM™(4)] > ¢) = 0 gandriz drosi.
Jim P(sup [WVI(FEA(0) ~ P 0) = Fomrgs B0 2 0 = 0

Lidz ar to, otro saskaitamo var novertéet sadi:
V€ > 0limy, o0 P(suPgcycr [/ oo VI(F1 F3y (t) — FLF5 (1)
\/_fl(F BT > € =0g.d.
[
Pie pienémuma, ka nulles hipotéze 2.1 ir speka, asimptotiskais sadalijums vienkarsojas,
t.1.

Ve>0 lim P(sup |vVn(Fi,Fy (t) —t) — (B™(t) + /%B<m>(t))| >€) =0 g.d.

0 0<t<1
Sadam sadalijumam var aprekinat kritiskas vertibas un, konstruet vienlaicigas ticamibas
joslas empiriskajam P-P grafikam. HipotezeH, tiek noraidita, ja kontruétas joslas neie-
klauj taisni y = ¢, kur ¢t € [0, 1] kaut viena punkta. Noenoraiditas un noraiditas hipotézes

piemerus var aplukot attela 2.2.

18



1.0

0.4 0.6 0.8
Il
0.2 0.4 0.6 0.8
Il 1

0.2

0.0
|

T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

N(0,1) pret N(1,1) N(0,1) pret N(0,1)

2.2. att.: Nenoraiditas un noraiditas hipotézes piemeéri, konstruéjot vienlaicigas ticamibas joslas P-P

grafikiem

Sis pasas problemas risinasanai var izmantot ari Q-Q grafiku un ta empirisko pro-
cesu. Saja gadijuma nedaudz tiek lietota nedaudz savadaka statistika un asimptotiskais

sadalijjums ir vienkarsaks. Izmantojam statistiku

sup |v/nfi(Fy " Fo(2)) () Fam(2) — Fy ' Fa ()],

0<t<1
kur f; ir pirmas izlases blivuma funkcija. Rikojoties ka teoremas 2.3 pieradijuma, var

pieradit teoremu empiriska kvantilu-kvantilu procesa asimptotikai.

Teoréma 2.4. Pienemsim, ka dotas divas izlases Xy, ..., X, un Yi,....Y,, katra no tam
elementi ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielume ar sadalijuma funkcijam attie-

cigi F1 un Fy, tad ir spéka

Ves0 lim P( swp  |VaA(FT Fy(@)(Fy Fan(e) — F' (@)

n,m—00 —oco<r<0o0

~(BOF) + YEB E)] > =0 g,

kur B™ wun B™ ir divi neatkarigi brauna tilti, fi un fo ir attiecigi izlasu X un Y
teoréetiskas blivuma funkcijas.

Ka redzams teoréma, ja divam kvantilu funkcijam izpildas hipoteze Hy, tad empiriska
kvantilu procesa asimptotika ir divu neatkarigu brauna tiltu summa. Saja gadijuma
blivuma funkcijas ieklausana izmantotaja statistikd nodrosina értaku rezultatu. Tomeér
var rasties problémas konstruéjot ticamibas joslas, jo tas ieklauj izlases blivuma funkciju,
kas janoverte, pieméram, ar kodolu metodi. Attela 2.3. redzami nenoraiditas un noraiditas

hipotézes piemeri.
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N(0,1) pret N(1,1) N(0,1) pret N(0,1)

2.3. att.: Nenoraiditas un noraiditas hipotézes piemeéri, konstruéjot vienlaicigas ticamibas joslas.

2.4. Lokacijas-skalésanas modelis

Saja nodala tiks apliikots ieprieks aprakstitais lokacijas-skalésanas modelis. Divam
dotam izlasém var parbaudit gan vienkarsu hipotézi par konkrétam parametru p un o
vertibam, gan saliktu hipotezi par modela eksistenci. Lai veiktu otro uzdevumu nepiecie-

Sams novertet parametrus. Parbaudama hipoteze ir sekojosa:

Hy: Fi(z) = F (%) pret H, : Fy(z) # F (x - “) : (2.4)

g

kur p - lokacijas parametrs, o - skalésanas parametrs.

So modeli var arT uzrakstit, izmantojot kvantilu funkcijas
FrA(t) = oF5 () + o
Mallova attalums, skatit [6, 125. Ipp], parametru novertesanai ir sads:

M(F), F) ;:/0 (F7Nt) — o Fy M (t) — p)?dt.

Lai iegtitu x4 un o novertejumus, aizvietojam teorétisko kvantilu funkcijas ar to atbilsto-

Sajam empiriskajam versijam. Veicot ekvivalentus parveidojumus iegtist

Jo ol (O o (t)dt — [ FyM(E)dt [ Fo,r (t)dt

1n n

Jo (ot (#))2dt — (f, (Fyi (t)dt)?

1 1
ﬂ:/ Flnl(t)dt—6/ Fy L(t)dt.
0 0

o=
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leverosim, ka, ja sakrit izlasu apjomi, tad tiek ieguti linearas regresijas modela para-

metru novertéjumi. Tad novéetretos parametrus var pierakstit vienkarsak

5 — 122 1X1)Y Zz 1in2z 1Y
izz‘ﬂ Yz‘2 (nzz':l Y;) ’

o1 R
“IEZXZ'_UEZY;’

i=1 =1

kur X;) un Y(;) - augosa seciba sakartoti doto izlasu elementi.
Kad noveértéti parametri, tos var izmantot modela parbaudé. Izmantosim empirisko

procesu
PPps(t) = Vi F1a(6Fy, (t) + 1) — Fi(0Fy (1) + 1))

Teoréma 2.5. Ir spéeka

Ves0 lim P(sup [PPos(t) — (B (F(oFy (1) + ) + oy | f1 )B<m>(t)

n,m—00 0<t<1

+Vnfi(oFy () + p) (0 — p) + By (a—o)))|>e)—0gd

Pieradijums. Doto izteiksmi sadalam divos saskaitamos lidzigi ka Teoremas 2.3 pieradi-
juma.
PPps(t) := V/n((Fin(0Fyn (t) + 1) — Fi(6F5,, (1) + 1))
H(FU(6Fyn (1) + 1) — Fa(0Fy (1) + 1))

Pirmajam saskaitamajam no 2.5 péc teoremas 1.4 ir speka

(2.5)

Ve 0 lim P(sup |[Va((Fin(6Fpi(t) + ) — Fu(6F () + )

n,M—00 o<t<1
—B"(F\(6F,,(t) + 1))] > €) =0 g.d.

No Teorémas 2.2 ir spéeka

Ve P(sup |BU(Fy(oFy (1) + 1)) = B ((F1(6F;,(t) + )] > €) = 0 g.d.

0<t<1

Apliakosim otru saskaitamo no 2.5 un izmantosim Teorému 2.1, péc kuras ir spéeka

VI(F(6Fy (1) + 1) = Fa(0Fy () + 1)) = Vfu(§m(0))(6 o (8) + o — 0 F5 7 (8) — 1),

kur &,,(t) atrodas starp 6 Fy, ! (t) + fpun o Fy M) +p. Ta ka 6F, L (t) + o — o Fy Ht) + p,
kad m — oo, tad ari &,(t) — oFy ' (t) + p, kad m — oo. Aplukosim /n(6F,! (t) + ji —
oFy*(t) — p). So starpibu var parveidot par
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T (6t (t) + o — 6F (8) — i) + VA Fy (1) + i — o Fy (1) — o)
V(o Fy H(t) + i — o Fy (1) — p) (2.6)

Aplukosim katru saskaitamo atseviski. Pirmais saskaitamais no 2.6 vienkarsojas uz

Pec Teoremas 1.6 un fakta, ka ¢ — o, kad m — oo ir speka

o
VYe>0 lim P(sup |vmé(Fyl(t) — Fy(t)) — —————B™(t)] > €) =0 g.d.
i P(sup Vo (F)(0) = P (1)) = s B 0] > 0 = 0g
Otro saskaitdamo no 2.6 var parveidot ka
ViFy (t)(6 - o)
un tresais no 2.6 vienkarsojas uz
V(i = p).
Apvienojot veiktos spriedumus, teoréma ir pieradita. O

Sis ir lokacijas-skalesanas modela asimptotiskais sadalijums vispariga gadijuma, ja tiek

parbaudita salikta hipoteze. Pie hipotezes Hj ir speka

Ve >0 lim P(sup |PPps(t) — (B™(t) + L

n,M—00 o<t<1 m

HVnfa(Fy(0)((A = 1) + Fy ' (8)(6 — 0)))] > €) =0 g.d.

B™(t)

Lidz ar to pat pie hipotézes H, asimptotiskais sadalijjums atkarigs no nezinamam kvan-
tilu un blivuma funkcijam un parametru novérteéjumiem. Sim modelim var apliikot tris

specialgadijumus:
1. tiek parbaudits fikséts parametrs p, un novertéts o;
2. tiek parbaudis fikséts parametrs o un novertéts parametrs p;

3. tiek parbauditi abi fikseti parametri p un o.
Pedeja gadijuma asimptotiskais sadalijums sakrit ar PP empirisko procesu divu
izlasu sadalijuma funkciju parbaude iegiito rezultatu, Turklat ieverosim, ka 2.1 ir

specialgadijums punktam 3) ar g =0 un o = 1.

22



2.5. Lémana alternativu modelis

Saja nodala aplitkosim otru no strukturalo attiecibu modeliem - Lémana alternativu

modeli.

Definicija 2.8. Modelis pieder Lémana alternativu klasei, ja
Fi() = 1— (1 - Fy(x))1/"),

kurt € Run h > 0. Izmantojot kvantilu funkcijas, modelis var tiks uzrakstits ka
Fri(t)=F' (1= (1-1)").

Lemma 2.6. Ja funkcijas F| un Fy pieder Lemana alternativu klasei, tad ir spéka pro-
porcionala riska modelis (proportional hazard model).

fo(z) —h fi(z)

Pieradijums. Atvasinot abas vienadojuma puses péc x, tiek iegits

1
fi(@) = 3 fal@) (1 = Fy(a) /",
Veiksim ekvivalentus parveidojumus.

B )
LB~ 1- R

Visbeidzot ievérosim, ka
L= Fi(z) =1—(1— (1= F2)"") = (1 - Fx)"",
lidz ar to rezultats ir pieradits. O]

Mallova attalums sim modelim tiek definéts ka
1
M(F, F,) = / (F7' = FyY (1 — (1 = t)M))2at.
0

Salidzinajuma ar lokacijas-skalésanas modeli, Lemana alternativu modelis ir daudz sarez-
gitaks un parametra novertéjumu analitiskas funkcijas uzrakstit nav iespéjams. Ka saja

gadijuma novertet parametru h tiks aprakstits 3.nodala. Sobrid pienemsim, ka parametrs
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. _ _ _ _ . 7 . . 7 P _ .
ir novertets un apzimesim to ar h. Pienemsim, ka h — h, kad n — oo un aplukosim

empirisko procesu
PPy(t) := Vn(Fin(F3,, (1 = (1= 1)) = A(Fy (1= (1-)")))
un pieradisim atbilstosas statistikas asimptotisko sadalijumu.

Teoréma 2.7. Ir spéka

Ve >0 lim P(sup |PPy(t) — (B™(F(F;yH(1—(1—t)"))

n,m—r00 o<t<1

A(F (1= (1 =1)") . . . .
*ﬁugwr—a—wwma_wmﬁ¢%3(“L%l—w>—¢mu—w _03QENZ
€) =0 g.d.

Pieradijums. Veicam ekvivalentus parveidojumus
VI(Fin (Fyp (1= (1= 0)") = Fi(Fy (1= (1= 1))
= Vi (Fy (1= (1= 1)) = A(F(1 = (1=1)")) (2.7
V(L (Fapt (1= (1= 1) = F(F; (1= (1= 1))
Aplikosim pirmo saskaitamo no 2.7. Péc teoremas 1.4 ir speka

Ve>0 lim P(sup V(B (Fali(l—(1—0)") = Fi(Fh(1—(1—1t)")

n,m—00 0<t<1
— B (Fy(Fyt (1= (1= 1)")))) =0 g.d.

Pec pienemuma, ka h — h, kad n, m — oo un Levi modula Brauna tiltam ir speka

Ve>0 lim P(sup |B™(F(Fyl(1—(1—8)")) = B™(F (F(1—(1—t)"))) =0 g.d.

n,M—00 0<t<1

Aplikosim otru saskaitamo no 2.7. Pielietojot vidéjas vertibas teoremu, iegiist
VI(F (Fyn (1= (1= )7) = Fy(Fy (1 = (1= 1))
= [iEnO)VR(Fo (1= (1= 0)") = (1= (1= )"),

kur &,,(t) ir starp F{Ti(l —(1— t)il) un F{l(l — (1 —t)"). No piepemuma, ka h— h, kad

n,m — oo seko, ka &,(t) — Fy, (1 — (1 —t)"), kad n,m — oo.
VA(Fot(1— (1=t — By (1 — (1 —t)")
= VPl (1= (1=t = B 1= 1=t + B (1 — (1= t)") = (1= (1= t)"))
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Pec Teoremas 1.6 un Teoremas 2.2 ir speka

Ve>0 lim P(sup |/ —vm(Fa (1 —(1—t)F) — Fyi(1 - (1—t)h)

n,m—r00 0<t<1 m

—VEF (1= =)"BM™(1 - (1-t)")]>e€) =0 g.d.

No vidéjas vertibas teorémas seko
Vi (L= (L=t = By (L= (1= 0)") = (B (1= (L= 0)") (L= )" = (1 = )"
Apkopojot veiktos spriedumus, teoréma ir pieradita. O

Pie pienemuma, ka izpildas salikta hipotéze par Lemana modela izpildisanos (modelis

eksiste), iegist

Ve >0 lim P(sup |PPy(t) — B™(F(FyH(1— (1—1)"))

n,m—00 o<t<1

1/ =BM(1 = (1= 1)") = V(1= 1) = (1= t)")| > €) =0 g.d.,

m
bet pie pienémuma, ka izpildas vienkarsa hipoteze (modelis ir speka ar fiksetu parametru

h), iegust vel vienkarsaku rezultatu.

Ye>0 lim P(sup |PPh(t)—B(”)(Fl(FQ‘l(l—(l—t)h))H\/%B(m)(l—(l—t)h)ﬂ >¢)=0g.d.

n,m—0o0 0<t<1
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3. Praktiska dala

Saja nodala tiks analizeti teoretiskaja dala apskatitie modeli, veicot empiriskas parkla-
juma precizitates parbaudi ar pielietojumu realiem datiem. Turklat tiks simuletas dazadas
pieradito asimptotisko sadalijumu kvantiles. Analizes dazados posmos tiks izmantota ko-

dolu gludinasana, kas tiks definéta nodalas sakuma.

3.1. Lokacijas-skalésanas modela analize

Dazadiem modeliem tika noteikta statistikas kritiska vertiba pie limeniem o = 0.10,
a = 0.05 un a = 0.01. To iespé&jams izdarit gan veicot simulacijas ar asimptotisko sadali-
jumu, gan simuléjot izvéléto statistiku, kas ir vienkarsaks veids. Ta ka lokédcijas-skalésanas
modeliem tikai ipasa gadijuma (ja veic vienkarsas hipotezes parbaudi ar fiksetiem para-
metriem) asimptotiskais sadalijums ir Brauna tiltu summa, tad kritiskas vertibas nepie-
cieSsams iegiit simuléjot statistiku. Piezimésim, ka simulacijas ar Brauna tiltiem minétaja
specialaja gadijuma deva Sadus rezultatus: pie o = 0.10 kritiska vertiba ir 1.71, pie
a = 0.05-1.89 un pie = 0.01 - 2.28.

Lai iegiitu korektus rezultatus tika izveleti sadalijuma funkciju pari kuri veido lokacijas-
skalesanas modeli, tika generétas neatkarigas gadijuma izlases no izvélétajiem sadaliju-
miem un aprekinata testa statistika. Process tika atkartots 10000 reizes un genereto izlasu
apjoms n = 5000. Izlases tika generetas fiksejot vienu un to pasu gadijuma lielumu ge-

nerésanas sakumpunktu (R komanda - set.seed(10)) Rezultatus var aplukot tabula 3.1.

No iegtitajiem rezultatiem var secinat, ka konkreta modela parbaudes gadijuma kritis-
ka vertiba nav atkariga no izlasu sadalijuma likumiem. Parbaudot hipotézi par lokacijas-
skalesanas modela eksistenci un veicot parametru novertesanu, kritiska vertiba ir atkariga

no sadalijuma funkciju klases, bet nav atkariga no konkrétiem parametriem.
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3.1. tabula: Kritiskas vétibas dazadiem lokacijas-skaleésanas modela piemériem. Parametri tiek noverteti
- gadijums, kad tiek parbaudita pasa modela eksistence (salikta hipoteze). Parametri zinami - konkreta

modela parbaude (vienkaréa hipotéze), kas sevi ietver divu sadalijuma funkciju modeli ka specidlgadijumu.

Parametri tiek noverteti Parametri zinami

1. sad. 2. sad. 90% 95% 99% 90% 95% 99%

N(0,1) N(2,16) | 1.159655 1.25865  1.45664 | 1.697056 1.880904 2.234457

N(1,4) N(-1,9) | 1.159655 1.25865 1.45664 | 1.697056 1.880904 2.234457

Ul0,1] Ul-2,4] 1.173797 1.286934 1.499066 | 1.711198 1.895046 2.262742

U[3,5] Ul4,9] 1.173797 1.286934 1.499066 | 1.711198 1.895046 2.262742
Exp(0.5) FExp(0.25) | 2.333452 2.743574 3.521392 | 1.682914 1.866762 2.276884

Exp(1) Exp(2) | 2.333452 2.743574 3.521392 | 1.682914 1.866762 2.276884

Lai parliecinatos, ka iegtutas vertibas nodrosina velamo rezultatu tika veikta parkla-
jumu precizitates parbaude. St metode ir sava veida apgriezts process kririskas vertibas
simulacijam. Sakotnéji tiek izveléta kritiska vertiba un parbaudamas sadalijuma funkci-
jas. Tad tiek generétas gadijuma lielumu izlases ar izvéletajam sadalijuma funkcijam un
aprekinats varbutibu-varbitibu grafiks fiksetos punktos. Izmantojot aprekinato funkciju
un kritisko vertibu, tiek konstruétas vienlaicigas ticamibas joslas un ja kaut viena punkta
teoretiska funkcija iziet arpus ticamibas joslam, modelis tiek noraidits. Sadas darbibas
tika atkartotas 1000 reizes un tika saskaitits, cik no tam modelis netiek noraidits. Kritiska
vertiba uzskatama par pareizu, ja nenoraidito gadijumu biezums sakrit ar 1-nozimibas li-
meni, kuram atbilst izveleta kritiska vertiba. Tika veiktas parbaudes gan gadijumam, kad
tiek veikta parbaude ar zinamiem parametriem, gan gadijumam, kad parametrus novétre.

Parklajuma precizitate tika veikta sadalijuma funkcijam N(0,1) un N(15,9), parbaudot
precizus modela parametrus, sim pasam funkcijam, novertéjot parametrus un sadaljjuma
funkcijam Exp(3) un Exp(5) novertejot parametrus. Tabula 3.2. atteloti parbauzu rezul-
tati.

3.2. Lémana alternativu modela analize

leprieks, aplikojot Lémana alternativu modeli, tika pienemts, ka parametrs h ir no-
vertets. Tagad tiks aprakstits, ka to izdarit ar programmas R palidzibu. Lidz §im tika

izmantots Mallova attalums, kas definéts strukturalo attiecibu modelim pilna intervala
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3.2. tabula: Paklajumu precizitate lokacijas-skalesanas modelim,pie izlasu apjoma n.
Konkreti parametri | N(0,1) un N(15,9)  Exp(3) un Exp(5)
n 920% 95% 99% | 90%  95%  99% | 90% 95%  99%
20 0.924 097 0999 | 097 097 0.996 1 1 1
50 0.938 0.968 0.993 | 0.953 0.953 0.998 | 0.992 0.998 1
100 | 0.931 0.961 0.991 | 0.915 0.96 0.994 | 0.981 0.995 1
200 ] 0.906 0.948 0.983 | 0.908 0.942 0.985 | 0.948 0.981 0.998
500 | 0.904 0.955 0.997 | 0.877 0.955 0.984 | 0.934 0.966 0.997
1000 0.9 0.95 0.989 | 0.896 0.938 0.989 | 0.921 0.959 0.994
5000 | 0.884 0.939 0.989 | 0.894 0.943 0.987 | 0.893 0.952 0.994
10000 | 0.903 0.95 0.992 | 0.884 0.938 0.991 | 0.88 0.941 0.987

[0, 1]. Lokacijas - skalesanas modelim nekadas problemas neradas, bet var gadities, ka pie
kaut kadiem h Lémana altenativu modelim Mallova attalums divergé. Lai to novérstu

tiek lietots ta sauktais noskeltais Mallova attalums [6, 127. lpp], kas tiek definets ka

= a/a (B0 = B (1= (L= 0"t

kur 0 < a < b < 1. Merkis ir minimizet So attalumu, mainot parametru h un par
atrisinajumu nemt to h vertibu, kura dod mazako attalumu. Lidz ar to sakuma tiek
sastadits potencidlo h vértibu vektors. Parak lielu A nemt nav verts, jo tad integralis var
diverget, darba tika aplukotas h vertibas intervala (0,5] ar atstarpi 0.01. Tad katram h
apréekinam noskelto Mallova attalumu intervala [0.05,0.95], tatad tiek izveidots vél viens
vektors. Visbeidzot atrodam jauna vektora minimalo vértibu, atrodam vietas numuru,
kur ta atrodas Saja vektora un, izveloties So pasu numuru sakotneja h vertibu vektora,
iegistam rezultatu. Dazi detalizéti programmu kodi pieejami pielikuma. Attela 3.1. var
aplikot so realizaciju grafiski.

Seit apliikoto izlagu pari ir tadi, ka zinams vienas izlases sadalfjuma likums un otraiz-
lase tiek kontrueta ta, lai butu speka Lemana alternativu modelis. Otro izlasi var generet,
piemeéram, nemot izlasi, kas sadalita U[0,1] un pielietojot inverso transformaciju.

Diezgan precizi var parbaudit procesa asimptotiku vienkarsas hipotézes gadijuma, jo
ta neprasa novertet h. Petijjuma tika simuletas izlases ar apjomu n = 500 ar dazadiem

sadalijjuma likumiem un dazadiem h. Simulacijas tika veiktas 10000 reizes. Kritiskas
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3.1. att.: Noskelta Mallova attaluma grafiski pieméri. Attela pa kreisi pirma izlase ir normali sadalita, pa
labi - eksponenciali sadalita. Abos gadijumos otra izlase konstruéeta ar inverso transformaciju no U[O,l]

sadalitas izlases ta, ka ir speka Lémana alternativa.

vertibas dazadiem sadalijuma likumiem un dazadiem h vienkarsajai hipotézei var apli-
kot tabula 3.3. un Parklajumu precizitati, kas veikta sim modelim redzama tabula 3.4.
Svarigakais secinajums ir tads, ka vienkarsai hipotezei kritiska vertiba atkariga tikai no
parametra h un parklajumu precizitates parbaude uzrada loti labus rezultatus.
Vispariga gadijuma parametra h vértiba, kas minimizé noskelto Mallova attalumu nav
zinama, tapec japarbauda plass intervals, kas var aiznemt daudz laika. Analizejot modeli
un veicot izlasu simulacijas ista parametra vertiba ir zinama un var izveleties Sauraku
intervalu. Tomeér $1 pieeja metodes parbaudei neder. Pirmkart tapéc, ka parbaudes process
klast loti ilgs, otrkart - nevar zinat, vai uzdota precizitate ir pietiekosa. Reizém var
gadities, ka kritiska vertiba diverge tikai tapéec, ka klidaini noteikts parametrs h. Saliktas
hipotézes empiriska procesa simulaciju rezultatus var aplikot tabula 3.5. Ka redzams,

aprakstitas darbibas nav pietiekosas, lai iegiitu konvergéjosu asimptotisko sadalfjumu.
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3.3. tabula: Kritiskas vétribas Lemana alternativu modeliem vienkarsSas hipoézes gadijuma. Simulacijas

veiktas 1000 reizes, izlases apjoms n=>500.

Sadalijums | h 90% 95% 99%
N(0,1) 0.5 | 1.945379 2.168986  2.6162
N(0,1) 1.5 | 1.65469 1.833576 2.213707
N(1,4) 0.5 | 1.945379 2.168986  2.6162
N(1,4) 1.5 | 1.65469 1.833576 2.213707

Exp(0.5) | 0.5 | 1.945379 2.146625 2.593839
Exp(1) 1.5 | 1.65469 1.855936 2.213707
U[-2,3] 0.5 | 1.923018 2.146625 2.571478

% 1.5 | 1.656469 1.833576 2.213707

3.4. tabula: Parklajumu precizitate Lémana alternativu modeliem vienkarsas hipoézes gadijuma. Simu-
lacijas veiktas 1000 reizes. Vienai no izlasem dots sadalijuma likums, otra iegtts veicot inverso transfor-

maciju no U[O,l] sadalitu gadijuma lielumu izlases.

N(2,9), h=0.5 Exp(2), h=1.5

no | 90% 9%  99% | 90%  95%  99%
20 | 0.923 0.966 0.997 | 0.905 0.969 0.9
50 | 0.916 0.966 0.996 | 0.908 0.954 0.994
100 | 0.914 0.953 0.989 | 0.908 0.95 0.986
200 | 0.907 0.961 0.99 | 0.89 0.937 0.994
500 | 0.891 0.945 0.994 | 0.89 0.951 0.987
1000 | 0.893 0.947 0.99 | 0.917 095 0.993
5000 | 0.901 0.95 0.99 | 0.894 0.942 0.988
10000 | 0.91 0.956 0.991 [ 0.889 0.952 0.993
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3.5. tabula: Kritiskas vétribas Lémana alternativu modeliem saliktas hipoézes gadijuma. Simulacijas

veiktas tikai 100 reizes, jo aiznem daudz laika. No iegita rezultata var secinat, ka aprakstitais noverte-

Sanas process nav pietiekoss kritiskds vértibas novértésanai.

N(0,1), h=0.5 Exp(0.5), h=3
n | 90% 95% 99% 90% 95% 99%
20 | 1.699412 1.96774 2.414953 | 2.414953 2.63856  3.085774
50 | 1.697056 1.909188 2.404163 | 2.616295 2.899138 3.323402
100 1.3 1.5 1.8 2.9 3.2 3.8
200 | 1.343503 1.484924 1.767767 | 3.181981 3.535534 4.17193
500 | 1.296919 1.431084 1.744133 | 3.577709 3.890758 4.740464

3.3. Realu datu analize

Aplukosim pieméru no publikacijas [5].

Izlases satur videjos urbsanas laikus, kuros

sasniegts fikséts dzilums. Tika salidzinata sausa urbsana un slapja urbsana. Sakuma

aplukosim abu izlasu histogrammas 3.2..

0.00 0.05 010 015 020 025 0.30
|

;

-

[
600

T
800

T
1000

1
1200

Sausas urbsanas histogramma

0.4
|

0.3
|

0.2
|

0.1
|

0.0
L

T

/

i

[ T T
700 800 900

T T 1
1000 1100 1200

Slapjas urbsanas histogramma

3.2. att.: Sausas un slapjas urbsanas datu histogrammas, gludinatas ar metodi, kas aprakstita Pielikuma

Al.

Sobrid merkis nav noteikt izlasu sadalijumus. Tika veiktas divas hipotézu parbudes

limeni o = 0.05. Viena par abu izlasu sadalijjuma funkciju vienadibu, otra par lokacijas-

skalesanas modela eksistenci. Pirma ir vienkarsa hipoteze, darba tika ieguts, ka sadai

hipotézei kritiska vértiba ir aptuveni 1.88. Otra ir salikta hipotéze. Ieprieks jau tika
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salidzinatas kritiskas vertibas dazadiem sadalijumiem. No aplukotajiem sadalijjumiem,
histogrammas vistuvak ir normalajam sadalijumam, tapéc tika izvéeleta kritiska vertiba
1.258. Sada kritiska vertiba izveleta arl tapéc, ka ta ir mazaka no aplikotajam, jo ja
hpoteéze netiek noraidita pie sadas kritiskas vertibas, ta netiks noraidita pie lielakas. At-
tela 3.3. atteloti abu hipotezu rezultati. Vienkarsa hipoteze tiek noraidita, bet salikto
hipotézi nevar noraidit. Tomér aplikoto izlasu sadalijumi nav normalie un iespéjams ka-
dam sadalijumam kritiska vertiba ir vel mazaka. Sados gadijumos praksé lieto gludinogo
butstrapu, kas aprakstits Horwath publikacija [4]. St metode noverte kritisko vertibu no

dotatiem datiem.

1.0
1.0

0.8
Il
0.8
Il

0.6
Il

0.6
Il

0.4
0.4

0.2

Sausas urbsanas sadalijums
0.2

Sausas urbsanas sadalijums

N

0.0
|
0.0
|

T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slapjas urbsanas sadalijums Slapjas urbsanas sadalijums

3.3. att.: Lokacijas skaleésanas modelu vienkarSaas un saliktas hipotézes parbaude. Pa kreisi parbaude

fiksetiem parametriem pu=0 un c=1. Pa kreisi - parametri tiek novértéti.

32



Nobeigums

Darba tika apliikoti strukturalo attiecibu modeli un empirisko procesu pieeja, lai veiktu
hipotezu parbaudi vai konstruetu ticamibas intervalus. Tika pieraditi teoretiskie asim-
ptotiskie sadalijumi ne tikai empiriskajiem varbutibu-varbtutibu un kvantilu-kvantilu pro-
cesiem, bet arl lokacijas-skalesanas un Lémana alternativu modelos. Pedéja nodala, kas
veltita sadaljjumu simulacijam, iegiitie rezultati liecina, ka vienkarsu hipotézu gadijuma
empirisko procesu asimptotiskie sadalijumi konverge atri un dod labu rezultatu. Tomer
saliktu hipotézu gadijuma problemas rada parametru novertesana. Situacija ar lokacijas-
skaleésanas modeli ir vienkarsaka, jo ta parametru novértéjumus var izteikt ar analitiskam
funkcijam. Sliktak ir ar Lemana alternativu modeli, kuram nezinot Mallova attaluma
uzvedibu, novertet parametru ir sarezgiti. Tapec butu talaka darba jaanalize Mallova
attaluma asimptotisko uzvedibu teorétiski.

lespéjams, ka zem strukturalo modelu visparinajuma var ieklaut vél citus modelus un
analizet lidzigi ka darba aplukotos. Ja parametru novertejums nav sarezgits, var veikt
simulacijas un izveidot kritisko vertibu tabulas, kuras var izmantot strukturalo modelu
parbaudei. Tomeér gadijumos, kad izlases sadalijums nav vienkarsi nosakams, tiek iz-
mantots gludinosais butstraps [4]. Talaka darba nepieciesams analizet, vai tas strada

strukturalo attiecibu modeliem vispareja gadijuma.
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A Pielikums

Al. Blivuma funkcijas gludinasanas kodolu metode

Pienemsim, ka ir dota izlase Xy, ..., X,,, kur n - izlases apjoms.

Definicija A1l. Funkciju & : R — R* sauc par kodolu, ja:
L7 k(uw)du = 1;
2. Yu k(—u) = k(u).
Biezak izmantotas kodolfunkcijas:
1. Vienmerigais: k(u) = %Ilu\ﬁla kur I ir indikatorfunkcija;
2. Epanecnikova: k(u) = 3(1 — u?)ljy<1;

2

3. Gausa: k(u) = \/%e_%“ .

Definicija A2. [16, 684. Ipp] Pienemsim, ka k ir kodols un h - joslas platums, tad par

gludinato blivuma funkciju sauc funkciju

A - I—XZ
fn(x)—n—lhzk( - )

Lai vaiktu hipotézu parbaudi par strukturalajiem modeliem, vai konstruétu ticamibas
joslas, nepieciesams noteikt asimptotisko sadalijumu kvantiles. Ta ka sadalijjumi satur
nezinamas funkcijas un ari parametrus, kas atkarigi no datiem, tad $ada gadijuma parasti
lieto butstrapa metodes. Japiezime, ka atskiriba no P-P procesa, Q-Q) empiriskais pro-
cess satur sava definicija pirmas izlases nezinamo blivuma funkciju, kas janoverte. Sim

nolukam tiks lietotas kodolu gludinasanas metodes.

Definicija A3. Pienemsim, ka K(z) = [ k(u)dukur —oo < 2 < oo tad par gludinato

sadalijuma funkciju sauc funkciju




Definicija A4. Pienemsim, ka Fn(x) ir gludinata sadalijuma funkcija, tad par gludinato
kvantilu funkciju sauc

FN(t) == inf{z : F,(z) > t},

n
kur ¢ € (0;1).

Prakse pastav divas ar So metodi saistitas problemas - kodola %k izvele un joslas pla-
tuma h izvele. Interesantakais ir tas, ka tiesi h novértésana rada lielakas problemas. Ir
dazadas metodes (krosvalidacija, tiesas ievietosanas metode, vienadojumu risinasanas me-
tode u.c.), kas noverte h. Otra problema ir kodola izvele, tomer precizi novertejot joslas

platumu, atskiribas ir nelielas. Siiemesla de]l modelu analize tika izmantots Gausa kodols.

A2. Izmantoto programmu kods

n<-1000

t<-seq(0,1,length=n)

##Brauna tilts

plot (t,rbridge(1,n),"1",ylim=c(-2,2) ,xlab="",ylab="")
points(t,rbridge(1,n),"1",ylim=c(-2,2),col="blue")
points(t,rbridge(1,n),"1",ylim=c(-2,2),col="green")
Up<-2xsqrt (tx(1-t))

Low<--Up

points(t,Up,"1")

points(t,Low,"1")
##Brauna kustiba

plot (t,rwiener(1,n),"1",ylim=c(-2,2) ,xlab="",ylab="")
points(t,rwiener(l,n),"1",ylim=c(-2,2),col="blue")
points(t,rwiener(1,n),"1",ylim=c(-2,2),col="green")
Up<-2*sqrt (t)

Low<--Up

points(t,Up,"1")
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points(t,Low,"1")

## Kolmogorova-Smirnova statistikas histogramma

n<-1000

t<-seq(-3,3,by=0.01)

rez<-c()

for (i in 1:1000){

x<-rexp(n,0.5)

xx<-ecdf (x)
rez[i]<-max(abs(sqrt(n)*(xx(t)-pexp(t,0.5))))
}

hist(rez,breaks=100,main="",xlab="",ylab="BieZums",6cex.lab=1.5)

#Empiriska procesa konstrukcija

n<-20

x<-runif(n,0,1)

T<-seq(0,1,by=0.001)

xx<-ecdf (x)

plot (T,sqrt (n)* (xx(T)-punif(T,0,1)),cex=0.3,ylab="",xlab="n=20",cex.lab=1.5)

#PP grafiku pieméri
n<-100

x<-rnorm(n,0,1)

y<-rnorm(n,0,4)

xx<-ecdf (%)

t<-seq(0,1,by=0.01)
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res<-xx(quantile(y,probs=t,type=1))
plot(t,res,"s",ylim=c(0,1),xlab="(d)",ylab="",main = expression(paste(mu,
plain(’ = 0’),sigma, plain(’ = 4’))))

points (t,pnorm(gnorm(t,0,4),0,1) ,type="1")

abline(0, 1,1ty=3)

#Lokacijas-Skalésanas modela simulécijas

set.seed(10)

n<-50000

N<-10000

S<-rep(0,N)
alpha<-c(0.9,0.95,0.99)
for (i in 1:M){

x<-rnorm(n,0,1)

y<-rnorm(n,5,3)

#x<-runif(n,3,5)

#y<-runif(n,4,9)

#x<-rexp(n,1)

#y<-rexp(n,2)

T<-seq(0,1,by=0.001)
s<-(mean(sort(x)*sort(y))-mean(x)*mean(y))/(mean(y~2)-mean(y) ~2)
m<-mean (x) -s*mean(y)

Y<-y*s+m

P<-PP(x,Y,T,plot=TRUE)# PP ir VarbGtIbu-VarbitIbu grafika empiriskad versija
#P<-PP(x,Y,T)

S[i]<-max(abs (P-T))
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}
rez<-sqrt(n) *sort (S) [N*alphal

rez

#Lémana alternatiIvu modela simulicijas

set.seed(10)

n<-500

h<-0.5
t<-seq(0,1,by=0.001)
alpha<-c(0.9,0.95,0.99)
N<-10000

stat<-c()

for (i in 1:NM){
y<-rnorm(n,0,1)
u<-runif(n,0,1)

x<-gnorm(1-(1-u)~h,0,1)

##EmpIriska versija

xx<-ecdf (x)
rez<-xx(quantile(y,probs=1-(1-t) "h,type=1))
stat [i]<-max (abs(rez-t))

+

(sqrt (n)*sort (stat)) [N*alpha]
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