
LATVIJAS UNIVERSITÂTE
FIZIKAS UN MATEMÂTIKAS FAKULTÂTE

MATEMÂTIKAS NODAÏA

VIENLAICÎGÂS TICAMÎBAS JOSLAS
VARBÛTÎBU-VARBÛTÎBU UN KVANTIÏU-KVANTIÏU

GRAFIKIEM

Kursa darbs

Autors: Juris Cielçns

Stud. apl. jc05001

Darba vadîtâjs: doc. Dr.math. Jânis Valeinis

RÎGA 2009



Saturs

1. Ievads 2

2. P-P un Q-Q grafiki un empîriskie procesi 3

2.1. PP grafiks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2. Q-Q grafiks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.3. Pamatteorçmas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3. Empîrisko P-P un Q-Q procesu asimptotiskie sadalîjumi 7

3.1. Kritiskâs vçrtîbas novçrtçðana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3.2. Ticamîbas intervâli P-P un Q-Q procesiem . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.3. Empîrisko funkciju gludinâðana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.4. Butstraps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

4. Rezultâtu pielietojums 14

4.1. Grafiskie rezultâti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4.2. Metodes pârbaude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

5. Nobeigums 17

Izmantotâ literatûra un avoti 18

1



1. Ievads

Ðî darba mçríis ir vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðana varbûtîbu - varbûtîbu un

kvantiïu - kvantiïu grafikiem. Pieòemsim, ka ir dotas divas neatkarîgas izlases: X1, ..., Xn

ar teorçtisko sadalîjuma funkciju F1(x) = P (X1 ≤ x) un Y1, ..., Ym ar teorçtisko sadalîjuma

funkciju F2(y) = P (Y1 ≤ y), pieòemsim, ka izlaðu elementi ir neatkarîgi un vienâdi

sadalîti. Darbâ tiks aplûkoti varbûtîbu-varbûtîbu (PP) un kvantiïu-kvantiïu (QQ) grafiki,

kurus var definçt attiecîgi PP (t) = F1(F
−1
2 (t)), 0 < t < 1 un QQ(x) = F−1

1 (F2(x)),−∞ <

x < ∞ [1]. Pasaulç plaði tiek pçtîts lîdzîgs grafiks, ko sauc par ROC lîkni un kas tiek

definçta R(t) = 1− F1(F
−1
2 (1− t)).

1990. gadâ Beirlants un Deheuvels [1] pierâdîja PP un QQ empîriskô procesu asim-

ptotisko sadalîjumu gadîjumâ, kad abu izlaðu sadalîjuma funkcijas sakrît. Ðis rezultâts ir

svarîgs, jo dod iespçju grafiski attçlot PP un QQ grafiku vienlaicîgâs ticamîbas joslas pie

fiksçta nozîmîbas lîmeòa. Ðâds grafiks ir ekvivalents Kolmogorova-Smirnova testam divu

izlaðu gadîjumâ.

Lajos Horvats (2008) [2] sniedza metodi, ar kuru tiek konstruçtas vienlaicîgâs tica-

mîbas joslas ROC lîknçm. Izmantojot ðo metodi ðajâ darbâ tika konstruçtas ticamîbas

joslas PP un QQ grafikiem. Nezinâmam P-P grafikam tiks apskatîta ticamîbas joslu kon-

struçðana,izmantojot gludinâto butstrapa metodi. Publikâcijâ horwath sniegtâ gludinâtâ

butstrapa pierâdîjuma ideja tika izmantota pierâdot PP un QQ procesu asimptotiku. Vei-

cot plaðu literatûras avotu izpçti ðâds pierâdîjums atrast netika, tika sniegti tikai rezultâti.

Darbs satur trîs nodaïas un pielikumu. Pirmajâ nodaïâ tiek aplûkoti P-P un Q-Q

grafiki un daþas to îpaðîbas. Otrâ nodaïa veltîta empîrisko P-P un Q-Q procesu asim-

ptotikai. Treðâ nodaïa satur praktisku metodes pielietojumu. Pielikumâ ir kompaktdisks,

kurâ ievietota metodes veikðanai izmantoto programmu bibliotçka, kas konfigurçta tâ, ka

var tikt instalçta statistikas programmâ R.
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2. P-P un Q-Q grafiki un empîriskie

procesi

2.1. PP grafiks

Praksç parasti nav zinâmas doto izlaðu sadalîjuma funkcijas, tâpçc tiek izmantoti

empîriskie novçrtçjumi.

Definîcija 1. Par empîrisko sadalîjuma funkciju sauc funkciju

Fn(x) :=
1

n

n∑
i=1

I(Xi ≤ x),

kur Xi ir izlases elements, n - izlases apjoms, I - indikâtorfunkcija.

Definîcija 2. Par empîrisko kvantiïu funkciju sauc funkciju

F−1
n (t) := inf x : Fn(x) ≥ t, 0 < t < 1

Definîcija 3. [1, 242. lpp.] Par empîrisko P-P grafiku sauc funkciju

PPnm(t) = F1n(F−1
2m(t)),

kur 0 < t < 1, F1n - pirmâs izlases empîriskâ sadalîjuma funkcija, F−1
2m - otrâs izlases

empîriskâ kvantiïu funkcija.

Lai salîdzinâtu teorçtiskos un empîriskos grafikus, tie tiks apkopoti vienâ grafikâ.

Empîriskais P-P grafiks tiks iegûts ìenerçjot gadîjuma izlases ar apjomu 100.

Grafikos gludâ funkcija ir teorçtiskais P-P grafiks, kâpòveida funkcija - empîriskais P-

P grafiks. Ja izlaðu sadalîjuma likumi ir vienâdi, tad empîriskais P-P grafiks tuvs taisnei

y = x. Ja izlaðu sadalîjuma likumi ir no vienas klases, bet atðíiras matemâtiskâ cerîba,

tad grafiks noliecas virs vai zem diagonâles, atkarîbâ no tâ, vai otrâs izlases matemâtiskâ
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cerîba ir lielâka vai mazâka par pirmâs izlases matemâtisko cerîbu (attçls 2.2).Ja izlaðu

sadalîjuma likumi ir no vienas klases, bet atðíiras dispersija, grafiks tiek saspiest uz vidu

(attçls 2.3). Attçlâ 2.4 redzams patvaïîgi izvçlçtu izlaðu PP grafiks. Grafikos redzams, ka

starp teorçtisko un empîrisko versiju ir atðíirîba.

Definîcija 4. [3, 28. lpp.] Par empîrisko P-P procesu sauc

∆nm(t) =
√
n sup

0<t<1
|(F1n(F−1

2m(t))− F1(F
−1
2 (t)))|.
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2.2. Q-Q grafiks

Definîcija 5. [1, 242. lpp.] Par empîrisko Q-Q grafiku sauc funkciju

QQnm(t) = F−1
1n (F2m(t)),

kur 0 < t < 1, F−1
1n - pirmâs izlases empîriskâ kvantiïu funkcija, F2m - otrâs izlases

empîriskâ sadalîjuma funkcija.

Definîcija 6. [3, 28 lpp.]. Par empîrisko kvantiïu - kvantiïu procesu sauc

δnm(x) =
√
n sup
−∞<x<∞

|f(F−1
1 (F2(x)))(F−1

1n (F2m(x))− F−1
1 (F2(x)))|

Atðíirîbâ no P-P grafika, Q-Q grafiks nav ierobeþots. Sekojoðajos attçlos redzami QQ

grafiku piemçri.
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2.3. Pamatteorçmas

Teorçma 1 (Glivenko-Kantelli). Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sada-

lîti gadîjuma lielumi ar teorçtisko sadalîjuma funkciju F (x), empîrisko sadalîjuma funkciju

Fn(x), teorçtisko kvantiïu funkciju F−1(t),empîrisko kvantiïu funkciju F−1
n (t), teorçtisko

blîvuma funkciju f(x) un empîrisko blîvuma funkciju fn(x) tad ir spçkâ

sup
−∞<x<∞

(|Fn(x)− F (x)|) −−−→
n→∞

0 g.d. ,

sup
0<t<1

(|F−1
n (t)− F−1(t)|) −−−→

n→∞
0 g.d. ,

sup
0<t<1

(|fn(x)− f(x)|) −−−→
n→∞

0 g.d. ,

kur g.d. nozîmç gandrîz droði.

Teorçma 2. Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi

ar sadalîjuma funkciju F (x) un empîrisko sadalîjuma funkciju Fn(x), tad

sup
−∞<x<∞

|
√
n(Fn(x)− F (x))| → sup

−∞<x<∞
|B(F (x))| g.d., jeb

∀ ε > 0 lim
n→∞

P ( sup
−∞<x<∞

|
√
n(Fn(x)− F (x))−B(F (x))| ≥ ε) = 0 g.d.

Teorçma 3 (videjâ vçrtîba). Pieòemsim, ka funkcija f : [a, b] → R ir nepârtraukta un

diferencçjama vaïçjâ intervâlâ (a, b). Tad ∃ c ∈ (a, b) tâds, ka f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a .

Teorçma 4. Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi

ar kvantiïu funkciju F−1(x) un empîrisko kvantiïu funkciju F−1
n (x), tad

∀ ε > 0 lim
n→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F−1

n (t)− F−1(t))− 1

f(F−1(t))
B(t)| ≥ ε) = 0 g.d.
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3. Empîrisko P-P un Q-Q procesu

asimptotiskie sadalîjumi

Ðajâ nodaïâ tiks aprakstîts, kâ iegût empîrisko P-P un Q-Q procesu asimptotisko

sadalîjumu. Pârmeklçjot vairâkus literatûras avotus, norâdes, kâ iegût asimptotisko sa-

dalîjumu P-P un Q-Q procesiem netika sniegtas. Bieþi vien tika parâdîti tikai gala rezul-

tâti. Lajosa Horvata publikâcijâ [2] ir pierâdîts,ka asimptotiskais sadalîjums ROC lîknes

empîriskajam procesam sakrît ar ðîs paðas lîknes asimptotisko sadalîjumu gludinâtajam

empîrisko procesu. Izmantojot tur sniegtâ pierâdîjuma ideju, tika iegûts pierâdîjums P-P

un Q-Q empîriskajiem procesiem. Gludinâtais empîriskais process tiks aplûkots vçlâk.

3.1. Kritiskâs vçrtîbas novçrtçðana

Definîcija 7. [4, 11. lpp] Par standarta Brauna kustîbu {W (t) : t ≥ 0} sauc procesu,

kuram :

1) neatkarîgi pieaugumi, t.i. ∀ ti, i = 0, n W (ti) −W (ti−1) - neatkarîgi; 2) pieaugumi ir

stacionâri, t.i. pieaugumsW (t+h)−W (t), h > 0, nav atkarîgs no t; 3) procasamW (t, t ≥

0) ir gandrîz droði nepârtrauktas trajektorijas; 4)W (t+h)−W (t) ∼ N(0, h) ∀h ≥ 0, t ≥ 0

Definîcija 8. par Brauna tiltu sauc procesu {B(t) : t ≥ 0}, kura sadalîjums sakrît ar

B(t) = W (t)− tW (1) sadalîjumu.
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Teorçma 5 (varbûtîbu - varbûtîbu process). Pieòemsim, ka dotas divas izlases X1, ..., Xn

un Y1, ..., Ym katrâ no tâm elementi ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar

sadalîjuma funkcijâm attiecîgi F1(x) un F2(x), tad ir spçkâ

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t))

−(B(n)(F1F
−1
2 (t))) +

n

m

f1(F
−1
2 (t))

f2(F
−1
2 (t))

B(m)(t))| > ε) = 0 g.d.,

kur B(n) un B(m) ir divi neatkarîgi brauna tilti, f1 un f2 ir attiecîgi izlaðu X un Y

teorçtiskâs blîvuma funkcijas.

Pierâdîjums.
√
n(F1nF

−1
2m−F1F

−1
2 (t)) =

√
n(F1nF

−1
2m(t)−F1F

−1
2m(t))+

√
n√
m

√
m(F1F

−1
2m(t)−

F1F
−1
2 (t)). Pielietojot Lemmu 4 pirmajam saskaitâmajam, iegûst

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2m(t))−B(n)(F1F

−1
2m(t))| > ε) = 0 g.d.

Tâ kâ empîriskâ kvantiïu funkcija tiecas uz teorçtisko kvantiïu funkciju gandrîz droði un

Brauna tilts ir vienmçrîgi nepârtraukts[2, 1901. lpp], tad

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|B(n)(F1F
−1
2 (t))−B(n)(F1F

−1
2m(t))| > ε) = 0 g.d.,

no kurienes seko, ka

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− F1F

−1
2m(t))−B(n)(F1F

−1
2 (t))| > ε) = 0 g.d.

Lîdz arto primais saskaitâmais ir novçrtçts. Pielietojot Teorçmu 3 otrajam saskaitâmajam,

iegûst
√
m(F1F

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t)) = f1(ξ)(F

−1
2m(t)− F−1

2 (t)),

kur ξ = ξm(t) atrodas starp F−1
2m un F−1

2 . Tâ kâ, pieaugot izlases apjomam, empîriskâ

kvantiïu funkcija tiecas uz teorçtisko kvantiïu funkciju, tad

∀ ε > 0 lim
n→∞

P ( sup
0<t<1

|ξm(t)− F−1
2 (t)| > ε) = 0 g.d.un

∀ ε > 0 lim
n→∞

P ( sup
0<t<1

|f1(ξm(t))− f1(F
−1
2 (t))| > ε) = 0 g.d.

Pçc Lemmas 6

∀ ε > 0 lim
m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
m(F−1

2m(t)− F−1
2 (t))− 1

f(F−1
2 (t))

B(m)(t)| ≥ ε) = 0 g.d.

Lîdz ar to, otro saskaitâmo var novçrtçt ðâdi:

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n√
m

√
m(F1F

−1
2m(t)− F1F

−1
2 (t))− n

m

f1(F
−1
2 (t))

f1(F
−1
2 (t))

B(m)(t)

8



Lîdzîgs rezultâts ir spçkâ empîriskajam kvantiïu - kvantiïu procesam. Corgo [5, 6.

lpp.] aplûko kvantiïu procesus vienai izlasei. Ðeit kvantiïu funkcijas vietâ ir kvantiïu -

kvantiïu grafika funkcija.

Teorçma 6. (kvantiïu - kvantiïu process)

Pieòemsim, ka dotas divas izlases X1, ..., Xn un Y1, ..., Ym katrâ no tâm elementi ir ne-

atkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkcijâm attiecîgi F1(x) un

F2(x), tad ir spçkâ

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
−∞<x<∞

|
√
nf1(F

−1
1 F2(x))(F−1

1n F2m(x)− F−1
1 F2(x))

−(B(n)(F2(x)) +

√
n√
m
B(m)(F2(x)))| > ε) = 0 g.d.,

kur B(n) un B(m) ir divi neatkarîgi brauna tilti, f1 un f2 ir attiecîgi izlaðu X un Y

teorçtiskâs blîvuma funkcijas.

Pierâdîjums. Lîdzigi kâ iepriekð statistika tiks sadalîta divos saskaitâmajos.

√
nf1(F

−1
1 F2(x))(F−1

1n F2m(x)− F−1
1 F2(x)) =

√
nf1(F

−1
1 F2(x))(F−1

1n F2m(x)− F−1
1 F2m(x))

+

√
m√
n

√
mf1(F

−1
1 F2(x))(F−1

1 F2m(x)− F−1
1 F2(x))

Pçc Lemmas 6 pirmajam saskaitâmajam ir spçkâ

∀ε > 0 P ( sup
−∞<x<∞

|
√
nf1(F

−1
1 F2(x))(F−1

1n F2m(x)− F−1
1 F2m(x))

−f1(F
−1
1 F2(x))

f1(F1F2m(x))
B(n)(F2m(x))| > ε) = 0g.d.

Izmantojot Teorçmu 1, ir zinâms, ka F2m(x) tiecas uz F2(x) gandrîz droði, kas dod

rezultâtu

∀ε > 0 P ( sup
−∞<x<∞

|
√
nf1(F

−1
1 F2(x))(F−1

1n F2m(x)−F−1
1 F2m(x))−B(n)(F2(x))| > ε) = 0 g.d.

Pielietojam otrajam saskaitâmajam Teorçmu 3. Tâ kâ (F−1(t))′ = 1
f(F−1(t))

, tad iegûstam

√
n√
m

√
mf1(F

−1
1 F2(x))(F−1

1 F2m(x)− F−1
1 F2(x))

=

√
n√
m

√
mf1(F

−1
1 F2(x))(F2m(x)− F2(x))

1

f1(F
−1
1 (ξ)

,
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kur ξ = ξm(x) ir starp F2m(x) un F2(x). Pçc Teorçmas 1 ξm(x) → F2(x), kad m → ∞.

Lîdz ar to ir iegûts sekojoðais:

√
n√
m

√
mf1(F

−1
1 F2(x))(F−1

1 F2m(x)− F−1
1 F2(x)) =

√
n√
m

√
m(F2m(x)− F2(x))

Pçc Teorçmas 4

∀ε > 0 P ( sup
−∞<x<∞

|
√
n√
m

√
m(F2m(x)− F2(x))−

√
n√
m
B(m)(F2(x))| > ε) = 0 g.d.

Lîdz ar to teorçma ir pierâdîta.

Lai gan skaidri redzams, ka kvantiïu - kvantiïu procesa gadîjumâ asimptotikâ Brauna

tilta arguments ir funkcija, tomçr katrai sadalîjuma funkcijai ir spçkâ 0 < F (x) < 1 un

var uzskatît, ka funkcijas F2(x) vietâ ir t, kas dod çrtâku skatîjumu uz rezultâtu. Ðâdu

Brauna tiltu kombinâciju var viegli novçrtçt ar programmu R.

3.2. Ticamîbas intervâli P-P un Q-Q procesiem

Zinot procesa asimptotisko sadalîjumu, var iegût kritisko vçrtîbu c pie fiksçta nozîmî-

bas lîmeòa α. Ticamîbas joslas konstruç ðâdi: 1) P-P grafikam:

P (∆nm(t) ≤ c) = α,

P (
√
n sup

0<t<1
|(F1n(F−1

2m(t))− F1(F
−1
2 (t)))| ≤ c) = α,

∀ 0 < t < 1 P (
√
n|(F1n(F−1

2m(t))− F1(F
−1
2 (t)))| ≤ c) = α,

∀ 0 < t < 1 P (− c√
n
≤ F1n(F−1

2m(t))− F1(F
−1
2 (t)) ≤ c√

n
) = α,

∀ 0 < t < 1 P (F1n(F−1
2m(t))− c√

n
≤ F1(F

−1
2 (t)) ≤ F1n(F−1

2m(t)) +
c√
n

) = α.

2) Lîdzîgi iegûst ticamîbas joslu Q-Q grafikam, rezultâts ir ðâds:

∀ x P (F−1
1n (F2m(x))− c

√
nf(F−1

1 (F2(x)))
≤ F−1

1 (F2(x)) ≤

F−1
1n (F2m(x)) +

c
√
nf(F−1

1 (F2(x)))
) = α.
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Galvinais iegûto ticamîbas joslu pielietojums ir hipotçþu pârbaudç, lai noteiktu vai

divas izlases ir sadalîtas pçc viena sadalîjuma likuma.

H0 : F1(x) = F2(x)

H1 : F1(x) 6= F2(x)

Pie nulles hipotçzes empîriskajam varbûtîbu - varbûtîbu procesam ir spçkâ:

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− t)− (B(n)(t)) +

√
n√
m
B(m)(t))| > ε) = 0 g.d.

Kvantiïu - Kvantiïu procesam ir spçkâ:

∀ ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
−∞<x<∞

|
√
nf1(x)(F−1

1n F2m(x)− x)− (B(n)(F2(x)))

+

√
n√
m
B(m)(F2(x)))| > ε) = 0 g.d.

Tâtad procesa apimptotiskais sadalîjums ir divu Brauna tiltu lineâra kombinâcija. ðî

kritiskâ vçrtîba tika izrçíinâta veicot brauna tiltu simulâcijas un tika iegûts, ka pie α =

0.95 c = 1.892441. Lai noraidîtu hipotçzi ie pietiekami, lai kaut vienâ punktâ teprçtiskais

PP vai QQ grafiks izietu ârpus ticamîbas joslas

3.3. Empîrisko funkciju gludinâðana

Iepriekð tika iegûti asimptotiskie sadalîjumi (Teorçmas 5 un 6) empîriskajiem varbûtî-

bu - varbûtîbu un kvantiïu - kvantiïu grafikiem, tomçr parâdâs jauna problçma. Asimpto-

tiskais rezultâts sevî ietver izlaðu teorçtiskâs sadalîjuma, kvantiïu un blîvuma funkcijas

daþâdâs kombinâcijâs. Praksç ðîs funkcijas nav zinâmas, tâpçc tâs jânovçrtç no datiem.

Metode, kura tiks aplûkota ir gludinâðana ar kodoliem. Pieòemsim, ka mums ir dota

izlase X1, ..., Xn, kur n - izlases apjoms un x ∈ (−∞;∞).

Definîcija 9. Funkciju k :R→ R+ sauc par kodolu, ja:

1.
∫∞
−∞ k(u)du = 1;

2. ∀u k(−u) = k(u).

Bieþâk izmantotâs kodolfunkcijas:

1. Vienmçrîgais(Uniform): k(u) = 1
2
I|u|≤1, kur I ir indikatorfunkcija;

2. Epaneènikova (Epanechnikov): k(u) = 3
4
(1− u2)I|u|≤1;

3. Gausa (Gaussian): k(u) = 1√
2π
e−

1
2
u2
;
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Definîcija 10. [6, 684. lpp] Pieòemsim, ka k ir kodols un h - zinâma konstante, kas

atkarîga no izlases, tad par gludinâto blîvuma funkciju cauc funkciju

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

k

(
x−Xi

h

)
Definîcija 11. Pieòemsim, ka K(x) =

∫ x
−∞ k(u)du,kur −∞ < x < ∞ tad par gludinâto

sadalîjuma funkciju sauc funkciju

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)

Definîcija 12. Pieòemsim, ka F̂n(x) ir gludinâtâ sadalîjuma funkcija, tad par gludinâto

kvantiïu funkciju sauc

F̂−1
n (t) := inf{x : F̂n(x) ≥ t},

kur t ∈ (0; 1)

Praksç pastâv divas ar ðo metodi saistîtas problçmas - kodola k izvçle un joslas pla-

tuma h izvçle. Interesantâkais ir tas, ka tieði h novçrtçðana rada lielâkâs problçmas.

Ir daþâdas metodes (krosvalidâcija, tieðâs ievietoðanas metode, vienâdojumu risinâðanas

metode u.c.),kas novçrtç h.Otra problçma ir kodola izvçle, tomçr precîzi novçrtçjot joslas

platumu,atðíirîbas ir nelielas. Ðî iemesla dçï turpmâk tiks izmantots Gausa kodols.

3.4. Butstraps

Paðlaik ir zinâma aplûkoto procesu asimptotika, zinâms, ka tâ satur attiecîgo izlasi

raksturojoðâs funkcijas, kâ arî zinâms, ka varam tâs novçrtçt ar kodolu palîdzîbu. Nâkas

saskarties ar nâkamo problçmu - novçrtçjumi ir pârâk neprecîzi. Gludinot ar kodoliem

vienu paðu funkciju, tiek iegûts labs rezultâts, bet, gludinot funkciju kompozîciju, pieïau-

tâs kïûdas summçjas. Publikâcijâ [2], kur lîdzîgi tiek novçrtçta asimptotika ROC lîknçm,

kodolu gludinâðanas metode tiek kombinçta ar butstrapa metodi, lai novçrtçtu statistikas

kritisko vçrtîbu.

Butstrapa metode ir daudzu citu izlaðu ìenerçðana no dotâs izlases un statistikas ap-

rçíinâðana iegûtajâm papildizlasçm. To veic ðâdi:

1. Pieòemsim, ka mums ir dota izlase ar apjomu n, kâ arî zinâmas varbûtîbas, ar kâdâm

var nejauði izvçlçties katru no izlases elementiem;

2. Tiek ìenerçti n gadîjuma lielumi no dotâs izlases;
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3. Izmantojot iegûto jauno izlasi, tiek aprçíinâta pçtâmâ statistika;

4. Procedûru atkârtojot tiek iegûts vektors, kas sastâv no aprçíinâtajâm statistikâm. Sa-

kârtojot vektoru augoðâ secîbâ, nosakam statistikas kritisko vçrtîbu pie izvçlçta nozîmîbas

lîmeòa.

Realizçjot ðo izdeju programmâ R nâcâs saskarties ar problçmu, kas saistîta ar to, kâ

tieði iegût ðîs papildizlases. Pirmais variants ir òemt elementus no dotâs izlases ar vienâdu

varbûtîbu. Rezultâtâ tek iegûta jauna izlase, kas sastâv tikai no dotajâ izlasç esoðajiem

datiem, turklât empîriskâ sadalîjuma funkcija var nebût tuva dotâs izlases empîriskajai

sadalîjuma funkcijai. Otrs variants ir novçrtçt precîzi katra elementa svaru albilstoðajâ

izlasç un ìenerçjot palildizlases izmantot ðo svaru vektoru. Rezultâtâ tiek iegûta izlase,

kuras empîriskâ sadalîjuma funkcija ir tuvâka dotâs izlases empîriskajai sadalîjuma fun-

kcijai. Tomçr pastâv liela iespçja izlasçm atkârtoties (tas pats ir arî pirmajâ variantâ),

tâtad sakârtotas statistikas vçrtîbas nedod vektoru, kas bûtu stringri monotons, bet gan

tâdu, kas gabaliem konstants. Metode, kuru izmantojis Lajos Horvats [2, 1901. lpp] ir

labâks variants, kâ risinât problçmu. Metode tiks aprakstîta pa soïiem:

1. Pieòemsim, ka ir dotas izlases X1, ..., Xn un Y1, ..., Ym ar empîriskajâm sadalîjuma

funkcijâm attiecîgi F1n(x) un F2m(x);

2. Tiek ìenerçtas divas neatkarîgas un vienmçrîgi sadalîtas izlases U1
1 , ..., U

1
n un U

2
1 , .., U

2
m;

3. Izmantojot gludinâto kvantiïu funkcijas (atkarîgas no dotajâm izlasçm), iegûstam divas

jaunas izlases. Sauksim tâs par butstrapotajâm izlasçm ar elementiem attiecîgi

X∗i := F̂−1
1n (U1

i ), i = 1, ..., n un Y ∗i := F̂−1
2m(U2

i ), i = 1, ...,m;

4. Tiek aprçíinâta statistika sup0<t<1 |
√
n(F ∗1nF

∗−1
2n (t)− F̂1nF̂

−1
2m(t))|, kur ar ∗ apzîmçtas

butstrapa izlases raksturojoðâs empîriskâs funkcijas, ar ∧ apzîmçtas dotâs izlases rakstu-

rojoðâs gludinâtâs funkcijas. Jau minçtajâ publikâcijâ [2] ir pierâdîjums, ka ROC lîknçm

ðîs statistikas asimptotika sakrît ar attiecîgâ empîriskâ procesa statistiku ;

5. Procedûru atkârtojam 1000 reizes, katru reizi saglabâjot statistiku. Iegûtâs statistikas

sakârtojam augoðâ secîbâ un par kritisko vçrtîbu òemam to elementu, aiz kura pa labi

atrodas 1− α% kritisko vçrtîbu (α - sâkotnçji notaiktais nozîmîbas lîmenis).

Lîdzîgi jârîkojas arî Q-Q procesa gadîjumâ.
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4. Rezultâtu pielietojums

4.1. Grafiskie rezultâti

Iepriekðçjâs nodaïâ tika aprakstîts, kâ iegût P-P un Q-Q grafiku, ja dotas divas izlases,

kâ arî, kâ iegût vienlaicîgâs ticamîbas joslas ðiem grafikiem. Ðajâ nodaïâ aplûkosim daþus

rezultâtu piemçrus. Vispârîgâ gadîjumâ grafikâ redzama joslu, kurâ atrodas teorçtiskais

P-P vai Q-Q grafiks ar sâkumâ uzdoto varbutîbu α. Attçlos 4.1 un 4.2 redzami attiecîgi

P-P un Q-Q grafiki izlasçm, kuras satur neatkarîgi ìenerçtus gadîjuma lielumus. Dotas

izlases X ∼ N(0, 1) un Y ∼ N(1, 1), izlaðu apjomi n = 100, α = 0.95, butstrapojumu

skaits N = 1000. Ar nepârtrauktu lîniju uzzîmçta vienlaicîgâ ticamîbas josla, novçrtçta

no izlasçm, ar pârtraukto - pie hipotçzes H0
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Veiksim hipotçþu pârbaudi reâliem datiem. Izmantosim datus no [7, 420. lpp.]. Ekspe-

rimetâ mâkoòi tika apsmidzinâti ar sudraba jodîtu un pârbaudîts, vai novçrojams nokriðòu

pieaugums. Pirmâ izlase satur nokriðòu daudzumu pirms apstrâdes, otrâ - pçc apstrâdes.

Izmantojot ðos datus, veicam divus testus. Tiek konstruçtas ticamîbas joslas P-P un Q-Q

grafikiem pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.95. Rezultâti redzami attçlos. Hipotçze tiek norai-

dîta, ja attçlos redzamâ taisne iziet ârpus joslas kaut vienâ punktâ. Ïoti interesanta is

QQ grafika ticamîbas josla, to ietekmç pirmâs izlases blîvuma funkcija.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

t

P
P

4.3. att. PP tests

0 500 1000 1500 2000 2500

0
20

0
40

0
60

0
80

0
10

00
12

00

TT

re
s

4.4. att. QQ tests

0 500 1000

0.
00

0
0.

00
1

0.
00

2
0.

00
3

0.
00

4
0.

00
5

N = 26   Bandwidth = 47.04

D
en

si
ty

4.5. att.: pirmâs izlases histogramma un

novçrtçtâ blîvuma funkcija

15



4.2. Metodes pârbaude

Lai pârbaudîtu metodi tika veikta pârklâjumu precizitâtes pârbaude. Metodes ideja

ir veikt simulâcijas, konstruçt attiecîgos grafikus un to ticamîbas joslas un veikt hipotçþu

pârbaudi. Nenoraidîto gadîjumu proporcija parâda, cik precîzi strâdâ modelis. Pie daþâ-

diem izlaðu apjomiem tika ìenerçtas gadîjuma lielumu izlases ar vienâdiem sadalîjumiem

N(0,1). QQ grafika gadîjumâ ticamîbas intervâla konstruçðanâ tika izmantota teorçtis-

kâ blîvuma funkcija. Metode tika pârbaudîta pie hipotçzes par vienâdâm sadalîjuma

funkcijâm. Rezultâts redzams tabulâ.

4.1. tabula Pârklâjumu precizitâtes pârbaude

PP grafiks QQ grafiks

90% 95% 99% 90% 95% 99%

n = 10 0,955 0,972 0,997 0,843 0,895 0,952

n = 20 0,927 0,967 0,992 0,854 0,904 0,963

n = 50 0,932 0,967 0,995 0,858 0,92 0,971

n = 100 0,921 0,957 0,985 0,893 0,943 0,981

n = 200 0,916 0,957 0,989 0,898 0,945 0,991

n = 500 0,901 0,951 0,993 0,897 0,955 0,989

n = 1000 0,904 0,952 0,992 0,898 0,952 0,988
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5. Nobeigums

Metodes precizitâte tika pâdbaudîta tikai pie hipotçzes H0, tâ strâdâ labo un ja iz-

laðu apjomi tiecas uz bezgalîbu, tiek iegûts precîzs rezultâts. Tika veikti mçìinâjumi

pârbaudît, cik âtri konverìç process vispârîgâ gadîjumâ, tomçr nâcâs saskarties ar da-

þâm problçmâm. Ja tiek veikta pârklâjumu precizitâtes vârbaude vispârîgâ gadîjumâ, ir

jâizvçlas vai nu fiksçt joslas platumu h, kad tiek gludinâtas funkcijas, vai arî to katru

reizi aprçíinât. Veicot pârbaudi ir jâzin arî teorçtiskais grafiks. Protams, to var definçt

atseviðíi un pârbaudît, vai tas atrodas ticamîbas joslâ. Tomçr nav skaidrs vai konstru-

çtajai ticamîbas joslai jâiekïauj ðis teorçtiskais grafiks, jo veicot 'pârbaudi netika iegûts

labs rezultâts. 95% ticamîbas joslas teorçtisko grafiku iekïâva tikai 90% gadîjumu.

Kâ bija redzams grafiskajâ piemçrâ ar reâliem datiem, izlases ne vienmçr ir pateicîgas

analîzei un lçmumu pieòemðanai. PP grafika gadîjumâ nevar noraidît hipotçzi, ka sa-

dalîjuma funkcijas sakrît, toties QQ grafika ticamîbas josla parâda, kakvantiïu funkcijas

izlasçm atðíiras.

pçtot aprakstîto metodi tika izveidots programmu kopums, ar kura palîdzîbu çrtâk

apstrâdât dotos datus. Darba gaitâ tika iepazîts veids, kâ labâk saglabât izveidotâs prog-

rammas vçlâkai lietoðanai. Apgûstot programmâ R instalçjamo bibliotçku izveidi, metodi

izpildoðâs programmas tika apkopotas vienâ arhîvâ, kuru iespçjams instalçt programmâ

R un lietot kâ pârçjâs standarta bibliotçkas.
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