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Anotâcija

Ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumu astes indeksa aprçíinâðanai labi pazîstams novçrtç-

jums ir tâ sauktais Hila novçrtçjums. Darbs aplûko astes indeksa ticamîbas intervâlus,

izmantojot Hila novçrtçjumu gan ar parametriskajâm, gan neparametriskajâm metodçm.

Darba mçríis ir salîdzinât daþâdas ticamîbu intervâlu konstruçðanas metodes,izmantojot

pârklâjuma precizitâtes analîzi, kâ arî mçìinot to uzlabot ar literatûrâ pazîstamâm korek-

cijas metodçm. Katra metode tika implementçta izmantojot programmu R un pielietota

uz reâliem un simulçtiem datiem.

Darba galvenie rezultâti parâda, ka neparametriskâs metodes strâdâ labi un ir salîdzi-

nâmas ar parametrisko metoþu rezultâtiem.

Atslçgas vârdi: Regulâri variçjoða funkcija, ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumi, Hila novçrtç-

jums, parametriskâ un neparametriskâ ticamîbas funkcija, butstrapa metode, Bartleta

korekcija.



Abstract

The so-called Hill estimator is well-known for the estimation of the tail index of heavy

tailed distributions. In this master paper the confidence intervals for the tail index of a

heavy tailed distribution using Hill estimation with several parametric and nonparametric

methods are reviewed.

The main purpose of the paper is to compare the coverage accuracy of each method

and to improve the coverage accuracy using some adjustments commonly described in

literature. Each method has been implemented by R script, written for each, and has

been applied on real and simulated data.

The main results of the real data application and simulation study indicates that non-

parametrical methods work well and are comparable with the results of the parametrical

methods.

Keywords: Regularly varying function, extreme value distributions, Hill estimator, para-

merical and empirical likelihood, bootstrap, Bartlett correction
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Apzîmçjumi

d→ konverìence pçc sadalîjuma,

P→ konverìence pçc varbûtîbas,

γ smagâs astes indekss, pirmâs kârtas parametrs,

ρ otrâs kârtas parametrs, kurð nosaka nosacîjuma konverìences âtrumu,

Φγ Freðç sadalîjums,

Φ Standarta normâlais sadalîjums,

Ψγ Weibula sadalîjums,

1{p} indikatora funkcija: vienâda ar 1, ja p ir patiess, citâdi 0,

a(t), b(t) normçjoðâs konstantes,

D definîcijas apgabals,

Ei standarta eksponenciâli sadalîts gadîjuma lielums,

e(u) vidçjâ ekscesa funkcija,

f−1 funkcijas f inversâ funkcija,

F teorçtiskâ sadalîjuma funkcija,

Fn empîriskâ sadalîjuma funkcija,

Fu ekscesa sadalîjuma funkcija,

Gγ ekstremâlo vçrtîbu sadalîjuma funkcija,

G0 Gumbela sadalîjums,

GP vispârîgais Pareto sadalîjums,

IB ticamîbas intervâls konstruçts ar butsrapa metodi,

IE ticamîbas intervâls konstruçts ar empîrisko ticamîbas metodi

3



IEB ticamîbas intervâls konstruçts ar empîrisko ticamîbas metodi un tam pie-

mçrota empîriskâ Bartleta korekcija,

IN ticamîbas intervâls konstruçts ar normâlâs aproksimâcijas metodi

IP ticamîbas intervâls konstruçts ar vislielâkâs ticamîbas metodi

IPB ticamîbas intervâls konstruçts ar vislielâkâs ticamîbas metodi un tam pie-

mçrota Bartleta korekcija,

L(x) lçni variçjoða funkcija

L(α, xm) vislielâkâs ticamîbas funkcija parametriem α un xm,

l(α, xm) logaritmiskâ vislielâkâs ticamîbas funkcija parametriem α un xm,

Mn izlases (X1, ..., Xn) maksimums,

O(1) a(x) = O(b(x)), kad x→ x0 nozîmç, ka lim supx→x0 |a(x)/b(x)| <∞,

Xn,n maksimums no X1, ..., Xn,

Xn−k,n k-tâ lielâkâ sakârtotâ statistika,

R+ pozitîva reâlo skaitïu kopa [0,+∞),

RVα regulâri variçjoðas funkcijas klase ar regulârâs variâcijas indeksu α,

R(γ) logaritmiskâ vislielâkâs ticamîbas attiecîba

U inversâ funkcija lielumam 1/(1− F ),
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Ievads

Ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumi pieòem formu

Gγ(x) = exp{−(1 + γx)−1/γ}

katram 1 + γx > 0. Parametru γ sauc par sadalîjuma F astes indeksu. Ekstrçmâlo

vçrtîbu teorijâ ðis parametrs ir viens no svarîgâkajiem rîkiem un spçlç nopietnu lomu ïoti

retu gadîjuma lielumu prognozçðanâ.

1975. gadâ Hils publicçja rakstu [1], kur aprakstîja metodi, kâ var novçrtçt sada-

lîjuma F astes indeksu, kas raksturojas caur indeksu no regulâri variçjoðâm funkcijâm.

Mûsdienâs ðis novçrtçjums iespçjams ir visplaðâk izpçtîtais un ir ieguvis nosaukumu Hila

novçrtçjums. Daudzi ir pçtîjuði novçrtçjuma asimptotisko uzvedîbu un detalizçtu ana-

lîzi par Hila novçrtçjumu var atrast grâmatâs, ko sarakstîjuði Haan un Ferreira [2] un

Embrechts [3].

Ðajâ darbâ tiek apskatîtas ticamîbas intervâlu konstruçðanas metodes tâdas kâ normâ-

lâ aproksimâcija, parametriskâ un empîriskâ ticamîbas funkcija, butstrapa metode. Katra

ðî metode ir pielietota parametra γ ticamîbas intervâlu aprçíinâðanai. Barndorff un Cox

1984.gadâ [4] parâda parametriskai ticamîbas metodei un Diciccio 1991.gada [5] pierâda

empîriskai ticamîbas metodei, ka abas metodes var tikt uzlabotas ar Bartleta korekciju.

Lîdz ðim literatûrâ Bartleta korekcija nav tikusi pielietota ekstrçmu sadalîjumu gadîju-

mâ empîriskai ticamîbas funkcijai. Ðajâ darbâ tiks analizçts, vai Bartleta korekciju var

pielietot arî ekstrçmu sadalîjumu gadîjumâ.

Ðî darba mçríis ir noskaidrot kâdas metodes var pielietot smagâs astes indeksa tica-

mîbas intervâlu novçrtçðanai, ar kâdu precizitâti ðîs metodes strâdâ un vai ir iespçjams

ðo precizitâti uzlabot.

Lai sasniegtu mçríi, tika izvirzîti vairâki darba uzdevumi:

1. iepazîties ar ekstremâlo vçrtîbu iespçjamiem sadalîjumiem un noskaidrot, kâdi pa-

rametri raksturo ðos sadalîjumus, kâ arî kâdi ir visplaðâk izmantotie parametru

novçrtçjumi;

2. noskaidrot, kâdas parametriskâs un neparametriskâs metodes var piemçrot smagâs

astes indeksa ticamîbas intervâlu novçrtçðanai;

3. ar pârklâjuma precizitâtes simulâciju palîdzîbu noteikt, cik labi strâdâ katra metode;
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4. pielietot apskatîtâs metodes reâliem datiem.

Darbâ aprakstîtâs simulâcijas un reâlu datu analîze tika realizçtas ar programmâ R izvei-

dotâm programmâm. Darbs sastâv no teorçtiskâ apskata un praktiskâs daïas.

Teorijas apskats sâkas ar 1.1. nodaïu, kurâ tiek aprakstîtas regulâri variçjoðas funkci-

jas. 1.2. nodaïâ tiek parâdîti, kâdi ir iespçjami ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumi, un 1.3.

nodaïâ - kâ tiek iegûts Pareto sadalîjums. Tâ kâ Hila novçrtçjums ietver sevî sakârtotâs

statistikas, tad 1.4. nodaïâ îsi ir pastâstîts par sakârtotâm statistikâm un 1.5. nodaïâ jau

izklâstîts pats Hila novçrtçjums. 1.6. nodaïâ ir aprakstîtas ticamîbas intervâlu novçrtçða-

nas metodes, kâ arî 1.7. nodaïâ izklâstîta Bartleta korekcija parametriskai un empîriskai

ticamîbas metodei.

Rezultâti ir apkopoti nodaïâ 2., kur metodes tika pielietotas simulçtiem un reâliem

datiem. Reâlie dati apraksta Dânijas ugunsgrçka riska apdroðinâðanas atlîdzîbas laika

periodâ no 1980-1990.gadam. Secinâjumos aprakstîti galvenie darbâ iegûtie rezultâti.

Pçdçjâ nodaïâ ir ievietots izmantotâs literatûras saraksts. Pielikumâ ir ievietotas statis-

tiskâs paketes R [6] aplûkoto metoþu izstrâdâtâs programmas.
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1. Teorijas apskats

1.1. Regulâri variçjoðas (RV ) funkcijas

Ekstremâlo vçrtîbu teorijâ svarîga loma ir regulâri variçjoðâm funkcijâm. Arî ðajâ

darbâ regulâri variçjoðas funkcijas jçdziens tiks izmantots ïoti bieþi. Lai izprastu, kas ir

regulâri variçjoða funkcija, aplûkosim tuvâk ðî termina skaidrojumu un piemçrus. Galve-

nokârt informâcija iegûta no grâmatas [2, 360{401 lpp.].

Motivâcija. Viens veids kâ izskaidrot terminu regulârâ variâcija ir definçt to kâ funkci-

jas atvasinâjumu bezgalîbâ. Kâdai reâli mçrojamai funkcijai g(y) izsakâm diferenciâli

g(y + h)− g(y)

h
,

kur h 6= 0. Tikai tagad aplûkojam nevis gadîjumu, kad h → 0, kâdam fiksçtam y, bet

gan gadîjumu, kad y → ∞ un h ir fiksçts. Ja ðâda robeþa eksistç katram h (h 6= 0), tad

apgalvosim, ka ðî robeþa nav atkarîga no h. Ja robeþu apzîmçsim ar α, kad y → ∞, tad

definçjam funkciju f : R+ → R+, kur f := eg(log(t)).

Var redzçt, ka, ja mçs pieòemam, ka y = log t, h = log x

lim
y→∞

g(y + h)− g(y)

h
= lim

t→∞

g(log t+ log x)− g(log t)

log x
= α

Veicot daþus pârveidojumus:

lim
t→∞

(g(log t+ log x)− g(log t))

log x
log x =

= lim
t→∞

g(log tx)− g(log t) = α log x

un ekvivalence nepazudîs, ja rakstîsim

lim
t→∞

eg(log tx)−g(log t) = eα log x,
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jo exp(x) ir monotoni augoða funkcija. Iegûstam, ka

lim
t→∞

eg(log tx)−g(log t) =

= lim
t→∞

eg(log tx)

eg(log t)
=

= lim
t→∞

f(tx)

f(t)
= xα

Definîcija 1. Lebega mçrojamu funkciju f(x) : R+ → R sauksim par regulâri variçjoðu

(bezgalîbâ), ja ∀ x > 0 eksistç galîga robeþa α ∈ R, kas nav vienâda ar nulli, un ja

lim
t→∞

f(tx)

f(t)
= xα. (1.1.1)

Ja α = 0, tad f sauc par lçni variçjoðu funkciju, kurai ir spçkâ

lim
t→∞

f(tx)

f(t)
= 1.

α sauc par regulârâs variâcijas indeksu. Lieto pierakstu f ∈ RVα. Tas nozîmç katram

reâlam α, RVα pieder funkciju klasei, kura regulâri variç bezgalîbâ ar regulâro variâcijas

indeksu α.

Piemçrs 1. Katram α, β ∈ R funkcijas xα, xα(log x)β, xα(log log x)β pieder RVα. Lçni

variçjoðas funkcijas ir katram β ∈ R, L(x) = (logx)β. Funkcijas sinx, ex nav regulâri

variçjoðas funkcijas.

1. Ja f(x) = xα, tad

lim
t→∞

f(tx)

f(t)
= lim

t→∞

(tx)α

tα
= xα.

2. Ja f(x) = xα(log x)β, tad var parâdît

lim
t→∞

f(tx)

f(t)
= lim

t→∞

(tx)α(log tx)β

tα(log t)β
= lim

t→∞

xα
(

log t
(

1 + log x
log t

))β
(log t)β

=

= lim
t→∞

xα
(

1 +
log x

log t

)β
= xα.

3. Ja f(k) = (log x)α, tad robeþa

lim
t→∞

f(tx)

f(t)
= lim

t→∞

(log xt)α

(log t)α
= lim

t→∞

(
log x+ log t

log t

)α
= lim

t→∞

(
1 +

log x

log t

)α
= 1.

4. Ja f(x) = sinx, tad katram x ≥ 2 izteiksmei f(xt)/f(t) neeksistç robeþa, kad

t→∞.
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Piezîme 1. Ja limx→∞ L(x) = b ∈ (0,∞), tad L(x) ir lçni variçjoða funkcija.

Piezîme 2. Regulâri variçjoða funkcija pieòem formu xαL(x), kur α ≥ 0 un L(x) ir lçni

variçjoða funkcija (skatît [7, 110.{116. lpp.]).

Pieminçsim daþas îpaðîbas, kuras piemît regulâri variçjoðâm funkcijâm. Îpaðîbu pie-

râdîjumus skatît ([2, 368{369 lpp.]).

1. Ja f ∈ RVα, tad log f(t)
log t

→ α, kad t→∞. Tas norâda, ka

lim
t→∞

f(t) =

 0, α < 0,

∞, α > 0

2. Ja f1 ∈ RVα1 , f2 ∈ RVα2 , tad f1 + f2 ∈ RVmax(α1,α2). Turklât, ja lim
t→∞

f2(t) = ∞,

tad kompozîcija f1 ◦ f2 ∈ RVα1α2 .

3. Ja f ∈ RVα ar α > 0 (α < 0), tad f asimptotiski ekvivalenta stingri augoðai

(dilstoðai) diferencçjamai funkcijai g, kuras atvasinâjums g′ ∈ RVα−1, ja α > 0 un

−g′ ∈ RVα−1, ja α < 0.

4. (Potera nevienâdîba (1942)) Pieòemam, ka f ∈ RVα. Ja patvaïîgiem δ1, δ2 > 0

eksistç t0 = t0(δ1, δ2) tâds, ka katram t ≥ t0, tx ≥ t0 izpildâs

(1− δ1)xα min(xδ2 , x−δ2) <
f(tx)

f(t)
< (1 + δ1)x

α max(xδ2 , x−δ2). (1.1.2)

Piezîme 3. Izpildâs arî pretçjais, t.i. ja funkcijai f ir spçkâ Potera nevienâdîba,

tad f ∈ RVα

5. Ja f ∈ RVα, α > 0 un f ir augoða, tad inversâ funkcija f−1 ∈ RV 1
α
.

1.2. Vispârîgais ekstremâlo vçrtîbu sadalîjums

1.2.1. Ekstremâlo vçrtîbu teorijas pamati

Pieòemsim, ka ir doti X1, ..., Xn neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi. Eks-

tremâlo vçrtîbu teorija pçta kâ robeþgadîjumâ uzvedâs izlaðu ekstremâlâs vçrtîbas Mn :=

max(X1, X2, ..., Xn) vai min(X1, X2, ..., Xn), kad n → ∞. Un visbieþâk ekstremâlo vçr-

tîbu teorijâ galvenais uzdevums ir noskaidrot, kâdu robeþsadalîjumu var pieòemt izlaðu

maksimumi, ja izlases sastâv no neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem gadîjuma lielumiem.

9



Ar F apzîmçsim teorçtisko sadalîjumu pçc kura ir sadalîti gadîjuma lielumi X1, ..., Xn,

un ar x∗ apzîmçsim labo galapunktu, t.i.,

x∗ := sup{x : F (x) < 1}.

x∗ var pieòemt arî bezgalîgu vçrtîbu. Tad

max(X1, X2, ..., Xn)
P→ x∗, n→∞,

kur
P→ nozîmç konverìenci pçc varbûtîbas, jo varbûtîba

P (Mn ≤ x) = P (max(X1, X2, ..., Xn) ≤ x) = P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, ..., Xn ≤ x) = F n(x),

konverìç uz nulli, ja x < x∗ un uz viens, ja x ≥ x∗. Ðî varbûtîba raksturo maksimumaMn

sadalîjuma funkciju. Intuitîvi var saprast, ka Mn asimptotiskâ uzvedîba ir cieði saistîta

ar sadalîjuma funkcijas F labâs astes labo galapunktu x∗.

Dziïâku ieskatu par maksimumu sadalîjumu dot vâjâs konverìences rezultâts, kuru

iegûst no centrçtiem un normalizçtiem maksimumiem. Tâ ir viena no svarîgâkajâm tçmâm

ekstremâlo vçrtîbu teorijâ. Lai iegûtu nedeìenerçtu robeþsadalîjumu, gadîjuma lielumus

normç.

Pieòemsim, ka eksistç virkne konstanðu an > 0 un bn ∈ R (n = 1, 2, ...), tâdas, ka

max(X1, X2, .., Xn)− bn
an

veido nedeìenerçtu robeþsadalîjumu, kad n→∞, t.i.,

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = G(x) (1.2.1)

katrâ nepârtrauktâ punktâ x no G, un G ir nedeìenerçta sadalîjuma funkcija. Robeþiz-

teiksmi (1.2.1) var pierakstît arî savâdâk, tâpçc alternatîvo izteiksmes pierakstu parâdîsim

nâkoðajâ apakðnodaïâ. 1.2.2. nodaïâ tiks aprakstîti visi iespçjamie sadalîjumi G, kurus

var iegût kâ robeþu izteiksmç (1.2.1). Ðâdus sadalîjumus G sauc par ekstremâlo vçrtîbu

sadalîjumiem. Katram iespçjamam ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumam G tiks aprakstîti ne-

piecieðamie un bûtiskie nosacîjumi. Ðie nepiecieðamie un bûtiskie nosacîjumi tiks uzlikti

sadalîjumiem F no (1.2.1), jo katrs G satur veselu klasi no daþâdiem F . Ðo klasi daþkârt

sauc par G definîcijas apgabalu. 1.2.3. nodaïâ tiks parâdîti ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumi

un to definîcijas apgabali.
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Veiksim daþus pârveidojumus ar nosacîjumu (1.2.1). Logaritmçjam abas puses un

iegûstam ekvivalentu izteiksmi

lim
n→∞

n logF (anx+ bn) = logG(x). (1.2.2)

No vienâdojuma (1.2.2) ir redzams, ka F (anx+ bn)→ 1, katram x. Aplûkojot robeþu

lim
n→∞

− logF (anx+ bn)

1− F (anx+ bn)
= 1,

var iegût, ka izteiksme (1.2.2) ir ekvivalenta ar

lim
n→∞

n(1− F (anx+ bn)) = − logG(x),

kur logF (anx + bn) tika aizstâts ar 1 − F (anx + bn). Un, ja paòemam iegûtâs sakarîbas

apgriezto lielumu, iegûstam izteiksmi

lim
n→∞

1

n(1− F (anx+ bn))
=

1

− logG(x)
. (1.2.3)

Nosacîjumu (1.2.3) izteiksim caur inverso funkciju. Pieòemsim, ka katrai nedilstoðai fun-

kcijai f inversâ funkcija ir f−1, kura ir nepârtraukta no kreisâs puses, t.i.,

f−1(x) := inf{y : f(y) ≥ x}.

Lemma 4. Pieòemsim, ka fn ir virkne no nedilstoðâm funkcijâm un g ir nedilstoða fun-

kcija. Pieòemsim, ka katrs x kâdâ vaïçjâ intervâlâ (a, b) tiek raksturots kâ nepârtraukts

punkts no g,

lim
n→∞

fn(x) = g(x). (1.2.4)

Pieòemam, ka f−1n , g−1 ir no kreisâs puses nepârtrauktâs inversâs funkcijas funkcijâm fn

un g. Tad katrs x intervâlâ (g(a), g(b)) ir nepârtraukts punkts g← un iegûst, ka

lim
n→∞

f−1n (x) = g−1(x). (1.2.5)

Lemmas pierâdîjums balstâs uz to, ka tiek fiksçts ε > 0 un tiek pierâdîts, ka katram

n, n0 ∈ N, n ≥ n0 ir spçkâ

f−1n (x)− ε ≤ g−1(x) ≤ f−1n (x) + ε.

Tas ir iespçjams, jo nepârtrauktie punkti x no g veido blîvu kopu. Lemmas pierâdîjumu

var skatît [2, 5 lpp.].
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Lemmu 4 piemçrosim sakarîbai (1.2.3). Ar U apzîmçsim inverso funkciju no funkcijas

1/(1 − F ), kura ir nepârtraukta no kreisâs puses. Tas ir, ja mums ir doti X1, X2, ..., Xn

neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi un Xi ∼ F , tad lielumam

1

1− F (x)
= t

inversâ funkcija ir

x = F−1
(

1− 1

t

)
:= U(t). (1.2.6)

Atzîmçsim, ka U(t) ir definçta visiem t > 0.

Savukârt −1/ logG(x) inversâ funkcija ir G−1(e−1/x). Un viegli redzçt, ka 1/(n(1 −

F (anx+ bn))) inverso izteiksmi var izteikt kâ

1

n(1− F (anx+ bn)
= t,

F (anx+ bn) = 1 +
1

nt
,

F−1(F (anx+ bn)) = anx+ bn = F−1
(

1 +
1

nt

)
= U(nt),

x =
U(nt)− bn

an
.

Rezultâtâ katram x > 0 sakarîbu (1.2.3) ar inversâm funkcijâm var izteikt kâ

lim
n→∞

U(nx)− bn
an

= G−1
(
e−1/x

)
=: D(x). (1.2.7)

Tâlâk izteiksim kopsavilkumu teorçmâ, kurâ formulçsim vairâkus ekvivalentus apgal-

vojumus.

Teorçma 5. Pieòemsim, ka dotas an > 0, bn ∈ R konstanðu virknes un G ir nedeìenerç-

joða sadalîjuma funkcija. Tad sekojoði apgalvojumi ir ekvivalenti:

1. Katram G nepârtrauktîbas punktam x

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = G(x).

2. Katram G nepârtrauktam punktam x, kur 0 < G(x) < 1, a(t) := a[t], un b(t) := b[t])

(kur [t] ir veselâ daïa no t)

lim
n→∞

t(1− F (a(t)x+ b(t))) = − logG(x).

3. Katram x > 0 nepârtrauktam punktam no D(x) = G−1
(
e−1/x

)
, a(t) := a[t], un

b(t) := b[t]

lim
n→∞

U(tx)− b(t)
a(t)

= D(x). (1.2.8)

Pierâdîjumu skatît [2, 6 lpp.].
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1.2.2. Ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumi.

Tagad mçs atrodamies pozîcijâ, kad varam identificçt ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumu

klasi, kuru iespçjams iegût kâ robeþvçrtîbu no sakarîbas (1.2.2). Teorçmâ 6 noformulçsim

visus iespçjos G(x) sadalîjumus.

Teorçma 6. (Fisher un Tippet (1928),Gnedenko (1943))

Vispârîgais ekstremâlo vçrtîbu sadalîjums ir Gγ(ax + b) ar a > 0, b ∈ R, kur katram

1 + γx > 0,

Gγ(x) =

 exp
(
−(1 + γx)−1/γ

)
, γ 6= 0,

exp(−e−x), γ = 0.
(1.2.9)

Definîcija 2. Parametrs γ no (1.2.9) tiek saukts par ekstremâlo vçrtîbu indeksu.

Pierâdîjums. Pierâdîsim Teorçmu 6. Pieòemsim, ka mums ir dota robeþfunkciju klase D

no (1.2.8). Pieòemsim, ka vçrtîba 1 ir nepârtraukts punkts no D. Tad, atzîmçsim, ka

nepârtrauktam punktam x > 0 spçkâ,

lim
n→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= D(x)−D(1) =: E(x). (1.2.10)

Òemsim y > 0 un rakstîsim

U(txy)− U(t)

a(t)
=
U(txy)− U(ty)

a(ty)

a(ty)

a(t)
+
U(ty)− U(t)

a(t)
. (1.2.11)

Mçs apgalvojam, ka eksistç robeþas limt→∞(U(ty)− U(t))/a(t) un limt→∞ a(ty)/a(t). Ja

robeþas neeksistç, tad eksistç tâdi A1, A2, B1, B2, ka A1 6= A2 vai B1 6= B2, kur Bi ir

robeþa no (U(ty) − U(t))/a(t) un Ai ir robeþa no a(ty)/a(t), i = 1, 2, kad t → ∞. No

(1.2.11) atrodam, ka

E(xy) = E(x)Ai +Bi, i = 1, 2, (1.2.12)

katram nepârtrauktam punktam x no E(·). Kâdam patvaïîgam x izvçlamies virkni nepâr-

trauktu punktu xn tâdus, ka xn ↑ x (n → ∞). Tad E(xny) → E(xy) un E(xn) → E(x),

ja E ir nepârtraukts no kreisâs puses. (1.2.12) spçkâ visiem pozitîviem x un y. Atòemot

vienu no otras izteiksmes pie i = 1, 2, iegûstam

E(x)(A1 − A2) = B2 −B1

visiem x > 0. Tâ kâ E nedrîkst bût konstante (jo G ir nedeìenerçjoða), jâiegûst, ka

A1 = A2 un tâpçc arî B1 = B2. Secinâjums:

A(y) := lim
t→∞

a(ty)

a(t)
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eksistç katram y > 0, un katram x, y > 0,

E(xy) = E(x)A(y) + E(y).

Tâdçjâdi òemot s := log x, t := log y (x, y 6= 1), un H(x) := E(ex), iegûstam

H(t+ s) = H(s)A(et) +H(t), (1.2.13)

ko varam pârrakstît kâ (jo H(0) = 0)

H(t+ s)−H(t)

s
=
H(s)−H(0)

s
A(et). (1.2.14)

Ðeit eksistç viens t, kur ir H-diferencçjams (jo H ir monotona); tâpçc no (1.2.14) H ir

diferencçjama katrâ punktâ un

H ′(t) = H ′(0)A(et). (1.2.15)

Apzîmçjam Q(t) := H(t)/H ′(0). Atzîmçjam, ka H ′(0) 6= 0: H nevar bût konstante, jo G

ir nedeìenerçjoða. Tad Q(0) = 0, Q′(0) = 1. No (1.2.13) iegûstam

Q(t+ s)−Q(t) = Q(s)A(et),

un no (1.2.15) iegûstam

Q(t+ s)−Q(t) = Q(s)Q′(t). (1.2.16)

Atòemot vienu no otras ðîs izteiksmes ar t un s, iegûstam

Q(t)
Q′(s)− 1

s
=
Q(s)

s
(Q′(t)− 1),

tâpçc (ja s→ 0),

Q(t)Q′′(0) = Q(t)− 1.

Iegûstam, ka Q ir divreiz diferencçjama, un

Q′′(0)Q′(t) = Q′′(t).

Tâpçc

(logQ′)′(t) = Q′′(0) =: γ ∈ R

katram t. No tâ seko (atzîmçsim, ka Q′(0) = 1)

Q′(t) = eγt
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un (jo Q(0) = 0)

Q(t) =

∫ t

0

eγtds.

Tas nozîmç, ka

H(t) = H ′(0)
eγt − 1

γ

un

D(t) = D(1) +H ′(0)
tγ − 1

γ
.

Tâpçc

D−1(x) =

(
1 + γ

x−D(1)

H ′(0)

)1/γ

. (1.2.17)

Ja izvçlamies, ka D(x) = G−1
(
e−1/x

)
, tad iegûst

D−1(x) =
1

− logG(x)
. (1.2.18)

No izteiksmçm (1.2.17) un (1.2.18) iegûstam teorçmas apgalvojumu.

Ja 1 nav D nepârtrauktîbas punkts, tad pierâdîjumâ jâizmanto funkcija U(tx0) ar x0

nepârtrauktu punktu no D.

Mûsdienâs plaði izmanto Teorçmas 6 reprezentâciju, kuru aprakstîja von Mise (skatît

[8, 271{294 lpp.]) un Jenkinson (skatît [9, 158{171 lpp.]). Teorçma 6 parâda, ka ro-

beþsadalîjuma funkciju var izteikt ar vienu parametru γ. Bez tam var redzçt, ka Gγ(x)

satur sadalîjumus ar diezgan atðíirîgâm iezîmçm, piemçram bildç 1.1. ir parâdîtas Gγ(x)

blîvuma funkcijas pie daþâdiem γ.
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1.1. att.: Gγ(x) blîvumu funkcijas pie γ = 1 (Freðç sadalîjums), γ = 0 (Gumbela sadalîjums)

un γ = −1 (Veibula sadalîjums).

Vispârîgajâ ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumâ papildus vçl var bût parametri µ ∈ R, kas

raksturo novietojumu, un σ > 0, kas raksturo mçrogu. Pie ðiem parametriem Gγ(x, µ, σ)

izsakâs kâ

Gγ(x;µ, σ) = exp

{
−
[
1 + γ

(
x− µ
σ

)]−1/γ}
Ja µ = 0 un σ = 1, iegûstam standarta ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumu, kurð ir atkarîgs

vienîgi no γ - sadalîjuma formas parametra. Atkarîbâ no γ izðíir sekojoðus sadalîjumus:

1. Ja γ > 0, tad iegûstam Freðç sadalîjumu

Φα(x;µ, σ) =

0 , x ≤ µ

e−((x−µ)/σ)
−α

, x > µ.

Gγ(x) < 1 katram x. Tas nozîmç, ka labais sadalîjuma galapunkts ir bezgalîba.

Bez tam, kad x → ∞, 1 − Gγ(x) ∼ γ−1/γx−1/γ,tas nozîmç, ka sadalîjumam piemît

smaga labâ aste.

2. Ja γ = 0, tad iegûstam Gumbela sadalîjumu

G0(x;µ, σ) = e−e
−(x−µ)/σ ∀ x ∈ R,

katram reâlam x. Sadalîjuma labais galapunkts ir bezgalîba. Sadalîjums ir ar

vieglâm astçm: 1−G0(x) ∼ e−x, kad x→∞ un eksistç visi momenti.
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3. Ja γ < 0, iegûstam Veibula sadalîjumu

Ψα(x;µ, σ) =

e
−(−(x−µ)/σ)α , x < µ

1 , x ≥ µ

Sadalîjuma labais galapunkts ir −1/γ un tam ir îsa aste, pârbaudot 1−Gγ(−γ−1−

x) ∼ (−γx)−1/γ, kad x ↓ 0.

Piemçrs 2. Apskatîsim kâdu sadalîjumu pieòem maksimums no eksponenciâli sadalî-

tiem gadîjuma lielumiem. Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir virkne no neatkarîgiem un vie-

nâdi sadalîtiem standarta eksponenciâliem gadîjuma lielumiem. Maksimumu izsakâm kâ

Mn = max(X1, ..., Xn). Mn statistikai atòemsim normçjoðu konstanti lnn. Par normç-

joðâm konstantçm sîkâku izklâstu var rast grâmatâ [3, 120{127 lpp.]. Aplûkojot iegûtâ

lieluma kumulatîvo sadalîjuma funkciju

P (Mn − lnn ≤ x) = P (X1 ≤ x+ lnn, ...., Xn ≤ x+ lnn) =

=
n∏
j=1

P (Xj ≤ x+ lnn) =
n∏
j=1

1− exp(−x− lnn) =

= (1− n−1e−x)n n→∞−→ exp{−e−x} = G0(x; 0; 0)

var redzçt, ka maksimumi no standarta eksponenciâli sadalîtiem gadîjuma lielumiem pie-

òem standatgumbela sadalîjumu.

Piemçrs 3. Apskatîsim kâdu sadalîjumu pieòem maksimums no standarta Koðî sadalî-

tiem gadîjuma lielumiem. Pieòemsim, ka X1, ...Xn ir virkne no neatkarîgiem un vienâdi

sadalîtiem standarta Koðî gadîjuma lielumiem. Standarta Koðî sadalîjums ir nepârtraukts

sadalîjums ar blîvuma funkciju

f(x) = (π(1 + x2))−1, x ∈ R.

Kâ arî pieòemsim faktu, ka standarta Koðî sadalîjuma F aste F̄ := 1 − F ∼ (πx)−1 (

skatît [3, 125 lpp.]). Maksimumu Mn sareizinâsim ar π/n. Tad iegûsim, ka

P

(
πMn

n
≤ x

)
= P

(
X1 ≤

nx

π
, ...., Xn ≤

nx

π

)
=

=
n∏
j=1

P
(
Xj ≤

nx

π

)
=

n∏
j=1

(
1− F̄

(nx
π

))
=

=

(
1− 1

nx
+ o(1)

)n
n→∞−→ exp{−x−1} = Φ1(x; 0; 1),
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tâtad maksimumi no standarta Koðî sadalîtiem gadîjuma lielumiem pieòem Freðç sadalî-

jumu.

Piemçrs 4. Weibula sadalîtu gadîjuma lielumu var iegût no vienmçrîgâ sadalîjuma mak-

simumiem, kur x ∈ (0, 1) un maksimumam Mn piemçro normçðanu (Mn − 1)/n.

Tagad mçs sakarîbâ (1.2.1) ieviesîsim izmaiòas, òemot G = Gγ kâdam γ ∈ R un

teiksim, ka sadalîjuma funkcija F pieder Gγ definîcijas apgabalam. Piezîme: Tiek lietots

pieraksts F ∈ D(Gγ).

Teorçma 7. Katram γ ∈ R ir ekvivalenti sekojoði apgalvojumi:

1. Eksistç konstantes an > 0 un bn ∈ R tâdas, ka

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = Gγ(x) = exp
(
−(1 + γx)−1/γ

)
, (1.2.19)

katram x ar 1 + γx > 0.

2. Eksistç pozitîva funkcija a tâda, ka ∀ x > 0,

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= Dγ(x) =

xγ − 1

γ
, (1.2.20)

kur, ja γ = 0, tad robeþu no labâs puses interpretç kâ log x.

3. Eksistç pozitîva funkcija a tâda, ka

lim
t→∞

t(1− F (a(t)x+ U(t))) = (1 + γx)−1/γ, (1.2.21)

visiem x, kuriem 1 + γx > 0.

4. Eksistç pozitîva funkcija f tâda, ka

lim
t↑x∗

1− F (t+ xf(t))

1− F (t)
= (1 + γx)−1/γ (1.2.22)

katram x, kuram spçkâ 1 + γx > 0, kur x∗ = sup{x : F (x) < 1}.

Teorçmas 7 pierâdîjumu skatît [2, 10{11 lpp.].

1.2.3. Gγ definîcijas apgabals

Ðajâ apakðnodaïâ aprakstîsim svarîgus nosacîjumus sadalîjumu funkcijâm F , lai tâs

varçtu nodroðinât, ka eksistç tâdas normçjoðo konstanðu virknes an > 0 un bn ∈ R, ka

lim
n→∞

F n(anx+ bn) = Gγ(x) (1.2.23)
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kâdam reâlam γ un katram x. Ðie nosacîjumi pieprasa, lai eksistç pirmâs un otrâs kârtas

atvasinâjumi funkcijai F . Nâkamâ teorçma apgalvo svarîgu nosacîjumu, kas nosaka pie-

derîbu definîcijas apgabalam. Ðo nosacîjumu dçvç par von Mises nosacîjumu. Teorçmas

pierâdîjumu skatît [2, 15{1111 lpp.]

Teorçma 8. Pieòemsim, ka F ir sadalîjuma funkcija un x∗ ir labais galapunkts. Pie-

òemsim, ka eksistç F ′′(x) un F ′(x) > 0 katram x, kas atrodas pa kreisi no galapunkta x∗.

Ja

lim
t↑x∗

(
1− F
F ′

)′
(t) = γ (1.2.24)

vai ekvivalenti

lim
t↑x∗

(1− F (t))F ′′(t)

(F ′(t))2
= −γ − 1, (1.2.25)

tad F pieder Gγ definîcijas apgabalam.

Piezîme 9. Izteiksmç (1.2.24) mçs iegûstam (1.2.23), ja izvçlamies bn = U(n) un an =

nU ′(n) = 1/(nF ′(bn)). Tâlâkâs nodaïâs mçs izmantosim sekojoðos von Mises nosacîjumus,

kuri izmainîti, ievieðot lielumu U , kas definçts iepriekð (1.2.6).

Sekas 10. Nosacîjums (1.2.24) ir ekvivalents sakarîbai

lim
t→∞

tU ′′(t)

U ′(t)
= γ − 1, (1.2.26)

no kuras varam iegût, ka izteiksme

lim
t→∞

U ′(tx)

U ′(t)
= xγ−1 (1.2.27)

ir lokâli vienmçrîga intervâlâ (0,∞) un visbeidzot

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

tU ′(t)
=
xγ − 1

γ
,

tâpçc pçc Teorçmas 7 var parâdît, ka F ∈ D(Gγ).

Vienkârðâks nosacîjums ir iespçjams, ja pieòemam, ka γ 6= 0. Talâk tiks dota teorçma,

kad γ > 0, kuras pierâdîjumu skatît [2, 17{18 lpp.].

Teorçma 11. (γ > 0) Pieòemsim, ka x∗ =∞ un eksistç F ′. Ja

lim
t→∞

tF ′(t)

1− F (t)
=

1

γ
(1.2.28)

kâdam pozitîvam γ, tad F pieder Gγ definîcijas apgabalam.
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Sekas 12. (γ > 0) Nosacîjums (1.2.28) ir ekvivalents sakarîbai

lim
t→∞

tU ′(t)

U(t)
= γ.

Tâlâk tiks aprakstîti nepiecieðamie un pietiekamie nosacîjumi uz sadalîjuma funkciju F ,

lai tâ varçtu izteikt Gγ definîcijas apgabalu. Kâ arî tiks parâdîts, ka iepriekð aprakstîtie

nosacîjumi ir ïoti lîdzîgi nepiecieðamajiem un pietiekamajiem nosacîjumiem.

Nosakot definîcijas apgabala nosacîjumus, sâksim ar nosacîjumu (1.2.8) no Teorçmas

5, kur D(x) = (xγ − 1)/γ. Tas ir

lim
t→∞

U(tx)− b(t)
a(t)

= D(x) (1.2.29)

katram x > 0, γ ∈ R un a ir pozitîva funkcija.

Teorçma 13. Sadalîjuma funkcija F atrodas Gγ definîcijas apgabalâ tad un tikai tad, ja

1. katram γ > 0 : x∗ = sup{x : F (x) < 1} ir galîgs un

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x−1/γ (1.2.30)

katram x > 0. Tas nozîmç, ka funkcija 1 − F (x) ir regulâri variçjoða bezgalîbâ ar

variâcijas indeksu −1/γ.

2. katram γ < 0 : x∗ ir galîgs un

lim
t↓0

1− F (x∗ − tx)

1− F (x∗ − t)
= x−1/γ (1.2.31)

katram x > 0.

3. katram γ = 0 : x∗ var bût galîgs un bezgalîgs un

lim
t↑x∗

1− F (t+ xf(t))

1− F (t)
= e−x (1.2.32)

katram reâlam x, kur f ir derîga pozitîva funkcija.

Teorçma 14. Sadalîjuma funkcija F atrodas Gγ definîcijas apgabalâ tad un tikai tad, ja

katram γ > 0 : F (x) < 1 katram x,
∫∞
1

(1− F (x))/x dx <∞, un

lim
t→∞

∫∞
t

(1− F (x))dx
x

1− F (t)
= γ; (1.2.33)
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Piezîme 15. Robeþa (1.2.33) ir ekvivalenta izteiksmei

lim
t→∞

E(logX − log t|X > t) = γ.

Faktiski ∫∞
t

1− F (x)dx
x

1− F (t)
= E(logX − log t|X > t),

jo ∫ ∞
t

log x− log tdF (x) =

∫ ∞
t

1− F (x)
dx

x
.

Sakarîba (1.2.33) bûs par pamatu Hila novçrtçjuma konstruçðanai parametram γ ( skatît

nodaïu 1.5.).

Tâlâk parâdîsim, kâdâm jâbût normçjoðâm konstantçm an > 0, bn, kuras izmantojâm

pamata robeþsakarîbâ (1.2.23).

Sekas 16. Ja F atrodas Gγ definîcijas apgabalâ, tad katram γ > 0 :

lim
n→∞

F n(anx) = exp
(
−x−1/γ

)
spçkâ katram x > 0, ja an := U(n).

Teorçma 17. Sadalîjuma funkcija F atrodas ekstremâlo vçrtîbu sadalîjuma funkcijas Gγ

definîcijas apgabalâ tad un tikai tad, ja kâdai pozitîvai funkcijai f , kuram ir spçkâ (1.2.29),

izpildâs lim
t→∞

f(t)/t = γ,

lim
t↑x∗

1− F (t+ xf(t))

1− F (t)
= (1 + γx)−1/γ (1.2.34)

visiem x, kuriem spçkâ 1 + γx > 0. Ja (1.2.34) spçkâ kâdai f > 0, tad tas ir spçkâ arî

pie f(t) = γt, γ > 0. Bez tam, katram f , pie kura (1.2.34) izpildâs, ir spçkâ

lim
t→∞

f(t)/t = γ, γ > 0. (1.2.35)

Lemma 18. Pieòemsim, ka ir spçkâ (1.2.29). Ja γ > 0, tad limt→∞ U(t) =∞ un

lim
t→∞

U(t)

a(t)
=

1

γ
. (1.2.36)

Sekas 19. Katrai γ > 0 sakarîba (1.2.29) ir ekvivalenta

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= xγ, x > 0. (1.2.37)

Tas nozîmç, ka funkcija U ir regulâri variçjoða bezgalîbâ ar variâcijas indeksu γ.

Visu minçto teorçmu un lemmu pierâdîjumi ir atrodami Haan un Ferreira grâmatâ

(skatît [2, 24{33 lpp.]).

21



1.3. Ekscesa funkcija un Pareto sadalîjums

Lai definçtu Pareto sadalîjumu, no sâkuma definçsim papildterminu.

Definîcija 3. (Ekscesa sadalîjuma funkcija, Ekscesa vidçjâ funkcija) Pieòemsim, ka X

ir gadîjuma lielums no sadalîjuma funkcijas F un dots labais galapunkts x∗. Katram

fiksçtam t < x∗,

Ft(x) = P (X − t ≤ x|X > t), x ≥ 0, (1.3.1)

sauc par ekscesa sadalîjuma funkciju no gadîjuma lieluma X (kas òemts no sadalîjuma

funkcijas F ), kurð pârsniedz vçrtîbu t. Funkciju

e(t) = E(X − u|X > u)

sauc par ekscesa vidçjo funkciju no X.

Ekscesa sadalîjuma funkciju var raksturot kâ nosacîjuma sadalîjuma funkciju. X ir

vektors no gadîjuma lielumiem, t interesçjoðâ robeþvçrtîba. Varbûtîba X − t tiek izteikta

kâ reizinâjums no nosacîtâm varbûtîbâm un katra nosacîtâ varbûtîba tiek izteikta kâ

notikums, kur gadîjuma lielums Xi pârsniedz robeþvçrtîbu t.

Zinot, kas ir ekscesa funkcija, aplûkosim Teorçmas 7 apgalvojumu (1.2.22), kurâ eksistç

pozitîva, nedilstoða funkcija f tâda, ka

lim
t↑x∗

1− F (t+ xf(t))

1− F (t)
= (1 + γx)−1/γ (1.3.2)

katram x, kuram spçkâ 1 + γx > 0, un x∗ = sup{x : F (x) < 1}. Pieòemsim, ka X

ir gadîjuma lielums, sadalîts pçc sadalîjuma F un F ∈ D(Gγ) kâdam reâlam γ. Tad

vienâdojumu (1.3.2) varam pârformulçt ar ekscesa funkcijas palîdzîbu, kur katram x ≥ 0,

ja γ ≥ 0, un katram 0 ≤ x ≤ −1/γ, ja γ < 0, atbildîs

lim
t↑x∗

P

(
X − t
f(t)

> x

∣∣∣∣X > t

)
= (1 + γx)−1/γ. (1.3.3)

Iegûstam, ka sadalîjuma aproksimâcija no (X − t)/f(t) pie X > t robeþâ ir vienâda ar

GDγ(x) := 1− (1 + γx)−1/γ, (1.3.4)

kad t ↑ x∗. Esam ieguvuði Pareto sadalîjumu.

Definîcija 4. Par standarta Pareto sadalîjumu sauc sadalîjuma funkciju GDγ, ja

GDγ(x) =

 1− (1 + γx)−1/γ, γ 6= 0,

1− e−x, γ = 0,
(1.3.5)
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kur

x ≥ 0, ja γ ≥ 0,

−1

γ
≤ x ≤ 0, ja γ < 0.

Sakarîba (1.3.2) citiem vârdiem sakot parâda, ka pie kâdas zinâma lîmeòa t (X > t)

sadalîjuma funkciju var aproksimçt kâ

1− F (x) ≈ (1− F (t))

{
1−GDγ

(
x− t
f(t)

)}
, x > t,

kas veido astu sadalîjumu parametrisku klasi. Mçs sagaidâm, ka ðî aproksimâcija ir spçkâ

pie vidçja un liela skaita k sakârtotâm statistikâm.

Lai iegûtu vispârîgo Pareto sadalîjumu, x vietâ ievieto (x − ν)/β, kur normçjoðâs

konstantes ν ∈ R un β > 0. Un iegûstam, ka GDγ(x) ir vienâda ar

GDγ,ν,β(x) = 1−
(

1 + γ
x− ν
β

)−1/γ
un

x ≥ 0, ja γ ≥ 0,

x ∈ [0,−β/γ + ν, ja γ < 0, ν > β/γ.

Kopsavilkumâ var secinât, ka ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumi Gγ apraksta robeþsadalî-

jumus, kurus iegûst no izlaðu normalizçtiem maksimumiem. Savukârt Pareto sadalîjums

raksturo robeþsadalîjumu no datiem, kas pârsniedz kâdu interesçjoðu lielu vçrtîbu t.

Pareto sadalîjuma îpaðîbas ir labi aprakstîtas [3, 165.{166. lpp.].

1.4. Ekstremâlo vçrtîbu sakârtotâs statistikas

Lai varçtu nâkamajâ nodaïâ aprçíinât Hila novçrtçjumu, nepiecieðams zinât daþus

faktus par sakârtotâm statistikâm. Ja mums ir doti gadîjuma lielumi X1, ..., Xn, un mçs

sakârtojam ðos gadîjuma lielumus augoðâ vai dilstoðâ secîbâ, tad iegûstam sakârtotâs

statistikas. Ja sakârtojam statistikas augoðâ secîbâ, tad sakârtotâs statistikas parasti

apzîmç ar

X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n.

Îsi aprakstîsim daþus faktus, kas saista sakârtotâs statistikas ar ekstremâlo vçrtîbu teoriju.
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Kâ jau iepriekð parâdîjâm, ja izpildâs ekstremâlo vçrtîbu nosacîjums

lim
t↑x∗

1− F (t+ xf(t)

1− F (t)
= (1 + γx)−1/γ (1.4.1)

katram x, kur 1 + γx > 0, vai izpildâs ekvivalents nosacîjums

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
=
xγ − 1

γ
(1.4.2)

pie x > 0 un γ ∈ R, tad iespçjams no normalizçtiem izlaðu maksimumiem iegût sa-

dalîjumu (1.2.1). Bet mçs varam pateikt vçl vairâk. Ja spçkâ nosacîjums (1.4.1) vai

ekvivalentais nosacîjums (1.4.2), tad mçs varam iegût konverìenci arî citâm ekstremâlo

vçrtîbu statistikâm.

Piemçrs 5. (Sakârtotâs statistikas un eksponenciâli sadalîti gadîjuma lielumi)

Pieòemsim, ka E1, E2, ..., En ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti pçc standarta eksponen-

ciâlâ sadalîjuma F . Ar

E1,n ≤ E2,n ≤ ... ≤ En,n

apzîmçjam n sakârtotas statistikas. Kopçjâ blîvuma funkcija no sakârtotâm statistikâm

izsakâs kâ

fE1,E2,...En(x1, ..., xn) =
n∏
i=1

f(xi), (x1, ..., xn) ∈ Rn.

Atzîmçsim faktu, ka no n vçrtîbâm (E1, E2, ...En) var tikt izveidoti n! daþâdi sakârtojumi.

Tas nozîme, ka katra sakârtotâ izlase (Ek,n)k=1,..,n var tikt iegûta no n! daþâdâm izlasçm.

Tâpçc kopçjo blîvuma funkciju no sakârtotâs izlases varam pârrakstît kâ

fE1,E2,...En(x1, ..., xn) = n!
n∏
i=1

f(xi) =

= n!
n∏
i=1

e−xi = n! exp

{
−

n∑
i=1

xi

}
, 0 < x1 < ... < xn.

Tâlâk ieviesîsim transformâciju T , kur

T (x1, ..., xn) = (xn − xn−1, 2(xn−1 − xn−2), ..., nx1) 0 < x1 < ... < xn.

Tad redzams, ka (∂T (x)/∂x) = n! un

T−1(x1, ..., xn) =

(
n∑
j=1

xj
n− j + 1

,

n−1+1∑
j=1

xj
n− j + 1

, ...,
x1
n

)
, xj > 0.
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Tad iegûstam, ka blîvuma funkciju no (En,n − En−1,n, 2(En−1,n − En−2,n), ..., nE1,n) var

izteikt formâ

g(x1, ..., xn) =
1

n!
fEn,n,...,E1,n

(
n∑
j=1

xj
n− j + 1

,
n−1∑
j=1

xj
n− j + 1

, ...,
x1
n

)
=

= exp

{
−

n∑
i=1

n∑
j=1

xj
n− j + 1

}
=

= exp

{
−

n∑
i=1

xi

}
.

Tas parâda, ka

En,n − En−1,n, En−1,n − En−2,n, ..., E1,n

ir neatkarîgi un eksponenciâli sadalîti. En−i+1,n − En−i,n pçc sadalîjuma tiecas uz

(En−i+1,n − En−i,n)i=1,...,n
d
= ((n− i+ 1)−1Ei)i=1,...,n,

kur E0,n = 0. No tâ seko, ka sakârtotâs statistikas no izlases ar eksponenciâli sadalîtiem

gadîjuma lielumiem

(En−i+1,n)i=1,...,n
d
=

(
n∑

j=n−i+1

j−1En−j+1

)
i=1,...,n

.

Tâlâk izmantojam Ei,n statistikas un pârrakstâm formâ, kuru ir parâdîjis Renuî (1953)

[2], kur

(E1,n, E2,n, ..., Ek,n)
d
=

(
E∗1
n
,
E∗1
n

+
E∗2
n− 1

, ....,
E∗1
n

+
E∗2
n− 1

+ ...+
E∗k

n− k + 1

)
un E∗1 , ..., E

∗
k ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti pçc standarta eksponenciâlâ sadalîjuma.

Lîdz ar to

n(E1,n, E2,n, ..., Ek,n)
d→ (E∗1 , E

∗
1 + E∗2 , ..., E

∗
1 + ...+ E∗k). (1.4.3)

Ðo rezultâtu vispârinâsim un attiecinâsim uz funkcijâm, kuras pieder ekstremâlo vçr-

tîbu sadalîjumu definîcijas apgabalam D(Gγ).

Teorçma 20. Pieòemam, ka X1, X2, ... ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti pçc sadalîju-

ma funkcijas F . Pieòemam, ka F pieder Gγ definîcijas apgabalam kâdam γ ∈ R. Ar

X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n apzîmçjam n sakârtotâs statistikas. Tad eksistç normalizçjoðâs

konstantes an > 0 un bn ∈ R no vienâdojuma (1.2.1) un fiksçts k ∈ N, ka(
Xn,n − bn

an
,
Xn−1,n − bn

an
, ...,

Xn−k,n − bn
an

)
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konverìç uz sadalîjumu(
(E∗1)−γ − 1

γ
,
(E∗1 + E∗2)−γ − 1

γ
, ....,

(E∗1 + E∗2 + ...+ E∗k+1)
−γ − 1

γ

)
,

kur E∗1 , ..., E
∗
k ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti pçc standarta eksponenciâlâ sadalîjuma.

Teorçmas pierâdîjums atrodas [2, 38. lpp.].

1.4.1. vidçjais k

Iepriekð tika apskatîtas Xn−k,n sakârtotas statistikas, un rezultâts tika pasludinâts pie

nosacîjuma, kad n → ∞ un k ir fiksçts. Ðajâ gadîjumâ nedaudz mainîsim nosacîjumu

attiecîbâ uz k. Pieòemsim, ka k ir atkarîgs no apjoma n un rakstîsim k = k(n) → ∞,

kad n → ∞, un k(n)/n → 0. Ðie nosacîjumi nozîmç, ka k tiecas uz bezgalîbu, bet lçni.

Tâpçc arî k iegûst terminu "vidçjais k".

1.5. Astes indeksa γ Hila novçrtçjums

Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalî-

juma funkciju F ∈ D(Gγ), γ > 0. Tâpçc F asti var izteikt kâ regulâri variçjoðu funkciju

F̄ (x) = x−1/γL(x) kâdam γ > 0 un L(x) ir lçni variçjoða funkcija. Jautâjums ir, kâ

novçrtçt γ.

Vienkârðs un plaði pielietots γ novçrtçjums ir Hila novçrtçjums.

Astes indeksa γ Hila novçrtçjums pieòem formu

γ̂ :=
1

k

k−1∑
i=0

logXn−i,n − logXn−k,n, (1.5.1)

kur k = k(n)→∞ un k/n→ 0, kad n→∞.

1.5.1. Hila novçrtçjuma motivâcija

Piemçrs 6. (Pareto sadalîjuma parametru vislielâkâs ticamîbas funkcijas novçrtçjums)

Pieòemsim, ka gadîjuma lielums X ir sadalîts pçc Pareto sadalîjuma, tad varbûtîba,

ka X pârsniedz kâdu vçrtîbu x ir vienâda ar

P (X > x) =


(
xm
x

)α
ja x ≥ xm,

1 ja x < xm.
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Ar xm apzîmç minimâlo iespçjamo vçrtîbu no X un α := 1/γ > 0. Pareto sadalîjuma

funkcija ir atkarîga no diviem parametriem α := 1/γ, xm un pieòem formu

FX(x) =

1−
(
xm
x

)α
ja x ≥ xm ,

0 ja x < xm .

Pareto blîvuma funkcija izsakâs kâ

fX(x) =


α
xαm
xα+1

ja x > xm ,

0 ja x < xm .

Vislielâkâs ticamîbas funkcija Pareto sadalîjuma parametriem α, xm pie dotas gadîjumu

izlases X = (X1, X2, ..., Xn) pieòem formu

L(α, xm) =
n∏
i=1

α
xαm
Xα+1
i

= αnxnαm

n∏
i=1

1

Xα+1
i

.

Tâpçc logaritmiskâ vislielâkâs ticamîbas funkcija ir

`(α, xm) = n lnα + nα lnxm − (α + 1)
n∑
i=1

lnxi.

Tâ kâ redzams, ka `(α, xm) monotoni pieaug, ja pieaug vçrtîba xm. Tâ kâ dots sâkumâ,

ka x ≥ xm, tad x̂m novçrtçjam, kâ

x̂m = min
i
Xi.

Lai atrastu novçrtçjumu α, tad mçs atvasinâm `(α, xm) pçc α un iegûto izteiksmi pielî-

dzinâm nullei. Tâlâk var izteikt novçrtçjumu α̂.

∂`

∂α
=
n

α
+ n lnxm −

n∑
i=1

lnXi = 0.

Vislielâkâs ticamîbas α novçrtçjums ir

α̂ =
n∑

i (lnXi − ln x̂m)
.

Tâlâk ar X1,n ≤ ... ≤ Xn,n apzîmçjam X sakârtotâs statistikas. Ja no izlases X mçs

òemam skaitâ k vçrtîbas, tad iegûstam, ka

x̂m = min
i
Xi = Xn−k,n.

Un α vietâ ievietojam 1/γ, tad novçrtçjums γ̂ bûs

γ̂ =
1

k

∑
i=1

k
(

lnXn−k+i − ln X̂n−k,n

)
.

Iegûtais novçrtçjums ir tâ sauktais Hila novçrtçjums.
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Piemçrs 7. (Hila novçrtçjums ar regulâri variçjoðâs funkcijas tuvinâjumu)

Hila novçrtçjums ir iegûts pârveidojot Teorçmu 13, kurâ pieòem, ka F ∈ D(Gγ),

katram γ > 0 tad un tikai tad, ja

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x−1/γ, γ > 0.

Tiek izmantota parciâlâ integrçðana, kur iegûstam, ka∫ ∞
t

(lnx− ln t)dF (x) =

∫ ∞
t

F̄ (x)

x
dx,

un pçc Karamata teorçmas [3, 567. lpp.] seko, ka

1

F̄ (t)

∫ ∞
t

(lnx− ln t)dF (x)
t→∞−→ γ. (1.5.2)

Lai no (1.5.2) iegûtu novçrtçjumu γ̂, veicam sekojoðus soïus:

(a) F aizvietojam ar empîrisko sadalîjuma funkciju

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi,n≤x},

(b) t aizvietojam ar t = Xn−k,n kâdam k = k(n). Mçs varam izvçlçties ðâdu t, jo

zemâk uzrâdîta lemma saka, ka Xn−k,n
g.d.→ ∞, kad k = k(n)→∞ un k/n→ 0.

Lemma 21. Pieòemsim, ka doti Y1, Y2, ... neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi

ar sadalîjuma funkciju 1 − 1/y, y ≥ 1, un pieòemsim, ka Y1,n ≤ Y2,n ≤ ... ≤ Yn,n ir n

sakârtotâs statistikas. Tad, ja k = k(n),

lim
n→∞

Yn−k,n
g.d→∞, n→∞,

pie nosacîjuma, ka k(n) = o(n).

Lemmas pierâdîjumu skatît [2, 70. lpp.].

Gala rezultâtâ mçs iegûstam Hila novçrtçjumu γ̂, kurð tiek definçts kâ

γ̂ :=

∫∞
Xn−k,n

log x− logXn−k,ndFn(x)

1− Fn(Xn−k,n)
=

1

k − 1

k−1∑
j=1

lnXn−j,n − lnXn−k,n.

Atzîmçsim, ka nav asimptotiski lielas nozîmes, vai mçs summu òemam lîdz k vai k − 1.

Piemçrs 8. (Hila novçrtçjums kâ vidçjâs ekscesa funkcijas tuvinâjums)

Ja pieòemam, ka X ir gadîjuma lielums no sadalîjuma funkcijas F ∈ D(Gγ), γ > 0

un X > 1, tad (1.5.2) varam pârrakstît, kâ

E(lnX − ln t| lnX > ln t)
t→∞−→ γ.

28



Apzîmçjot u = ln t un e∗(u) ir vidçjâ ekscesa funkcija no lnX, tad iegûstam, ka

e∗(u)
u→∞−→ γ.

Hila novçrtçjums ir interpretçts kâ e∗n(lnXn−k,n) - empîriskâ vidçjâ ekscesa funkcija no

lnX, kura tiek aprçíinâta pie robeþvçrtîbas u = lnXn−k,n.

Teorçma 22. Pieòemsim, ka doti X1, X2, ... neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lie-

lumi ar kopçju sadalîjuma funkciju F . Pieòemsim, ka F ∈ D(Gγ) ar γ > 0. Tad, ja

n→∞, k = k(n)→∞, k/n→ 0, izpildâs

γ̂
P→ γ.

Pierâdîjums. Sekas 1.2.34, kur F ∈ D(Gγ) ar γ > 0 norâda, ka robeþa

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= xγ

katram x > 0. Tas nozîmç, ka ðo apgalvojumu varam izteikt ar regulâri variçjoðas funkcijas

îpaðîbu (1.1.2), kur visiem X ≥ 1 un t ≥ t0, spçkâ

(1− ε)xγ−ε′ < U(tx)

U(t)
< (1 + ε)xγ+ε

′
,

vai ekvivalenti,

log(1− ε) + (γ − ε′) log x < log

(
U(tx)

U(t)

)
< log(1 + ε) + (γ + ε′) log x. (1.5.3)

Pieòemsim, ka doti Y1, Y2, ... neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar kopçjo

sadalîjuma funkciju 1− 1/y, y ≥ 1. Ievçrosim, ka U(Yi)
d
= Xi, i = 1, 2, ....

Ir svarîgi pierâdît rezultâtu, ka γ̂ := k−1
∑k−1

i=0 logU(Yn−i,n)− logU(Yn−k,n). Izmanto-

jam (1.5.3), kur t = Yn−k,n, x = Yn−i,n/Yn−k,n.

Lemma no [2, 69. lpp.] apgalvo, ka Yn−k,n →∞ gandrîz droði, kad n→∞. Iegûstam,

ka

log(1−ε)+(γ−ε′) log

(
Yn−i,n
Yn−k,n

)
< log

(
U(Yn−i,n)

U(Yn−k,n)

)
< log(1+ε)+(γ+ε′) log

(
Yn−i,n
Yn−k,n

)
,

kur I = 0, 1, ..., k − 1. Tâpçc

log(1− ε) + (γ − ε′)1

k

k−1∑
i=0

log

(
Yn−i,n
Yn−k,n

)
< γ̂ <

< log(1 + ε) + (γ + ε′)
1

k

k−1∑
i=0

log

(
Yn−i,n
Yn−k,n

)
.
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Tagad pietiek pierâdît

1

k

k−1∑
i=0

log

(
Yn−i,n
Yn−k,n

)
P→ 1.

Atzîmçsim, ka log Yi ir sadalîts pçc standarta eksponenciâlâ sadalîjuma. Un nepiecieða-

mo rezultâtu pierâda atseviðía lemma no [2, 71. lpp.]. Lemma apgalvo, ja mums doti

E,E1, E2, ... neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi, kas ir sadalîti pçc standarta

eksponenciâlâ sadalîjuma. Ar E1,n ≤ E2,n ≤ ... ≤ En,n apzîmçsim sakârtotâs n statistikas.

Pieòemsim, ka f ir tâds, ka dispersija Df(E) <∞. Tad

√
k

(
1

k

k−1∑
i=0

f(En−i,n − En−k,n)− Ef(E)

)

ir neatkarîgs no En−k,n un asimptotiski normâls ar vidçjo vçrtîbu nulle un dispersiju f(E),

kad n→∞, nodroðinot k = k(n)→∞ un k/n→ 0.

Tâlâk aprakstîsim nosacîjumus, kuri nodroðinâs γ̂ asimptotisko normalitâti.

Teorçma 23. Pieòemsim, ka sadalîjuma funkcija F apmierina nosacîjumu, kur katram

x > 0,

lim
t→∞

U(tx)
U(t)
− xγ

A(t)
= xγ

xρ − 1

ρ
, (1.5.4)

vai ekvivalenti var ðo nosacîjumu uzdot ar

lim
t→∞

1−F (tx)
1−F (t)

− x−1/γ

A
(

1
1−F (t)

) = x−1/γ
xρ/γ − 1

γρ
, (1.5.5)

kur γ > 0, ρ ≤ 0, un A ir pozitîva vai negatîva funkcija un robeþa limt→∞A(t) = 0. Tad

√
k(γ̂ − γ)

d→ N

(
λ

1− ρ
, γ2
)

tiecas uz standarta normâlo sadalîjumu, ja k = k(n)→∞, k/n→ 0, n→∞ un

lim
n→∞

√
kA(n/k) = λ <∞. (1.5.6)

1.5.2. Situâcija, kad Hila novçrtçjums nestrâdâ

Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalî-

juma funkciju F ∈ D(Gγ), γ > 0. Tâpçc F asti var izteikt kâ regulâri variçjoðu funkciju

F̄ (x) = x−1/γL(x) kâdam γ > 0 un L(x) ir lçni variçjoða funkcija.
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Ja lçni variçjoðâ funkcija L(x) no F̄ (x) = x−1/γL(x) pietiekami âtri nekonverìç uz

konstanti, varam iegût nederîgu Hila novçrtçjumu parametram γ. Sîki tas ir aprakstîts

[3, 191.{195. lpp.]. Ðeit dosim tikai idejisku izklâstu. Pieòemam apgalvojumu, ka γ̂ var

izteikt kâ

γ̂ =
1

k − 1

k−1∑
i=1

lnF−1(Un−i,n)− lnF−1(Un−k,n), (1.5.7)

kur Un−i,n < ... < Un,n ir sakârtotâs statistikas no vienmçrîgâ sadalîjuma U [0, 1]. Tiek

noskaidrots, uz ko tiecas γ̂ pçc sadalîjuma katram fiksçtam n. Regulârâ variâcija no F̄

parâda, ka

F−1(y) = (1− y)−γL((1− y)−1), y ∈ (0, 1),

kâdam L ∈ RV0. Un tâlâk izmantojot (1.5.7) un standarta eksponenciâlos gadîjuma

lielumus Ei (no piemçra 5), iegûst, ka γ̂n ir vienâda ar

γ̂n = β(1)
n + β(2)

n ,

kur

β(1)
n

d
= − γ

k − 1

n∑
i=n−k+1

lnUi
d
=

γ

k − 1

n∑
i=n−k+1

Ei.

Pçc SLSL (stiprais lielo skaitïu likums) un CRT (centrâlâ robeþteorçma) seko, ka pie

neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem gadîjuma lielumiem

β(1)
n

P→ γ,
√
k

1

(
β(1)
n − γ

) d→ N(0, γ2),

ja k = k(n)→∞.

Savukârt β(2)
n caur lçni variçjoðâs funkcijas reprezentâciju izsakâs kâ

β(2)
n ∼ Cn

β
(1)
n

γ

P→ 0,

jo Cn
g.d.→ 0, kad k = k(n)→∞ un k/n→ 0.

Savukârt, ja mçs izvçlamies, ka

F−1(y) = (1− y)−γ(− ln(1− y)), y ∈ (0, 1), (1.5.8)

tad

β(2)
n = ...

d
= −(1 + o(1))

1

lnn

1

k − 1

n∑
i=n−k+1

lnUi

d
= (1 + o(1))

1

lnn

1

k − 1

n∑
i=n−k+1

Ei = O((lnn)−1).
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Tas nozîmç, ka β(2)
n

P→ 0 ar logaritmisku âtrumu. Lîdz ar to, ja vçlçsimies konstruçt ti-

camîbas intervâlus, izmontojot Hila novçrtçjumu, mums bûs jâòem vçrâ β(2)
n , piemçrojot

normçjoðâs konstantes. Normçjoðâs konstantes bûs atkarîgas no (parasti nezinâmâs) lçni

variçjoðâs funkcijas L un iegûstam, ka mçs nevaram pielietot standarta centrâlo robeþte-

orçmu novçrtçjumam γ̂.

Zemâk ir parâdîti γ̂ novçrtçjumi, ja izvçlamies F−1 no (1.5.8).

Piezîme 24. Lai iegûtu labu novçrtçjumu, kad γ̂ → γ, nepiecieðama kopa no nepiecie-

ðamiem nosacîjumiem uz F̄ un k(n). Tâpçc tiek ieviesti nosacîjumi, kas nodroðina γ̂

asimptotisko normalitâti.

Piezîme 25. Hila novçrtçjumu vienmçr bûtu ieteicams analizçt grafiski. Hila-attçlu veido

{(k, γ̂k,n) : k = 2, .., n} .

Hila-attçls ir viens no instrumentiem kâ noteikt optimâlo k. Nâkamajâ apakðnodaïâ ap-

rakstîsim, kâ izvçlçties optimâlo k, lai aprçíinâtu γ̂k,n.

1.5.3. Optimâlâ k = k(n) aprçíinâðana

Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalî-

juma funkciju F ∈ D(Gγ), γ > 0. Ja pieòemam, ka F asti varam izteikt kâ

1− F (x) = C1x
−1/γ + C2x

−1/γ+ρ/γ(1 + o(1)), x→∞ (1.5.9)

pie C1 > 0, C2 6= 0, γ > 0 un ρ < 0, tad ir spçkâ Teorçmas 23 otrâs kârtas pieòçmums

(1.5.5). Parametrs ρ kontrolç γ̂ asimptotiskâs normalitâtes konverìences âtrumu.

Ja mçs pieòemam, ka F aste pieòem formu (1.5.9), tad nosacîjumâ (1.5.5) funkcija

A(t) ir vienâda ar

A(t) = ργ−1C2C
ρ−1
1 tρ := Ctρ. (1.5.10)

Tâ kâ teorçma 23 saka, ja
√
kA(n/k)→ λ, tad

√
k(γ̂ − γ)

d→ γN(0, 1) +
λ

1− ρ
.

Lîdz ar to iegûstam aproksimâciju

γ̂ − γ
d
≈ γN(0, 1)√

k
+

λ

(1− ρ)
√
k

d
≈ γN(0, 1)√

k
+
A(n/k)

(1− ρ)
.
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Un tagad vçlamies uzzinât pie kura k ðî aproksimâcija ir vislabâkâ. Tiek meklçts risinâ-

jums uzdevumam

argmin
k

(
γ2

k
+
A2(n/k)

(1− ρ)2

)
.

Tâ kâ pieòçmâm, ka A(t) = Ctρ un vienkârðâkam pierakstam pieòemam, ka t := n/k, tad

ir jâminimizç

argmin
t>0

(
tγ2

n
+

C2t2ρ

(1− ρ)2

)
.

Vienâdojumu atvasinâm pçc t un pielîdzinâm nullei. Iegûstam, ka

k =

[(
γ2(1− ρ)2

−2ρC2

)1/(1−2ρ)

n−2ρ/(1−2ρ)

]
, (1.5.11)

kur ar [x] apzîmçjam veselo daïu no x.

1.6. Hila novçrtçjuma ticamîbas intervâlu novçrtçða-

nas metodes

1.6.1. Normâlâ aproksimâcija

Ticamîbas intervâlu ar normâlâs aproksimâcijas metodi parâdîja Cheng un Peng 2001.ga-

dâ [10]. Ðajâ darbâ tiek aplûkoti ticamîbas intervâli astes indeksa γ Hila novçrtçjumam,

ka arî pie kâdiem nosacîjumiem tiek izvçlçts optimâlais k un tiek sasniegta pârklâjuma

precizitâte 1− α.

Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalî-

juma funkciju F (x), un pie γ > 0, c ∈ R F asti var izteikt kâ regulâri variçjoðu funkciju

1− F (x|γ, c) = cx−1/γ

katram x > 0. Ar X1,n ≤ ... ≤ Xn,n apzîmçjam X1, .., Xn sakârtotâs statistikas. Tâpat kâ

pie optimâlâ k meklçðanas, pieòemam, ka F asti varam izteikt kâ (1.5.9), t.i.,

1− F (x) = C1x
−1/γ + C2x

−1/γ+ρ/γ(1 + o(1)), x→∞ (1.6.1)

pie C1 > 0, C2 6= 0, γ > 0 un ρ < 0. Tad ir spçkâ Teorçmas 23 otrâs kârtas pieòçmums

(1.5.5).

Pieòçmums 1. Ja spçkâ pieòçmums (1.5.9) un k →∞, k/n→ 0. Tad

√
k(γ̂ − γ)

d→ N(0, γ2),
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tad un tikai tad, ja k = o(n2(1−ρ)/(1+2(1−ρ))).

Ja pieòçmums 1 ir spçkâ, tad astes indeksa γ Hila novçrtçjuma divpusçjais ticamîbas

intervâls, kas ir izteikts ar normâlo aproksimâciju pie nozîmîbas lîmeòa 1 − α ir vienâds

ar

IN(1− α) =

(
γ̂n −

zαγ̂n√
k
, γ̂n +

zαγ̂n√
k

)
,

kur ar zα apzîmç kvantili no P (|N(0, 1)| ≤ zα) = 1− α.

1.6.2. Vislielâkâs ticamîbas metode

Ticamîbas intervâlu konstruçðana Hila novçrtçjumam ar vislielâkâs ticamîbas metodi

parâdîja Lu un Peng 2002.gadâ (skatît [11, 340.{341. lpp.]). Pieòemsim, ka X1, ..., Xn

ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkciju F (x|γ, c), kur

γ > 0, c ∈ R un F asti var izteikt kâ regulâri variçjoðu funkciju

1− F (x|γ, c) = cx−1/γ,

kad x ≤ Xn−k,n. Ar Xn−k,n apzîmçjam (Xi) sakârtotâs statistikas. Vislielâkâs ticamîbas

funkcija tiek definçta kâ

LP (γ, c) =
n∏
i=1

f(Xi|γ, c).

Tâ kâ mçs Hila novçrtçjuma novçrtçðanai izmantojam tikai augðçjâs k statistikas, tad

L1(γ, c) izsakâs kâ kopçjâ sadalîjuma funkcija no (Xn−k,n, ..., Xn,n) un tâ pieòem formu

L1(γ, c) =
(n− k − 1)!

n!

k+1∏
i=1

{
c

γ
X
−1/γ−1
n−i+1,n

}[
1− cX−1/γn−k,n

]n−k−1
.

Vislielâkâs ticamîbas metode novçrtç parametru c, atrodot tâdu ĉ, kas maksimizç L1(γ).

Iegûstam funkciju L2(γ)

L2(γ) = argmax
c
L1(γ, c) =

=

(
(n− k − 1)!

n!

)[
1− k + 1

n

]n−k−1 k+1∏
i=1

{
k + 1

nγ
X

1/γ
n−k,nX

−1/γ−1
n−i+1

}
.

Tâlâk funkciju L2(γ) maksimizçjam pçc γ un iegûstam, ka

γ̂ = argmax
γ

L2(γ).

Iegûstam, ka

γ̂n =
1

k + 1

k∑
i=1

log
Xn−i+1,n

Xn−k,n
.
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Logaritmiskâ vislielâkâs ticamîbas attiecîbas testa statistika [12], pareizinâta ar −2, ir

RP (γ) = −2 log
L2(γ)

L2(γ̂n)
= 2(k + 1)

{
γ̂n
γ
− 1− log

γ̂n
γ

}
.

Tâlâk sekojoðâ teorçma ir balstîta uz Hila novçrtçjuma asimptotisko normalitâti.

Teorçma 26. Pieòemsim, ka kâdam ρ < 0 un k → ∞, k/n → 0, kad n → ∞, ir spçkâ

Hila novçrtçjuma otrâs kârtas nosacîjums

lim
t→∞

U(tx)/U(t)− xγ

A(t)
= xγ

xρ − 1

ρ
,

kur U(t) ir inversâ funkcija no 1/(1 − F (t)). Un funkcija A(t) → 0, kad t → ∞. Tad

R(γ) asimptotiski tiecas uz χ2
1 sadalîjumu, ja

√
kA(n/k)→ 0 pie n→∞.

No ðîs teorçmas tiek konstruçts Hila novçrtçjuma ticamîbas intervâls ar nozîmîbas

robeþu 1− α. Astes indeksa ticamîbas intervâlu atrod no

IP (α) = {γ : R(γ) ≤ cα},

kur cα atbilst P (χ2
1 ≤ cα) = 1 − α. Iegûsim astes indeksa γ ticamîbas intervâlu, kurð

asimptotiski atbilst pârklâjuma precizitâtei 1− α.

1.6.3. Neparametriskâ ticamîbas metode

Ticamîbas intervâlu konstruçðana ar neparametrisko vislielâkâs ticamîbas metodi pir-

mais iepazîstinâja Owen (1988, 1990) skatît [13]. Savukârt ðo metodi Lu un Peng (2002)

izmanto, lai konstruçtu ticamîbas intervâlus astes indeksa γ Hila novçrtçjumam [11, 339.{

340. lpp.].

Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sada-

lîjuma funkciju F (γ). Tâlâk, definçjam Y kâ naturâlo logaritmu attiecîbu no n − i + 1

un n− i-tâs sakârtotâs statistikas, ko var pierakstît: Yi = i log(Xn,n−i+1/Xn,n−i) katram

i = 1, ...., k. Var parâdît (skatît [14, 812.{815. lpp.]) ka katram fiksçtam k, kad n→∞

{Yi, 1 ≤ i ≤ k} → {γwi, 1 ≤ i ≤ k},

kur {wi, 1 ≤ i ≤ k} ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar eksponenciâlo

sadalîjuma funkciju un vidçjo vçrtîbu 1. Citiem vârdiem var teikt, ka Hila novçrtçjums

γ̂n asimptotiski ir izlases no gadîjuma lielumiem {wi, 1 ≤ i ≤ k} vidçjâ vçrtîba, kur k ir

fiksçts.
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Mûsu uzdevums ir uzbûvçt ticamîbas intervâlus Hila novçrtçjumam γ̂.

Pieòemsim, ka p = (p1, ..., pk) ir punktveida masas varbûtîbu vektors, kurus iegûst no

pçtâmâs datu kopas punktiem {Yi, 1 ≤ i ≤ k} un pieòemsim, ka
∑k

i=1 pi = 1 un pi ≥ 0.

Tad empîriskâ ticamîbas funkcija parametram γ ir

LE(γ) = sup
p

k∏
i=1

pi, (1.6.2)

ar ierobeþojumu
∑k

i=1 piYi = γ [15]. Attiecîgi logaritmisko empîriskâs ticamîbas attiecîbu

definçjam ar RE(γ) = −2 log(kkLE(γ)). Izteiksmes (1.6.2) maksimumu var atrisinât ar

Lagranþa reizinâtâju metodi.

Funkciju LE(γ) =
k∏
i=1

pi maksimizç pie ierobeþojumiem

pi ≥ 0,
k∑
i=1

pi = 1,
k∑
i=1

pi(Yi − γ) = 0

Dotam γ eksistç viens vienîgs atrisinâjums, ja 0 ir izliektajâ èaulâ, kura sastâv no pun-

ktiem (Y1 − γ), ..., (Yn − γ).

H =
k∑
i=1

log(pi) + λ0

(
1−

k∑
i=1

pi

)
− nλ

k∑
i=1

pi(Yi − γ), (1.6.3)

kur λ0, λ ir Lagranþa reizinâtâji. Atvasinot izteiksmi (1.6.3) pçc pi, iegûstam, ka

∂H

∂pi
=

1

pi
− λ0 − kλ(Yi − γ) = 0.

Tâlâk redzams, ka

∑
i=1

pi
∂H

∂pi
=

k∑
i=1

pi
pi
−

k∑
i=1

piλ0 −
k∑
i=1

kpiλ(Yi − γ) = 0

k∑
i=1

pi
∂H

∂pi
= k − λ0 = 0⇒ λ0 = k

1

pi
= k + kλ(Yi − γ)

un iegûstam, ka

pi =
1

k

1

1 + λ(Yi − γ)
,

Òemot vçrâ ierobeþojumu
k∑
i=1

pi(Yi − γ) = 0 un tajâ ievietojot pi, iegûstam, ka

k∑
i=1

Yi − γ
1 + λ(Yi − γ)

= 0. (1.6.4)
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No ðîs izteiksmes var izteikt λ katram uzdotam γ. Empîriskâ ticamîbas funkcija paramet-

ram γ tagad tiek definçta kâ

LE(γ) =
k∏
i=1

{
1

k

1

1 + λ(γ)(Yi − γ)

}
.

Logaritmiskâ empîriskâs ticamîbas funkcijas attiecîba tiek definçta sekojoði:

RE(γ) = 2
k∑
i=1

log{1 + λ(γ)(Yi − γ)}.

Teorçma 27. Ja ar U(x) apzîmçjam inverso funkciju lielumam 1/(1 − F (x)) un pieòe-

mam, ka eksistç funkcija A(t)→ 0, kad t→∞, ka

lim
t→∞

U(tx)/U(t)− xγ

A(t)
= xγ

xρ − 1

ρ
,

ir spçkâ kâdam ρ < 0, un k →∞, k/n→ 0, kad n→∞. Tad RE(γ) asimptotiski tiecas

uz χ2
1 sadalîjumu, ja

√
kA(n/k)→ 0, kad n→∞.

Teorçmas pierâdîjums ir parâdîts [11].

Teorçma 27 ir Vilksa (Wilks) Teorçmas neparametriskâ versija. Vilksa Teorçma nosa-

ka, ka logaritmiskâ vislielâkâs ticamîbas attiecîba −2 lnλn ∼ χ2
r. Teorçma ïauj γ novçr-

tçjumam konstruçt ticamîbas intervâlus ar nozîmîbas lîmeni α. Logaritmiskâ attiecîbas

testa statistikai ir χ2
1 sadalîjums un empîriskâs ticamîbas konverìences apgabals

IE(1− α) = {γ : RE(γ) ≤ c1−α},

asimptotiski ir ar uzdotu lîmeni c1−α, kur c1−α ir izvçlçts kâ P (χ2
1 ≤ c1−α) = 1−α. No tâ

tiks iegûts ticamîbas intervâls parametram γ ar asimptotisku 1−α pârklâjuma precizitâti,

kuru aprakstîsim zemâk sekâs.

Sekas 28. Ja

lim
t→∞

U(tx)/U(x)− xγ

A(t)
= xγ

xρ − 1

ρ
,

ir spçkâ kâdam ρ < 0, un k →∞, k/n→ 0, kad n→∞ un
√
kA(n/k)→ 0, kad n→∞.

Tad, ja n→∞

P (γ ∈ IE(1− α)) = 1− α + o(1).
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1.6.4. Butstrapa metode

Par butstraba ticamîbas intervâlu konstruçðanu smagâs astes indeksam γ informâcija

iegûta no Guillou [16], Caers un Van Duck [17], un Qi [18].

Pieòemsim, ka mums ir dota izlase (X1, ..., Xn) no neatkarîgiem un vienâdi sadalî-

tiem gadîjuma lielumiem sadalîtiem pçc nezinâmâs sadalîjuma funkcijas F . Ar X1,n ≤

... ≤ Xn,n apzîmçjam izlases {X} sakârtotâs statistikas. Mçríis ir noteikt, kâ uzvedâs

sadalîjuma aste, tas ir, kâdu sadalîjumu pieòem lielâkâs sakârtotâs statistikas.

Pieòemam, ka izlaðu maksimumi Xn,n veido Freðç ekstremâlo vçrtîbu sadalîjuma klasi,

tas ir, astes variâcijas indeks γ > 0. Sadalîjuma aste ir regulâri variçjoða funkcija

1− F (x) = x−1/γL(x), x > 0,

kur L(x) ir lçni variçjoða funkcija. Parametra γ novçrtçðanai izmantojam Hila novçrtçju-

mu, kur izmantojam k vidçjâs statistikas un

γ̄n(k) =
1

k

k∑
i=1

logXn−i+1 − logXn−k,n.

Lai gan butstrapa metodi kâ neparametrisko metodi plaði izmanto daudzâs jomâs, ekstre-

mâlo vçrtîbu teorijâ tai ir ierobeþotas iespçjas. Butstraps ar pilno izlases pârlasi nedarbo-

jas ekstremâlo vçrtîbu teorijâ. Hall [19] 1990.gadâ norâdîja, ka pilnâs pârlases butstrapa

statistikâm nav novirzes, ja statistiku var izteikt kâ datu lineâru kombinâciju. Tâpçc

pilnâs pârlases butstrapa statistika var bût nederîga, ja îstâ statistika ir ar ievçrojamu

novirzi. Kâ risinâjums tiek piedâvâts izmantot butstrapa izlases bez atkârtojumiem un

tâpçc butstrapa izlases apjomu òemt mazâku par sâkotnçjâs izlases apjomu n. Tâ kâ mçs

izmantosim k vidçjâs statistikas, tad Qi [18] norâda, ka ðajâ gadîjumâ butstraps strâdâ

tikai tad, ja tiek òemtas izlases bez atkârtojumiem.

Ticamîbas intervâlu konstruçðanâ butstrapa metode ar nepilno pârlasi un bez atkâr-

tojumiem ietver sevî sekojoðu algoritmu:

1. Uzìenerç vai iegûst datu izlasi {X} ar apjomu n. Aprçíina izlases Hila novçrtçjumu

pie uzdota uzdota lîmeòa k.

2. Ìenerç skaitâ B butstrapa izlases {X∗}. Izlases {X∗} apjoms n1 =
√
n. Pieòçmumu

par to, ka jâòem ðâds butstrapotâs izlases apjoms n1, neviens nav pierâdîjis, bet

tikai simulâciju ceïâ radies rezultâts, ko parâda savâ rakstâ Caers un Van Duck [17].
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3. Katrai izlasei aprçíina butstrapoto Hila novçrtçjumu γ̂∗ pie lîmeòa k1. k1 ir saistîts

ar k caur sakarîbu

k = k1

(
n

n1

)β
,

kur β = 2/3. Ðâdu β vçrtîbu pieòem Hall [19] un tâ ir iegûta no aprçíiniem, kur

tika piemeklçts kopt pie pieòçmumiem, ka γ > 0 un {X} sadalîjuma aste konverìç uz

Pareto sadalîjumu. Pie lîmeòa kopt novçrtçjums γ̂ ir ar vismazâko vidçjo kvadrâtisko

kïûdu.

4. Sakârtojam iegûtos butstrapotos novçrtçjumus γ̂∗ augoðâ secîbâ un ar butstrapa

procentîïu intervâliem nosakâm ticamîbas intervâlu parametram γ pie nozîmîbas

lîmeòa α,

IB =
(
γ̂∗α/2; γ̂

∗
1−α/2

)
.

1.7. Ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâte

Lai noteiktu, kura no ticamîbas intervâlu konstruçðanas metodçm ir labâka, tiek no-

teikta pârklâjuma precizitâte. Mûsu mçríis ir ne tikai noteikt metoþu pârklâjuma preci-

zitâti, bet ieviest arî korekcijas, kuras var pârklâjuma precizitâti uzlabot.

Iepriekðçjâs nodaïâs tika aprakstîtas vairâkas metodes, kuras aprçíina Hila novçrtçju-

ma ticamîbas intervâlus.

Normâlâs aproksimâcijas ticamîbas intervâls

IN(α, k) =
[(

1− k−1/2zα/2
)
γ̂,
(
1 + k−1/2zα/2

)
γ̂
]
,

balstâs uz vislielâkâs ticamîbas novçrtçjuma normâlâ sadalîjuma ierobeþoðanu. Ar α

apzîmçjam kïûdas lîmeni un ticamîbas intervâla pârklâjuma precizitâte atbilst 1− α. zα
ir kvantile no standarta normâlâ sadalîjuma Φ, kur Φ(zα) = 1− α.

Vislielâkâs ticamîbas attiecîbas statistikas ticamîbas intervâls

IP (α, k) = {0 < γ <∞ : RP (γ, k) ≤ cα} ,

kur cα atbilst P (χ2
1 ≤ cα) = 1 − α, balstâs uz to, ka logaritmiskais vislielâkâs ticamîbas

attiecîbas statistika ir sadalîta pçc χ2
1 sadalîjuma.

Empîriskais ticamîbas funkcijas attiecîbas ticamîbas intervâls ir

IE(α, k) = {γ : RE(γ, k) ≤ cα},
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ir ar uzdotu lîmeni cα, kur P (χ2
1 ≤ cα) = 1− α.

Ja ticamîbas intervâlu konstruçðanai izmanto parametrisko vai neparametrisko vis-

lielâkâs ticamîbas attiecîbu statistiku, tad Rn(γ, k) un l(γ, k) asimptotiskâ sadalîjuma

konverìences âtrums ir O(k−1/2), kur k ir sakârtoto statistiku skaits. Uzlabot konver-

ìences âtrumu var ar Bartleta korekciju, kur konverìences kïûda tiek samazinâta lîdz

O(k−3/2).

Vislielâkâs ticamîbas attiecîbas statistika ar Bartleta korekciju dod ticamîbas intervâlu

IPB(α, k) =
{

0 < γ <∞ : RP (γ, k)/(1 + (6k)−1) ≤ cα
}
.

Vislielâkâs ticamîbas attiecîbas statistika tika izdalîta ar tâs asimptotisko vidçjo vçrtîbu,

ko arî sauc par Bartleta korekcija.

Empîriskais ticamîbas funkcijas attiecîbas ticamîbas statistika ar Bartleta korekciju ir

IEB(α, k) = {γ : RE(γ, k)/(1 + a/k) ≤ cα},

kur a ir

a =

(
−1

3

µ2
3

µ3
2

+
1

2

µ4

µ2
2

)
,

un µj = E(X − X̄)j.

Tâlâk nodaïâs tiks sîkâk izklâstîta Bartleta korekcija un tâs pielietojums parametriska-

jai un neparametriskajai ticamîbas funkcijai, kuras savukârt ir pielâgotas Hila novçrtçjuma

ticamîbas intervâlu aprçíinâðanai.

1.7.1. Bartleta korekcija vislielâkâs ticamîbas funkcijai

Vispârîgu ieskatu kâ Bartlet korekciju var piemçrot vislielâkâs ticamîbas funkcijai ap-

rakstîja Barndorff un Cox 1984.gadâ (skatît [4]). McCullagh un Cox 1986.gadâ parâdîja,

ka Bartlet korekciju var izteikt ar logaritmisko attiecîbu pirmo divu atvasinâjumu ku-

mulantu invariantajâm kombinâcijâm (skatît [20]). Savukârt Cordeiro 1995.gadâ publicç

vienkârðâku un pievilcîgâku Bartlet korekcijas izteiksmi viena parametra eksponenciâlo

modeïu klasei (skatît [21]). Haeusler un Segers 2007.gadâ (skatît [22]) sîkâk izanalizçja

Hila novçrtçjuma ticamîbas intervâlu, ja to aprçíina ar vislielâkâs ticamîbas funkciju (ar

un bez Bartleta korekcijas).

Kâ jau agrâk tika parâdîts, Hila novçrtçjumu var dabiskâ veidâ iegût kâ ticamîbas

funkcijas novçrtçjumu no Pareto sadalîjuma.
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Logaritmiskâ vislielâkâs ticamîbas attiecîbas testa statistika, pareizinâta ar −2, ir

RP (γ, k) = 2{lP (γ̂, k)− lP (γ, k)}.

Logaritmiskâ vislielâkâs ticamîbas funkcija izsakâs kâ

`P (γ, k) = −k ln γ +
k

γ
lnXn−k,n − (

1

γ
+ 1)

k∑
i=1

lnXn−k+i =

= −k

(
γ̂

γ
+ ln γ +

k∑
i=1

lnXi

)
,

kur

γ̂ =
1

k

∑
i=1

k
(

lnXn−k+i − ln X̂n−k,n

)
.

Tad iegûstam, ka

RP (γ, k) = 2k

(
γ̂n(k)

γ
− 1− ln

γn(k)

γ

)
.

Pçc Bartleta pieòçmuma, ja spçkâ

E(RP (γ, k)) = 1 +
b

k
+O(k−3/2),

tad iegûstam koriìçto logaritmisko vislielâkâs ticamîbas funkciju

R′P (γ, k) = wn(γ, k)(1 + b/k)−1.

R′P (γ, k) konverìçs uz χ2
1 sadalîjumu ar kïûdu O(n−3/2).

E(RP (γ, k)) sauc par Bartlet korekciju. Cordeiro savâ darbâ ([21]) pierâda, kaE(RP (γ, k))

eksponenciâlo sadalîjumu klasç iegûst vienkârðu izteiksmi

E(RP (γ, k)) = 1 +
ρ(γ)

12k
.

ρ(γ) pieòem formu

ρ(γ) := −4β′2α′′2 + α′β′α′′β′′ − 5α′2β′′2 − 3α′β′2α′′′ + 3α′2β′β′′′

(α′β′)3
.

Ja aplûkojam Pareto sadalîjumu un spçkâ nosacîjumi, ka γ > 0, k > 0 un k ir zinâms,

tad, lai novçrtçtu Hila novçrtçjuma Bartlet korekciju, funkcijas α(γ), β(γ) ir (skatît [21]).

α(γ) := γ + 1,

ξ(γ) :=
1

γkγ
,

β(γ) :=
ξ′

ξα′
.
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Piezîme 29. Var parâdît, ja α(γ) = c1γ + c2 pieòem lineâru formu un ξ(γ) = c3/(γc
γ
4),

kur c1 , c2, c3, c4 ir konstantes, tad ρ(γ) = 2.

Pierâdîjums. Ja α(γ) = c1γ + c2, tad α′ = c1 un pârçjie atvasinâjumi ir vienâdi ar nulli.

Iegûstam, ka ρ(γ) vienkârðojas lîdz

ρ(γ) = −−5β′′2 + 3β′β′′′

c1β′3
.

Tâlâk izvçrðam β(γ).

β(γ) =
ξ′

ξα′
=

(
−c3 log c4

cγ4 γ
− c3
cγ4 γ

2

)
γcγ4
c1c3

=

= − log k

c1
− 1

γc1
,

β′ =
1

γ2c1
, β′′ = − 2

γ3c1
, β′′′ =

6

γ4c1
.

Lîdz ar to iegûstam, ka

ρ(γ) = −−5β′′2 + 3β′β′′′

c1β′3
=

= −
−5
(
− 2
γ3c1

)2
+ 3

(
1

γ2c1

)
6

γ4c1

c1
1

γ2c1

3 =

=

20
γ6c21
− 18

γ6c21
c1
γ6c31

= 2.

No piezîmes 29 redzams, ka Bartlet korekcija Hila novçrtçjumam ir E(RP (γ, k)) =

1 + 1/(6k) un koriìçtâ logaritmiskâ vislielâkâs ticamîbas funkcija ir

R′P (γ, k) = RP (γ, k)(1 + 1/(6k))−1.

1.7.2. Bartleta korekcija empîriskai ticamîbas funkcijai

Pirmais, kurð piemçroja Bartleta korekciju empîriskai ticamîbas funkcijai, bija Diciccio

(1991) (skatît [5]). Ðajâ darbâ tiks analizçts, vai Bartleta korekciju var pielietot arî

ekstrçmu sadalîjumu gadîjumâ. Lîdz ðim literatûrâ Bartleta korekcija nav tikusi pielietota

ekstrçmu sadalîjumu gadîjumos.

Savâ darbâ Diciccio apraksta kâ tiek aprçíinâta Bartleta korekcija q dimensionâlam

parametram θ = (θ1, ..., θq) no r−dimensiju (q ≤ r) sadalîjumam F0, kuram eksistç vi-

dçjâ vçrtîba µ0 un nesingulâra kovariâciju matrica Σ0. Svarîgs nosacîjums ir arî tas,
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ka parametrs θ ir jâspçj izteikt kâ funkciju no vidçjâs vçrtîbas µ0 un iegûto novçrtçju-

mu apzîmçjam ar θ0 = θ(µ0). Tad ir iegûts gludâs funkcijas modelis, kuru aprakstîja

Bhattacharya un Ghosh [23], un savâ darbâ pielieto Diciccio.

Tâ kâ ðajâ darbâ ir jânovçrtç tikai viens parametrs γ, tad mûsu gadîjumâ q = 1.

Lielumu r nosaka tas, cik daþâdas vidçjâs vçrtîbas ir nepiecieðams pielietot, lai varçtu

caur ðîm vidçjâm vçrtîbâm izteikt mûs interesçjoðo parametru γ. Mûsu gadîjumâ r = 1.

To var pamatot ar sekojoðu algoritmu.

Ja mums ir dota izlase no gadîjuma lielumiem X1, X2, ..., Xn, kuri ir sadalîti pçc nezi-

nâmâ sadalîjuma F0. Tâlâk mçs sakârtojam izlasi augoðâ secîbâ un sakârtotâs statistikas

apzîmçjam ar

X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xn,n.

Tâ kâ mûs interesç izpçtît tikai sadalîjuma asti, tad izmantojam tikai pçdçjâs k sakârtotâs

statistikas. Veidojam jaunus gadîjuma lielumus Yi, kur

Yi = i(logXn−i+1,n − logXn−i,n), i = 1, ..., k.

Apskatot izlases vidçjo vçrtîbu no lielumiem Yi, tad iegûsim, ka

Ȳ =
1

k

k∑
i=1

Yi =

=
1

k

k∑
i=1

i(logXn−i+1,n − logXn−i,n) =

=
1

k
(logXn,n − logXn−1,n + 2 logXn−1,n − ...+ k logXn−k+1,n − k logXn−k,n) =

=
1

k
(logXn+1,n + logXn+2,n + ..+ logXn+k,n − k logXn−k,n) =

=
1

k

k∑
i=1

log

(
Xn−i+1

Xn−k,n

)
= γ̂.

Redzams, ka Yi vidçjâ vçrtîba ir γ novçrtçjums, kurð pazîstams kâ Hila novçrtçjumu. Lîdz

ar to r = 1, jo nepiecieðama tikai viena vidçjâ vçrtîba, lai novçrtçtu gadîjuma lielumu.

Izmantosim gadîjuma izlasi Y1, ..., Yk un tâs vidçjo vçrtîbu Ȳ . Mûsu interesçjoðais

parametrs var tikt izteikts kâ γ̂ = Ȳ un lîdz ar to q = r = 1.

Logaritmçtâ empîriskâs ticamîbas attiecîba ir

RE = −2 log{LE(θ0)/LE(θ̂)} = −2 log{kkLE(θ0)}.

Tika iepriekð parâdîts, ka

P (RE ≤ cα) = P (χ2
1 ≤ cα) +O(1).
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Analogi Diciccio rakstam ir jâspçj parâdît, ka Bartleta korekcija Hî-kvadrâta aproksi-

mâciju var uzlabot lîdz kïûdai O(k−2). Diciccio savâ tehniskajâ atskaitç ([24]) Bartleta

korekciju definç caur lielumu E(nRTR) un apgalvo, ka

P (RE/E(nRTR) ≤ cα) = P (χ2
1 ≤ cα) +O(k−2).

Lîdzîgi kâ parametriskajâ gadîjumâ, arî neparametriskai ticamîbas attiecîbai, Bartleta

korekcija tiek izteikta kâ vidçjâ vçrtîba. Ðai gadîjumâ izmanto RE = nRTR +Op(k
−3/2).

Ðâdu izvirzîjumu iegûst no pieòçmuma, ka pastâv Edgeworth izvirzîjums, jo eksistç F0

sadalîjuma momenti un θ(.) ir gluda funkcija.

Ieviesîsim nelielu atkâpi,lai aprakstîtu, kas ir Edgeworth izvirzîjums [25].

Definîcija 5. Par statistikas Tn =
√
n(x̄− µ)/σ Edgeworth izvirzîjumu sauc

P (Tn ≤ x) = Φ(x) + n−1/2P1(x)φ(x) + n−1P2(x)φ(x) + ...+ n−j/2Pj(x)φ(x) + o(n−j/2),

kur Φ(x) ir standarta normalâ sadalîjuma funkcija, φ(x) ir standarta normâlâ sadalîjuma

blîvuma funkcija un Pj(x) ir polinomi, kas izsakâs caur Hermita polinomiem un aproksi-

mçtâs sadalîjuma funkcijas kumulantiem.

Statistikai Tn Edgeworth izvirzîjuma pirmie polinomi izsakâs formâ

P1(x) =
1

6

E(x− µ)3

σ3
(1− x2).

Ja apzîmçjam ar C1 = 1
6
E(x−µ)3

σ3 , tad

P2(x) = C5
1(10x3 − 15x− x5) +

1

24

(
E(x− µ)4

σ4
− 3

)
(3x− x3).

Jâatrod izvirzîjums E(nRTR) = 1− ak−1. Ja aplûkojam gadîjumu, kad q = r = 1 un

mûs interesç noteikt izlases vidçjo vçrtîbu, tad Diciccio apgalvo, ka

{E(RTR)}−1 = 1− k−1
(
−1

3

µ2
3

µ3
2

+
1

2

µ4

µ2
2

)
+O(k−2),

kur µj = E(Y − Ȳ )j.
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2. Praktiskâ daïa

Praktiskâ daïa ir izpildîta statistikas paketç R. R paketç tika izmantotas paketes evd

[26], kura ïauj ìenerçt ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumu, un SMPracticals [27], kurâ bija

iebûvçti Dânijas ugunsgrçku risku apdroðinâðanas dati.

2.1. Simulâcijas

2.1.1. Pârklâjuma precizitâte pie optimâlâ k.

Lai noskaidrotu, cik labi strâdâ neparametriskâs metodes, salîdzinot ar parametriskâm

metodçm, konstruçsim γ ticamîbas intervâlus un noteiksim pârklâjuma precizitâti pie

optimâlâ k.

Lai vçrtîba k bûtu pietiekami liela, gadîjuma izlases tiek ìenerçtas ar apjomu n =

400; 1000; 5000 no sekojoðiem sadalîjumiem:

1. F (x) = exp
(
x−1/γ

)
, kur γ = 1/2 un 2;

2. F−(x) = (1/2)(1−x)−γ(1 + (1−x)−ρ, (0 < x < 1), kur ar F− apzîmçjam F inverso

funkciju un (γ, ρ) = (1/2,−1), (1/2,−0.1).

Atzîmçsim, ka pirmajâ gadîjumâ sadalîjuma funkcijai ir negatîva otrâs kârtas regulârâ

variâcija, t.i., A(t) < 0, kura ir definçta ar (1.5.10). Savukârt otram sadalîjumam ir

pozitîva otrâs kârtas regulârâ variâcija, t.i., A(t) > 0. Simulâciju skaits ir N = 500 reizes.

Empîriskâs pârklâjuma precizitâtes ticamîbas intervâliem IE(0.95, IP (0.95), IN(0.95),

IEB(0.95), IPB(0.95) tiek noteiktas pie optimâlâ k, kuru var aprçíinât pçc nodaïâ 1.5.3.

aprakstîtâ algoritma.

Lai noteiktu, kâds optimâlais k ir funkcijai 1 − F (x) = exp(−x−1/γ), ðo funkciju

izvirzâm Teilora rindâ un òemam pirmos divus rindas locekïus,

1− F (x) = 1− exp(−x−1/γ) TR
= 1− 1 + x−1/γ − 1/2(−x−1/γ)2 = x−1/γ − 1/2x−2/γ.
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No kurienes iegûstam, ka izteiksmei

1− F (x) = C1x
−1/γ + C2x

−1/γ+ρ/γ,

kur atbilstoði C1 = 1, C2 = −1/2, ρ = −1. Tad attiecîgi pie n = 400, 1000, 5000

optimâlais kopt no formulas (1.5.11) ir 43, 79 un 232.

Pârçjâm funkcijâm kopt tiek aprçíinâti lîdzîgi.

2.1. tabulâ ir attçloti rezultâti, kas parâda, kâdas pârklâjuma precizitâtes veido tica-

mîbas intervâli no abâm sadalîjuma funkcijâm pie kopt.

2.1. tabula: Pârklâjuma precizitâte pie kopt.

exp (x−2) exp
(
x−1/2

)
1
2
(1− x)−1/2(2− x) 1

2
(1− x)−1/2(1 + (1− x)0.1

n = 400

E 0.94 0.942 0.856 0.886

P 0.946 0.95 0.88 0.912

N 0.946 0.946 0.816 0.852

EB 0.952 0.946 0.86 0.89

PB 0.952 0.956 0.888 0.916

n = 1000

E 0.926 0.936 0.856 0.888

P 0.938 0.944 0.888 0.884

N 0.946 0.952 0.824 0.84

EB 0.93 0.944 0.856 0.888

PB 0.944 0.95 0.898 0.896

n = 5000

E 0.946 0.942 0.89 0.77

P 0.948 0.946 0.89 0.78

N 0.952 0.946 0.85 0.72

EB 0.952 0.95 0.89 0.77

PB 0.954 0.954 0.92 0.8

2.1. tabula parâda, ka neparametriskâs metodes stradâ labi, jo pilnîgi visas metodes

tiecas uz 95% nozîmîbas lîmeni, ja sadalîjums atbilst prasîbâm.

Empîriskâ ticamîbas funkcija (E) dod mazâku ticamîbas pârklâjumu, kad izvçlçta

funkcija ir laba (ðai gadîjuma Freðç sadalîjums), un visvairâk pietuvinâs Normâlâs aprok-

simâcijas (N) metodei, ja dots sadalîjums ar A(t) > 0.
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Bartleta korekcija empîriskai ticamîbas funkcijai (EB) labâk koriìç pârklâjuma precizi-

tâti, salîdzinot ar Bartleta korekciju parametriskai ticamîbas funkcijai (PB). Bet redzams,

ka pati par sevi parametriskâ ticamîbas funkcija (P) dod labus pârklâjuma rezultâtus.

Normâlâs aproksimâcijas metode (N) ïoti labi nosaka pârklâjuma precizitâti gadîjumâ,

ja mçs varam nodroðinât novçrtçjumu normalitâti, pretçjâ gadîjumâ nevar sasniegt labus

rezultâtus.

Pçdçjâ stabiòâ redzams, ka, ja izlases apjoms samazinâs, tad pârklâjuma precizitâte

palielinâs un tuvojas uz 1. Lîdz ar to var secinât, ka nevar balstîties uz vienu noteiktu k

un nepiecieðams izstrâdât precîzâku kopt aprçíinâðanas algoritmu.

2.1.2. Pârklâjuma precizitâte daþâdiem k.

Tâ kâ ir ïoti grûti pieòemt lçmumu, pie kura fiksçta k ir jânovçrtç Hila novçrtçjums

un jânosaka ticamîbas intervâls, daudzos literatûras apskatos iesaka veikt analîzi veselai

kopai no daþâdiem k.

Simulâcijâm izmantosim tos paðus sadalîjumus ar tâdiem paðiem izvçlçtiem γ un ρ,

kuri tika aprakstîti iepriekðçjâ apakðnodaïâ. Rezultâtus attçlosim grafiski.

2.1. attçlâ novçrtç γ̂ novçrtçjumus sadalîjuma funkcijai F (x) = exp(−x−2). 2.1.a

attçlâ ir parâdîti, kâdus γ̂ novçrtçjumus iegûst no simulçtiem datiem. 2.1.b, 2.1.c un 2.1.d

attçlâ ir konstruçta pârklâjuma precizitâte no ticamîbas intervâliem pie izlases apjoma

n = 400, 1000 un 5000. No 2.1.a attçla var redzçt, ka γ̂ novçrtçjumi nav ar lielu izkliedi un

tie svârstâs ap îsto parametru γ = 1/2. Tâpçc tâlâk var redzçt, ka ir jâpaòem salîdzinoði

mazs k(n), lai pârklâjuma precizitâte bûtu tuva 95%. Jau iepriekð parâdîjâm, ka ðai

sadalîjuma funkcijai par optimâlo k izvçlas k = 43 pie n = 400, k = 79, ja n = 1000 un

k = 232, ja n = 5000. Simulâciju rezultâti râda, ka labu pârklâjuma precizitâti iegûst,

ja k ∈ (30, 40), ja n = 400, k ∈ (60, 80), ja n = 1000, un k ∈ (75, 90), ja n = 5000.

Tâpçc labi noder apskatîties pârklâjuma precizitâti nevis pie viena fiksçta k, bet aplûkot

situâciju kopumâ.
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(b) n = 400
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(c) n = 1000
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(d) n = 5000

2.1. att.: F (x) = exp(−x−2) funkcijas γ̂ novçrtçjumi un pârklâjuma precizitâtes.

2.2. attçlâ apskatîti γ̂ novçrtçjumi sadalîjuma funkcijai F (x) = exp(−x−1/2). 2.2.a

attçlâ ir parâdîti, kâdus γ̂ novçrtçjumus iegûst no simulçtiem datiem. 2.2.b, 2.2.c un 2.2.d

attçlâ ir konstruçta pârklâjuma precizitâte no ticamîbas intervâliem pie izlases apjoma

n = 400, 1000 un 5000. No 2.2.a attçla var redzçt, ka γ̂ novçrtçjumiem palielinâs izkliede

un îstais parametrs ir γ = 2. Simulâciju rezultâti râda, ka labu pârklâjuma precizitâti

iegûst, ja k ∈ (30, 38), ja n = 400. Bet empîriskâ ticamîbas metode (E) labâkos rezultâtus

dod pie k ∈ (55, 60). Ja n = 1000, tad k ∈ (70, 85) un pie n = 5000 nevar skaidri izdalît

k intervâlu, kur visas metodes uzrâdîtu maksimâli precîzus rezultâtus. Ðai gadîjumâ
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iespçjams ir jâòem lielâkas k vçrtîbas. Var redzçt, ka katrai metodei var bût savs k

apgabals, kur tâ dod labu rezultâtu.
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(b) n = 400
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(c) n = 1000

20 40 60 80 100 120 140

0.
91

0.
92

0.
93

0.
94

0.
95

0.
96

0.
97

0.
98

− x−1
2

k

pa
rk

la
ju

m
a 

pr
ec

iz
ita

te

95%

N

P

E

EB

PB

(d) n = 5000

2.2. att.: F (x) = exp(−x−1/2) funkcijas γ̂ novçrtçjumi un pârklâjuma precizitâte.

2.3. attçlâ novçrtç γ̂ novçrtçjumus sadalîjuma funkcijai F (x) kuras inversâ funkcija

izsakâs kâ F−(x) = 1/2(1− x)−1/γ(2− x). 2.3.a attçlâ ir parâdîti, kâdus γ̂ novçrtçjumus

iegûst no simulçtiem datiem. 2.3.b un 2.3.c attçlâ ir konstruçta pârklâjuma precizitâte no

ticamîbas intervâliem pie izlases apjoma n = 400, 1000. No 2.3.a attçla var redzçt, ka γ̂

novçrtçjumi nav ar lielu izkliedi un bet tie diezgan âtri novirzâs no îstâ parametra vçrtîbas

γ = 1/2. Tâpçc tâlâk var redzçt, ka ir jâpaòem salîdzinoði mazs k(n), lai pârklâjuma
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precizitâte bûtu vislielâkâ. Pârklâjuma precizitâte ne tuvu nesasniedz 95% lîmeni un tâ

samazinâs, palielinoties k vçrtîbai, jo ðîs funkcijas otrâs kârtas regulârâs variâcijas funkcija

A(t) ir pozitîva.
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(b) n = 400
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(c) n = 1000

2.3. att.: F−(x) = 1
2
(1−x)−1/2(2−x) parametra γ novçrtçjumi un pârklâjuma precizitâtes.

2.4. attçlâ novçrtç γ̂ novçrtçjumus sadalîjuma funkcijai F (x), kuras inversâ funkcija

izsakâs kâ F−(x) = 1/2(1 − x)−2(1 + (1 − x)0.1). 2.4.a attçlâ ir parâdîti, kâdus γ̂ no-

vçrtçjumus iegûst no simulçtiem datiem. 2.4.b un 2.4.c attçlâ ir konstruçta pârklâjuma

precizitâte no ticamîbas intervâliem pie izlases apjoma n = 400, 1000. No 2.4.a attçla

var redzçt, ka γ̂ novçrtçjumi nav ar lielu izkliedi un ir mazâk nobîdîti no îstâs parametra
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vçrtîbas γ = 1/2. Tendence samazinâties pârklâjuma precizitâtei saglabâjas, palielinoties

k vçrtîbai. Bet ðî tendence nav tik izteikta, jo ðai gadîjumâ ρ vçrtîba ir 0, 1 un tâ ir

paòemta mazâka, nekâ iepriekðçjâ gadîjumâ, kur ρ = −1.
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(b) n = 400
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(c) n = 1000

2.4. att.: F (x) = 1
2
(1− x)−1/2(1 + (1− x)0.1) γ̂ novçrtçjumi un pârklâjuma precizitâte.
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2.2. Metoþu pielietojums reâliem datiem

Resnick savâ darbâ [28] norâda, ka Aleksandrs McNeils pçtot Dânijas ugunsgrçku riska

apdroðinâðanas atlîdzîbu apmçrus, parâdîja lielisku piemçru kâ ekstremâlo vçrtîbu vçrtîbu

teorija var tikt pielietota reâliem datiem. Mçs arî izmantosim ðos datus, lai izpçtîtu,

kâdus ticamîbas intervâlus izveido vislielâkâs ticamîbas metodes, normâlâs aproksimâcijas

metode un butstrapa metode.

Dati apraksta ugunsgrçku riska zaudçjuma apmçru laika periodâ no 1980-1990.gadam

ieskaitot. Zaudçjuma apmçri veidojâs no nodeguðâs çkas, mantas vçrtîbas un uzòçmçj-

darbîbas saglabâðanas pasâkumiem. Kopçjais atlîdzîbu skaits n = 2156, kuri pârsniedz

vienu miljonu Dânijas kronu. 2.5.a attçlâ ir redzama laikrinda no Dânijas datiem, kur

redzams, ka ïoti lielas atlîdzîbas notiek reti, ne katru gadu. 2.5.b attçlâ parâdîta histo-

gramma no atlîdzîbâm, kuras pârsniedz 5 miljonus Dânijas kronu. Var ieraudzît, ka tâs

daþas lielâs atlîdzîbas veido smagu asti. 2.5.c attçlâ ir parâdîta vidçjâ ekscesa funkcija.

2.5.d attçlâ parâdîts Dânijas datu Q-Q plots pret standarta eksponenciâlâm kvantilçm.

Dânijas datiem aste ir smagâka par eksponenciâlo sadalîjumu un tas ïauj mums domât,

ka dati ir ar smagu asti un atbilst ekstremâlo vçrtîbu sadalîjumam.
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2.5. att.: Dânijas ugunsgrçku riska apdroðinâðanas dati.

2.6.a attçlâ parâdîts γ̂ novçrtçjums atkarîbâ no sakârtoto statistiku skaita k. 2.6.b

attçlâ parâdîts Hila novçrtçjums 1/γ̂ atkarîbâ no k. Var redzçt, ka γ̂ novçrtçjums pie vi-

dçjam sakârtotâm statistikâm k ir aptuveni 0.7. 2.6.c attçlâ attçloti γ̂ ticamîbas intervâli.

Ticamîbas intervâli ir zilâ, sarkanâ un zaïâ krâsâ, kur tie tika uzkonstruçti atbilstoði ar

normâlâs aproksimâcijas, parametriskâs un empîriskâs ticamîbas metodçm. Ticamîbas in-

tervâli tika konstruçti pie nozîmîbas lîmeòa α = 95% un daþâdiem izvçlçtiem k. Ieguvâm,

ka visðaurâkos ticamîbas intervâlus dod normâlâ aproksimâcija. Visplaðâkos ticamîbas

intervâlus dod empîriskâ ticamîbas metode. 2.6.d attçlâ ir paradîti tie paði ticamîbas
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intervâli, tikai k paòemts intervalâ (30, 250). Klât vel tika pievienots ticamîbas intervâls

ar butstrapa metodi ( lînija brûnâ krâsâ). Var redzçt, ka, empîriskâ ticamîbas funkcija

ir labaka par butstrapa metodi. Butstrapa ticamîbas intervâli ir salîdzinoði ïoti plaði un

pieïauj lielu novirzi no novçrtçjuma, kur citas metodes to nepieïauj.
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2.6. att.: Dânijas ugunsgrçku riska apdroðinâðanas dati.

Empîriskâ un parametriskâ Bartleta korekcija netika attçlos attçlota, jo tâs gandrîz

neatðíîrâs no parametriskâs un empîriskâs ticamîbas metodes rezultâtiem. Savukârt tika

tuvâk izpçtîta butstrapa metode bez atkârtojumiem. 2.7. attçlâ ir attçloti visi tie paði ti-

camîbas intervâli, kas iepriekð (E-empîriskâ ticamîbas metode, P -parametriskâ ticamîbas

54



metode, N -normâlâ aproksimâcija), bet papildus ir attçloti ticamîbas intervâli ar butstra-

pa metodi, kur atðíiras apakðizlases apjoms n1. B1 ir veidots no izlasçm apjomâ 27, B2

ir ar n1 = 33 un B3 ir ar apjomu n1 = 139. Var redzçt, jo lielâku izvçlas apakðizlases n1

apjomu, jo lielâkam k intervâlam spçjam noteikt ticamîbas intervâlu. Kâ arî, jo lielâks

ir n1, jo ðaurâks ticamîbas intervâls ir pie mazâkiem k un paliek platâks pie lielâkiem k.

Tomçr tâpat redzams, ka ticamîbas intervâls ar butstrapa metodi paliek visplaðâkais no

pârçjâm apskatîtajâm metodçm.
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2.7. att.: Attçloti butstrapa ticamîbas intervâli B1; B2; B3 atkarîbâ no apakðizlases apjoma,

kur B1; B2; B3 ir veidoti no apakðizlasçm ar apjomu n1 = 27; 33 un 139.
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Secinâjumi

Darbâ tika apskatîtas vairâkas metodes, kas ïauj novçrtçt smagâs astes indeksa Hila

novçrtçjuma γ ticamîbas intervâlus. Tika aplûkota parametriskâ un empîriskâ ticamî-

bas funkcijas metode, butstrapa metode un normâlâs aproksimâcijas metode. Simulçjot

daþâdu sadalîjumu datus un izmantojot pârklâjuma precizitâti, tika analizçta metoþu

efektivitâte.

Simulâciju rezultâti liecina, ja izlaðu apjomi ir mazi, tad parametriskâs metodes strâdâ

labâk par empîrisko ticamîbas metodi. Bet, ja empîriskai ticamîbas metodei tiek pielâgota

Bartleta korekcija, tad ðis novçrtçjums ir salîdzinâms ar parametriskâm metodçm un var

dot pat labâkus rezultâtus par normâlâs aproksimâcijas metodi.

No neparametriskâm metodçm empîriskâ ticamîbas funkcija dod ðaurâkus ticamîbas

intervâlus nekâ butstrapa metode. Butstrapa metode konstruç visplaðâkos ticamîbas in-

tervâlus. Jo lielâku izvçlas butstrapotâs izlases apjomu, jo lielâkus ticamîbas intervâlus

iegûst. Lai cik ir plaðas butstrapa metodes iespçjas, var redzçt, ka ekstremâlo vçrtîbu

teorijâ ðî metode nestrâdâ tik labi, kâ arî butstrapa metodei tiek papildus pieòemti nosa-

cîjumi, ka izlases tiek ìenerçtas bez atkârtojumiem un tapçc arî butstrapa izlases apjoms

ir mazâks par sâkotnçjâs izlases apjomu.

Lai iegûtu stabilu 95% pârklâjuma precizitâti pçc iespçjas lielâkâ k intervâlâ, otrâs

kârtas regulâri variçjoðai funkcijai A(t) jâbût ar tâdu paðu zîmi, kâ parametram ρ. Ðajâ

darbâ mçs aplûkojâm sadalîjumus, kuriem ρ < 0. Kâ arî paðam parametram ρ ir jâbût

mazam.

Pçdçjais secinâjums ir tâds, ka reâli dzîvç ir ïoti grûti vai praktiski neiespçjami novçrtçt

A(t), ρ un sadalîjumu, pçc kuriem ir sadalîti dati. Tâpçc ðajâ gadîjumâ liela priekðrocîba

ir neparametriskajâm metodçm, kuras balstâs vienîgi uz γ novçrtçjumu.
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A Izveidoto programmu kods

library(evd)

# F(x)=exp(-x^(-1/gamma)), x>0

library(evd)

N<-1000 # simulaciju skaits

n1<-1000 # izlases apjoms

n2<-20

n3<-120 # k apgabals (n2+1,n2+n3)

a<-1

b<-2

s<-2

X1<-sapply(1:N,function(i) sort(rgev(n1,loc=a,scale=b,shape=s)) )

# Hila estimator

gamma<-function(k,X)

{

n<-length(X)

logX<-sapply(1:n,function(i)log(X[i]))

a<-sapply(1:k,function(i)logX[n-i+1])

1/k*sum(a)-logX[n-k]

}

gammavektors1<-function(n3,X)

{

sapply(1:n3,function(i)gamma((i+n2),X))

}

gammamatrica<-sapply(1:N, function(j) gammavektors1(n3,X1[,j]))
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k<-seq(n2+1,n2+n3,by=1)

for( i in 1:N)

{

points(k,gammamatrica[,i],type="l")

}

# empirical likelihood method

g<-seq(1.7,2.3,by=0.01)

Y2<-function(k,X)

{

sapply(1:(k-1), function(i) i*log(X[k-i+1]/X[k-i]))

}

Ymatrica<-sapply(1:N, function(j) Y2(n1,X1[,j]))

Ymatrica[,1]

lam.fun<-function(lamda,G,Y)

{

sum((Y-G)/(1+lamda*(Y-G)))

}

eR<-function(n,go,y)

{

gal1<-(1-n^{-1})/(go-max(y))

gal2<-(1-n^{-1})/(go-min(y))

lambda<-uniroot(lam.fun,c(gal1,gal2),tol=0.00001,G=go,Y=y)$root

2*sum(log(1+lambda*(y-go)))

}

ex<-function(n,y,hillest,gammamatricaij)

{

solis<-0.1

vertiba<-qchisq(0.95,1)

xx<-gammamatricaij

l1<-eR(n,xx,y)-vertiba

l2<-eR(n,(xx-solis),y)-vertiba

while(l1*l2>0)
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{

xx<-xx-solis

l1<-l2

l2<-eR(n,(xx-solis),y)-vertiba

}

ex1s<-uniroot(function(x) eR(n,x,y)-vertiba,c((xx-solis),xx))$root

xx<-gammamatricaij

l1<-eR(n,xx,y)-vertiba

l2<-eR(n,(xx+solis),y)-vertiba

while(l1*l2>0)

{

xx<-xx+solis

l1<-l2

l2<-eR(n,(xx+solis),y)-vertiba

}

ex2s<-uniroot(function(x) eR(n,x,y)-vertiba,c(xx,(xx+solis)))$root

(ex1s-hillest)*(hillest-ex2s)

}

statvektors<-function(j)

{

sapply(1:n3,function(i)ex((n2+i),Ymatrica[1:(n2+i),j],2,gammamatrica[i,j]))

}

statvektors(3)

statmatrica<-sapply(1:N,function(j)statvektors(j))

galavertiba<-sapply(1:n3,function(i)

length(statmatrica[i,][statmatrica[i,]>0])/N)

k<-seq((n2+1),(n2+n3),by=1)

plot(k,galavertiba,type="l",ylim=c(0.91,0.98),ylab="coverage probability",

main="n=10000,N=1000")

points(k,0.95+0*k,type="l",col="red")

#parametric likelihood

pR<-function(i,g,N)
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{

2*(n2+i)*(gammamatrica[i,N]/g-1-log(gammamatrica[i,N]/g))

}

px<-function(n,N,hillest,gammamatricaij)

{

solis<-0.1

vertiba<-qchisq(0.95,1)

xx<-gammamatricaij

l1<-pR(n,xx,N)-vertiba

l2<-pR(n,(xx-solis),N)-vertiba

while(l1*l2>0)

{

xx<-xx-solis

l1<-l2

l2<-pR(n,(xx-solis),N)-vertiba

}

ex1s<-uniroot(function(x) pR(n,x,N)-vertiba,c((xx-solis),xx))$root

xx<-gammamatricaij

l1<-pR(n,xx,N)-vertiba

l2<-pR(n,(xx+solis),N)-vertiba

while(l1*l2>0)

{

xx<-xx+solis

l1<-l2

l2<-pR(n,(xx+solis),N)-vertiba

}

ex2s<-uniroot(function(x) pR(n,x,N)-vertiba,c(xx,(xx+solis)))$root

(ex1s-hillest)*(hillest-ex2s)

}

statvektors1<-function(j)

{

sapply(1:n3,function(i)px(i,j,2,gammamatrica[i,j]))
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}

statmatrica1<-sapply(1:N,function(j)statvektors1(j))

galavertiba1<-sapply(1:n3,function(i) length(statmatrica1[i,]

[statmatrica1[i,]>0])/N)

points(k,galavertiba1,type="l",col="green")

# ticamibas intervalu konstrueshana ar normal aproximation

n<-n3

alpha<-0.05

statvektors2<-function(j)

{

nx1<-sapply(1:n3,function(i) gammamatrica[i,j]-qnorm(1-alpha/2)*

gammamatrica[i,j]/sqrt((n2+i)))

nx2<-sapply(1:n3,function(i) gammamatrica[i,j]+qnorm(1-alpha/2)*

gammamatrica[i,j]/sqrt((n2+i)))

sapply(1:n3,function(i) (nx2[i]-2)*(2-nx1[i]))

}

statmatrica2<-sapply(1:N,function(j)statvektors2(j))

galavertiba2<-sapply(1:n3,function(i) length(statmatrica2[i,]

[statmatrica2[i,]>0])/N)

points(k,galavertiba2,type="l",col="blue")

legend(100,0.98,c("95%","Normal","Parametric","Empirical"),

lwd=2,col=c("red","blue","green","black"))

# Bartlett correction for empirical likelihood

BartletX<-Ymatrica

meanX<-sapply(1:N,function(i) mean(BartletX[,i]))

mik<-function(k,meanx,bartletx)

{

n<-length(bartletx)

mk<-sapply(1:n,function(i) (bartletx[i]-meanx)^k)

mean(mk)

}

mi2<-sapply(1:N, function(j) mik(2,meanX[j],BartletX[,j]))
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mi3<-sapply(1:N, function(j) mik(3,meanX[j],BartletX[,j]))

mi4<-sapply(1:N, function(j) mik(4,meanX[j],BartletX[,j]))

a<-sapply(1:N, function(i) 1/2*mi4[i]/(mi2[i])^2-1/3*(mi3[i])^2/(mi2[i])^3)

#jaunie ticambas intervali (1+a/n)*qchisq(0.95,1)

n<-length(BartletX[,1])

jaunieticint<-sapply(1:N,function(i) (1+a[i]/n)*qchisq(0.95,1))

#piemerojam empirical likelihood

exbartlet<-function(n,y,hillest,gammamatricaij,jaunticrob)

{

solis<-0.1

xx<-gammamatricaij

l1<-eR(n,xx,y)-jaunticrob

l2<-eR(n,(xx-solis),y)-jaunticrob

while(l1*l2>0)

{

xx<-xx-solis

l1<-l2

l2<-eR(n,(xx-solis),y)-jaunticrob

}

ex1s<-uniroot(function(x) eR(n,x,y)-jaunticrob,c((xx-solis),xx))$root

xx<-gammamatricaij

l1<-eR(n,xx,y)-jaunticrob

l2<-eR(n,(xx+solis),y)-jaunticrob

while(l1*l2>0)

{

xx<-xx+solis

l1<-l2

l2<-eR(n,(xx+solis),y)-jaunticrob

}

ex2s<-uniroot(function(x) eR(n,x,y)-jaunticrob,c(xx,(xx+solis)))$root

(ex1s-hillest)*(hillest-ex2s)

}
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statvektorsbartlet<-function(j)

{

sapply(1:n3,function(i)exbartlet((n2+i),Ymatrica[1:(n2+i),j],2,

gammamatrica[i,j],jaunieticint[j]))

}

statmatricabartlet<-sapply(1:N,function(j)statvektorsbartlet(j))

galavertibabartlet<-sapply(1:n3,function(i)

length(statmatricabartlet[i,]

[statmatricabartlet[i,]>0])/N)

galavertibabartlet

points(k,galavertibabartlet,type="l",col="brown")

#Bartleta korekcija parametriskai ticamibas metodei

pbx1<-sapply(1:length(px1),function(i) px1[i]*(1+1/(6*k[i])))

pbx2<-sapply(1:length(px2),function(i) px2[i]*(1+1/(6*k[i])))

points(k,pbx1,type="l",col="brown")

points(k,pbx2,type="l",col="brown")

#butstraps

B<-1000

n1<-sqrt(length(X))

res<-lapply(1:B,function(i) sort(sample(X,n1,replace=FALSE)))

#nosakam istos novertejumus katram atseviskam kbn

kbn<-seq(2,n1,by=1)

kk<-sapply(1:(n1-1), function(i) round(kbn[i]*(n/n1)^(2/3)))

logX<-log(X)

gamma<-function(k,logX)

{

n<-length(logX)

a<-sapply(1:k,function(i)logX[n-i+1])

1/k*sum(a)-logX[n-k]

}

Hnk<-sapply(1:(n1-1),function(i)gamma(kk[i],logX))

Hnk
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# nosakam butstrapotos novertejumus

logY<-sapply(1:B,function(i) log(res[[i]]))

statvektors<-function(k)

{

sapply(1:B,function(i) gamma(k,logY[,i]))

}

statvektors(kbn[1])

statmatrica<-sapply(1:(n1-2),function(j) statvektors(kbn[j]))

# statmatrica - katra kolonna atbilst savam kbn

# procentilu intervali

sort.statmatrica<-sapply(1:(n1-2),function(i) sort(statmatrica[,i]))

alfa<-0.05

T1.p<-sapply(1:(n1-2),function(i) sort.statmatrica[B*(alfa/2),i])

T2.p<-sapply(1:(n1-2),function(i) sort.statmatrica[B*(1-alfa/2),i])

T1.p;T2.p

points(kk[1:length(T1.p)],T1.p,type="l",col="brown")

points(kk[1:length(T1.p)],T2.p,type="l",col="brown")
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