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Anotacija

Ekstremalo vertibu sadalijjumu astes indeksa aprekinasanai labi pazistams noverte-
jums ir ta sauktais Hila novertejums. Darbs apliko astes indeksa ticamibas intervalus,
izmantojot Hila novértéjumu gan ar parametriskajam, gan neparametriskajam metodém.

Darba meérkis ir salidzinat dazadas ticamibu intervalu konstruésanas metodes,izmantojot
parklajuma precizitates analizi, ka art meginot to uzlabot ar literatura pazistamam korek-
cijas metodem. Katra metode tika implementéta izmantojot programmu R un pielietota
uz realiem un simulétiem datiem.

Darba galvenie rezultati parada, ka neparametriskas metodes strada labi un ir salidzi-

namas ar parametrisko metozu rezultatiem.

Atslegas vardi: Regulari variéjosa funkcija, ekstremalo vértibu sadalijumi, Hila noveérte-
jums, parametriskd un neparametriska ticamibas funkcija, butstrapa metode, Bartleta

korekcija.



Abstract

The so-called Hill estimator is well-known for the estimation of the tail index of heavy
tailed distributions. In this master paper the confidence intervals for the tail index of a
heavy tailed distribution using Hill estimation with several parametric and nonparametric
methods are reviewed.

The main purpose of the paper is to compare the coverage accuracy of each method
and to improve the coverage accuracy using some adjustments commonly described in
literature. Each method has been implemented by R script, written for each, and has
been applied on real and simulated data.

The main results of the real data application and simulation study indicates that non-
parametrical methods work well and are comparable with the results of the parametrical

methods.

Keywords: Regularly varying function, extreme value distributions, Hill estimator, para-

merical and empirical likelihood, bootstrap, Bartlett correction
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Ievads
Ekstremalo vértibu sadalijjumi pienem formu
G, (x) = exp{—(1+~z) "/}

katram 1 4+ vx > 0. Parametru v sauc par sadalijuma F' astes indeksu. Ekstremalo
vertibu teorija Sis parametrs ir viens no svarigakajiem rikiem un spelé nopietnu lomu loti
retu gadijuma lielumu prognozesana.

1975. gada Hils publiceja rakstu [1], kur aprakstija metodi, ka var novertet sada-
Ijjuma [F' astes indeksu, kas raksturojas caur indeksu no regulari variejosam funkcijam.
Musdienas $is novertejums iespejams ir visplasak izpetitais un ir ieguvis nosaukumu Hila
novertejums. Daudzi ir petijusi novertejuma asimptotisko uzvedibu un detalizetu ana-
lizi par Hila novertéjumu var atrast gramatas, ko sarakstijjusi Haan un Ferreira [2] un
Embrechts [3].

Saja darba tiek apskatitas ticamibas intervalu konstruesanas metodes tadas ka norma-
la aproksimacija, parametriska un empiriska ticamibas funkcija, butstrapa metode. Katra
§1 metode ir pielietota parametra 7 ticamibas intervalu aprékinasanai. Barndorff un Cox
1984.gada [1] parada parametriskai ticamibas metodei un Diciccio 1991.gada [5] pierada
empiriskai ticamibas metodei, ka abas metodes var tikt uzlabotas ar Bartleta korekciju.
Lidz sim literatara Bartleta korekcija nav tikusi pielietota ekstrému sadalijumu gadiju-
ma empiriskai ticamibas funkcijai. Saja darba tiks analizets, vai Bartleta korekciju var
pielietot ar1 ekstremu sadalijjumu gadijuma.

ST darba meérkis ir noskaidrot kadas metodes var pielietot smagas astes indeksa tica-
mibas intervalu noveértésanai, ar kadu precizitati §is metodes strada un vai ir iespéjams
So precizitati uzlabot.

Lai sasniegtu merki, tika izvirziti vairaki darba uzdevumi:

1. iepazities ar ekstremalo vertibu iespejamiem sadalijumiem un noskaidrot, kadi pa-
rametri raksturo Sos sadalijjumus, ka ari kadi ir visplasak izmantotie parametru

novertejumi;

2. noskaidrot, kadas parametriskas un neparametriskas metodes var piemérot smagas

astes indeksa ticamibas intervalu novértésanai;

3. ar parklajuma precizitates simulaciju palidzibu noteikt, cik labi strada katra metode;



4. pielietot apskatitas metodes realiem datiem.

Darba aprakstitas simulacijas un realu datu analize tika realizétas ar programma R izvei-
dotam programmam. Darbs sastav no teoretiska apskata un praktiskas dalas.

Teorijas apskats sakas ar 1.1. nodalu, kura tiek aprakstitas regulari variejosas funkci-
jas. 1.2. nodala tiek paraditi, kadi ir iespéjami ekstremalo vértibu sadalijumi, un 1.3.
nodala - ka tiek ieguts Pareto sadalijums. Ta ka Hila novertejums ietver sevi sakartotas
statistikas, tad 1.4. nodala isi ir pastastits par sakartotam statistikam un 1.5. nodala jau
izklastits pats Hila novertejums. 1.6. nodala ir aprakstitas ticamibas intervalu novertésa-
nas metodes, ka arl 1.7. nodala izklastita Bartleta korekcija parametriskai un empiriskai
ticamibas metodei.

Rezultati ir apkopoti nodala 2., kur metodes tika pielietotas simulétiem un realiem
datiem. Realie dati apraksta Danijas ugunsgréeka riska apdrosinasanas atlidzibas laika
perioda no 1980-1990.gadam. Secinajumos aprakstiti galvenie darba iegutie rezultati.
Pedeja nodala ir ievietots izmantotas literatiiras saraksts. Pielikuma ir ievietotas statis-

tiskas paketes R [6] apliukoto metozu izstradatas programmas.



1. Teorijas apskats

1.1. Regulari vari€josas (RV') funkcijas

Ekstremalo vertibu teorija svariga loma ir regulari variejosam funkcijam. Ari saja
darba regulari variejosas funkcijas jedziens tiks izmantots loti biezi. Lai izprastu, kas ir
regulari variéjosa funkcija, apliikosim tuvak §1 termina skaidrojumu un piemeérus. Galve-
nokart informacija ieguta no gramatas [2, 360-401 lpp.].

Motivacija. Viens veids ka izskaidrot terminu regulara variacija ir definét to ka funkci-

jas atvasinajumu bezgaliba. Kadai reali mérojamai funkcijai g(y) izsakam diferenciali

gy +h)—gly)
; :

kur h # 0. Tikai tagad aplikojam nevis gadijumu, kad h — 0, kddam fiksétam y, bet
gan gadijumu, kad y — oo un h ir fiksets. Ja sada robeza eksiste katram h (h # 0), tad
apgalvosim, ka 81 robeza nav atkariga no h. Ja robezu apzimesim ar «, kad y — oo, tad
definéjam funkciju f: RT — R*, kur f := e9(s®),

Var redzét, ka, ja més pienemam, ka y = logt, h = logx

- 1 log ) — g(1
i S@ ) —9y) _ . gllogt +logz) —g(logt)

Y—+00 t—o00 log iy

Veicot dazus parveidojumus:

] ] —q(1
lim (g(logt +logx) — g(logt)) log
t—00 log

= tlim g(logtz) — g(logt) = alogx
—00
un ekvivalence nepazudis, ja rakstisim

lim 6g(logt;v)—g(lo,g;t‘) _ ealog,z
t—o00

9



jo exp(z) ir monotoni augosa funkcija. Tegustam, ka

lim e9(ostz)—g(logt) _
t—o00
eg(log tx)

= e egllost)
t
= lim f(tz) = z°

Definicija 1. Lebega meérojamu funkciju f(x) : RT™ — R sauksim par regulari variejosu

(bezgaliba), ja V « > 0 eksiste galiga robeza o € R, kas nav vienada ar nulli, un ja

o fltx)
A O

Ja a =0, tad f sauc par léni variéjosu funkciju, kurai ir speka

lim f(tz)
t=oo f(1)

« sauc par regularas variacijas indeksu. Lieto pierakstu f € RV,. Tas nozimeé katram

(1.1.1)

= 1.

realam «, RV, pieder funkciju klasei, kura regulari varié bezgaliba ar regularo variacijas

indeksu a.

Piemérs 1. Katram a, 3 € R funkcijas 2%, 2%(logz)”?, 2%(loglogz)? pieder RV,,. Leéni
varigjosas funkcijas ir katram 8 € R, L(x) = (logr)®. Funkcijas sinz, e nav regulari

variejosas funkcijas.

1. Ja f(z) = x%, tad
tlggo% - tliglo(tt#“) ="

2. Ja f(x) = 2%(log x)?, tad var paradit

B
«o logx

fr) o ()logtay " (lost (14+35))
lim ——~ = lim ——————" = lim =
tooe f(t) oo t(logt)? ioee (logt)?

B
= lim z° (1 + logx) =z
t—00 logt

3. Ja f(k) = (logz)®, tad robeza

t log xt)® 1 logt\* 1 ¢
lim f(tr) = lim —( 0g 7t) = lim —ng+ o8 = lim (1+ o8 =1.
t—o0 f(t) t—o0 (logt)a t—o00 logt

4. Ja f(x) = sinz, tad katram x > 2 izteiksmei f(xt)/f(t) neeksiste robeza, kad

t — o0.



Piezime 1. Ja lim, ,., L(z) = b € (0,00), tad L(x) ir leni variéjoSa funkcija.

Piezime 2. Regulari variéjosa funkcija pienem formu x*L(x), kur o > 0 un L(x) ir leni
variejosa funkcija (skatit [7, 110.-116. lpp.]).
Pieminesim dazas Ipasibas, kuras piemit regulari variejosam funkcijam. Ipasibu pie-

radijumus skatit ([2, 368-369 lpp.]).
1. Ja f € RV,, tad % — «, kad t — oo. Tas norada, ka

0, a <0,
lim f(t) =
tee oo, a>0

2. Ja f1 < RVal, f2 € RVa27 tad fl + f2 € Rvmax(al,a2)~ Turklat, ja thm fg(t) = 00,
—00
tad kompozicija fi; o fo € RV, a,-

3. Ja f € RV, ar @ > 0 (a < 0), tad f asimptotiski ekvivalenta stingri augosai
(dilstosai) diferencejamai funkcijai g, kuras atvasinajums ¢’ € RV, 1, ja « > 0 un

—g € RV, 1,jaa<0.

4. (Potera nevienadiba (1942)) Pienemam, ka f € RV,. Ja patvaligiem d;,d2 > 0
eksiste tg = to(d1, 02) tads, ka katram t > to, tx > t, izpildas

t
(1= 61)a® min(z”, 27%) < % < (14 61)x max(22, 7°%). (1.1.2)
Piezime 3. Izpildas art pretéjais, t.i. ja funkcijai f ir speka Potera nevienadiba,

tad f € RV,

5. Ja f € RV,, a >0 un f ir augosa, tad inversa funkcija f~! € RV1.

1.2. Visparigais ekstremalo vértibu sadalijums

1.2.1. Ekstremalo vértibu teorijas pamati

Pienemsim, ka ir doti X1, ..., X, neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi. Eks-
tremalo vertibu teorija péta ka robezgadijuma uzvedas izlasu ekstremalas vertibas M,, :=
maz (X1, Xo, ..., X,,) vai min(Xy, Xs, ..., X,,), kad n — oo. Un visbiezak ekstremalo vér-
tibu teorija galvenais uzdevums ir noskaidrot, kadu robezsadalijumu var pienemt izlasu

maksimumi, ja izlases sastav no neatkarigiem un vienadi sadalitiem gadijuma lielumiem.

9



Ar F apzimesim teoretisko sadalijumu péc kura ir sadaliti gadijuma lielumi X, ..., X,,,

un ar z* apzimesim labo galapunktu, t.i.,
" :=sup{z: F(z) < 1}.
x* var pienemt ari bezgaligu vertibu. Tad
max (X, X, ..., X;) i ", n — oo,
kur 5 nozima konvergenci péc varbiitibas, jo varbitiba
P(M, <z)= P(max(Xy, Xs,..,X,) <z)=P(X; <z, Xy <z,..,X, <z)=F"(x),

konverge uz nulli, ja x < 2* un uz viens, ja & > x*. Si varbutiba raksturo maksimuma M,,
sadalijjuma funkciju. Intuitivi var saprast, ka M, asimptotiska uzvediba ir ciesi saistita
ar sadalijuma funkcijas F' labas astes labo galapunktu x*.

Dzilaku ieskatu par maksimumu sadalijumu dot vajas konvergences rezultats, kuru
iegist no centretiem un normalizetiem maksimumiem. Ta ir viena no svarigakajam temam
ekstremalo vertibu teorija. Lai iegitu nedegenerétu robezsadalijumu, gadijuma lielumus
NOrme.

Pienemsim, ka eksiste virkne konstansu a,, > 0 un b, € R (n = 1,2, ...), tadas, ka

max(Xl,Xg, ,Xn> — bn

Qn

veido nedegeneretu robezsadalijumu, kad n — oo, t.i.,

lim F"(anz +b,) = G(x) (1.2.1)

n—00

katra nepartraukta punkta x no G, un G ir nedegeneréta sadalijuma funkcija. Robeziz-
teiksmi (1.2.1) var pierakstit arT savadak, tapéc alternativo izteiksmes pierakstu paradisim
nakosaja apaksnodala. 1.2.2. nodala tiks aprakstiti visi iespéjamie sadalijumi G, kurus
var iegut ka robezu izteiksme (1.2.1). Sadus sadalijumus G sauc par ekstremalo vertibu
sadalijumiem. Katram iespéjamam ekstremalo vertibu sadaljjumam G tiks aprakstiti ne-
pieciesamie un bitiskie nosacijumi. Sie nepieciesamie un biitiskie nosacijumi tiks uzlikti
sadalijumiem F' no (1.2.1), jo katrs G satur veselu klasi no dazadiem F. So klasi dazkart
sauc par G definicijas apgabalu. 1.2.3. nodala tiks paraditi ekstremalo vertibu sadalijumi

un to definicijas apgabali.

10



Veiksim dazus parveidojumus ar nosacijumu (1.2.1). Logaritmejam abas puses un

iegiistam ekvivalentu izteiksmi

lim nlog F'(a,z + b,) = log G(z). (1.2.2)

n—oo
No vienadojuma (1.2.2) ir redzams, ka F(a,x + b,) — 1, katram x. Aplukojot robezu

lim = log F(a,x + by,)

=1
n—oo 1 — F(a,z+0by,)

Y

var iegit, ka izteiksme (1.2.2) ir ekvivalenta ar

lim n(1 — F(a,z + b,)) = —log G(z),

n—oo

kur log F'(a,x + b,) tika aizstats ar 1 — F'(a,xz + b,). Un, ja panemam iegutas sakaribas

apgriezto lielumu, iegiistam izteiksmi

I ! ! (1.2.3)
im = : 2.
n—oo n(l — Fa,x +b,)) —logG(z)

Nosacijumu (1.2.3) izteiksim caur inverso funkciju. Pienemsim, ka katrai nedilstosai fun-

kcijai f inversa funkcija ir £, kura ir nepartraukta no kreisas puses, t.i.,

SN @) =inf{y : fy) > x}.

Lemma 4. Pienemsim, ka f, ir virkne no nedilstosam funkcijam un g ir nedilstosSa fun-
kcija. Piepemsim, ka katrs x kada valéja intervala (a,b) tiek raksturots ka nepartraukts
punkts no g,

lim f,(x) = g(x). (1.2.4)

1

Piepemam, ka f71, 7' ir no kreisas puses nepartrauktas inversas funkcijas funkcijam f,

un g. Tad katrs x intervala (g(a), g(b)) ir nepartraukts punkts g~ un iegist, ka

lim f,'(z) = g '(2). (1.2.5)

n—oo

Lemmas pieradijums balstas uz to, ka tiek fikséts ¢ > 0 un tiek pieradits, ka katram

n, ng € N, n > ng ir speka

S @) —e<g ' (z) < [ (2) +e

Tas ir iespejams, jo nepartrauktie punkti x no g veido blivu kopu. Lemmas pieradijumu

var skatit [2, 5 Ipp.].

11



Lemmu 4 piemerosim sakaribai (1.2.3). Ar U apzimesim inverso funkciju no funkcijas
1/(1 — F), kura ir nepartraukta no kreisas puses. Tas ir, ja mums ir doti X, Xo, ..., X,

neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi un X; ~ F', tad lielumam

1

T F)

inversa funkcija ir
r=F"1 (1 - %) = U(t). (1.2.6)
Atzimésim, ka U(t) ir definéta visiem ¢ > 0.
Savukart —1/log G(z) inversa funkcija ir G~'(e™*/%). Un viegli redzet, ka 1/(n(1 —

F(anz 4 by))) inverso izteiksmi var izteikt ka
1
n(l — F(a,x +by)

:t’

1
F n bn =1 e
(anT + by) +nt

1
F Y (F(apr + b)) = apx + b, = F! (1 + E) = U(nt),

U(nt) — b,
T = Uint) = b :
7
Rezultata katram x > 0 sakaribu (1.2.3) ar inversam funkcijam var izteikt ka
— b,
fim 08 = b (e7/*) =: D(x). (1.2.7)
n—0o0 (07%

Talak izteiksim kopsavilkumu teoréma, kura formulésim vairakus ekvivalentus apgal-
vojumus.
Teoréma 5. Pienemsim, ka dotas a, > 0,b, € R konstansu virknes un G ir nedegenere-
josa sadalijuma funkcija. Tad sekojosi apgalvojumi ir ekvivalenti:

1. Katram G nepartrauktibas punktam x

lim F"(a,x + b,) = G(x).

n—oo
2. Katram G nepartrauktam punktam x, kur 0 < G(x) < 1, a(t) := ap, un b(t) := by)

(kur [t] ir vesela dala no t)

lim ¢(1 — F(a(t)z +b(t))) = —log G(z).

n—oo
3. Katram x > 0 nepartrauktam punktam no D(z) = G7* (e7*"), a(t) := aj, un
b(t) = b[t]
= D(z). (1.2.8)
Pieradijumu skatit [2, 6 Ipp.].

12



1.2.2. Ekstremalo vertibu sadalijumi.

Tagad mes atrodamies pozicija, kad varam identificét ekstremalo vértibu sadalijjumu
klasi, kuru iespejams iegiit ka robezvertibu no sakaribas (1.2.2). Teoréma 6 noformulésim

visus iespejos G(x) sadalijumus.

Teoréma 6. (Fisher un Tippet (1928),Gnedenko (1943))
Visparigais ekstremalo vertibu sadalijums ir Gy (ax +b) ar a > 0, b € R, kur katram

14~z >0,

exp (— z)~ Y
G (a) = p(=(L+72)77), v #£0, 129)
eXp(_eix)a Y= 0.

Definicija 2. Parametrs vy no (1.2.9) tiek saukts par ekstremalo vertibu indeksu.

Pieradijums. Pieradisim Teorému 6. Pienemsim, ka mums ir dota robezfunkciju klase D
no (1.2.8). Pienemsim, ka vertiba 1 ir nepartraukts punkts no D. Tad, atzimesim, ka

nepartrauktam punktam x > 0 speka,

L Ulta) — U ()

e all)

= D(x) — D(1) =: E(x). (1.2.10)

Nemsim y > 0 un rakstisim

Ultey) —U(t) _ Ultzy) — Ulty) alty) | Ulty) - U() (12.11)

a(t) a(ty) a(t) a(t)
Meés apgalvojam, ka eksisté robezas lim; o (U(ty) — U(t))/a(t) un liny_, a(ty)/a(t). Ja
robezas neeksiste, tad eksiste tadi Ay, As, By, Bs, ka Ay # Ay vai By # Bs, kur B; ir
robeza no (U(ty) — U(t))/a(t) un A; ir robeza no a(ty)/a(t), i = 1,2, kad ¢ — co. No

(1.2.11) atrodam, ka

E(zy) = E(x)A;+ B;, i=1,2, (1.2.12)

katram nepartrauktam punktam z no F(-). Kadam patvaligam z izvelamies virkni nepar-
trauktu punktu x,, tadus, ka x, T (n — o). Tad E(x,y) — E(zxy) un E(z,) — E(z),
ja E ir nepartraukts no kreisas puses. (1.2.12) speka visiem pozitiviem z un y. Atnemot

vienu no otras izteiksmes pie ¢ = 1, 2, iegistam
E(ZE)(Al — AQ) = BQ — Bl

visiem z > 0. Ta ka E nedrikst but konstante (jo G ir nedegenerejosa), jaiegust, ka

Ay = As un tapeéc ari B; = B,. Secinajums:

A(y) = lim alty)

s alt)
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eksiste katram y > 0, un katram x,y > 0,
E(xy) = E(x)A(y) + E(y).
Tadejadi nemot s :=logx, t :=logy (x,y # 1), un H(x) := E(e”), iegustam
H(t+s) = H(s)A(e") + H(t), (1.2.13)
ko varam parrakstit ka (jo H(0) = 0)
H(t+s)— H(t) H(s)— H(0)

: = - A(eh). (1.2.14)

Seit eksisté viens ¢, kur ir H-diferencéjams (jo H ir monotona); tapéc no (1.2.14) H ir

diferencéjama katra punkta un
H'(t) = H'(0)A(e"). (1.2.15)

Apzimejam Q(t) := H(t)/H'(0). Atziméjam, ka H'(0) # 0: H nevar but konstante, jo G
ir nedegenerejosa. Tad Q(0) =0, '(0) = 1. No (1.2.13) iegustam

Q(t +5) — Q(t) = Q(s)A(e"),
un no (1.2.15) iegustam

Qlt+5) — Q1) = Qs)Q(8). (1.2.16)
Atnemot vienu no otras §is izteiksmes ar ¢ un s, iegistam

Qs)—1_Q(s)

Q(t) (Q'(t) — 1),

tapec (ja s — 0),
Q(H)Q"(0) = Q(t) — 1.
legiistam, ka @ ir divreiz diferencéjama, un
Q//(())Q/(t) — Q”(t).
Tapec
(log @)'(t) = Q"(0) =7 €R
katram ¢. No ta seko (atzimesim, ka Q'(0) = 1)
Q) = e
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un (jo Q(0) = 0) t
Q(t) :/o evds.

Tas nozime, ka

" _1
H(t) = H'(0)S
Y
un
-1
D(#) = D(1) + H'(0)——
Tapeéc
- — D(1) 1/
DYa) = (1+7—) 1.2.1
0= (14750 (12,17
Ja izvelamies, ka D(z) = G~ (e71/*), tad iegust
D™ !(z) = _ (1.2.18)
-~ —logG(x)’ o

No izteiksmem (1.2.17) un (1.2.18) iegustam teoremas apgalvojumu.
Ja 1 nav D nepartrauktibas punkts, tad pieradijuma jaizmanto funkcija U(txg) ar xg

nepartrauktu punktu no D. O

Musdienas plasi izmanto Teoremas 6 reprezentaciju, kuru aprakstija von Mise (skatit
[8, 271-294 1pp.]) un Jenkinson (skatit [0, 158-171 lpp.]). Teorema 6 parada, ka ro-
bezsadalijuma funkciju var izteikt ar vienu parametru . Bez tam var redzet, ka G, (z)
satur sadalijumus ar diezgan atskirigam iezimem, piemeram bilde 1.1. ir paraditas G, (z)

blivuma funkcijas pie dazadiem .
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B frechet
B gumbel
B weibull

0s
|

06
|

04

0o
1

1.1. att.: G,(x) blivumu funkcijas pie vy = 1 (Freéé sadalijums), v=0 (Gumbela Sadalijums)
un y = —1 (Veibula sadalijums).

Visparigaja ekstremalo vértibu sadalijuma papildus vel var bit parametri p € R, kas

raksturo novietojumu, un o > 0, kas raksturo merogu. Pie siem parametriem G (z, i, 0)

sinner=eof [ (5] )

Ja =0 un o = 1, iegustam standarta ekstremalo vertibu sadalijumu, kur$ ir atkarigs

izsakas ka

vienigi no 7 - sadalijjuma formas parametra. Atkariba no v izskir sekojosus sadalijumus:
1. Ja v > 0, tad iegustam Frese sadalijumu

0 TS
O, (x;p,0) =
67((17/14)/0.)7(1 71‘ > Iu

G,(z) < 1 katram z. Tas nozime, ka labais sadalijjuma galapunkts ir bezgaliba.
Bez tam, kad x — oo, 1 — G, (x) ~ ~~Y72=Y7 tas nozimé, ka sadalfjumam piemit

smaga laba aste.
2. Ja vy =0, tad iegiistam Gumbela sadalijumu
—e—(@=p)/o
Go(z;p,0) =e VreR,

katram realam x. Sadalijjuma labais galapunkts ir bezgaliba. Sadalijjums ir ar

vieglam astem: 1 — Go(x) ~ e~ *, kad © — oo un eksisté visi momenti.
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3. Ja v <0, iegustam Veibula sadalijjumu

67(7(937#)/0')& ,I < M
Vo(z;p,0) =
1 , T >

Sadalijuma labais galapunkts ir —1/ un tam ir 1sa aste, parbaudot 1 — G, (—y~! —

7) ~ (—yx)™Y7 kad x | 0.

Piemeérs 2. Apskatisim kadu sadalijumu pienem maksimums no eksponenciali sadali-
tiem gadijuma lielumiem. Pienemsim, ka Xi,..., X,, ir virkne no neatkarigiem un vie-
nadi sadalitiem standarta eksponencialiem gadijuma lielumiem. Maksimumu izsakam ka
M, = max(Xy, ..., X,). M, statistikai atnemsim normejosu konstanti Inn. Par norme-
josam konstantem sikaku izklastu var rast gramata [3, 120-127 Ipp.]. Aplukojot ieguta
lieluma kumulativo sadalijuma funkciju

PM,—Inn<z)=PX;<z+ln,..., X, <z+1Inn)=

= HP(Xj <z+lnn)= H 1 —exp(—x —1Inn) =
j=1 j=1
= (1 —n"te™)" =% exp{—e""} = Go(x;0;0)
var redzet, ka maksimumi no standarta eksponenciali sadalitiem gadijuma lielumiem pie-

nem standatgumbela sadalijumu.

Piemeérs 3. Apskatisim kadu sadalijumu pienem maksimums no standarta Kosi sadali-
tiem gadijuma lielumiem. Pienemsim, ka X;,...X,, ir virkne no neatkarigiem un vienadi
sadalitiem standarta Kosi gadijuma lielumiem. Standarta Kosisadalijums ir nepartraukts

sadalijums ar blivuma funkciju
fx)= (@1 +2?)', zeR

Ka arf pienemsim faktu, ka standarta Kost sadalijuma F aste F := 1 — F ~ (7z)7! (

skatit [3, 125 lpp.]). Maksimumu M,, sareizinasim ar w/n. Tad ieguisim, ka

P (”M" < x) —p (X1 <M X, < @) _
T

TTr(n) <M1 # () -
- (1 -— +o(1))n =F exp{—a'} = ®i(2;0; 1),



tatad maksimumi no standarta Kost sadalitiem gadijuma lielumiem pienem Frese sadali-

jumu.

Piemeérs 4. Weibula sadalitu gadijuma lielumu var iegiit no vienmeriga sadalijjuma mak-
simumiem, kur z € (0,1) un maksimumam M,, piemero normesanu (M, — 1)/n.

Tagad mes sakariba (1.2.1) ieviesisim izmainas, nemot G = G, kadam v € R un
teiksim, ka sadalijjuma funkcija F’ pieder G, definicijas apgabalam. Piezime: Tiek lietots

pieraksts F' € D(G,).
Teoréma 7. Katram v € R ir ekvivalenti sekojosi apgalvojumi:

1. FEksisté konstantes a,, > 0 un b, € R tadas, ka

lim F"(a,x + by) = G, (2) = exp (—(1 +v2)"/) (1.2.19)

n—0o0

katram x ar 1 4 ~vx > 0.

2. FEksiste pozitiva funkcija a tada, ka ¥V x > 0,

. Ultr) =U(t) . a1
tlggo BT D, (x) ot (1.2.20)

kur, ja v = 0, tad robezu no labas puses interpreté ka logx.
3. Eksisté pozitiva funkcija a tada, ka

lim t(1 — F(a(t)x +U())) = (1 +~z)~ /7, (1.2.21)

t—o0

wisiem x, kuriem 1+ yx > 0.

4. FEksisté pozitiva funkcija f tada, ka

o L= P+ 2 (1)
e 1- F(1)

= (14 yx)~/" (1.2.22)
katram x, kuram speka 1+ yx > 0, kur xx = sup{z : F(x) < 1}.

Teorémas 7 pieradijumu skatit [2, 10-11 Ipp.].

1.2.3. G, definicijas apgabals

Saja apaksnodala aprakstisim svarigus nosacijumus sadalijumu funkcijam F, lai tas

varetu nodrosinat, ka eksiste tadas normejoso konstansu virknes a,, > 0 un b, € R, ka

lim F"(a,z +b,) = G,(2) (1.2.23)

n—0o0

18



kadam realam ~ un katram x. Sie nosacijumi pieprasa, lai eksiste pirmas un otras kartas
atvasinajumi funkcijai '. Nakama teoréma apgalvo svarigu nosacijumu, kas nosaka pie-
deribu definicijas apgabalam. So nosacijumu déveé par von Mises nosacijumu. Teorémas

pieradijumu skatit [2, 15-1111 Ipp.]

Teoréma 8. Piepemsim, ka F' ir sadalijuma funkcija un x* ir labais galapunkts. Pie-
nemsim, ka eksisté F"(x) un F'(x) > 0 katram z, kas atrodas pa kreisi no galapunkta x*.

Ja

o (1=FY
lim ( 7 ) (t) =~ (1.2.24)
vai ekvivalents

lim =1, (1.2.25)

tad F' pieder G, definicijas apgabalam.

Piezime 9. [zteiksme (1.2.2/) mes iegustam (1.2.23), ja izvélamies b, = U(n) un a, =
nU’'(n) = 1/(nF'(b,)). Talakas nodalas mes izmantosim sekojosos von Mises nosacijumus,

kuri izmainTti, ieviesot lielumu U, kas definéts ieprieks (1.2.6).

Sekas 10. Nosacijums (1.2.24) ir ekvivalents sakaribai

tU”(t)
Jim 0 v—1, (1.2.26)
no kuras varam iequt, ka izteiksme
: U/(tx) v—1
tlgcr}o 0 =z (1.2.27)

ir lokali vienmeriga intervala (0,00) un visbeidzot

i C2) —U() _ 27 —1
tmee tU'(E) gl

tapec pec Teoremas 7 var paradit, ka F' € D(G,).
Vienkarsaks nosacijums ir iespéjams, ja pienemam, ka v # 0. Talak tiks dota teoréma,

kad v > 0, kuras pieradijumu skatit [2, 17-18 lpp.].

Teoréma 11. (y > 0) Piepemsim, ka x* = oo un eksiste F'. Ja

. LF'(t) 1
lim ——— = — 1.2.2
i 1 — F(it) ~ ( 8)

kadam pozitivam -y, tad F' pieder G, definicijas apgabalam.
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Sekas 12. (y > 0) Nosacigjums (1.2.28) ir ekvivalents sakaribai

)
ey =

Talak tiks aprakstiti nepieciesamie un pietiekamie nosacijumi uz sadalijuma funkciju F,
lai ta varetu izteikt G, definicijas apgabalu. Ka ar1 tiks paradits, ka ieprieks aprakstitie
nosacijumi ir loti lidzigi nepiecieSamajiem un pietiekamajiem nosacijumiem.
Nosakot definicijas apgabala nosacijumus, saksim ar nosacijumu (1.2.8) no Teoremas
5, kur D(z) = (27 —1)/7. Tas ir
lim Ul(tz) — b(t)

i == = D) (1.2.29)

katram x > 0, v € R un a ir pozitiva funkcija.
Teorema 13. Sadalijuma funkcija F atrodas G., definicijas apgabala tad un tikai tad, ja

1. katram v > 0: x* =sup{z : F(x) < 1} ir galigs un

. 1-=F(x) ),
I T—Fm ~° (1.2.30)

katram x > 0. Tas nozime, ka funkcija 1 — F(x) ir requlari variejosa bezgaliba ar

variacijas indeksu —1/~.

2. katram v < 0: z* ir galigs un

. 1= F(z* —tx) 1
1 =g/ 1.2.31
0o 1—F(z—t) (12.31)

katram x > 0.

3. katram v =0: z* var bat galigs un bezgaligs un

}gﬂg —F ) =e (1.2.32)

katram realam x, kur f ir deriga pozitiva funkcija.

Teoréma 14. Sadalijuma funkcija F atrodas G., definicijas apgabala tad un tikai tad, ja
katram v > 0: F(z) <1 katram z, [[°(1 — F(z))/z dz < oo, un

R )] ; ( )
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Piezime 15. Robeza (1.2.53) ir ekvivalenta izteiksmei

tlim E(log X —logt|X > 1t) = 1.
—00

Faktiski
[ = F(x)%
L = F(log X —logt| X >1
T = Blog X —logt]X > )
jo
logx — logtdF(x) = 1—F(x)—.
t t z

Sakariba (1.2.33) bus par pamatu Hila novertéjuma konstruesanai parametram - ( skatit
nodalu 1.5.).
Talak paradisim, kadam jabiit normejosam konstantem a,, > 0, b,,, kuras izmantojam

pamata robezsakariba (1.2.23).

Sekas 16. Ja I atrodas G, definicijas apgabala, tad katram v > 0 :

lim F"(a,r) = exp (—z~'/")

n—oo
speka katram x > 0, ja a, = U(n).

Teoréma 17. Sadalijuma funkcija ' atrodas ekstremalo vertibu sadalijuma funkcijas G
definicijas apgabala tad un tikai tad, ja kadai pozitivai funkcijai f, kuram ir speka (1.2.29),
izpildas }H?o f(t)/t =,

lim 1—F(t+axf(t)

= (1 —1/v 1.2.34
R O MR (1.2.34)

visiem x, kuriem speka 1+ vz > 0. Ja (1.2.54) spéka kadai f > 0, tad tas ir speka art
pie f(t) =~t, v > 0. Bez tam, katram f, pie kura (1.2.34) izpildas, ir speka

tlggo f@)/t=~, v>0. (1.2.35)

Lemma 18. Piepemsim, ka ir speka (1.2.29). Ja v > 0, tad lim;_,o U(t) = 0o un
uit) 1

_ L 1.2.36
55 a(t) v ( )
Sekas 19. Katrai v > 0 sakariba (1.2.29) ir ekvivalenta
Ulte)
Jim 0@ =27, x>0 (1.2.37)

Tas nozimé, ka funkcija U wr requlari variéjosa bezgaliba ar variacijas indeksu .
Visu mineto teoremu un lemmu pieradijumi ir atrodami Haan un Ferreira gramata

(skatit [2, 24-33 Ipp.]).
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1.3. Ekscesa funkcija un Pareto sadalijums

Lai defineétu Pareto sadalijjumu, no sakuma definésim papildterminu.

Definicija 3. (Ekscesa sadalijuma funkcija, Ekscesa videja funkcija) Pienemsim, ka X
ir gadijuma lielums no sadalijjuma funkcijas F' un dots labais galapunkts z*. Katram
fiksetam t < x*,

Fiz)=P(X —t<z|X>t), x>0, (1.3.1)

sauc par ekscesa sadalijuma funkciju no gadijuma lieluma X (kas nemts no sadalijuma

funkcijas F), kurs parsniedz vertibu ¢. Funkciju
e(t) = E(X —ulX > u)

sauc par ekscesa vidéjo funkciju no X.

Ekscesa sadalijuma funkciju var raksturot ki nosacijuma sadalijuma funkciju. X ir
vektors no gadijuma lielumiem, ¢ interesejosa robezvertiba. Varbutiba X — ¢ tiek izteikta
ka reizinajums no nosacitam varbutibam un katra nosacita varbiutiba tiek izteikta ka
notikums, kur gadijuma lielums X; parsniedz robezvértibu t.

Zinot, kas ir ekscesa funkcija, aplukosim Teoremas 7 apgalvojumu (1.2.22), kura eksiste
pozitiva, nedilstosa funkcija f tada, ka

o L= P+ (1)
A 1- F(1)

= (14 ya)~ (1.3.2)

katram z, kuram spéeka 1 4+ vx > 0, un z* = sup{x : F(x) < 1}. Pienemsim, ka X
ir gadijuma lielums, sadalits péc sadalfjuma F un F' € D(G,) kadam realam . Tad
vienadojumu (1.3.2) varam parformulet ar ekscesa funkcijas palidzibu, kur katram = > 0,

jay >0, un katram 0 < z < —1/7, ja v < 0, atbildis

lim P X_t>$
tTx* f(t)

legiistam, ka sadalijjuma aproksimacija no (X —t)/f(¢) pie X > t robeza ir vienada ar

X > t) = (1 + x)™/. (1.3.3)

GD, () :==1— (14 yx)~/", (1.3.4)
kad t 1 z*. Esam ieguvusi Pareto sadalijumu.

Definicija 4. Par standarta Pareto sadalfjumu sauc sadalfjuma funkciju GD,, ja

_ )V 0
GD,(z) = =402y £0, (1.3.5)

1_67x77:07
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kur

r20,jay 20,
1

— < z<L0,jay<0.
~

Sakariba (1.3.2) citiem vardiem sakot parada, ka pie kadas zinama limena t (X > t)
sadalijjuma funkciju var aproksimeét ka

T —1

1—F(x)%(1—117(15)){1—GD7 (—)}, x>t

ft)
kas veido astu sadalijumu parametrisku klasi. Més sagaidam, ka ST aproksimacija ir speka
pie vidéja un liela skaita k sakartotam statistikam.

Lai iegutu visparigo Pareto sadalijumu, x vieta ievieto (r — v)/f3, kur normejosas

konstantes » € R un § > 0. Un iegustam, ka GD,(z) ir vienada ar

T —v —1/v
GD%Z,”Q(Z’) =1 (1 + v ﬁ )

un
z>0,jay =0,
x€[0,~-B/y+v, jay<0,v>43/y.

Kopsavilkuma var secinat, ka ekstremalo vertibu sadalijumi G., apraksta robezsadali-
jumus, kurus iegiist no izlasu normalizétiem maksimumiem. Savukart Pareto sadalijums
raksturo robezsadalijumu no datiem, kas parsniedz kadu interesejosu lielu vertibu t.

Pareto sadalijuma ipasibas ir labi aprakstitas [3, 165.-166. lpp.].

1.4. Ekstremalo vertibu sakartotas statistikas

Lai varetu nakamaja nodala aprekinat Hila novertejumu, nepiecieSams zinat dazus
faktus par sakartotam statistikam. Ja mums ir doti gadijuma lielumi X7, ..., X,,, un mes
sakartojam Sos gadijuma lielumus augosa vai dilstosa seciba, tad iegiistam sakartotas
statistikas. Ja sakartojam statistikas augosa seciba, tad sakartotas statistikas parasti
apzime ar

Xl,n S X2,n S S Xn,n-

Isi aprakstisim dazus faktus, kas saista sakartotas statistikas ar ekstremalo vertibu teoriju.
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Ka jau ieprieks paradijam, ja izpildas ekstremalo vertibu nosacijums

L= Flt+af(1)

70 = (L+72)™" (1.4.1)

katram x, kur 1 + yx > 0, vai izpildas ekvivalents nosacijums

. Ultz) =U() 27 -1
tlgi a(t) Ty (142)

pie x > 0 un v € R, tad iespéjams no normalizétiem izlasu maksimumiem iegit sa-
dalijumu (1.2.1). Bet meés varam pateikt vél vairak. Ja speka nosacijums (1.4.1) vai
ekvivalentais nosacijums (1.4.2), tad mes varam iegut konvergenci ari citam ekstremalo

vertibu statistikam.

Piemeérs 5. (Sakartotas statistikas un eksponenciali sadaliti gadijuma lielumi)
Pienemsim, ka Ey, Es, ..., B, ir neatkarigi un vienadi sadaliti pec standarta eksponen-
ciala sadalijuma F'. Ar

El,n S E2,n S S Enm
apziméjam n sakartotas statistikas. Kopeja blivuma funkcija no sakartotam statistikam

izsakas ka
n

fE17E27...En(:L‘17 7:["71) - Hf(xz)7 (xla 7'In) S RTL

i=1
Atzimesim faktu, ka no n vertibam (Ey, Es, ... E,) var tikt izveidoti n! dazadi sakartojumi.
Tas nozime, ka katra sakartota izlase (Ej,,)k—1,. ., var tikt ieguta no n! dazadam izlasem.

Tapéc kopéjo blivuma funkciju no sakartotas izlases varam parrakstit ka

n
fEl,Eg,...En(fEh ,:L‘n) =n! Hf(xl) —
i=1

n n
:n!He’xi :n!exp{—le}, O<a < ... <xp.
i=1 i=1

Talak ieviesisim transformaciju 7', kur
T(x1, .y Tp) = (Tn — Tpo1, 2(Tp—1 — Tp_g), ..., nx1) 0 <21 < ... < Ty

Tad redzams, ka (07 (z)/0x) = n! un

n n—1+1
_ XT; xT; T
Tt U — — .= > 0.
(1:17 ,SL’) (Zn_]+17 Z n—j—i-l’ ’TL)’ ﬂ?]

J=1 Jj=1
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Tad iegustam, ka blivuma funkciju no (E,,, — En_1,2(En—1n — En—24),...,nE1 ) var
izteikt forma

n n—1
_ zj Zj T _
(1, .. ) = n!fEn,n,...,El,n (E i1l E NI L n) =

j=1 j=1

:exp{_ii#}:

i=1 j=1

Tas parada, ka
En,n - En—l,n, En—l,n - En—2,n7 EERE) El,n

ir neatkarigi un eksponenciali sadaliti. E,_; 1, — Fn_;, pec sadalijuma tiecas uz

(Bn—itin — En—in)iz1,..n < (n—i+ 1)71Ei)i:1,.“,n7

kur £y, = 0. No ta seko, ka sakartotas statistikas no izlases ar eksponenciali sadalitiem

gadijuma lielumiem

d -
(Bn—itin)i=t,..n = ( Z J 1Enj+1> .
i=1,...,n

j=n—it1 _

Talak izmantojam F;,, statistikas un parrakstam forma, kuru ir paradijis Renut (1953)
[2], kur

a (Ei Ei B By B By
Eyn,Eopyeciy B p) = , — ey — - ——
(Ein, B, k) (n n+n—1 n—i_n—ljL +n—k+1

un L7, ..., By ir neatkarigi un vienadi sadaliti pec standarta eksponenciala sadalijuma.
Lidz ar to
(B, By ooy Brn) = (Ef Ef 4 B3,y oo Bl + ..+ Ef). (1.4.3)

So rezultatu visparinasim un attiecinasim uz funkcijam, kuras pieder ekstremalo véer-

tibu sadalijumu definicijas apgabalam D(G,).

Teoréma 20. Piepemam, ka Xy, Xo, ... ir neatkarigi un vienadi sadaliti péc sadaliju-
ma funkcijas F. Piepemam, ka F' pieder G. definicijas apgabalam kadam v € R. Ar
Xin <Xy, <. < X,, apzimejam n sakartotas statistikas. Tad eksiste normalizéjosas

konstantes a, > 0 un b, € R no vienadojuma (1.2.1) un fiksets k € N, ka

(Xn,n - bn anl,n - bn ank,n - bn)

5 PIRERD)

Qn an Qn
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konverge uz sadalijumu

9 g eeeny

((Ef)‘”—l (Ef+E5)7 =1 (ET+E§+...+EZH)V—1>
v v v ’
kur EY, ..., B} ir neatkartgi un vienad: sadaliti péc standarta eksponenciala sadaltjuma.

Teoremas pieradijums atrodas [2, 38. Ipp.].

1.4.1. videgjais k

Ieprieks tika apskatitas X, , sakartotas statistikas, un rezultats tika pasludinats pie
nosacijuma, kad n — oo un k ir fiksets. Saja gadijuma nedaudz mainisim nosacijumu
attieciba uz k. Pienemsim, ka k ir atkarigs no apjoma n un rakstisim k = k(n) — oo,
kad n — oo, un k(n)/n — 0. Sie nosacijumi nozimé, ka k tiecas uz bezgalibu, bet leni.

Tapeéc ari k iegiist terminu ”vidéjais k”.

1.5. Astes indeksa 7 Hila novértéjums

Pienemsim, ka X7, ..., X,, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sadali-
juma funkciju F' € D(G.,), v > 0. Tapéc F asti var izteikt ka regulari varigjosu funkciju
F(z) = 27Y7L(x) kadam v > 0 un L(z) ir leni varigjosa funkcija. Jautajums ir, ka
novertet .

Vienkarss un plasi pielietots v novertejums ir Hila novertejums.

Astes indeksa ~ Hila novértéjums pienem formu

N
—_

~

A= log X,,—in — log Xk n, (1.5.1)

| =

Il
=)

7

kur k = k(n) — oo un k/n — 0, kad n — oc.

1.5.1. Hila novértéjuma motivacija

Piemeérs 6. (Pareto sadalijuma parametru vislielakas ticamibas funkcijas novertéjums)
Pienemsim, ka gadijuma lielums X ir sadalits pec Pareto sadalijuma, tad varbutiba,

ka X parsniedz kadu vertibu x ir vienada ar

P(X >uz) = ;



Ar z,, apzime minimalo iespejamo vertibu no X un « := 1/ > 0. Pareto sadalijuma

funkcija ir atkariga no diviem parametriem « := 1/, z,, un pienem formu

1-— (x)a jax > xy,,

Fx(z) = )
0 jax < Ty
Pareto blivuma funkcija izsakas ka
a1 27 > T,
fx(z) =
0 jar <z,

Vislielakas ticamibas funkcija Pareto sadalijuma parametriem «, x,, pie dotas gadijumu

izlases X = (X1, Xs, ..., X,,) pienem formu

n

T 1
m n,_ .no
L(a,z,) = Ha—Xa+1 ="zl

i=1 i i=1""1

Tapeéc logaritmiska vislielakas ticamibas funkcija ir
loa, ) =nlna+nalnz, — (a+1) Zlnxi.
i=1

Ta ka redzams, ka ¢(«, z,,,) monotoni pieaug, ja pieaug vértiba x,,. Ta ki dots sakuma,

ka z > x,, tad T, novértéjam, ka
Ty = min X;.
K2

Lai atrastu novértéjumu «, tad més atvasinam ¢(«, x,,) péc a un iegito izteiksmi pieli-
dzinam nullei. Talak var izteikt novertejumu a.

% — ﬁ+nlnxm—ZlnXZ:0

Ja « ,
i=1
Vislielakas ticamibas o novértéjums ir

n
S.(InX;, —InZ,)

Talak ar X;, < .. < X, apzim¢jam X sakartotas statistikas. Ja no izlases X mes

o=

nemam skaita k vertibas, tad iegiistam, ka
Tm=minX; = X, .
7
Un « vieta ievietojam 1/, tad novérteéjums 7 bis
~ 1 o
v = E ; k (hl ankJri —1In ank,n> .
[egiitais novertejums ir ta sauktais Hila novertejums.
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Piemeérs 7. (Hila novertejums ar regulari variejosas funkcijas tuvinajumu)
Hila novertéjums ir ieguts parveidojot Teoremu 13, kura piepem, ka F' € D(G,),

katram v > 0 tad un tikai tad, ja

1 =F(tx)
=g~ =0

Tiek izmantota parciala integrésana, kur iegiistam, ka

/too(lnac ~Int)dF(z) = /too P g

X

un pec Karamata teoremas [3, 567. Ipp.| seko, ka

1 > t—o00
m/t (Inz — Int)dF(x) — 7. (1.5.2)

Lai no (1.5.2) iegtitu novertejumu 4, veicam sekojosus solus:

(a) F aizvietojam ar empirisko sadalijuma funkciju

1 n
Fn(x) = E Z ]{Xi,ngx}’
=1

(b) t aizvietojam ar t = X,,_j, kddam k£ = k(n). Mes varam izveléties sadu ¢, jo

zemak uzradita lemma saka, ka X, ,, 4 o0, kad k = k(n) — oo un k/n — 0.

Lemma 21. Pienemsim, ka doti Y1,Ys, ... neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielums
ar sadaltjuma funkciju 1 — 1/y, y > 1, un pienemsim, ka Y1, < Yo, < .. < Y,, irn
sakartotas statistikas. Tad, ja k = k(n),

. g.d
lim Y, ¢, — 00, n— oo,
n—ro0

pie nosactjuma, ka k(n) = o(n).
Lemmas pieradijumu skatit [2, 70. Ipp.].
Gala rezultata mes iegiistam Hila novértéjumu 4, kurs tiek definéts ka

Iy, logw —log Xy nd () =

= InX,_:, —InX,_kn.
1_ Fn(Xn_km) 1 ]Zl n 7y n k,

A

Atzimesim, ka nav asimptotiski lielas nozimes, vai més summu nemam lidz k vai k — 1.

Piemeérs 8. (Hila novertéjums ka videjas ekscesa funkcijas tuvinajums)
Ja pienemam, ka X ir gadijuma lielums no sadalijuma funkcijas F' € D(G,), v > 0

un X > 1, tad (1.5.2) varam parrakstit, ka

t—o00

E(InX —Int|ln X > Int) — ~.
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Apzimejot u = Int un e*(u) ir videja ekscesa funkcija no In X, tad iegustam, ka

e*(u) =% 7.
Hila novertejums ir interpretets ka e} (In X,,_,) - empiriska videja ekscesa funkcija no
In X, kura tiek aprekinata pie robezvertibas u = In X,,_ ,,.

Teoréma 22. Piepemsim, ka doti X1, Xs, ... neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lie-
lumi ar kopéju sadalijuma funkciju F. Piepemsim, ka F' € D(G,) ar v > 0. Tad, ja

n— 0o, k=k(n) = oo, k/n — 0, izpildas

~ P
= .

Pieradijums. Sekas 1.2.34, kur F' € D(G,) ar v > 0 norada, ka robeza

Ultr)
it U®)

v

katram x > 0. Tas nozime, ka $o apgalvojumu varam izteikt ar regulari varieéjosas funkcijas
ipasibu (1.1.2), kur visiem X > 1 un ¢t > to, speka

Ultx)
u(t)

(1—e)2"™ < < (1+4¢e)z"*e,

vai ekvivalenti,

Ut
log(l —¢) + (v — &')logz < log (%) <log(l+¢)+ (y+¢)logz. (1.5.3)
Pienemsim, ka doti Y7, Y5, ... neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar kopéjo
sadalijuma funkciju 1 — 1/y, y > 1. Tevérosim, ka U(Y;) 2 X, i=1,2,...

Ir svarigi pieradit rezultatu, ka 4 := k! Zf;ol logU(Y,—in) —logU(Yu—kn). Izmanto-
jam (1.5.3), kurt =Y, o, =Y in/ Yo rn
Lemma no [2, 69. Ipp.] apgalvo, ka Y;,_x,, — oo gandriz drosi, kad n — co. legustam,

ka

Yn—i,n U Yn—i,n
log(1—¢)+(y—¢")log (Y ) < log <U((Y—k>)

n—k,n

Yn—in
) <log(l+¢e)+(v+¢€)log (Y : )

n—k,n

kur I =0,1,...,k — 1. Tapéc

= v
log(l—¢)+ (v — 5’)E Zlog (Yn—m> <y <
0 "

i k,n
k—1
1 Y,
<log(l4+¢e)+ (y+¢&)~ Zlog ( - Z’n)
k i—0 Yn—k,n
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Tagad pietiek pieradit

= v

1> e (Yk ) L

Atzimesim, ka logY; ir sadalits péc standarta eksponencialda sadalijuma. Un nepieciesa-
mo rezultatu pierada atseviska lemma no [2, 71. lpp.]. Lemma apgalvo, ja mums doti
E Ey, Es, ... neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi, kas ir sadaliti pec standarta
eksponenciala sadalijuma. Ar £y, < Es,, < ... < E, ,, apzimésim sakartotas n statistikas.

Pienemsim, ka f ir tads, ka dispersija Df(E) < oco. Tad

\/E (% lz:; f(En—i,n - En—k,n) - Ef<E))

ir neatkarigs no F,_y , un asimptotiski normals ar videjo vertibu nulle un dispersiju f(E),

kad n — oo, nodrosinot k = k(n) — oo un k/n — 0. O
Talak aprakstisim nosacijumus, kuri nodrosinas 4 asimptotisko normalitati.

Teoréma 23. Pienemsim, ka sadalijuma funkcija F apmierina nosacijumu, kur katram

x>0,
Ul(tz) o
x 1
lim 20~ — T 2 (1.5.4)
t=oe A1) p
vai ekvivalenti var $o nosacijumu uzdot ar
1-F(tr) _ ,.—1/y o/
- —1
lim 50 =2 (1.5.5)
—00
A (=) 1

kur v >0, p <0, un A ir pozitiva vai negativa funkcija un robeza lim;_,, A(t) = 0. Tad

VE(E =) S N (4772>

1—p

tiecas uz standarta normalo sadalijumu, ja k = k(n) — oo, k/n — 0, n — oo un

lim VEA(n/k) = A < . (1.5.6)

n—o0

1.5.2. Situacija, kad Hila novértéjums nestrada

Pienemsim, ka X, ..., X,, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sadali-
juma funkciju F' € D(G,), v > 0. Tapec F asti var izteikt ka regulari variejosu funkciju

F(z) = 27Y7L(z) kadam v > 0 un L(z) ir leni variejosa funkcija.
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Ja leni varigjosa funkcija L(x) no F(x) = 2~Y/7L(x) pietickami atri nekonverge uz
konstanti, varam iegiit nederigu Hila novertéjumu parametram . Siki tas ir aprakstits
[3, 191.-195. Ipp.]. Seit dosim tikai idejisku izklastu. Pienpemam apgalvojumu, ka 4 var
izteikt ka

k—1
.1 . .
T= E_1 ;IHF (Un—in) = F™ (Up—pn), (1.5.7)

kur U, < ... < Uy, ir sakartotas statistikas no vienmeriga sadalijuma U|0,1]. Tiek
noskaidrots, uz ko tiecas 4 péc sadalijuma katram fiksetam n. Regulara variacija no F
parada, ka

Fy)=0-y)"L((1-y)"), ye(01),
kadam L € RV,. Un talak izmantojot (1.5.7) un standarta eksponencialos gadijuma

lielumus E; (no piemera 5), iegust, ka 4, ir vienada ar
’Ayn = ﬁy(ll) + 67(12)7

kur
n

md_ 7 ot YN g
Pr k‘—lAZ n Ui k_l_z v
i=n—k+1 i=n—k+1

Pec SLSL (stiprais lielo skaitlu likums) un CRT (centrala robezteorema) seko, ka pie

neatkarigiem un vienadi sadalitiem gadijuma lielumiem

ja k= k(n) — oc.
Savukart 57(12) caur leni variejosas funkcijas reprezentaciju izsakas ka

1)
B ~ 07— 50,
Y

joC’ng'—>d'O,kadk:k:(n)—>oounk:/n—>0.

Savukart, ja meés izvéelamies, ka

Fy)=(1-y)7(~In(l -y)), ye(01), (1.5.8)
tad

) 11 =

B = = =(to())p—r— ) Wl



o 2) P . _ B R .
Tas nozime, ka ﬁ,(l) — 0 ar logaritmisku atrumu. Lidz ar to, ja velesimies konstruet ti-
has i “lus. i ot Hil - biis i @)
camibas intervalus, izmontojot Hila novértéjumu, mums bis janem véra 3y ’, piemeérojot
norméjosas konstantes. Normeéjosas konstantes biis atkarigas no (parasti nezinamas) leni
variejosas funkcijas L un iegiistam, ka mes nevaram pielietot standarta centralo robezte-
orému novertejumam 4.

Zemak ir paraditi 4 novertéjumi, ja izvelamies F~! no (1.5.8).

Piezime 24. Lai iegitu labu novertéjumu, kad v — 7, nepieciesama kopa no nepiecie-
Samiem nosacijumiem uz F un k(n). Tapéc tiek ieviesti nosacijumi, kas nodrosina

asimptotisko normalitats.

Piezime 25. Hila novertéjumu vienmeér butu ieteicams analizét grafiski. Hila-attélu veido

{(k‘aﬁ/k,n) k= 2, ..,TL} .

Hila-attels wr viens no instrumentiem ka noteikt optimalo k. Nakamaja apaksnodala ap-

rakstisim, ka izveleties optimalo k, lat aprekinatu Ay .

1.5.3. Optimala k = k(n) aprékinasana
Pienemsim, ka X, ..., X,, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sadali-
juma funkciju F' € D(G,), v > 0. Ja pienemam, ka F' asti varam izteikt ka

1 — F(z) = Cia V7 + Cox VP71 4+ 0(1)), = — o0 (1.5.9)

pie C; >0, Cy #0, v > 0 un p < 0, tad ir speka Teoremas 23 otras kartas pienemums
(1.5.5). Parametrs p kontrole 4 asimptotiskas normalitates konvergences atrumu.

Ja mes pienemam, ka F' aste pienem formu (1.5.9), tad nosacijuma (1.5.5) funkcija
A(t) ir viendda ar

A(t) = py 1C,C0 P = CtP. (1.5.10)

Ta ka teorema 23 saka, ja VEA(n/k) — A, tad
VEG =9) 5 4N(0,1) + ——.

Lidz ar to iegiistam aproksimaciju

L N Ty ey S (e



Un tagad velamies uzzinat pie kura k $1 aproksimacija ir vislabaka. Tiek meklets risina-

jums uzdevumam

Ta ka pienemam, ka A(t) = Ct” un vienkarsakam pierakstam pienemam, ka ¢ := n/k, tad

t,.)/2 CQtQp
argmin (— + —> .

ir jaminimize

>0 \'n  (1—p)?
Vienadojumu atvasinam péc ¢ un pielidzinam nullei. Tegustam, ka
2 2\ 1/(1-2p)
(1 —p) —2p/(1-2p)
k= || ——— P P 1.5.11

kur ar [z] apzimejam veselo dalu no z.

1.6. Hila novertejuma ticamibas intervalu noveértéesa-

nas metodes

1.6.1. Normala aproksimacija

Ticamibas intervalu ar normalas aproksimacijas metodi paradija Cheng un Peng 2001.ga-
da [10]. Saja darba tiek aplukoti ticamibas intervali astes indeksa vy Hila novertejumam,
ka ari pie kadiem nosacijumiem tiek izvéléts optimalais k un tiek sasniegta parklajuma
precizitate 1 — .

Pienemsim, ka X1, ..., X,, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sadali-

juma funkciju F(z), un pie v > 0, ¢ € R F asti var izteikt ka regulari variejosu funkciju
1— F(x|y,c¢) = ca™ /7

katram = > 0. Ar X, < .. <X, , apzimejam X}, .., X,, sakartotas statistikas. Tapat ka

pie optimala k meklesanas, pienemam, ka F' asti varam izteikt ka (1.5.9), t.i.,
1— F(x) = Cha V7 4 Cox (1 4 0(1)), = — o0 (1.6.1)

pie C7 >0, Cy #0, v > 0 un p < 0. Tad ir speka Teoremas 23 otras kartas pienemums
(1.5.5).

Pienémums 1. Ja speka piepemums (1.5.9) un k — oo, k/n — 0. Tad
VE(G =) 5 N(0,%),
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tad un tikai tad, ja k = o(n?(1—)/(0+20-2)),
Ja pienemums 1 ir speka, tad astes indeksa v Hila novertéjuma divpusejais ticamibas
intervals, kas ir izteikts ar normalo aproksimaciju pie nozimibas limena 1 — « ir vienads

ar

~ Zan . Za'n
[N(l_a):<fyn_\/E77n+\/E)7

kur ar z, apzime kvantili no P(|N(0,1)] < z,) =1 —a.

1.6.2. Vislielakas ticamibas metode

Ticamibas intervalu konstruésana Hila novértéjumam ar vislielakas ticamibas metodi
paradija Lu un Peng 2002.gada (skatit [11, 340.-341. Ipp.]). Pienemsim, ka X, ..., X,
ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sadalijjuma funkciju F'(z|v,c), kur

v >0, c € Run F asti var izteikt ka regulari variejosu funkciju
1= Flaly,e) = ca™,

kad v < X,,_jn. Ar X,_x, apziméjam (X;) sakartotas statistikas. Vislielakas ticamibas

funkcija tiek defineta ka

n

LP(V? C) = H f(Xl|rY7 C)‘

i=1
Ta ka meés Hila novértéjuma noveértésanai izmantojam tikai augséjas k statistikas, tad

Ly(7, ¢) izsakas ka kopéja sadalijuma funkcija no (X,,—jp, ..., X5, ) un ta pienem formu

) o B n—k-1
Ll (f)/’ C) = u H {anlz/ll,iz} [1 — CXn_ll/c”Yn:| .

n!
i=1

Vislielakas ticamibas metode noverte parametru ¢, atrodot tadu ¢, kas maksimize Li(7).

Tegustam funkciju Ly(7)

Ly(v) = argmax Ly (7, ¢) =

n—k—1 k+1
(n—k—l)' k’+]. hl k’—l—l 1/ —1/y—1
_ (—n! - [ X oxh

n
i=1 v

Talak funkciju Lo(y) maksimizéjam péc v un iegustam, ka
4 = argmax La(7).
B!
[egiistam, ka

1 Xn—i-‘,—l n
An = —_— 1 —"
7 z; o8 Xn—k:,n



Logaritmiska vislielakas ticamibas attiecibas testa statistika [12], pareizinata ar —2, ir

L ATL An
Rp(y) = —2log L;((;)) =2(k+1) {% —1- log%} :

Talak sekojosa teorema ir balstita uz Hila novertejuma asimptotisko normalitati.

Teoréma 26. Pienemsim, ka kadam p < 0 un k — oo, k/n — 0, kad n — oo, ir speka

Hila novertéjuma otras kartas nosacijums

—rY P _
lim Ulte)/U(t) — x _ ° 1’
t—co0 A(t) p

kur U(t) ir inversa funkcija no 1/(1 — F(t)). Un funkcija A(t) — 0, kad t — oo. Tad
R(Y) asimptotiski tiecas uz X3 sadalzjumu, ja vVkA(n/k) — 0 pie n — oco.
No sis teoremas tiek konstruéts Hila novértéjuma ticamibas intervils ar nozimibas

robezu 1 — a. Astes indeksa ticamibas intervalu atrod no

Ip(a) = {v: R(7) < ca},
kur ¢, atbilst P(x? < ¢o) = 1 — a. Iegusim astes indeksa ~y ticamibas intervalu, kurs

asimptotiski atbilst parklajuma precizitatei 1 — a.

1.6.3. Neparametriska ticamibas metode

Ticamibas intervalu konstruésana ar neparametrisko vislielakas ticamibas metodi pir-

mais iepazistinaja Owen (1988, 1990) skatit [13]. Savukart so metodi Lu un Peng (2002)
izmanto, lai konstruetu ticamibas intervalus astes indeksa  Hila novertejumam [11, 339.—
340. lpp.].

Pienemsim, ka Xi, ..., X,, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sada-
ljjuma funkciju F'(). Talak, definejam Y ka naturalo logaritmu attiecibu no n —i + 1
un n — i-tas sakartotas statistikas, ko var pierakstit: Y; =i log(X,, n—i+1/Xnn—i) katram

i=1,.....k. Var paradit (skatit [11, 812.-815. lpp.]) ka katram fiksetam k, kad n — oo

kur {w;,1 < i < k} ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar eksponencialo
sadalijuma funkciju un vidéjo vertibu 1. Citiem vardiem var teikt, ka Hila novértéjums
7 asimptotiski ir izlases no gadijuma lielumiem {w;,1 < i < k} videja vertiba, kur k ir

fiksets.
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Musu uzdevums ir uzbuvet ticamibas intervalus Hila novertejumam 4.
Pienemsim, ka p = (p1, ..., px) ir punktveida masas varbtutibu vektors, kurus iegust no
petamas datu kopas punktiem {Y;,1 < i < k} un pienemsim, ka Zlep,- =1 un p; > 0.

Tad empiriska ticamibas funkcija parametram - ir

k
y) =sup | [ pi, (1.6.2)
Pi=1
ar ierobezojumu Zle piY; =7 [15]. Attiecigi logaritmisko empiriskas ticamibas attiecibu
definejam ar Rp(y) = —2log(k*Lg(7y)). Izteiksmes (1.6.2) maksimumu var atrisinat ar

Lagranza reizinataju metodi.

k
Funkciju Lg(y) = [] p; maksimize pie ierobezojumiem
i=1

k k
pi =0, Zpi =1, Zpi(Y;' —v)=0
i=1 i=1

Dotam v eksiste viens vienigs atrisinajums, ja 0 ir izliektaja caula, kura sastav no pun-

ktiem (Y1 —7), ..., (Yo — 7).

H = ZlOg(pi) + Ao (1 - ZPz) — nA Zpi(yi -), (1.6.3)

kur Ao, A ir Lagranza reizinataji. Atvasinot izteiksmi (1.6.3) péc p;, iegistam, ka

oH 1
=— =X —kXY;—7v)=0.
Opi  pi ° ( )
Talak redzams, ka
OH k ’; k k
Dopig- = =) pido— Y kpiA(Yi—7) =
i1 P TR i=1
sz =02 M=k
=1 apZ
1
Lk kY — )
pi
un iegustam, ka
1 1
bi=77—""~ v
E1+ XY —7)
k
Nemot vera ierobezojumu »_ p;(Y; — ) = 0 un taja ievietojot p;, iegiistam, ka
i=1

Z Y = 0. (1.6.4)

)
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No s§is izteiksmes var izteikt A katram uzdotam ~. Empiriska ticamibas funkcija paramet-

ram 7 tagad tiek defineta ka

ﬁ{kHA m-w}'

=1

Logaritmiska empiriskas ticamibas funkcijas attieciba tiek definéta sekojosi:

v) = 2zlog{1 + A =)}

Teoréma 27. Ja ar U(x) apziméjam inverso funkciju lielumam 1/(1 — F(x)) un piene-

mam, ka eksisté funkcija A(t) — 0, kad t — oo, ka

— 7Y P _
i ZER/ UG =27 2P =1
t=00 A(t) p

ir speka kadam p < 0, un k — oo, k/n — 0, kad n — oo. Tad Rg(vy) asimptotiski tiecas
uz X3 sadalzjumu, jo VEA(n/k) — 0, kad n — oco.

Teoremas pieradijums ir paradits [11].

Teorema 27 ir Vilksa (Wilks) Teoremas neparametriska versija. Vilksa Teorema nosa-
ka, ka logaritmiska vislielakas ticamibas attieciba —2In\, ~ x?. Teorema lauj v nover-
tejumam konstruet ticamibas intervalus ar nozimibas limeni «. Logaritmiska attiecibas

testa statistikai ir x? sadalijums un empiriskas ticamibas konvergences apgabals

Ig(1—a)={y: Re(y) < ci-a},

asimptotiski ir ar uzdotu limeni ¢;_,, kur ¢;_, ir izveléts ka P(X% <c¢1q)=1—a. Nota
tiks iegiits ticamibas intervals parametram ~ ar asimptotisku 1 —« parklajuma precizitati,

kuru aprakstisim zemak sekas.

Sekas 28. Ja

55 A(t) B p

’ Utx)/U(z) — x7 T = 1

ir speka kadam p < 0, un k — oo, k/n — 0, kad n — oo un VkA(n/k) — 0, kad n — oo.
Tad, jan — oo

Pyelp(l—a))=1—a+o(l).

37



1.6.4. Butstrapa metode

Par butstraba ticamibas intervalu konstruésanu smagas astes indeksam v informacija
iegita no Guillou [16], Caers un Van Duck [17], un Qi [18].
Pienemsim, ka mums ir dota izlase (X1,..., X,,) no neatkarigiem un vienadi sadali-
tiem gadijuma lielumiem sadalitiem pec nezinamas sadaljjuma funkcijas . Ar X, <
. < X,., apzimé&jam izlases { X} sakartotas statistikas. Merkis ir noteikt, ka uzvedas
sadalijjuma aste, tas ir, kadu sadaljjumu pienem lielakas sakartotas statistikas.
Pienemam, ka izlasu maksimumi X, ,, veido Frese ekstremalo vertibu sadalijjuma klasi,

tas ir, astes variacijas indeks v > 0. Sadalijuma aste ir regulari variejosa funkcija
1—F(x)=2"""L(z), x>0,

kur L(x) ir leni varigjosa funkcija. Parametra v novértésanai izmantojam Hila novértéju-

mu, kur izmantojam £ videjas statistikas un

k
_ 1
Vn(k‘) = E ; IOg Xn—i—i—l - lOg Xn—k:,n'

Lai gan butstrapa metodi ka neparametrisko metodi plasi izmanto daudzas jomas, ekstre-
malo vertibu teorija tai ir ierobezotas iespejas. Butstraps ar pilno izlases parlasi nedarbo-
jas ekstremalo vertibu teorija. Hall [19] 1990.gada noradija, ka pilnas parlases butstrapa
statistikim nav novirzes, ja statistiku var izteikt ka datu linearu kombinaciju. Tapéc
pilnas parlases butstrapa statistika var but nederiga, ja ista statistika ir ar ieverojamu
novirzi. Ka risinajums tiek piedavats izmantot butstrapa izlases bez atkartojumiem un
tapéc butstrapa izlases apjomu nemt mazaku par sakotnéjas izlases apjomu n. Ta ka meés
izmantosim k videjas statistikas, tad Qi [18] norada, ka saja gadijuma butstraps strada
tikai tad, ja tiek nemtas izlases bez atkartojumiem.

Ticamibas intervalu konstruésana butstrapa metode ar nepilno parlasi un bez atkar-

tojumiem ietver sevi sekojosu algoritmu:

1. Uzgenere vai ieguist datu izlasi { X} ar apjomu n. Aprekina izlases Hila novertejumu

pie uzdota uzdota limena k.

2. Generé skaita B butstrapa izlases {X*}. Izlases {X*} apjoms n; = y/n. Pienémumu
par to, ka janem sads butstrapotas izlases apjoms ni, neviens nav pieradijis, bet

tikai simulaciju cela radies rezultats, ko parada sava raksta Caers un Van Duck [17].
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3. Katrai izlasei aprekina butstrapoto Hila novertejumu 4* pie limena ky. kp ir saistits

B
ol
ni

kur # = 2/3. Sadu f vertibu piepem Hall [19] un ta ir iegfita no aprékiniem, kur

ar k caur sakaribu

tika piemekléts k,,: pie pienémumiem, ka v > 0 un {X} sadalijuma aste konverge uz
Pareto sadalijumu. Pie Iimena k,,; novertejums 4 ir ar vismazako videjo kvadratisko

Kladu.

4. Sakartojam iegiitos butstrapotos novértéjumus 4* augosa seciba un ar butstrapa
procentilu intervaliem nosakam ticamibas intervalu parametram v pie nozimibas
limena «;,

Ip = (a2 Vizay2) -

1.7. Ticamibas intervalu parklajuma precizitate

Lai noteiktu, kura no ticamibas intervalu konstruesanas metodem ir labaka, tiek no-
teikta parklajuma precizitate. Miasu merkis ir ne tikai noteikt metozu parklajuma preci-
zitati, bet ieviest arl korekcijas, kuras var parklajuma precizitati uzlabot.

Ieprieksejas nodalas tika aprakstitas vairakas metodes, kuras aprekina Hila noverteju-
ma ticamibas intervalus.

Normalas aproksimaécijas ticamibas intervals

In(o k) = [(1 = k™ 22002) 7, (14 k722010) 7],

balstas uz vislielakas ticamibas noveértéjuma normala sadalljuma ierobezoSanu. Ar «
apzimejam kludas limeni un ticamibas intervala parklajuma precizitate atbilst 1 — a. z,
ir kvantile no standarta normala sadalijjuma ®, kur ®(z,) =1 — .

Vislielakas ticamibas attiecibas statistikas ticamibas intervals
Ip(a,k) ={0 <y <oo:Rp(y,k) <ca},

kur ¢, atbilst P(x3 < ¢,) = 1 — a, balstas uz to, ka logaritmiskais vislielakas ticamibas
attiecibas statistika ir sadalita pec x? sadalijjuma.

Empiriskais ticamibas funkcijas attiecibas ticamibas intervals ir

Ip(a, k) ={v: Re(v, k) < cu},
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ir ar uzdotu limeni ¢, kur P(x% < ¢,) =1 —a.

Ja ticamibas intervalu konstruesanai izmanto parametrisko vai neparametrisko vis-
lielakas ticamibas attiecibu statistiku, tad R,(v,k) un [(v, k) asimptotiska sadalfjjuma
konvergences atrums ir O(k~'/?), kur k ir sakartoto statistiku skaits. Uzlabot konver-
gences atrumu var ar Bartleta korekciju, kur konvergences kluda tiek samazinata lidz
O(k-3/2).

Vislielakas ticamibas attiecibas statistika ar Bartleta korekciju dod ticamibas intervalu
Ipp(a,k) ={0 <y <oo:Rp(v,k)/(1+ (6k)7") <ca}.

Vislielakas ticamibas attiecibas statistika tika izdalita ar tas asimptotisko videjo vertibu,
ko ari sauc par Bartleta korekcija.

Empiriskais ticamibas funkcijas attiecibas ticamibas statistika ar Bartleta korekciju ir

Ipg(a, k) ={y: Re(v,k)/(1 +a/k) < c.},

13 1#4)
a= -2+,
( 3us 23

Talak nodalas tiks sikak izklastita Bartleta korekcija un tas pielietojums parametriska-

kur a ir

un p; = EB(X — X)7.

jai un neparametriskajai ticamibas funkcijai, kuras savukart ir pielagotas Hila novérteéjuma

ticamibas intervalu aprekinasanai.

1.7.1. Bartleta korekcija vislielakas ticamibas funkcijai

Visparigu ieskatu ka Bartlet korekciju var piemeérot vislielakas ticamibas funkcijai ap-
rakstija Barndorff un Cox 1984.gada (skatit [1]). McCullagh un Cox 1986.gada paradija,
ka Bartlet korekciju var izteikt ar logaritmisko attiecibu pirmo divu atvasinajumu ku-
mulantu invariantajam kombinacijam (skatit [20]). Savukart Cordeiro 1995.gada publice
vienkarsaku un pievilcigaku Bartlet korekcijas izteiksmi viena parametra eksponencialo
modelu klasei (skatit [21]). Haeusler un Segers 2007.gada (skatit [22]) sikak izanalizéja
Hila novertejuma ticamibas intervalu, ja to aprekina ar vislielakas ticamibas funkciju (ar
un bez Bartleta korekcijas).

Ka jau agrak tika paradits, Hila novértéjumu var dabiska veida iegiit ka ticamibas

funkcijas novertéjumu no Pareto sadalijuma.
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Logaritmiska vislielakas ticamibas attiecibas testa statistika, pareizinata ar —2, ir

RP(V? k) = 2{[13(/’7\, k) - lP(V? k)}
Logaritmiska vislielakas ticamibas funkcija izsakas ka

k
k 1
epcﬂk):-—kmqu+;1nxg,hn—(;-+1)§:1nX%4Hi:

i=1
5 k
=—k|—-—+Iny+ InX; |,

=1

kur

)

1 ~
= E Z k (hl Xn—kJri —In ank,n) .
=1

Tad iegustam, ka

Rﬂ%kﬁz%(@§2—1—ml§ﬁ>.

Pec Bartleta pienemuma, ja speka
b -3/2
tad iegistam korigeto logaritmisko vislielakas ticamibas funkciju
Rp(v, k) = wa (v, k)(1 +b/k)7".

R/5(v, k) konverges uz x? sadalijumu ar kludu O(n=3/2).
E(Rp(7, k)) sauc par Bartlet korekciju. Cordeiro sava darba ([21]) pierada, ka E(Rp(7, k))

eksponencialo sadalijjumu klasé iegtist vienkarsu izteiksmi

_ . P

p(7y) pienem formu

p(v) o _4ﬁ/20//2 + o/ﬁ’a”ﬂ” o 5a/2B//2 _ Balﬁlza/// + 30/2ﬁ/ﬁ”/
o (a//BI){s .

Ja aplukojam Pareto sadalijumu un speka nosacijumi, ka v > 0, £ > 0 un k ir zinams,

tad, lai novertetu Hila novertejuma Bartlet korekciju, funkcijas a(y), B(7) ir (skatit [21]).

a(y) =7+1,
1

5(7) = W’
_ &
BW%—gd.
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Piezime 29. Var paradit, jo a(y) = c1y + 2 pienem linearu formu un £(v) = c3/(yey),

kur c1 ,co, c3, ¢4 ir konstantes, tad p(7y) = 2.

Pieradijums. Ja a(y) = c177 + ¢o, tad o/ = ¢; un parejie atvasinajumi ir vienadi ar nulli.
legustam, ka p(y) vienkarsojas lidz

( )___55,/2+35/ﬁ”/
pPY) = 15 ’

Talak izversam §().

By) = & <_C310gc4 _ & ) e _
g% 1y cav?) acs
log k 1
B &1 701’
1 2 6
6/ — 2_7 6// — _3_’ 6/// — 4_
Y 4! S
Lidz ar to iegiistam, ka
_5ﬁ//2 + 36/6///
2
2 1 6
0 (‘m) +3 (T) et
S —3 -
C1 72l
20 18
- 760% C1 766% - 2
v8¢f

]

No piezimes 29 redzams, ka Bartlet korekcija Hila novertejumam ir E(Rp(v,k)) =

1 4+ 1/(6k) un korigeta logaritmiska vislielakas ticamibas funkcija ir

Rp(y, k) = Rp(y, k)(1+ 1/(6k)) .

1.7.2. Bartleta korekcija empiriskai ticamibas funkcijai

Pirmais, kurs pieméroja Bartleta korekciju empiriskai ticamibas funkcijai, bija Diciccio
(1991) (skatit [5]). Saja darba tiks analizets, vai Bartleta korekciju var pielietot art
ekstremu sadalijumu gadijuma. Lidz Sim literattra Bartleta korekcija nav tikusi pielietota
ekstremu sadalijumu gadijumos.

Sava darba Diciccio apraksta ka tiek aprékinata Bartleta korekcija ¢ dimensionalam
parametram 6 = (6y,...,6,) no r—dimensiju (¢ < r) sadalfjumam Fp, kuram eksiste vi-

deja vertiba pp un nesinguldara kovariaciju matrica ¥,. Svarigs nosacijums ir ari tas,
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ka parametrs 6 ir jaspej izteikt ka funkciju no videjas vertibas o un iegiito noverteju-
mu apziméjam ar 0y = 0(ug). Tad ir ieguts gludas funkcijas modelis, kuru aprakstija
Bhattacharya un Ghosh [23], un sava darba pielieto Diciccio.

Ta ka saja darba ir janoverte tikai viens parametrs 7, tad musu gadijuma g = 1.
Lielumu r nosaka tas, cik dazadas videjas vertibas ir nepieciesams pielietot, lai varetu
caur Sim vidéjam veértibam izteikt mis intereséjoso parametru y. Misu gadijuma r = 1.
To var pamatot ar sekojosu algoritmu.

Ja mums ir dota izlase no gadijuma lielumiem Xy, X, ..., X,,, kuri ir sadaliti pec nezi-
nama sadalijjuma Fj. Talak mes sakartojam izlasi augosa seciba un sakartotas statistikas
apzimeéjam ar

Xin <Xop <o < X
Ta ka miss interese izpétit tikai sadalijuma asti, tad izmantojam tikai pedéjas k sakartotas

statistikas. Veidojam jaunus gadijuma lielumus Y;, kur
Yi=i(log Xoiz1n —log Xpin), i=1,... k.

Apskatot izlases vidéejo vertibu no lielumiem Y}, tad iegtsim, ka

=~
Il
=
=<
Il

@
Il
—

N e

hE

Z(lOg Xn—i+1,n - IOg Xn—i,n) -

-.
Il
N

(log Xy —log X1 +2log Xoy1p — oo + klog Xy 1 — klog Xy ) =

(log X1+ log Xojon + .. +10g Xoipn — klog Xo ) =

k
1 Xn—i R
=p 2l <X +1> -
=1

n—kmn

Redzams, ka Y; vidéja vertiba ir v novéertéjums, kurs pazistams ka Hila novertéjumu. Lidz
ar to r = 1, jo nepieciesama tikai viena vidéja vertiba, lai novertétu gadijuma lielumu.

Izmantosim gadijuma izlasi Yi,...,Y) un tas videjo vertibu Y. Misu intereséjosais
parametrs var tikt izteikts ka 4 = Y un lidz ar to ¢ = r = 1.

Logaritméta empiriskas ticamibas attieciba ir
Rg = —2log{Lg(00)/Le(0)} = —2log{k*Lr(6y)}.

Tika ieprieks paradits, ka



Analogi Diciccio rakstam ir jaspej paradit, ka Bartleta korekcija Hi-kvadrata aproksi-
maciju var uzlabot lidz kludai O(k=2). Diciccio sava tehniskaja atskaite ([24]) Bartleta

korekciju define caur lielumu F(nRT R) un apgalvo, ka
P(Rp/E(nR'R) < ca) = P(x] < ca) + O(k7%).

Lidzigi kda parametriskaja gadijuma, arl neparametriskai ticamibas attiecibai, Bartleta
korekcija tiek izteikta ka videja vertiba. Sai gadijuma izmanto Ry = nRTR + O,(k3/?).
Sadu izvirzijumu iegiist no pienémuma, ka pastav Edgeworth izvirzijums, jo eksiste F
sadalljuma momenti un 6(.) ir gluda funkcija.

leviesisim nelielu atkapi,lai aprakstitu, kas ir Edgeworth izvirzijums [25].

Definicija 5. Par statistikas T,, = /n(Z — p) /o Edgeworth izvirzijumu sauc
P(T, <) = ®(z) +n 2P (2)p(x) + n ' Po(z)d(2) + ... + n 92 Pi(x)p(x) + o(n~9/?),

kur ®(z) ir standarta normala sadalijuma funkcija, ¢(z) ir standarta normala sadalijuma
blivuma funkcija un Pj(x) ir polinomi, kas izsakas caur Hermita polinomiem un aproksi-
meétas sadalijjuma funkcijas kumulantiem.

Statistikai 7,, Edgeworth izvirzijuma pirmie polinomi izsakas forma

_1E@—p)’

Pi(z) 6 o3

(1—2?).

LE@— )’ aq

Ja apzimejam ar C) = =5,

)4
Py(z) = CY(102° — 150 — 2°) + 2—14 (E(x(j—4u) — 3> (3z — 2%).

Jaatrod izvirzijums E(nRTR) = 1 — ak™'. Ja aplukojam gadijumu, kad ¢ =7 = 1 un

mis interesé noteikt izlases vidéjo vertibu, tad Diciccio apgalvo, ka

B =1k (<30 1Y ou,

kur p; = E(Y =Y.
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2. Praktiska dala

Praktiska dala ir izpildita statistikas paketé R. R paketé tika izmantotas paketes evd
[26], kura lauj generet ekstremalo vertibu sadalijumu, un SMPracticals [27], kura bija

iebuveti Danijas ugunsgreku risku apdroSinasanas dati.

2.1. Simulacijas

2.1.1. Parklajuma precizitate pie optimala k.

Lai noskaidrotu, cik labi strada neparametriskas metodes, salidzinot ar parametriskam
metodem, konstruesim ~ ticamibas intervalus un noteiksim parklajuma precizitati pie
optimala k.

Lai vertiba k butu pietiekami liela, gadijuma izlases tiek generetas ar apjomu n =

400; 1000; 5000 no sekojosiem sadalijumiem:
1. F(z) =exp (z71/7), kur y = 1/2 un 2;

2. F(x)=(1/2)(1—2)"(1+(1—2)", (0 <x < 1), kur ar F~ apziméjam F inverso
funkciju un (v, p) = (1/2,-1), (1/2,-0.1).

Atzimesim, ka pirmaja gadijjuma sadalijuma funkcijai ir negativa otras kartas regulara
variacija, t.i., A(t) < 0, kura ir definéta ar (1.5.10). Savukart otram sadalijumam ir
pozitiva otras kartas regulara variacija, t.i., A(tf) > 0. Simulaciju skaits ir N = 500 reizes.

Empiriskas parklajuma precizitates ticamibas intervaliem I5(0.95, Ip(0.95), Ix(0.95),
Irp(0.95), Ipp(0.95) tiek noteiktas pie optimala k, kuru var aprekinat péec nodala 1.5.3.
aprakstita algoritma.

Lai noteiktu, kads optimalais k ir funkcijai 1 — F(z) = exp(—2~'/7), $o funkciju

izvirzam Teilora rinda un nemam pirmos divus rindas loceklus,
1—F(z) =1—exp(—z") [ [ 1/2(—a7 Y72 = o=/ — 1722727,
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No kurienes iegustam, ka izteiksmei
1— F(l’) = Clel/’y + CQ(L'il/Wer/’y,

kur atbilstosi C; = 1, Cy = —1/2, p = —1. Tad attiecigi pie n = 400, 1000, 5000
optimalais k,, no formulas (1.5.11) ir 43, 79 un 232.

Parejam funkcijam k,p, tiek aprekinati lidzigi.

2.1. tabula ir atteloti rezultati, kas parada, kadas parklajuma precizitates veido tica-

mibas intervali no abam sadalijuma funkcijam pie k.

2.1. tabula: Parklajuma precizitate pie k.

exp(z7?) |exp (z712) |11 —2)22—2) | 4(1 — )" 2(1 + (1 — 2)™!
E 0.94 0.942 0.856 0.886
P 0.946 0.95 0.88 0.912
n =400 N 0.946 0.946 0.816 0.852
EB 0.952 0.946 0.86 0.89
PB 0.952 0.956 0.888 0.916
0.926 0.936 0.856 0.888
P 0.938 0.944 0.888 0.884
n =1000 N 0.946 0.952 0.824 0.84
EB 0.93 0.944 0.856 0.888
PB 0.944 0.95 0.898 0.896
0.946 0.942 0.89 0.77
P 0.948 0.946 0.89 0.78
n = 5000 N 0.952 0.946 0.85 0.72
EB 0.952 0.95 0.89 0.77
PB 0.954 0.954 0.92 0.8

2.1. tabula parada, ka neparametriskas metodes strada labi, jo pilnigi visas metodes
tiecas uz 95% nozimibas limeni, ja sadalijums atbilst prastham.

Empiriska ticamibas funkcija (E) dod mazaku ticamibas parklajumu, kad izveleta
funkcija ir laba (sai gadijuma Frese sadalijums), un visvairak pietuvinas Normalas aprok-

simacijas (N) metodei, ja dots sadalijums ar A(t) > 0.
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Bartleta korekcija empiriskai ticamibas funkcijai (EB) labak korige parklajuma precizi-
tati, salidzinot ar Bartleta korekciju parametriskai ticamibas funkcijai (PB). Bet redzams,
ka pati par sevi parametriska ticamibas funkcija (P) dod labus parklajuma rezultatus.

Normalas aproksimacijas metode (N) loti labi nosaka parklajuma precizitati gadijuma,
ja mes varam nodrosinat novertejumu normalitati, preteja gadijuma nevar sasniegt labus
rezultatus.

Pedgja stabina redzams, ka, ja izlases apjoms samazinas, tad parklajuma precizitate
palielinas un tuvojas uz 1. Lidz ar to var secinat, ka nevar balstities uz vienu noteiktu &

un nepiecieSams izstradat precizaku k,,: aprekinasanas algoritmu.

2.1.2. Parklajuma precizitate dazadiem k.

Ta ka ir loti gruti pienemt lemumu, pie kura fikséta k ir janovéerté Hila novertéjums
un janosaka ticamibas intervals, daudzos literatiiras apskatos iesaka veikt analizi veselai
kopai no dazadiem k.

Simulacijam izmantosim tos pasus sadaljjumus ar tadiem paSiem izvelétiem ~ un p,
kuri tika aprakstiti iepriekséja apaksnodala. Rezultatus attélosim grafiski.

2.1. attela noverte 4 novertejumus sadalijuma funkcijai F'(z) = exp(—z72). 2.l.a
attela ir paraditi, kadus 4 novertejumus iegtust no simuletiem datiem. 2.1.b, 2.1.c un 2.1.d
attela ir konstruéta parklajuma precizitate no ticamibas intervaliem pie izlases apjoma
n = 400, 1000 un 5000. No 2.1.a attela var redzet, ka 4 novertejumi nav ar lielu izkliedi un
tie svarstas ap isto parametru v = 1/2. Tapec talak var redzet, ka ir japanem salidzinosi
mazs k(n), lai parklajuma precizitate butu tuva 95%. Jau ieprieks paradijam, ka Sai
sadalfjuma funkcijai par optimalo k izvelas k = 43 pie n = 400, k = 79, ja n = 1000 un
k = 232, ja n = 5000. Simulaciju rezultati rada, ka labu parklajuma precizitati iegist,
ja k € (30,40), ja n = 400, k € (60,80), ja n = 1000, un k € (75,90), ja n = 5000.
Tapeéc labi noder apskatities parklajuma precizitati nevis pie viena fikséta k, bet aplikot

situaciju kopuma.
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2.1. att.: F(x) = exp(—2~2) funkcijas 4 novertejumi un parklajuma precizitates.

2.2. attela apskatiti 4 novertejumi sadalfjuma funkcijai F(x) = exp(—2~'/?). 2.2.a
attela ir paraditi, kadus 4 novertejumus iegtust no simuletiem datiem. 2.2.b, 2.2.c un 2.2.d
attela ir konstruéta parklajuma precizitate no ticamibas intervaliem pie izlases apjoma
n = 400, 1000 un 5000. No 2.2.a attela var redzet, ka 4 novertejumiem palielinas izkliede
un istais parametrs ir v = 2. Simulaciju rezultati rada, ka labu parklajuma precizitati
iegust, ja k € (30, 38), jan = 400. Bet empiriska ticamibas metode (E) labakos rezultatus
dod pie k € (55,60). Ja n = 1000, tad k& € (70,85) un pie n = 5000 nevar skaidri izdalit

k intervalu, kur visas metodes uzraditu maksimali precizus rezultatus. Sai gadijuma
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iespejams ir janem lielakas £ vertibas. Var redzet, ka katrai metodei var but savs k

apgabals, kur ta dod labu rezultatu.
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2.2. att.: F(x) = exp(—2~"/?) funkcijas 4 novértéjumi un parklajuma precizitate.

2.3. attela noverte 4 novertejumus sadalijuma funkcijai F(z) kuras inversa funkcija
izsakas ka F~(z) = 1/2(1 — 2)"Y7(2 — x). 2.3.a attela ir paraditi, kadus 4 novertejumus
iegiist no simulétiem datiem. 2.3.b un 2.3.c attéla ir konstruéta parklajuma precizitate no
ticamibas intervaliem pie izlases apjoma n = 400, 1000. No 2.3.a attela var redzet, ka ~
novertejumi nav ar lielu izkliedi un bet tie diezgan atri novirzas no ista parametra vertibas

v = 1/2. Tapéc talak var redzet, ka ir japanem salidzinosi mazs k(n), lai parklajuma
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precizitate butu vislielaka. Parklajuma precizitate ne tuvu nesasniedz 95% limeni un ta
samazinas, palielinoties k vertibai, jo $1s funkcijas otras kartas regularas variacijas funkcija

A(t) ir pozitiva.

J0-0P-%) 0999

parklajuma precizitate

20 40 60 80 100 120 140

parklajuma precizitate

(c) n = 1000

2.3. att.: F~(z) = 3(1—2)"Y?(2—2) parametra v novertéjumi un parklajuma precizitates.
2 Y )

2.4. attela noverte 4 novertejumus sadalijuma funkcijai F'(z), kuras inversa funkcija
izsakas ka F~(z) = 1/2(1 — z)7%(1 + (1 — x)*'). 2.4.a attela ir paraditi, kadus 4 no-
vertejumus iegiist no simulétiem datiem. 2.4.b un 2.4.c attéla ir konstruéeta parklajuma
precizitate no ticamibas intervaliem pie izlases apjoma n = 400, 1000. No 2.4.a attela

var redzet, ka 4 novertejumi nav ar lielu izkliedi un ir mazak nobiditi no istas parametra
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vertibas 7 = 1/2. Tendence samazinaties parklajuma precizitatei saglabajas, palielinoties
k vertibai. Bet §1 tendence nav tik izteikta, jo Sai gadijuma p vertiba ir 0,1 un ta ir

panemta mazaka, neka iepriekséja gadijuma, kur p = —1.

%(1 =)D+ (1-x)) %(1 ) @-00Y)
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Kk

(c) n = 1000

2.4. att.: F(z) = 3(1 —2)7"?(1 + (1 — 2)*!) 4 novertejumi un parklajuma precizitate.
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2.2. Metozu pielietojums realiem datiem

Resnick sava darba [28] norada, ka Aleksandrs McNeils pétot Danijas ugunsgreku riska
apdrosinasanas atlidzibu apmerus, paradija lielisku piemeru ka ekstremalo vertibu vertibu
teorija var tikt pielietota realiem datiem. Mes ari izmantosim Sos datus, lai izpetitu,
kadus ticamibas intervalus izveido vislielakas ticamibas metodes, normalas aproksimacijas
metode un butstrapa metode.

Dati apraksta ugunsgreku riska zaudejuma apmeru laika perioda no 1980-1990.gadam
ieskaitot. Zaudéejuma apmeri veidojas no nodegusas ekas, mantas vertibas un uznemej-
darbibas saglabasanas pasakumiem. Kopé¢jais atlidzibu skaits n = 2156, kuri parsniedz
vienu miljonu Danijas kronu. 2.5.a attela ir redzama laikrinda no Danijas datiem, kur
redzams, ka loti lielas atlidzibas notiek reti, ne katru gadu. 2.5.b attela paradita histo-
gramma no atlidzibam, kuras parsniedz 5 miljonus Danijas kronu. Var ieraudzit, ka tas
dazas lielas atlidzibas veido smagu asti. 2.5.c attela ir paradita vidéja ekscesa funkcija.
2.5.d attela paradits Danijas datu Q-Q plots pret standarta eksponencialam kvantilem.
Danijas datiem aste ir smagaka par eksponencialo sadalijumu un tas lauj mums domat,

ka dati ir ar smagu asti un atbilst ekstremalo vértibu sadaljjumam.
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2.5. att.: Danijas ugunsgreku riska apdrosinasanas dati.

2.6.a attela paradits 4 novertejums atkariba no sakartoto statistiku skaita k. 2.6.b
attela paradits Hila novertejums 1/4 atkariba no k. Var redzet, ka 4 novertejums pie vi-
dejam sakartotam statistikam k ir aptuveni 0.7. 2.6.c attela attéloti 4 ticamibas intervali.
Ticamibas intervali ir zila, sarkana un zala krasa, kur tie tika uzkonstrueti atbilstosi ar
normalas aproksimacijas, parametriskas un empiriskas ticamibas metodem. Ticamibas in-
tervali tika konstruéti pie nozimibas limena o = 95% un dazadiem izveletiem k. Ieguvam,
ka vissaurakos ticamibas intervalus dod normala aproksimacija. Visplasakos ticamibas

intervalus dod empiriska ticamibas metode. 2.6.d attela ir paraditi tie pa$i ticamibas
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intervali, tikai k panemts intervala (30,250). Klat vel tika pievienots ticamibas intervals
ar butstrapa metodi ( linija bruna krasa). Var redzet, ka, empiriska ticamibas funkcija
ir labaka par butstrapa metodi. Butstrapa ticamibas intervali ir salidzinosi loti plasi un

pielauj lielu novirzi no novertejuma, kur citas metodes to nepielauj.
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k 3
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(¢) Ticamibas intervals k € (0,2300) (d) Ticamibas intervals k € (30,250)

2.6. att.: Danijas ugunsgreku riska apdroSinasanas dati.

Empiriska un parametriska Bartleta korekcija netika attélos attélota, jo tas gandriz
neatskiras no parametriskas un empiriskas ticamibas metodes rezultatiem. Savukart tika
tuvak izpetita butstrapa metode bez atkartojumiem. 2.7. attela ir atteloti visi tie pasi ti-

camibas intervali, kas ieprieks (FE-empiriska ticamibas metode, P-parametriska ticamibas
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metode, N-normala aproksimacija), bet papildus ir atteloti ticamibas intervali ar butstra-
pa metodi, kur atskiras apaksizlases apjoms n;. Bl ir veidots no izlasem apjoma 27, B2
ir ar ny = 33 un B3 ir ar apjomu n; = 139. Var redzét, jo lielaku izvélas apaksizlases ny
apjomu, jo lielakam k intervalam spé&jam noteikt ticamibas intervalu. Ka ari, jo lielaks
ir ny, jo Sauraks ticamibas intervals ir pie mazakiem £k un paliek plataks pie lielakiem k.
Tomer tapat redzams, ka ticamibas intervals ar butstrapa metodi paliek visplasakais no

paréjam apskatitajam metodém.

2.0

— N

Bl
B2
B3

o
|

05

0.0

T T T T T
100 200 300 400 500

2.7. att.: Atteloti butstrapa ticamibas intervali B1; B2; B3 atkariba no apaks$izlases apjoma,
kur B1; B2; B3 ir veidoti no apaksizlasem ar apjomu n; = 27; 33 un 139.
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Secinajumi

Darba tika apskatitas vairakas metodes, kas lauj novertet smagas astes indeksa Hila
novertejuma <y ticamibas intervalus. Tika aplukota parametriska un empiriska ticami-
bas funkcijas metode, butstrapa metode un normalds aproksimacijas metode. Simuléjot
dazadu sadalijumu datus un izmantojot parklajuma precizitati, tika analizéta metozu
efektivitate.

Simulaciju rezultati liecina, ja izlasu apjomi ir mazi, tad parametriskas metodes strada
labak par empirisko ticamibas metodi. Bet, ja empiriskai ticamibas metodei tiek pielagota
Bartleta korekcija, tad $is novértéjums ir salidzinams ar parametriskdm metodém un var
dot pat labakus rezultatus par normalas aproksimacijas metodi.

No neparametriskam metodeém empiriska ticamibas funkcija dod Saurakus ticamibas
intervalus neka butstrapa metode. Butstrapa metode konstrué visplagakos ticamibas in-
tervalus. Jo lielaku izvélas butstrapotas izlases apjomu, jo lielakus ticamibas intervalus
iegust. Lai cik ir plasas butstrapa metodes iespejas, var redzet, ka ekstremalo vertibu
teorija S metode nestrada tik labi, ka ari butstrapa metodei tiek papildus pienemti nosa-
cijumi, ka izlases tiek generétas bez atkartojumiem un tapéc ari butstrapa izlases apjoms
ir mazaks par sakotnejas izlases apjomu.

Lai iegutu stabilu 95% parklajuma precizitati pec iespejas lielaka k intervala, otras
kartas regulari varigjosai funkcijai A(t) jabat ar tadu pasu zimi, ka parametram p. Saja
darba mes aplikojam sadalijjumus, kuriem p < 0. K& arl pasam parametram p ir jabtt
mazam.

Pedejais secinajums ir tads, ka reali dzive ir loti griti vai praktiski neiespéjami novertet
A(t), p un sadalijumu, péc kuriem ir sadaliti dati. Tapéc saja gadijuma liela prieksrociba

ir neparametriskajam metodem, kuras balstas vienigi uz v novertejumu.
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A Izveidoto programmu kods

library(evd)

# F(x)=exp(-x~(-1/gamma)), x>0
library(evd)

N<-1000 # simulaciju skaits

nl1<-1000 # izlases apjoms

n2<-20

n3<-120 # k apgabals (n2+1,n2+n3)

a<-1

b<-2

8<-2

X1<-sapply(1:N,function(i) sort(rgev(nl,loc=a,scale=b,shape=s)) )
# Hila estimator

gamma<-function(k,X)

{

n<-length(X)
logX<-sapply(l:n,function(i)log(X[i]))
a<-sapply(1l:k,function(i)logX[n-i+1])
1/k*sum(a)-logX [n-k]

}

gammavektorsi<-function(n3,X)

{
sapply(1:n3,function(i)gamma((i+n2),X))
}

gammamatrica<-sapply(1:N, function(j) gammavektorsl(n3,X1[,jl))
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k<-seq(n2+1,n2+n3,by=1)

for( i in 1:N)

{

points (k,gammamatrical,i],type="1")

}

# empirical likelihood method
g<-seq(1.7,2.3,by=0.01)
Y2<-function(k,X)

{

sapply(1:(k-1), function(i) i*log(X[k-i+1]1/X[k-1]))
}

Ymatrica<-sapply(1:N, function(j) Y2(n1,X1[,jl))
Ymatrical,1]
lam.fun<-function(lamda,G,Y)

{

sum( (Y-G) / (1+1lamda* (Y-G)))

+

eR<-function(n,go,y)

{

gali<-(1-n~{-1})/(go-max(y))
gal2<-(1-n~{-1})/(go-min(y))
lambda<-uniroot(lam.fun,c(gall,gal2),t0l=0.00001,G=go,Y=y)$root
2+sum(log(1+lambdax (y-go)))

+
ex<-function(n,y,hillest,gammamatricaij)
{

solis<-0.1

vertiba<-qchisq(0.95,1)
xx<-gammamatricaij
11<-eR(n,xx,y)-vertiba

12<-eR(n, (xx-solis),y)-vertiba

while(11%12>0)
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{

xx<-xx-solis

11<-12

12<-eR(n, (xx-solis),y)-vertiba

}

exls<-uniroot (function(x) eR(n,x,y)-vertiba,c((xx-solis),xx))$root

xx<-gammamatricaij

11<-eR(n,xx,y)-vertiba

12<-eR(n, (xx+solis),y)-vertiba

while (11%12>0)

{

xx<-xx+solis

11<-12

12<-eR(n, (xx+solis),y)-vertiba

}

ex2s<-uniroot(function(x) eR(n,x,y)-vertiba,c(xx, (xx+solis)))$root

(exls-hillest)*(hillest-ex2s)

}

statvektors<-function(j)

{

sapply(1:n3,function(i)ex((n2+i),Ymatricall:(n2+i),j],2,gammamatricali,j]))

}

statvektors(3)

statmatrica<-sapply(1:N,function(j)statvektors(j))

galavertiba<-sapply(1:n3,function(i)
length(statmatricali,][statmatricali,]1>0])/N)

k<-seq((n2+1), (n2+n3) ,by=1)

plot(k,galavertiba,type="1",ylim=c(0.91,0.98) ,ylab="coverage probability",

main="n=10000,N=1000")

points(k,0.95+0%k,type="1",col="red")

#parametric likelihood

pR<-function(i,g,N)
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{

2% (n2+1) * (gammamatricali,N]/g-1-log(gammamatricali,N]1/g))
}
px<-function(n,N,hillest,gammamatricaij)
{

s0lis<-0.1

vertiba<-qchisq(0.95,1)
xx<-gammamatricaij
11<-pR(n,xx,N)-vertiba

12<-pR(n, (xx-solis) ,N)-vertiba

while (11%12>0)

{

xx<-xx-solis

11<-12

12<-pR(n, (xx-solis) ,N)-vertiba

}

exls<-uniroot (function(x) pR(n,x,N)-vertiba,c((xx-solis),xx))$root
xx<-gammamatricaij
11<-pR(n,xx,N)-vertiba

12<-pR(n, (xx+solis) ,N)-vertiba
while(11%x12>0)

{

xx<-xx+solis

11<-12

12<-pR(n, (xx+solis) ,N)-vertiba

}

ex2s<-uniroot (function(x) pR(n,x,N)-vertiba,c(xx, (xx+solis)))$root
(exls-hillest)*(hillest-ex2s)

}

statvektorsi<-function(j)

{

sapply(1:n3,function(i)px(i,j,2,gammamatricali,j]l))
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}

statmatrical<-sapply(1:N,function(j)statvektorsi(j))

galavertibal<-sapply(1:n3,function(i) length(statmatricalli,]

[statmatricalli,]>0])/N)

points(k,galavertibal,type="1",col="green")

# ticamibas intervalu konstrueshana ar normal aproximation

n<-n3

alpha<-0.05

statvektors2<-function(j)

{

nx1<-sapply(1:n3,function(i) gammamatricali,jl-qnorm(l-alpha/2)*
gammamatricali,jl/sqrt((n2+i)))

nx2<-sapply(1:n3,function(i) gammamatricali,jl+qnorm(1-alpha/2)*
gammamatricali, jl/sqrt((n2+i)))

sapply(1:n3,function(i) (nx2[i]-2)*(2-nx1[i]))

}

statmatrica2<-sapply(1:N,function(j)statvektors2(j))

galavertiba2<-sapply(1:n3,function(i) length(statmatrica2l[i,]

[statmatrica2[i,]>0])/N)

points(k,galavertiba2,type="1",col="blue")

legend(100,0.98,c("95%","Normal", "Parametric","Empirical"),
1lwd=2,col=c("red","blue","green","black"))

# Bartlett correction for empirical likelihood

BartletX<-Ymatrica

meanX<-sapply(1:N,function(i) mean(BartletX[,i]))

mik<-function(k,meanx,bartletx)

{

n<-length(bartletx)

mk<-sapply(l:n,function(i) (bartletx[i]-meanx) k)

mean (mk)

+

mi2<-sapply(1:N, function(j) mik(2,meanX[j],BartletX[,jl))
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mi3<-sapply(1:N, function(j) mik(3,meanX[j],BartletX[,jl))
mi4<-sapply(1:N, function(j) mik(4,meanX[j],BartletX[,jl))
a<-sapply(1:N, function(i) 1/2*mi4[i]/(mi2[i])~2-1/3*(mi3[i])~2/(mi2[i])"3)
#jaunie ticambas intervali (1+a/n)*qchisq(0.95,1)
n<-length(BartletX[,1])

jaunieticint<-sapply(1:N,function(i) (1+al[il/n)*qchisq(0.95,1))
#piemerojam empirical likelihood
exbartlet<-function(n,y,hillest,gammamatricaij, jaunticrob)

{

s0lis<-0.1

xx<-gammamatricaij

11<-eR(n,xx,y)-jaunticrob

12<-eR(n, (xx-solis),y)-jaunticrob

while (11*12>0)

{

xx<-xx-solis

11<-12

12<-eR(n, (xx-solis),y)-jaunticrob

}

exls<-uniroot (function(x) eR(n,x,y)-jaunticrob,c((xx-solis),xx))$root
xx<-gammamatricaij

11<-eR(n,xx,y)-jaunticrob

12<-eR(n, (xx+so0lis),y)-jaunticrob

while(11%x12>0)

{

xx<-xx+solis

11<-12

12<-eR(n, (xx+solis),y)-jaunticrob

}

ex2s<-uniroot(function(x) eR(n,x,y)-jaunticrob,c(xx, (xx+solis)))$root
(exls-hillest)*(hillest-ex2s)

}
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statvektorsbartlet<-function(j)

{

sapply(1:n3,function(i)exbartlet ((n2+i),Ymatricall: (n2+i),j],2,

gammamatricali, j], jaunieticint[j]))

}

statmatricabartlet<-sapply(1:N,function(j)statvektorsbartlet(j))

galavertibabartlet<-sapply(1:n3,function(i)
length(statmatricabartlet[i,]

[statmatricabartlet[i,]1>0])/N)

galavertibabartlet

points(k,galavertibabartlet,type="1",col="brown")

#Bartleta korekcija parametriskai ticamibas metodei

pbx1<-sapply(1l:length(pxl) ,function(i) px1[il*(1+1/(6xk[i])))

pbx2<-sapply(1l:length(px2) ,function(i) px2[il*(1+1/(6%k[i])))

points(k,pbxl,type="1",col="brown")

points(k,pbx2,type="1",col="brown")

#butstraps

B<-1000

ni<-sqrt (length(X))

res<-lapply(1:B,function(i) sort(sample(X,nl,replace=FALSE)))

#nosakam istos novertejumus katram atseviskam kbn

kbn<-seq(2,n1,by=1)

kk<-sapply(1l:(n1-1), function(i) round(kbn[il*(n/n1)~(2/3)))

logX<-log(X)

gamma<-function(k,logX)

{

n<-length(logX)

a<-sapply(1l:k,function(i)logX[n-i+1])

1/k*sum(a)-logX [n-k]

}

Hnk<-sapply(1l:(n1-1),function(i)gamma(kk[i],logX))

Hnk
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# nosakam butstrapotos novertejumus

logY¥<-sapply(1:B,function(i) log(res[[il]))
statvektors<-function(k)

{

sapply(1:B,function(i) gamma(k,logY[,i]))

+

statvektors (kbn[1])

statmatrica<-sapply(1:(n1-2),function(j) statvektors(kbn[jl))

# statmatrica - katra kolonna atbilst savam kbn

# procentilu intervali
sort.statmatrica<-sapply(1l:(n1-2),function(i) sort(statmatrical,i]))
alfa<-0.05

T1.p<-sapply(l:(n1-2),function(i) sort.statmatrical[B*(alfa/2),i])
T2.p<-sapply(l:(n1-2),function(i) sort.statmatrical[B*(1-alfa/2),i])
T1.p;T2.p

points(kk[1:1ength(T1.p)],Tl.p,type="1",col="brown")
points(kk[1:1length(T1.p)],T2.p,type="1",col="brown")
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