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Anotacija

S1 darba mérkis ir mainas punktu analize ilglaicigi atkarigiem procesiem. Tiks apskatiti Vilkok-
sona un vidgjo vertibu starpibas divu izlaSu testi, kas nesen ieviesti ilglaicigas atminas procesiem
(skatit Taqqu, Dehling un Rooch [[I]). Ar simulaciju palidzibu tiks salidzinata testu empiriska
jauda, ka arT analiz€ta statistiku asimptotiska uzvediba pie nosacijuma, ka izpildas nulles hipo-
teze.

Tiks analiz€ta empiriskas ticamibas funkcijas metodes pielietojamiba mainas punktu no-
teikSana ilglaicigi atkarigiem procesiem un salidzinata ar divu izlasu testiem no [|If], ka arT ar

standarta CUSU M algoritma procediiru.

Atslegas vardi: ilglaicigi atkarigs process, Hursta parametrs, mainas punkta testi, CUSUM, EL



Abstract

The aim of this work is change point analysis for the long range dependent processes. The
Wilcoxon and the difference-of-means two sample tests will be discussed, based on recent results
for long range dependent processes (see Taqqu, Dehling and Rooch []1]]). In a simulation study
the power and the confidence level of both tests will be compared, when the null hypothesis
holds.

The applicability of the empirical likelihood method for the change point detection in long
memory processes will be analyzed and compared with the two sample tests from [|1] as well as

with the standart CUSU M procedure.

Keywords: long memory process, Hurst parameter, change point tests, CUSUM, EL
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Apzimejumi

FBM - frakcionala Brauna kustiba
fGn - frakcionalais Gausa troksnis

1d - neatkarigi un vienadi sadaliti dati
SRD -1slaicigi atkarigi procesi

LRD -ilglaicigi atkarigi procesi

R/S - R/S testa statistika

E'L - empiriskas ticamibas metode

W.,, - Vilkoksona testa statistika

D,, -vidgjo vertibu starpibas testa statistika
CUSUM - kumulativo summu metode
—4 _ konvergence péc sadalijuma

—P - konvergence péc varbiitibas

—94- _ gandriz drosa konvergence



Ievads

Ilglaicigas atminas procesi (long range dependent jeb LRD) ir musdienas plasi analiz&ti pro-
cesi (skatit, pieméram, [2]). Peédgja desmitgadé LR D procesi plasi pielietoti telekomunikaciju
zinatn€. Ilglaicigas atminas procesu svarigaka raksturojos$a pazime ir ta, ka autokovariaciju fun-
kcija dilst loti 1€ni. Ilglaicigas atminas procesu apraksta Hursta parametrs H (nosaukts par godu
hidrologam Hurstam, kur§ 1951. gada atklaja So parametru, p&tot Nilas upes problému [3]), kur
H € (1/2,1) liecina, ka procesam pastav ilglaiciga atmina. Musdienas Hursta parametrs para-
das daudzas nozargs sakot no biofizikas [idz pat datorzinatnei. Tomér jaunakas Hursta parametra

novértéSanas metodes nak no fraktalas matematikas.

Mainas punkta analize ir statistiska metode, ar kuras palidzibu iesp&jams noteikt, vai dota
laikrinda ir nemainiga laika [4]. STmetode saka rasties 20.gs vidii [5] kvalitates kontroles kon-
tekstd. Mainas punkta analizi var iedalit divas apaks$nozarés. Pirma ir hipotéZzu parbaude un
otra atbild par mainas punkta atraSanas vietas noteikSanu laikrinda. Ar izmainu raSanos kada
procesa més varam saskarties loti daudzas nozar€s, pieméram, ekonomika, medicina, geologija,
fizika utt. Lidz ar to mainas punktu noteikSana un izp€te muisdienas ir aktuala.

Neatkarigu novérojumu gadijuma mainas punkta problémas ir plasi pétitas, ka ar7 ieviesti
gan parametriskie, gan neparametriskie testi (skatit, pieméram, Csorgo un Horvath [6]). Ir ar1
vairaki rezultati vaji atkarigiem nov€rojumiem, pieméram, Ling [[7], Aue, Hormann, Horvath
un Reimherr [8] un Wied, Kramer un Dehling [9].

Gadijuma, kad datiem ir ilglaiciga atkariba, ir atrodami daudz mazak zinatnisku petijjumu.
Csorgo un Horvath pétija ta saucamos CUSUM testus vidgjas vertibas izmainam. 2002. gada
Kramer, Sibbertsen un Kleiber [[10] novéroja, ka, ja datiem ir ilglaicigas atkariba struktiira, tad
tas var likt nepatiesi noraidit nulles hipot&zi par to, ka izmainu nav.

Antoch, Huskova, Janic un Ledwina [|11]] pétija rangu testus neatkarigiem nov€rojumiem
mainas punkta analizé. Saja darba viens no mérkiem ir izpé&tit rangu testus vidgjas vértibas iz-

mainam ilglaicigi atkarigiem procesiem.

Ar empiriskas ticamibas funkciju (turpmak tiks lietots apzim&jums £'L), ar kuru iepazisti-
naja Owen [|12] un [[13], var veikt statistisko datu analizi, nepienemot nekadus nosacijumus par
datu veidu. Ta ir neparametriska metode, kas ir plasi analizéta neatkarigiem datiem. Saja darba

tiks apliikota un analiz€ta F L statistikas uzvediba ilglaicigas atminas procesiem ar pielietojumu



mainas punkta noteikSana.

St darba mérki ir:

« analizét Vilkoksona un vid&jo vertibu starpibu testu statistiku asimptotisko uzvedibu il-

glaicigas atminas procesiem
* pielietot divu izlasu testus mainas punktu noteikSana, konstrugjot p—veértibu liknes

* F L metodes analize divu izlaSu gadijuma atkarigiem novérojumiem ar pielietojumu mai-

nas punktu noteikSana

Pirmaja nodala definéti ilglaicigas atminas procesi un metodes atminas parametra novertésa-
nai. Otraja - apskatita mainas punkta analize. TreSaja nodala aprakstita asimptotiska statistikas
X — Y uzvediba, pamatojoties uz kuru, apliikoti neparametriskie mainas punkta testi ceturtaja
nodala. Piektaja nodala aprakstita £/ L metode ilglaicigi atkarigu datu gadijuma. Sestaja nodala

veikts metozu praktiskais pielietojums.



1 Tlglaicigas atminas procesi, Hursta

parametrs un ta novertéSanas metodes

1.1 Sev - lidzigi procesi un ilglaiciga atkariba

No sakuma definésim sev lidzigus (self - similar) un ilglaicigi atkarigus (long range dependent)
procesus. VEelak apskatisim, ka Sie jédzienti ir saistiti ar frakcionalo Brauna kustibu un frakcio-

nalo Gausa troksni. Sim mérkim izmantosim literataru [[14], [15] un [[16].

Definicijal. X = { X, : £k =0,1,2,... }irstacionars diskréta laika stohastisks process, ja vek-
toriem (Xy,, ..., Xg,) un (Xg, 40, - - ., Xg,4+n) i tads pats kopgjais sadalijums visiem veseliem
d,n>1unky,... kg > 0. Gausa procesiem tas nozZime to pasu, ka prasit, lai autokovariaciju
funkcija v(k) nav atkariga no n.

Procesam X, izpildas 1pasiba, ka
KXiem + -+ Xpg1ym—1 = am X (1.11)
visiem m > 1, k > 0 un a,, ir reizinatajs.
Definicija 2. Process X (™ = {X,gm) :k=0,1,2,...} visiem m > 1, kur

1
XM =

E(ka + o+ X ym-1)-

Definicija 3. [[16] Diskreta laika stohastisku procesu X sauc par sev - lidzigu ar Hursta parametru
0 < H < 1, ja procesiem X un m'~7 X0 ir vienadi galigdimensionalie sadalfjumi visiem

m > 1. Tas nozimég, ka visiemd > 1un 0 < k; < --- < k; vektoram

(Xeyy- - Xiy)



ir tas pats sadaltjjums, kas vektoram
(m! =X mT X,
Tad no ([1.11)) a,,, = m®, ja X ir sev - lidzigs ar Hursta parametru H.

Definicija 4. Nepartrauka laika stohastisks process Y = {Y'(t) : 0 < t < oo} ir sev - [i-
dzigs process ar Hursta parametru 0 < H < 1, ja procesiem {Y(at) : 0 < ¢t < oo} un

{a"Y (t) : 0 <t < oo} ir vienadi galigdimensionalie sadalijumi visiem a > 0.

Tagad iepazisimies ar ilglaicigo atkaribu. Intuitivi diskréta laika stohastisks process X
ir ilglaicigi atkarigs (ar ilglaicigo atminu), kad ta autokovariaciju funkcija ~y dilst tik 1eni, ka

ZZO:() v(k) = oo.

Definicija 5. [15] Diskréta laika stacionars process (X : j > 1) ar dispersiju 0* = E(X7) —
(EX;)? ir ilglaicigi atkarigs process (ilglaicigas atminas jeb (LRD)), ja ta korelacijas koefi-
cienti

p(k) = o {B(X;Xj0) — (EX;)"}

ir forma

p(k) ~ k™" kadk — ocoun 0 < a < 1, (1.12)

kur k ir autokorelacijas lags, « ir ilglaicigas atminas parametrs un c, ir absoliita konstante (ska-

tit Beran [[17] un Taqqu [2]).

Apgalvojums 1. Piepemsim, ka procesam (Z(t) : t > 0) ir staciondari pieaugumi un tas ir
sev - lidzigs ar Hursta parametru H. Tad, ja 1/2 < H < 1, tad procesa pieaugumi (X; =

Z;— Z;_y :j > 1)veido LRD procesu ar autokoreldcijas koeficientiem
p(k) ~ ¢,k 20" kad k — oo.

Bet, ja H = 1/2,

un tapéc process ir islaicigi atkarigs.
Kad 1/2 < H < 1, tad Hursta parametru H un ilglaicigas atminas parametru « saista

vienadiba
ol “; “ (1.13)




Piemérs 1. Aplikosim procesu SP500 (datus var iegiit majas lapa [18]). SP500 ir populars
500 lielako uzpémumu aktivu tirgus cenas indekss Amerikas Savienotajas valstis kops 1957.

gada. Dati iegiiti par laika periodu 03.01.2006 — 25.05.2011.
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Att. 1.1: Dati laika intervala: 03.01.2006 —25.05.2011. Augsa pa kreisi - S P500 process, augsa

pa labi - S P500 procesa pieaugumi, apaksa attiecigas autokovariaciju funkcijas

Ka var redzet att€la, S P500 process ir nestacionars. levérojam, ka procesam S P500

autokovariaciju funkcija dilst loti l&ni, kas liecina par ilglaicigo atminu.

1.2 Frakcionala Brauna kustiba un frakcionalais Gausa trok-
snis

Definicija 6. [[14] Tadu Gausa procesu By = {By(t) : 0 <t < co}ar0 < H < 1 sauc par

[frakcionalo Brauna kustibu (F BM), ja izpildas $adas ipasibas:

8



* By (t) ir stacionari pieaugumi ;

* By(0) =0un E(Bg(t)) =0visiemt > 0;
« E(Bg)?(t) = t* visiemt > 0 ;

* Bpy(t) ir Gausa sadalfjums visiem ¢ > 0.

H ir frakcionalas Brauna kustibas Hursta parametrs. Frakcionalas Brauna kustibas kova-
ridciju funkcija ir

v(s,t) = E(By(s)Bg(t)) = %{#H + 85— (t — 5)2} (1.21)

visiem 0 < s < t (skatit [[14]). Ta ka Gausa procesiem vidgja vértiba un kovariaciju struktira
nosaka galigdimensionalo sadalfjumu, tapéc, no ([L.21l) més secinam, ka procesam { By (at) :
0 <t < oo}un{a?Bg(t) : 0 <t < oo} ir vienadi galigdimensionalie sadalifjumi. Tatad
frakcionala Brauna kustiba ir sev lidziga ar Hursta parametru H. Frakcionala Brauna kustiba ir

vienigais Gausa process ar stacionariem pieaugumiem, kurs ir sev l1dzigs (skatit [[14]]).

Definicija 7. Picaugumu procesu X = { X : k = 0, 1, ... } sauc par frakcionalo Gausa troksni,
ja
X, = By(k + 1) — By(k).

Procesa X autokovariaciju funkcija (k) ir
1
(k) = 5 llk = 1P = 20k + [k + 1127] (1.22)
visiem k € Z.

« JaH = 1/2,tad v(k) = 0 (iznpemot gadijumu, kad & = 0). Ta ir standarta Brauna kustiba,

kuras pieaugumu ir neatkarigi;
e JaH >1/2,tady(k) >0

attela ir standarta Brauna kustibas un frakcionalas Brauna kustibas pieméri. Var redzét,
ka pieaugumu process abiem ir stacionars. attéla varam redzet, ka standarta Brauna kustibas
autokovariacijas dilst ievérojami straujak, neka frakcionalas Brauna kustibas (H = 0.9) auto-
kovariacijas. Aplakojot pieaugumu autokovariacijas, var redz&t, ka, kad H = 1/2, v(k) = 0,

bet, kad H = 0.9, autokovariacijas ir nozimigas.
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1.3 Hursta parametra noverteSanas metodes

Apskatisim Cetras Hursta parametra noveértéSanas metodes programma R, kuras piedavatas pub-
likacija [[14]. Lai atrastu metodi, kura Hursta parametru noverte visprecizak, §is metodes sakot-
néji tiks pielietotas simul&tiem datiem - frakcionalajam Gausa troksnimar H = 0.6 un H = 0.8
apjoma n = 27 (3ads izlases apjoms tiek izvélets, jo veivletu metode, kuru apskatisim, pieprasa
datu apjomu divnieka pakape). Metodes, kas dos vislabakos rezultatus, pielietosim realiem datu
piemériem, lai noteiktu, vai dati ir ilglaicigi atkarigs process (H >= 0.5), lai Sos procesus darba

turpinajuma varétu pielietot mainas punkta noteikSanai.

1.3.1 Kopejas variacijas metode

Kopgjas variacijas metode ir balstita uz sev - lidzibas Tpasibu. Kopgjais process X (™ izskatas

sadi:
m 1
X" = —(Xpm + -+ + Xpyym1),
m
kur £ = 0,1,... un m apzimé to, cik elementu ietilpst summa X ,im). Sev lidzibas d€] proce-

sam X (™) ir tas pats galigdimensionalais sadalfjums, kas procesam m!~1 X lieliem m. Turklat
Var(X{™) = m*#-2Var(X},). Procesa X\™ dispersija ir vienada visiem k un tas novertgjums

r

Var(X") = 37 (X" = Xm)2, (1.31)
i=0
kur X (™) ir:
1 M-—1 )
Xm = —_ " xim

un M ir vesela dala no n/m (n ir izlases apjoms).

Apgalvojums 2. /l/4]Parametra H novertéjums tiek iegiits attélojot @“(X ,fjm) pret m log-log
skala. Kad varidcijas novértejumi sakrit ar istajam vértibam, tad visi punkti izvietojas uz taisnas

linijas ar slipumu 2H — 2.

1.3.2 Periodogrammu metode

Periodogrammu metode noverté Hursta parametru, pielagojot taisnu liniju spektralaja domeina.

Ta balstas uz novérojumu, ka Gausa trok$na spektrala blivuma funkcija uzvedas ka cy|A\|* =24,

kad A — 0 (6.37)

11



Definicija 8. Spektralo blivumu var novertét ar periodogrammu

N-1

=3 A4

j=—(N-1)

kur 4(7) ir izlases autokovariaciju funkcija.

Periodogrammas definicija ir ekvivalenta ar

=2

I(\) = (Xp — X)e 2

0

b

1
N

b
Il

(skatit [[14]). Periodogramma un spektralais blivums - abi ir simetriski nulles regiona. Tapéc
var paradit, ka periodogramma ir asimptotiski nenovirzits novert€jums spektralajam blivumam,
tas ir,

lim E[I(\)] = f(\).

N—oo

Apgalvojums 3. [l/4]Parametra H novertéjums tiek iegiits, grafiski attélojot 1(\y) pret izlases
[frekvencem (k) log-log skala un pieldagojot taisnu liniju caur datiem, kurai teorétiskais slipums

log-log grafika ir 1 — 2H.

1.3.3 R/S metode

1951. gada hidrologs Hursts aprakstija R/S statistiku, vadoties pec Nilas upes problémas (skatit
[17]). Tiek pienemts, ka apskatamais laika intervals ir diskréts un nav nekadu tdenstilpnes
kratuves zudumu (iztvaikoSana, noplaide utt.). Mérkis ir sasniegt, ka tidens izpliide ir vienmeériga
un ka laika ¢ + & Gidens kratuve ir tik pat pilna ka laika ¢, un ka tidenstilpne nekad neparplist.

Ar X, apzimésim udens ieplidi laika ¢, un Y; = 23:1 X, ir kop€ja udens ieplude lidz laika
bridim j. Tad idealais tidens tilpums tiek aprakstits ka

R(t, k) = max |Yi; =Y = 2 (Yin — Yt)} ~ min {n ~Y - (Vi - V).

Standartizéts R(t, k) ir S(t, k), kas izskatas $adi:

t+k
St k)= |k Z (Xi — Xix)?,
i=t+1
% -1 t+k s o
kur X, = k7>, 0 X;. Attiecibu
R(t, k)
R/S = 1.32



sauc par R/ S statistiku. Hursts grafiski att€loja log(R/S) pret dazadam k vertibam un novéroja,
ka lieliem k, log(R/S) atrodas apkartng taisnai linijai ar slipumu 3. Hursts novéroja, ka Nilas
upes datiem un citiem hidrologisiem, geofizikaliem un klimatalogiskiem datiem, R/S uzvedas

ka konstante reiz k! visiem H > 1/2. To sauc par Hursta efektu. Lieliem k,
1
log E[R/S] ~ a+ H logk, kur H > 5

Teoréma 4. /7] Pienem, ka X, ir tads, ka X? ir ergodisks un t—% 22:1 X, konverge vaja

nozimé uz frakciondalo Brauna kustibu, kad t — oo. Tad, visiem k — o0,
/{Z_HR/S —q &,

kur £ ir nedegeneréts gadijuma lielums.

Tas nozimg, ka grafika log R/S pret log k punkti biis vienm&rigi izkaistti ap taisni ar slipumu

H. Tlglaicigas atminas gadijuma ap H > 1/2, pret§ja gadijuma ap H = 1/2.

1.3.4 Veivletu metode

Veivletu novertéjums ir ciesi saistits ar periodogrammas novertéjumu. Dati tiek transforméti un
iegiits novertéjums no transformétajiem datiem (periodogrammas metodeé novertéjums ir veikts
frekvencu doména). Tiek aprekinati veivletu koeficienti (skatit pielikuma [6.3§).

Pielietojot veivletu transformaciju izlasei, varam iegut veivletu koeficientu dispersiju, ko

aprekina
2771

v =2 Y (Wa(5 k) (133)
k=0
Veivletu noveértejums parametram H ir asimptotiski nenovirzits (praks€ pat mazam datu iz-

lasém ir Joti zemas novirzes).

Apgalvojums 5. /4] Veivietu novértejums Hursta parametram tiek atrasts, attélojot veivletu
koeficientu dispersijas logaritmu log(v;) pret skalas limeni j. legiist j punktus, kuriem tiek

piemérota taisne péc mazakas kvadratu metodes. Taisnes slipums ir 2H — 1.

1.3.5 Ticamibas intervali parametram H ar apaksizlasem

Konstrusim ticamibas intervalus visam cetram ieprieks apskatitajam Hursta parametra nover-
teSanas metodém, lai noteiktu, kura metode ir vislabaka. Sim mérkim izmantosim publikacija

[15] piedavato apaksizlaSu metodi.
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Hursta parametra noveért€§jumu H,, centréto versiju, kas balstita uz ilglaiciga Gausa stacio-

nara procesa (X;; j > 1) n novérojumiem, apzZimesim ar

T, = \/ Vj1(n)<n)(]:[n - H)7

kur v;, (n)(n) apzimé veivletu koeficientu skaitu Itment j; = ji(n). Ar

Qu(x) = P(T,, < ) (134)
apzimésim sadaltfjuma funkciju. Tiek piepemts, ka

T, =% N(0,0%(H)).

T, sadalijums @,,(x) galigiem n nav zinams. Tap&c novertesim to ar sadalijumu Qy.
Pienemsim, ka B; = (X;,...,X;1-1),i = 1,...,Nir N = n — [ — 1 parklajosi bloki

garuma [, kur [ = [,,(1 <[ < n). Piepemsim, ka }AIM ir parametra H noveért€jums, izmantojot

datus bloka B;. Novérojam, ka bloki B; parklajas un tiem ir blakus stavosi sakuma punkti.

Apaksizlases kopija 7}, kas bazeta uz B;, ir uzdota ka
Ti = Jvs (1) (His — Hy). (1.35)

Tad sadalfjuma funkcija ([1.34), kas bazéta uz apaksizlasem B;, ir vienkarsi empiriska sadalijuma
funkcija (EDF)

N
A 1
(@) =5 <y TER (1.36)
i=1
Apgalvojums 6. Ja Pienemums [l (skatit pielikumu) ir spéka, tad
sup |Qn () — Qn(z)] =P 0 kad n — oo.
zeR

Pieradijumu skatit [|15].
Apgalvojums 7. Piegemam, ka Pienemums [l ir speka un kopas Q;*(u) = inf{z : Qn () > u}

un Q' (u) = inf{z : Q,(x) > u}. Tad

Q' (v) — Q; (u) = 0, kad n — oo, Yu € (0,1).
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Piengmums [[] un Apgalvojums [ pasaka, ka sadalijuma funkcija Q,, var tikt tuvinata ar em-
pirisko sadalijuma funkciju Qn, kas iegiita ar apaksizlasu metodi. Kvantile ;! var tikt tuvinata

ar izlases kvantili Q; !. Tad katram 0 < v < 1 intervals

A 1 ~ (7 A 1 a v
(H” T m) Q”1(§>’H" e (1 B 5)) (137

ir Hursta parametra ticamibas intervals ar apakS$izlasu metodi, kur 1 — v ir asimptostiska parkla-

juma precizitate.
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2 Mainas punkta analize

2.1 Mainas punkta analize

Iepazisimies ar mainas punkta analizes visparigo raksturojumu (izmantota literatiira [[19]). Mai-
nas punkta analizu metod@s ir nepiecieSams parliecinaties par to, vai modelis ir laika nemainigs.
Janovérots, ka modeli ir notikusas izmainas, ir vérts apskatit galvenos jautajumus, kurus censas

risinat ar mainas punkta analizes palidzibu:

» Kad modelt ir notikusas izmainas?
* Vai modelt ir bijusi tikai viena izmaina vai vairakas?
+ Kads ir kop€jais mainas punktu skaits? utt.

Definicija 9. Laika momentu, kura statistiskaja modeli ir paradijusas izmainas, sauc par mainas

punktu.

Piemérs 2. Modeli ir iespgjamas dazada veida statistiskas izmainas, pieméram, izmainas pro-
cesa vidgja vertiba, dispersija, ka varam redzét R.1].attela.

Ta ka Saja darba pieversisimies procesiem, kuriem mainas vid€ja vertiba, tad apskatisim
vispargjo mainas punkta problémas nostadni vid€jas vertibas hipotézu parbaudes gadijuma, kad

sakuma vidgja vertiba un dispersija nav zinamas. Tad nulles hipotéze H un alternativa A pie-

rakstamas
H Y, = p+e;, 1=1,...,n,
A: dme{l,...n— 1} tads, ka (2.11)
Y =pn+e, 1=1,...,m, (2.12)
Yi=p+0+e;, i=m+1,...,n,0 #0, (2.13)

kur p, 0 # 0 ir parametri, 1, . . . €, ir gadfjuma lielumi ar sadalfjuma funkciju F, vid&jo vertibu

nulle un dispersiju o2.
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Att. 2.1: Pa kreisi: laikrinda, kurai mainas vidg€ja vertiba; pa labi- laikrinda, kurai mainas dis-

persija

Definicija 10. Tadu m, kam izpildas (2.11]), (2.12) un (2.13), sauc par mainas punktu.

2.1.1 CUSUM algoritms

Viena no vienkar$akajam metodeém, ka noteikt, vai laikrinda pastav mainas punkts, ir CUSU M
(kumulativo summu) metode, kuru 1955. gada izstradaja E.S.Page. CUSU M algoritms (izman-

tota literatiira [20]) neatkarigiem datiem X1, ..., X, ir $ads :
1. Aprékina vidgjo vértibu laikrinda X = > | X;/n.
2. Defing sakotngjo kumulativo summu S, = 0.
3. Aprekina kumulativas summas S; = S;_; + (X; — X), kadi =1,... n.
4. Aprekina Sgiff = Smaz — Smins KUr Spigz = maX;—1,_, S; un Spyip = Min—; _, S;.

Lai iegiitu CUSU M testa nozimibas limeni, algoritma nepiecieSams ieviest sekojosu butstrapa

procediru:
5. No sakotngjas izlases iegiist butstrapoto izlasi bez atkartojumiem X7, ..., X/.
6. Analogiski ieprieksgjiem soliem defingé S = 0 un aprékina butstrapotas S7, ..., S, ka

max min*®

art Sy 1, Snae UNS,

7. Aprekina k = Zjvzl Iis,i; P>t kur N — butstrapa reizu skaits un indikatorfunkija
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defineta ka

1, Sdiff > S;iff
]{Sdiff>5§iff} =
0, Saigs < Siigy

8. legiist 1 — « ticamibas limeni, kas vienads ar 100%.

Kad noskaidrots, ka procesam eksit€ mainas punkts m, ta atrasanas vietu var noteikt ar CUSU M

novertgjumu: |S,,| = max;_;__, |S;|, vai arT vidgjas kvadratiskas kludas (M S E) novertejumu.

2.1.2 Mainas punkta analize stacionaru stohastisku procesu gadijuma

Ieprieks tika aprakstits modelis, kura biitisks pien€émums bija datu neatkariba. Ja $ads piené-
mums neizpildas, nepiecieSams mainas punkta problému risinat citadi. Aplikosim $adu mo-
deli, kas piemérots, lai apliikotu vid€jas vertibas izmainas laikrindas (izmantota literatira no

A.Vaselana diplomdarba, skatit majas lapa [21]). Nov€rojumus apzimésim ar Y;, kurus iegtis-

tam no
p+Vi, 1<i<k,
Y, = (2.14)
M2 + V;ia k S l S T7
kur V; ir stacionars process ar vidgjo vertibu nulle, ¢ = 1,...,7 un k, yt1, 2 nav zinami. Tad

problematika izsakama ar hipotézu parbaudi

Hy:k<T, jy # popret A: k=T. (2.15)
Tad CUSU M statistika .
1
CT = 1Iglka§XT _T Zl(ifj — YT) (216)
]:
Apgalvojums 8.
CT d
— =% sup |B(t)|, (2.17)
T 0<t<1

kur B(t) ir standarta Brauna tilta process un 7> = 27 f(0), kur f ir spektrala blivuma funkcija
procesam V;. Kritiskas vertibas ieguist, izmantojot butstrapa metodes.
Mainas punkta noteikSanai ar C'USU M metodi, $aja darba tiks izmantota programmas R

paket€ strucchange iebiivéta funkcija efp.
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3 Asimptotiska X - Y uzvediba

Pirms pétisim mainas punkta testus, apskatisim divu izlaSu Gausa testu, kuru tradicionali izman-
to (skatit [22]), lai noteiktu divu normali sadalitu izlasu lokacijas parametra starpibu. Sis tests
ir ka 1paSgadijums no vid€jo vertibu starpibu testa, ko apliikosim velak.
Pienemsim, ka tiek noveroti neatkarigi un vienadi sadaliti dati (i¢d) un péc m-ta novérojuma
ir bijusi izmaina vidgja vertiba
X1, X0, .o, Xy~ N(py,02), (3.01)

Xont1ts Xint2s - oy Xngn -~ N(pia, 07).
Merkis ir noskaidrot, vai izmaina patieSam ir bijusi: Veiksim hipotézu parbaudi
H iy = o (3.02)

pret alternativu

A # po. (3.03)
So problému apzimésim ar (H, A). Logiska ideja, ka noteikt, vai mainas punkts ir bijis, ir salidzi-
nat abu izlasu vidgjas vértibas. Sim noliikam parsauksim otro izlasi par Y —izlasi (Y; := Y, 11).

Tad

XlaXQa s 7Xm ~ N(H1702)7

}/laYQa"an NN(M%O-Q)'

Apgalvojums 9. /22] Gadijuma, kad dati ir neatkarigi un normali sadaliti (iid) ar nezinamu
dispersiju o* problemai (H, A) izmanto t—testu, kurs balstas uz vidéjo vertibu starpibam

mn X —Y

m—+n SX)Y

T —

ar dispersiju
(m—1)s3 4+ (n—1)s;

m+n—2

2 _
Sxy =

Y

19



kur s un 532/ ir X un'Y izlasu empiriskds dispersijas. Ja izpildas H no (3.02), tad T ~® 4 p_o.
Hipotéze H tiek noraidita pie nozimibas limena o, ja |T| > to2nim—2, kur to g ir Stjidenta
t—sadalijuma augséja a—kvantile ar brivibas pakapi q.

Tagad aplikosim LRD gadijumu ar stacionara Gausa procesa novérojumiem (X;);>; ar vi-

dg&jo vertibu 0, dispersiju 1 un autokovariaciju funkciju
Y = Cov[X;, Xivi] ~ kP L(k). (3.04)

Tiek sagaidits, ka statistika X — Y paradis citadu uzvedibu $aja gadijuma, ta ka ilglaici-
ga atmina pieprasa stingrakus normalizacijas koeficientus un biezi vien nenoved pie normali

sadalitiem robezsadalijumiem.

3.1 Asimptotiska ekvivalence un Ieni variejoSas funkcijas

Definicija 11. [22] Divas realas funkcijas f un g sauc par asimptotiski ekvivalentam, kad r — oo
(pieraksta f ~ g), ja
lim —= = 1. (3.11)

Jebkura funkcija ar lim, ., L(x) = b € (0,00) un jebkuras pakapes logaritms L(x) =

log®z, ¢ € Rir Iéni varigjoss. Parastas pakapes f(z) = z¢ nav Iéni varigjosas.

3.2 Vienas sadalitas izlases gadijums

Apliikosim asimptotisko Gausa testa uzvedibu divam izlasem, kas iegiitas (B.01]), tatad no vienas

ilglaicigi atkarigas laikrindas, kas sadalita divas izlases.

3.2.1 Asimptotiska teorija

Teoréma 10. [22] Pienemsim, ka (X;);>1 ir stacionars Gausa process ar videjo vertibu 0, dis-

c

(k) = CovlXi, Xival ~ 53—

k=P L(x),
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kur c ir konstante, D- ilglaicigas atminas parametrs, D € (0, 1) un L ir léni variejoSa funkcija.

Pienemam, ka mums ir izlase ar N novérojumiem, kas sadalita divas dalds
X17X2,...,Xm un Xm+1;Xm+2;-~;Xm+n7

kur N =m+mn, m = [AN]Junn = [(1 — \)N] kadai X € (0, 1). Konstante \ nosaka mainas
punkta atrasanas vietu. Otro izlasi apzimésim ka'Y —izlasi (Yy, := Yyu1x). Tad abu izlasu videjas

vertibas starpibai izpildas

mn X-y
—4 N(0,1), 3.21
\/(m+n)2—DL(m+n) Udz'ff ( ’ ) ( )
kur
2c
2 = —— M PA- NN 1 NP (1= NP
%ir = Taop) AN AP (1)
2c
= —— AP ra-\NP -1
rteop) UM

3.2.2 Simulacijas

Pielietosim Teorému [1Q galigai izlasei. Ar programmas R paketi fArma 10000 reizes si-
mulésim fGn procesu garuma N = 10, 50, 100, 500, 1000, 2000 ar Hursta parametru H jeb

D =2 — 2H. Saja gadijuma autokovariacijas ir

Vo~ <1 — 9) (1-D)k"

2
c 1
= ———k PL(k Lk)=1 =-T(3- D).
Fopy IR ar L(k)=1une=3T(3-D)
Tad no Teorémas o
X-Y
T .= mn 4 N(0, 1),
(m+n)>=" oaisy
kur

Tairr = NP =) AL =0T =14 AP (1= 0)27).

Laikrindai, kura tiek simuléta 10000 reizes, tiek aprékinata statistika 7", un, balstoties uz Stm
vertibam, aprékinata 7' dispersija. Visas dispersijas ir diezgan tuvas veértibai 1, neatkarigi no

laikrindas garuma vai mainas punkta atraanas vietas. Rezultati B.1]., B.2. un B.3. tabula.
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Tabula 3.1: Simuléts fGn process ar Hursta parametru H = 0.6 (D = 0.8). Izlases apjoms N,

izlase sadalita divas dalas péc [\ V] novérojuma. Aprékinata statistikas 7" dispersija. Simulacijas

veiktas 10000 reizu

N/Xx| 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
10 | 1.006 1.012 1.027 1.019 1.015 1.018 1.029 0.998 1.004
50 | 1.002 1.012 1.015 1.006 0.997 0.986 1.016 1.006 1.023
100 | 0.966 0.999 0989 0.995 0.991 1.003 1.005 0.982 0.981
500 | 0.993 0979 0973 1.003 0.997 0998 0.996 0.996 0.974

1000 | 0.999 1.010 1.016 1.010 1.014 1.025 1.015 1.010 1.021

2000 | 0991 1.011 0991 0.979 0.992 1.025 1.030 1.033 1.007

Tabula 3.2: Simuléts fGn process ar Hursta parametru H = 0.7 (D = 0.6). Izlases apjoms 1V,

izlase sadalita divas dalas péc [\ V] novérojuma. Aprékinata statistikas 7" dispersija. Simulacijas

veiktas 10000 reizu

N/X| 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
10 | 1.007 1.013 1.028 1.021 1.018 1.022 1.031 1.002 1.005
50 | 1.001 1.011 1.015 1.006 0.995 0985 1.010 1.003 1.019
100 | 0.967 0.997 0989 0.994 0.991 1.003 1.005 0.985 0.984
500 | 0.992 0979 0975 1.002 0.997 0.998 099 0.994 0.975
1000 | 0.999 1.011 1.015 1.012 1.017 1.027 1.019 1.015 1.021

2000 | 0.991 1.007 0.989 0979 0.993 1.023 1.029 1.034 1.009

Tabula 3.3: Simuléts fGn process ar Hursta parametru H = 0.9 (D = 0.2). Izlases apjoms [V,

izlase sadalita divas dalas péc [\ V] novérojuma. Aprékinata statistikas 7" dispersija. Simulacijas

veiktas 10000 reizu

N/Xx| 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
10 | 1.009 1.017 1.029 1.026 1.025 1.028 1.034 1.009 1.009
50 | 0.999 1.008 1.011 1.003 0.992 0.984 0.999 0.997 1.009
100 | 0.969 0.994 0989 0.993 0.992 1.003 1.005 0.989 0.989
500 | 0.992 0978 0.979 1.000 0.997 0.997 0.99 0.991 0.977
1000 | 1.003 1.012 1.015 1.016 1.021 1.029 1.025 1.022 1.021
2000 | 0.991 1.002 0987 0.984 0997 1.021 1.028 1.037 1.016

B.1. attéla novérteta 7' blivuma funkcija salidzinata ar standart normalo blivuma funkiju.

Ka var redzet blivuma funkcijas pie dazadiem apjomiem ir lidzigas. Gadijuma, kad N = 2000
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blivuma funkcija un standartnormala blivuma funkcija parklajas loti labi.

04

02 03
| |

01 02 03 04
|

0.1

0.0
I
0.0
|

Att. 3.1: Statistikas X — Y blivuma funkcija, skaléta un normaliz&ta. 10000 reizes simuléts
fGn process ar H = 0.7 (D = 0.6) apjoma N = 10 (sarkana Iinija) un N = 2000 (zila Iinija).
Ar raustito liniju /N (0, 1) blivuma funcija. Pa kreisi - A = 0.3, pa labi - A = 0.5

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Att. 3.2: NP/2(X —Y) dispersija atkariba no A fGn procesam ar H = 0.6 (sarkana krasa),
H = 0.7 (zila krasa) un H = 0.9 (zala krasa). Simulacijas veiktas 10000 reizu, izlases apjoms

N = 2000
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Lai saprastu, ka dazadiem \ un H mainas statistikas X — Y dispersija, var izteikt

T mn X-Y  [A1-N)X-Y
SV m+n) P gy VNP owgy

attela paradita nenormalizéta statistika NP/2(X — Y'). Ka vargja sagaidit, dispersija ir

minimala pie aptuveni vienadiem izlau apjomiem (A = 0.5), un, jo lielaka atkaribas struktiira,
jo mazaka ir dispersija. To var izskaidrot ar intuitivi: laikrinda, kur atkaribas struktiira nav tik
stipra, Y noverojumiem ir lielaka iesp&ja atSkirties no X noverojumiem, bet, kad laikrinda ir Joti
stipra atkariba, abas izlases ir lidzigas, kas noved pie mazakas dispersijas. Tas pats izpildas pie
izlaSu apjomiem: ja pirma izlase ir lielaka, otrajai izlasei ir mazakas iesp&jas kompenset pirmas

1zlases svarstibas.

24



4 Vilkoksona un vidéjo vértibu starpibas

testi

Saja nodala apskatisim mainas punkta problémas ilglaicigi atkarigam laikrindam (Xy)i>1 (iz-
mantojot [[1]]), kas ir forma

Xi = i + €,

kur (€;);>1 ir ilglaicigi atkarigs stacionars process ar vidgjo veértibu nulle un kur (y;);>; ir nezi-
namas vidgjas vertibas. Apskatisim gadijumu, kad (¢;);>; ir funkcionalis no stacionara Gausa
procesa, tas ir,

Pienemsim, ka (&;);>1 ir Gausa process ar vidgjo vértibu nulle, £(£?) = 1 un autokovariaciju
funkciju

pk) =k PL(k), k>1, (4.01)

kur 0 < D < 1 ir ilglaicigas atminas parametrs un L(k) ir 1&ni varigjo$a funkcija. Turklat,
G : R — R ir mérojama funkcija, kas apmierina £(G(&;)) = 0.

Balstoties uz novérojumiem Xj, ..., X,, , gribam parbaudit hipotézi
H:pg=-- = iy, (4.02)
ka datu vidgja vertiba nemainas pret alternativo hipotezi
Aippr = =g # ptgy1 == ppkddam k € {1,...n — 1}.

So probleému apzimésim ar (H, A).

Mainas punkta testa probl€émas parasti sakas no divu izlaSu problémas (skatit [[]]), kad tiek pie-

nemts, ka mainas punkts ir zinams, tas ir, dotam k£ € {1,...,n — 1}, alternativa hipotéze ir
Aptpn = = pe 7 o1 = -+ = [in-
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Testa problémai (H, A) Vilkoksona divu izlagu rangu tests ir visbiezak lietotais neparametris-

kais tests. Vilkoksona tests tiek noraidits pie lielam un mazam testa statistikas vertibam

k n
Win = Z Z Lix,<x;}-

i=1 j=k+1
Wi, saskaita, cik daudz reizes izlases otras dalas vertibas parsniedz izlases pirmas dalas ver-
tibas. Jaatzimé, ka §1 ir Mann - Whitney U-statistikas reprezentacija Vilkoksona ranga testa

statistikai (skattt Lehmann [23]]).

Apgalvojums 11. /|I] Mainas punkta problémas (H, A) testi, kuros netiek pienemts, ka k ir zi-
nams, var tikt bazeti uz testa statistikas W1 ., . . ., Wy, _1 ,, vektoru. Nulles hipotéze tiks noraidita

pie lielam W,, = maxg—1,_n—1 |Winl

Piezime 12. lespéjams izvéleties ari citas funkcijas no vertibam W ,, ..., Wy, _1 ,, - nav obligati

jaizvélas maksimald vertiba.

4.1 Vilkoksona testa asimptotiskais sadalijjums

Lai noteiku Vilkoksona testa kritiskas vertibas, jazina W, sadalijums pie nulles hipotézes, ka nav
mainas punkta. Ta ka precizu sadalijumu ir gruti iegtt, tiek izmantots asimptotiskais sadalijums

pie lieliem izlases apjomiem. Sim mérkim apskatisim procesu

[nA] n
W inx) = Z Z Lix;<x;p, 0 A<,
=1 j=[n\|+1

kas atkarigs no parametra .

Apgalvojums 13. /|I] Veicot procesa centrésanu un normalizéSanu, iegiistam

[nA] n
1
Wa(A) = WZ > (1{XZ.§XJ.} - / F(x)dF(:c)>, 0<A<1. (4.11)
" i=1 j=[nA]+1 R

Apgalvojums 14. /]
*» Ja sadalijuma funkcija F ir nepatraukta, tad centréjosa konstante
Jg F(z)dF(z) = 3.

* Ja izpildas nulles hipotéze, W, (\) sadalijums nav atkarigs no vidéjas vertibas, tas ir,

W= = -+ = . Tadéjadi, var pienemt, ka . = 0 un no Sejienes X; = G(&;).
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Lai analiz&tu asimptotisko sadalfjumu procesam (W,,(\))o<x<1, tiks pielietots empiriska
procesa invariaciju princips virknei (G(§;)):>1, kas paradits Dehling un Taqqu publikacija [24].
Aplikosim Hermitu izvirzijumu (Hermite expansion)

Jy()
q

Loen<ay — Flz) =Y “C=Hy (&),

q=1

kur H, ir g-tas kartas Hermitu polinoms (piemeru skatit pielikuma (6.32) un kur
Jo(@) = EHy(&)1ic()<a)-
Definicija 13. [[1] Hermitu rangs funkciju klasei {1{q(¢,)<2y — F'(2), € R} ir
m :=min{q > 1: J,(z) # 0 kadam = € R}, (4.12)
Definicija 14. [[1] Normaliz&josa konstante funkciju klasei {1;q,)<o) — F(2)} ir
42 = Var(i Hm(fj)) (4.13)
j=1
Turpmak izmantosim pienémumu, ka 0 < D < %, un Saja gadijuma
d? ~ cn* P L™ (n), (4.14)

kur ¢, = W”&Dm). Simbols ~ apzimé asimptotisko ekvivalenci (skatit B.11)). Tad, pielie-

tojot procesu invariaciju principu, ko aprakstija Dehling un Taqqu, més iegtistam, ka

_ I ()
(dnl[n)‘](F[nA} (ZE) - F("E)))xe[—oo,oo],xe[og} _>d ( (| Zm()‘>> )
m: €[—00,00],A€[0,1]

kad D([—o00,00] x [0,1]), kur (Z,,(X))acp,1] ir m—tas kartas Hermita process, ko nodefingjis
Taqqu [25].

Process (Z,,,(A))a>o ir sev - [idzigs process ar parametru

H—1-"Pc (L)
2 2

tas ir, procesiem Z,,,(c\) un ¢ Z,,()\) ir viens un tas pats galigdimensionalais sadalfjums visam
konstantém ¢ > 0. Kad m = 1, Z;()\) ir standarta Brauna kustibas process ar vidgjo vértibu
nulle un kovariaciju

1

E(Z1(M)Z1(N2)) = 5{)\?{ + N7 = = A (4.15)
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Teoréma 15. /\l]Pienemsim, ka (&;);>1 ir stacionars Gausa process ar videjo vertibu nulle,
1

dispersiju 1, un autokovaridciju funkciju izskata ar 0 < D < —. Vel vairak, pienemsim,
m

ka G : R — R ir mérojama funkcija un definésim

= G(&)-

Pienemsim, ka Xy ir nepartraukta sadalijuma funkcija F. Ar m apzimésim Hermitu rangu
Sunkciju klasei 1{c¢)<.y — F(x), x € R, kd definéts vienadojuma un pienemsim, ka
d, > 0 apmierina vienadojumu {#.14). Tad

[nA] n
1
—> D (1{X¢§Xj} - / F(ﬂf)dF(l’)), 0<A<1 (4.16)
"=l j=[pA+1 R

konverge péec sadalijuma uz procesu

m.:

i.(Zm(A) — AZp(1)) / Jn(2)dF(z), 0<A<1.

Teorémas pieradijumu skatit literatiira [|1].

4.2 Vilkoksona rangu tests

Mainas punkta tests, kas balstits uz Vilkoksona rangu testu noraidis nulles hipotézi lielam W,,
vertibam, kur

W, = max
nd 1<k<n-—1

Z Z ( (XX} — %)‘ (4.21)

i=1 j=k+1

Vispirms atzZimesim testa statistikas IV, invariances 1pasibu.

Lemma 16. /|l Testa statistika W, ir invarianta pie datu stingri monotonas transformacijas,

tas ir,

max
d 1<k<n—1

IS5 ()

i=1 j=k-+1

1
>y (toexozecs) —5)]— o 2%

i=1 j=k+1

visam stingri monotonam funkcijam G : R — R.

Pieradijums. Ja funkcija G ir stingri augosa, tas ir acimredzami, ka G(X;) < G(X;) tad un
tikai tad, ja X; < Xj. Ja G ir stingri dilsto$a, tad G(X;) < G(Xj;) tad un tikai tad, ja X; > X},
tatad

Liaxn<ax =1 — Lix<x;y-
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No Sejienes ieglistam

k n
Z Z <1{G<X <GX>}——) Z - (1{X <X;) —%)

i=1 j=k+1

un tadeéjadi lemma ir pieradita. [

Taka X; = p; + G(&), pie nulles hipotézes

Z Z <1{G (€)<G(EN} — %) ‘ (4.22)

i=1 j=k+1

W, = max
nd 1<k<n—1

Tad, pielietojot Teorému |l un nepartrauktas att€losanas teorému (skatit pielikuma (Teoréma

Rd)), pie nulles hipotézes W, konverge péc sadalijuma, kad n — oo, uz

Zn;n(!A) _ AZ%DH /R on(@)dF (2

Lai noteiktu asimptotiskas testa, kas balstas uz W,,, kritiskas vertibas, jaaprékina sadalijums

sup
0<A<1

vienadojuma labaja pusé. Pienemam, ka G ir stingri monotona funkcija. Savienojot (#.22) ar
Lemmu [16, iegist, ka

W, = max
nd 1<k<n—1

k n 1
Z (1{£¢<£j} - 5) ‘

Saja gadijuma

hw) = B€leea) = [ to(t)it = —p(a).

—00

kur p(t) = \/%e_tg/ ? apzimé standartnormalo blivuma funkciju. P&dgja soli tiek izmantots
fakts, ka ¢'(t) = —tp(t). Tada veida J(z) # 0 visiem z un no Sejienes funkciju klasei
{1{e<sy,x € R} ir Hermita rangs m = 1, un ta ka F ir normala sadalfjuma funkcija, ieglis-

tam

AL@MW@Z—Aw@ﬂWMZA—W@WMZ—iﬁ (4.23)

Tad spéka ir sekojosa teoréma.

Teoréma 17. /] Pienemsim, ka (§;);>1 ir Gausa process ar videjo vértibu nulle, Var(&;) = 1
un autokovariaciju funkciju p(k), kas apmierina ar0 < D < 1. Vel vairak, G : R - R
ir stingri monotona funkcija, kas define X; = p; + G(&). Tad, pie nosacijuma, ka izpildas
nulles hipotéze H : ji; = --- = p, testa statistika W,, kas definéta ka {#.21), konvergé pec
sadalijuma uz

—— sup |Z1(N) — A\Z(1)],
2\/?0021' 1(A) 1(1)]
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kur (Z1(\))a>0 apzimé standarta Brauna kustibas procesu ar Hursta parametru H = 1 —
D/2 € (1/2,1). Normalizéjosa konstante no vienadojuma apmierina nosactjumu nd,, ~
/

1/2
( L(n) ) n2-D/2
(1-D)(1-D/2) :

4.2.1 Pielietojums

Izmantojot datorpogrammas R paketi f4rma simul&jam standarta Brauna kustibu (Z9) (¢))o<;<1,

kur 1 <7 <10000,t = ﬁ un 0 < ¢ < 1000. Aprékinam

M; := max |Z(j)( ! ) - ZU)(1)],
1<i<1000 1000 1000
kas ir skaitlisks novertgjums lielumam sup, o, |2 (X) = AZV)(1)|. Tad empiriska sadalfjuma
funkcija

Fur(®) = 15000

tiek izmantota ka novertgjums lieluma supo. <, | Z () — AZ(1)| sadalifjumam. @.1| attela redzam

#{1 < j <10000 : M; < x}

noverteto blivuma un empirisko sadalijuma funkciju gadijuma, kad H = 0.7.

—
e
T

1.0 15

05
|

0.0

Att. 4.1: Varbiitibu blivuma un sadaltfjuma funkcija lieclumam supy,, |Z(\) — AZ(1)], 10000

simulacijas
tabula aprékinatas attiecigas augsg€jas a—kvantiles
Qo := Iinf{z : Fyy(z) > 1—a}, (4.24)

kad H = 0.6,0.7,0.9, tas ir, D = 2 — 2H = 0.8,0.6,0.2. Redzams, ka kvantilu vértibas

samazinas, palielinoties datu atkaribas strukturai.
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Tabula 4.1: Sadalfjuma sup,,<; |Z(\)—AZ(1)| augsejas a—kvantiles, kur 7 ir standarta f Bm,

dazadiem LRD parametriem H, simuléts 10000 reizu

H/a | 0.10 0.05 0.01

0.6 | 0.976 1.089 1.331
0.7 |0.773 0.873 1.075
0.9 | 0.381 0.434 0.543

4.3 Videjo vertibu starpibu tests un ta robezsadalijjums

Ka alternativu Vilkoksona testam apskatisim testu, kas balstas uz novérojumu vid€jo vertibu

starpibam. Apskatam $adu testa statistiku

D, := max |Dy,l, (4.31)
1<k<n—1
kur
1 k n
" oi=1 j=k+1

Pie lielam D,, vértibam tiek noradita nulles hipotéze (#.02). Lai iegiitu testa statistikas asim-

ptotisko sadalijumu, izmantojot ne-centralo robezteorému no Taqqu [25], var iegiit, ka

[PA] n [nA] n
S Y (- X)) = %((n—[nﬂ)ZG(&)—[nA] > G(@-))
" =1 j=[nAl+1 " i=1 j=MnAJ+1
()
= o (Zn) = M),

kur m apzimé G (&) Hermita rangu un kur a,,, = E(G(§) H,,(§)) ir Hermitu koeficients. Pielieto-
jot nepartrauktas att€losanas teorému, iegiistam sekojosu teorému, kas nosaka D,, asimptotisko

sadalfjumu.

Teoréma 18. /1] Pienemsim, ka (§;);>1 ir Gausa process ar vidéjo vertibu nulle, Var(§;) = 1 un
autokovariaciju funkciju p(k), kas apmierina ar0 < D < 1/m. Vélvairak, G : R — R
ir mérojama funkcija, kas apmierina E(G*(£)) < oo un define X; = p; + G(&;). Tad, pie
nosacijuma, ka izpildas nulles hipotéze H : j1y = - - - = p,, testa statistika D,, kas definéta ka

, konverge pec sadalijuma uz

2

Enlsup [Zm(N) = AZn(1)],

m! 0<A<1
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kur (Z,,(\)) apzimé m—tas pakapes Hermita procesu ar Hursta parametru H =1 — Dm/2 €

(1/2,1).

Piezime 19. Stingri augosai funkcijai G Hermita rangs ir 1, jo

E(G(§)H1(8)) = /RG(S)Hl(S)sD(S)dS = /OOO sp(s)(G(s) — G(=s))ds > 0.

Lidzigi arf stingri dilstosai funkcijai G més iegistam E(G(£)H,(&)) < 0. Tapéc $aja gadijuma
testa statistika D,, pie nulles hipotézes konverge uz
|ar| sup |Z1(A) — AZi(1)],
0<A<1
kur Z; ir frakcionala Brauna kustiba ar parametru H = 1 — D/2. Jaievéro, ka $aja gadijuma
robezsadalijumi vid€jo vertibu starpibu testam un Vilkoksona rangu testam atSkiras vien par

normaliz€joso konstanti.
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S Empiriska ticamibas funkcija ilglaicigi

atkariga procesa vidéjai vertibai

5.1 Empiriska ticamiba divu izlaSu gadijuma

No sakuma aplikosim empiriskas ticamibas funkijas attiecibu testu divu izlasu gadijuma neat-
karigiem datiem (izmantota literatiira [26]). Apskatisim ¢id datus X,..., X,,, unYy,... Y, ar
attiecigam sadaltjuma funkcijam Fi un F;. Apskatisim interes€joso parametru A. Pienemsim,

ka visa informacija par Istajiem parametriem A, un 6, atrodas nenovirzitajas funkcijas
Epwi(X, 0y, Ag) =0, (5.11)
Erwy(Y, 0y, Ag) = 0. (5.12)
JaAg =0, — by, kur 0y = [xdFi(z)un 6; = [ ydFy(x), tad izveloties
w1 (X, 0y, Ag) = X — by,
wa(Y, 00, A¢) =Y — 0y — Ay,

més ieglisim vienadojumus (5.11)) un (5.12).

Lai noteiktu ticamibas intervalus parametram A, defin€sim empirisko ticamibas attiecibu

funkciju
supH nip; H nag;), (5.13)
i=1 j=1
kurp = (p1, ..., pn,) unq = (q1, - - ., qn, ) ir divi varbatibu vektori, kurus nosaka ierobezojumi

ny ny
Di Z 072 = 17 s 7nluzpi = 17Zplw1(X1707A> = 07

g >0,7=1,.. HQ,qu—l quszHA
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Vienadojumam (5.13) eksisté viens vienigs atrisindjums pie nosacijuma, ka 0 pieder izliektajai
¢aulai, kuru veido punkti w; (X;, 6, A) un izliektajai ¢aulai, kuru veido w (Y}, 8, A). Maksimu-

mu iegiist, izmantojot Lagranza reizinataju metodi, no kuras iegtst, ka

1
;= i =1,...,nq,
p n1<1+/\1(9)w1(X2797A)) '
1
7j21,...,n2,

U (U X (0)wa(Y;, 0, A))

kur Lagranza reizinatajus \; (#) un \y(#) nosaka no vienadojumiem

i wl<Xi7 9, A)

pr— 5,14
2 T M B (X, B8 G19
3 w(15,6.4) (5.15)

1+ >‘2(0>w2(y}7 0, A)

Jj=1

Definésim empirisko log-ticamibas attiecibu (kas pareizinata ar minus divi)
ni
W(A,0) = —2log R(A,0) = 2> log(1+ A (0)w:(X:,60,A))
i=1

+ 2 i log(1 + A2(0)w2(Y;,0,A)).

j=1

Novertejumu 6 = é(A) nepiecie$amajam parametram 6, kas maksimizé R(A, #) fiksétam A,

nosaka no vienadojuma

IW (A, 0) i M(0)an(Xy, 0, A)) i )\2(9)042(3/3797A)

- =0, (5.16)
0A — 1+ A (0)w (X, 6,A)) = 1+ Xa(0)wa(Y;,0,A)
kur
o1(X,,6,8) = ZUBD) (v, g, ) = 2210 8)

Teoreéma 20 (Qin un Zhao [27]). Izpildoties gluduma nosacijumiem funkcijam w., wy, oy un s,
eksisté tads 0, ka 0 ir batisks 6, novértejums un funkcija R(A, 0) sasniedz savu lokalo maksi-

mumu pie 0, un

N _ d B2 >
V(e =) 5N (O’ Bl ki)

kur k < oo ir pozitiva konstante tada, ka ny/ny — k, kad nqy,ny — oo, turklat,
—2log R(Ay, é(AO)) —d X2,

kur

Bi = Epwi(X,00,20), o= Erwi(Y,0, ),
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310 = EF1041(X, 0o, Ao), 520 = EFQCYQ(Y, 90, Ao)-

Tad punktveida empiriskas ticamibas intervali parametram A nosakami no { R(A, é) > c}

istajam A, kur ¢ ir nosakams no teorémas.

5.2 Blokveida empiriskas ticamibas konstrukcija vidéjai ver-
tibai

Praksg biezi vien nakas saskarties ar atkarigam datu strukiiram, kuram ieprieks aplukotie rezulta-
ti, kas darbojas neatkarigiem datiem, vairs nav spéka. Atkarigam datu struktiiram nepiecieSama
cita pieeja - sakuma apskatisim vienas izlases gadijumu.

1997. gada Kitamura sava publikacija [28] piedavaja blokveida E L vaji atkarigam laikrin-
dam (short range dependece jeb S RD), kuram jau lidz Sim tika pielietotas tadas bloku veidosa-
nas metodes ka blokveida butstraps un apaksizlasu veidoSana [Carlstein [29], Politis un Romano
[30]]. Tomér bloku veidosanas metodes, kas der vaji atkarigiem datiem biezi neder ilglaicigi at-
karigiem datiem. Ta ka Kitamura aprakstita blokveida £'L paredzéta S RD procesiem, pie LRD
procesiem var&tu sakties problémas, to nepiecieSams modificét.

Tatad mérkis ir sikak apskatit modificéto blokveida F'L metodi laikrindai {Y;},t € Z ar

vidgjo vertibu x un spektralo blivuma funkciju f()\), |A\| < 7, kas apmierina
FON) ~ cglA| 2%, kad X — 0, (5.21)

kur d € (—1/2,1/2) un ¢; > 0 ir pozitiva konstante. Tad eksisté gadijuma lielumi {c,} ar

vidgjo vértibu nulle un dispersiju 0 < E(e?) < oo tadi, ka {Y;} ir slido3a vidgja reprezentacija

forma
Yi=p+> b, tez, (5.22)
jez
kur konstantes {b;} apmierina 0 < 3/, b7 < 00. Jad = 0, tas ir SRD process, ja d > 0, tad

LRD process.
Sim noliikam no sakuma iepazisimies ar Kitamura piedavato blokveida FL, apskatisim da-

Zus pienémumus un izlases vid€jas vertibas asimptotisko sadalijumu.
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5.2.1 Kitamura piedavata blokveida £/ konstrukcija

Apskatisim Kitamura piedavato blokveida E L procesa vidgjai vertibai F(Y;) = p. Pienemsim,
ka1l <[ < n ir bloka garums un varam definét blokus Bf- =(Y,....Yiu), 1 <i<Q=
n—1+1 Ar My; = Y7771V /1 apzimesim videjo vertibu B! bloka.

leviesam varbiitibas {p; } | katra bloka vid&jai vértibai { M;; }<,, lai iegiitu ticamibas fun-

kciju. Tad blokveida E'L funkcija parametram g ir

Q Q Q
Ly () = sup { [piipi>0) pi=1> piM,;= u}, (5.23)
=1 =1 =1

kur m&s maksimiz&jam reizinagjumu pa varbitibam pie tris nosacijumiem. Funkcija L, (u) ir
pozitiva, kad o € (miny<,<¢ M;;, max,<;<g M, ;), un arpus 1 intervala més defin&jam L,,(u) =
—o0. Kad L, (u) ir pozitivs, tas reprezenté maksimalo realizaciju pie svariem p; = Q{1 +

Au(My; — )}, kur A, € R tiek noteikts ka

0= ! = g.(\). (5.24)

Ja vienadojuma (5.23) nebiitu ierobeZojuma par vidgjo vértibu y, tad reizinajums HZQ:1 Di
biitu maksimals, kad p; = Q !, kas atbilst empiriskajam sadalifjumam {Ml,}?zl Empiriskas
ticamibas attieciba vid€jai vertibai y ir

Q
ng—(Q“) =T+ Ny — )} (5.25)
=1

un ticamibas intervali vid&jai vertibai tiek noteikti ar tam p vertibam, kuram ir relativi augsts

Ry(p) =

FE L, tas ir, intervali ir forma
{11+ Ru(p) > A}, (5.26)

kur A > 0 ir izvélétais ticamibas limenis.

5.2.2 Piepemumi

Lai pielietotu £ L metodi LR D procesiem, nepiecieSami sekojosi piepémumi.

Pienémumi: [31]

(P.1) Stactionaram procesam {Y;},¢ € Z ir spektrala blivuma funkcija ka (5.21)). Tadiem 0 <

|d| < 1/2 procesa autokovariacijas r(k) = Cov(Y;, Y1), k € Z apmierina
r(k) ~ cgRak™ 172D kad k — oo, (5.27)
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kur ¢q ir konstante no (5.21)) un Ry ir kads reals skaitlis, kas nav nulle; ja d = 0, tad f ir

ierobezots visa intervala (0, 7).
(P.2) Gadijuma lielumi {¢;} no (5.22) ir neatkarigi un vienadi sadaliti (iid).

(P.3) Kad n — oo, bloka garuma nosacijums izpildas: [=! + 12/n = o(1) unja E(Y;) = po

apzime procesa 1sto vidg€jo vertibu, tad standartiz&ti bloku vid&jie apmierina

[\ 1/2-d M, —
- max M =il (5.28)
n 1<i<Q \/Var M, ;

kur —? apzim¢ konvergenci péc varbitibas.

Lai pielagotu E'L teoriju LR D procesam, més apskatisim dazas atSkiribas videjas vertibas
Y, = >, Yi/n uzvediba SRD un LRD gadijumos. Teoréma 21| apraksta, ka mérogoSanas
parametrs a,, standartiz&tai izlases vidgjai vertibai (Y;, — i) /a,, ir atkarigs no ilglaicigas atkaribas

parametra d.

Teoréma 21. /31] Piepemsim, ka {Y;},t € Z ir process, kas apmierina pienémumu (P1), d €

(—1/2,1/2).

(a) Kadn — oo, n'=2War(Y,) — vg, kur vg = cgRq/{d(1 + 2d)}, ja d # 0 un vy = 2mcy,
jad=0.

(b) Pienemsim, ka a*> = n~'*?ly,. Ja izpildas pienémums (P2), tad (Y, — iu)/a, —* Z, kad

n — oo, kur Z apzimé standartnormalo gadijuma lielumu.

5.2.3 Blokveida F L attiecibas robezsadalijjums LR D novérojumiem

Tagad apliikosim asimptotisko sadalfjumu blokveida EL attiecibai no (5.23) vispargjiem pro-
cesiem (gan SRD, gan LRD), kas apmierina (5.21)). Ka minéts Kitamura publikacija [2§],
nepiecieSsams bloka korekcijas koeficients, lai nodro$inatu to, ka F L attiecibai ir nedegenercta

robeza. Ar B,, = Q~'(n/l)! 72 apzZimesim bloka korekcijas koeficientu.

Teoréma 22. /31] Pienemsim, ka {Y;},t € Zir process, kas apmierina pienémumus (P.1)-(P.3).

Ja E(Y;) = po ir procesa ista vidéja vertiba, tad, kad n — oo,
— 2B, log Ry, (10) = X3, (5.29)

kur x? apzimé Hi-kvadrata gadijuma lielumu ar vienu brivibas pakapi.
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Piezime 23. Teorémas 03 rezultati izpildas art neskejosu bloku gadijuma : Bi ~vor = Biyii-1y
tadiem 1 < i < Qnor, kur Qnor, = |n/l]. Tad bloku skaits Q) tiek aizvietots ar Qnoyr un

vienadojuma tiek izmantotas B! ., bloku videjas vertibas.

Apgalvojums 24. [31] Empiriskdas ticamibas funkcijas ticamibas intervali LR D procesu vidéjai

vertibai ir forma
I,(l—a)= {u eR:—2B,log R,(p) < Xil_a} B, = Q (n/)}"2,

kur0 < o < 1.

Tagad esam apskatijusi £ L metodi divu izlaSu gadijuma neatkarigiem datiem un blokveida
E'L vienas izlases gadijuma ilglaicigi atkarigiem datiem. Pielietosim So bloku veidoSanas pa-
némienu katrai no divam ilglaicigi atkarigam izlas€m un pielietosim apskatito teoriju par £'L
metodi divu izlaSu gadijuma. Janem véra, ka Soreiz nosacijums par izlasu elementu neatkaribu
un vienado sadalijumu nav speka, jo mes aprékinasim statistiku, nevis abam sakuma izlasém,
bet gan bloku veidotajam izlasém B, ;. Tatad par atbilsotSo robezsadalijumu nevaram pateikt, ka
tas ir y? sadalijums ar atbilstoSajam brivibas pakapeém vai x? sadalfjums, kas izdalits ar norma-
liz&joso konstanti B,,. Sobrid tads teorétisks pétijums tam, kads ir robezsadalijums £ L metodei
divu izlaSu gadijuma ilglaicigi atkarigiem datiem, nav veikts. Tomer aplikosim E'L statistikas

asimptotisko uzvedibu ar empirisku simulaciju palidzibu.
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6 Praktiska dala

6.1 Parametra /1 novertéjumi programma R

Salidzinasim Cetras Hursta parametra noveértéSanas metodes datorprogramma R un noskaidro-
sim, kura parametru H novérté visprecizak. Sim nolikam 1000 reizes simulésim frakcionala
Gausa troksna procesu ar H = 0.6 un H = 0.8 apjoma n = 2° un konstruésim apaksizlau me-
todes ticamibas intervalus novertétajiem parametriem. Apaksizlasu metodei izvélesimies bloka
lielumu [ = 27, pamatojoties uz mana diplomdarba rezultatiem, kur $ada bloka garuma izvéle

deva vislabakos rezultatus (skatit majas lapa [21]).

Tabula 6.1: Parametra H novért€§jumi dazadam metodém un novertejumu ticamibas intervalu
parklajuma precizitates (PP). Simuléts fGn process apjoma n = 2°, bloka lielums | = 27,

ticamibas Itmenis 1 — a = 0.95, simulacijas veiktas 1000 reizu

H =06 H =038

Metode | H vidvert. PP  Hvidvert. PP

Veivletu 0.573 0.985 0.778 0.985

R/S 0.645 0.949 0.770 0.977
Period. 0.617 0.965 0.848 0.939
Kop.Var. 0.515 0.730 0.660 0.419

Ka varam redzer p. 1| tabula, Hursta parametra novértésana kop€jas variacijas metode H no-
verte vissliktak, to parada arT zemas parklajuma precizitates, tatad So metodi mées talak vairs
neizmantosim, lai noteiktu H. Veivletu metode noveért€ H no apaksas, periodogrammas metode

savukart no augsas.

Tagad apskatisim realu datu piemerus.
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Piemérs 3. Zemes virsmas temperatiira Celsija grados.

Dati par vid€jo zemes virsmas temperatiru Celsija grados no 1880. gada janvara lidz 2013.
gada aprilim pa méneSiem. Dati iegiiti no NASA majas lapas [32]. Ka redzam attela, pe-
riodogrammas metode joprojam parverteé Hursta parametru, tacu skatoties uz veivletu un R/.S
metodes novert§jumiem, /' varétu biit robezas starp 0.7 un 0.85, kas liecina par ilglaicigo atka-

ribu.
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Att. 6.1: Zemes virsmas temperatiiras dati un Hursta parametra noveért€§jums Siem datiem ar

veivletu, R/S un periodogrammas metodi
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Piemérs 4. Nilas upes dati.

attela dati par Nilas upes ikgad&jo minimalo pliismu no 662. — 1284. gadam. Sie ir tie
dati, kurus pétija hidrologs Hursts (1951), ievieSot R/S statistiku. Dati pieejami R programmas
biblioteka FGN ar nosaukumu NileMin.
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600 700 800 900 1000 1100 1200 1300

Att. 6.2: Nilas upes pliisma no 662. — 1284. gadam

Hursta parametra novértgjums Nilas upes datiem - veivletu metode dod H = 0.903, R/S
metode H = 0.839 un periodogrammu metode H = 0.993. Tatad, ka jau bija gaidams, ar1 Nilas

upes dati ir ilglaicigi atkarigs process.

Piemérs 5. IBM akciju cenas.
Izmantoti dati par IBM akciju cenam dienas beigas (slégSanas bridi) no 17.05.1961 lidz
02.11.1962. Sie dati nemti no publikacijas [B3], kura dati tika logaritmizéti un $o vértibu star-

pibu procesam tika pétitas izmainas dispersija. Darba apliikosim transformé&to procesu.

Hursta parametra novert€jums transformétajiem IBM akciju cenu datiem - veivletu metode

dod H = 0.557, R/S metode H = 0.655 un periodogrammu metode 7 = 0.572.

41



800
|

550
|
005
|

500
|

400
|
-0.05

350
|
-0.10

300
|
-0.15

0 100 200 300 0 100 200 300

Att. 6.3: IBM akciju cenas process un ta transformacija
6.2 Mainas punkta testi ilglaicigi atkarigiem procesiem

Ar simulaciju palidzibu salidzinasim Vilkoksona tipa rangu testu (#.21)) ar vidgjo vértibu starpibu
testu (4.31)). Pirmkart, izp&tisim, kur§ no abiem testiem sasniedz 5% asimptotisko Iimeni, kad
tos pielieto galigas izlases gadijuma, kur izlaSu apjomi mainas non = 10 1idzn = 1000. Otrkart,

salidzinasim abu testu jaudas izlases apjomam n = 500 pie dazadam alternativam

Akulzzﬂk#ﬂk—s—l::,un

Lausim gan mainas punktam £, gan Iimena mainai i := px 1 — i, vari€t. Konkrétak, izv€lamies
k = 25,50,150,250 un h = 0.5, 1, 2.
Ka pamatdatus simulacijam izvél€ésimies frakcionala Gausa troksna procesu &1, ..., &, ar

Hursta parametru H; attiecigi D = 2 — 2H. Katru simulaciju atkartojam 10 000 reizes.

Ka redzams .4 attéla, pie maziem izlases apjomiem fGn procesa autokovariaciju funkcija
stipri at$kiras no teorétiskas, kas aprékinata no ([1.22)). Tikai pie » = 10000 abas autokovariaciju
funkcijas sak sakrist.Tas nozimé&, ka priek§ fGn procesa pat 1000 dati ir salidzinosi mazs datu

apjoms.
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Att. 6.4: fGn procesa empiriska un teorétiska autokovariaciju funkcija; Hursta parametrs H =

0.7; izlases apjoms n = 10, 100, 1000 un 10000

43



6.3 attéla redzams, ka gadijuma, kad fGn process simuléts ar Hursta parametru H = 0.9,
kas nozimeg stipru atkaribu starp datiem, autokovariaciju funkcijas nesakrit ar1 pie izlases apjoma
n = 10000. Gadijumu, kad n = 500000, skatit @ att€la, un pat tad abas autokovariaciju

funkcijas nesakrit pie lielas atkaribas struktiiras.
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Att. 6.5: fGn procesa empiriska un teoretiska autokovariaciju funkcija; Hursta parametrs H =

0.9; izlases apjoms n = 10, 100, 1000 un 10000
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Att. 6.6: fGn procesa empiriska un teoretiska autokovariaciju funkcija; Hursta parametrs H =

0.9; izlases apjoms n = 500000

6.2.1 Normali sadaliti dati

Simulacijas saksim, izveloties G(t) = t, ta ka (X;);>1 ir fGn process. Tad F ir standartnor-
mala gadijuma lieluma kumulativa sadalijuma funkcija. Lai noteiktu testu statistiku W,, un D,,
kritiskas vértibas, pielietosim Teorému [L7 un Teoremu [1§. Ta ka G ir stingri augoss, Teoréma

saka, ka, ja izpildas nulles hipot&ze, tad W, ir aptuveni tas pats sadalijums ka

1
sup |Z1(\) — AZ1(1)].
2\/%0921| 1(A) 1(1)]

Taka G ir pirmais HermTttu polinoms, ta Hermita rangs m = 1 un asoci€tais Hermttu koeficients

a; = 1. No Sejienes Teoréma [1§ saka, ka, ja izpildas nulles hipot€ze, tad testa statistikai D, ir
aptuveni tas pats sadalfjums ka

sup [Z1(A) — AZ1(1)].

A€[0,1]
Asimptotiskas kritiskas vertibas abiem testiem, izmantojot augsejas 5%— kvantiles no sada-
[fjuma sup, (o 1) [Z1(A) — AZ1(1)] jau aprekinatas iepriekS un redzamas tabula. Tadgjadi

Vilkoksona tipa tests noraida nulles hipotézi, kad W,, > ﬁqa, bet vidgjo vertibu starpibu tests
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noraidis nulles hipotézi, kad D,, > q., kur ¢, ir dots vienadojuma (4.24).

Tabula 6.2: Nulles hipot€zes noraidiSanas Itmenis vid€jo vertibu starpibu testam (pa kreisi) un
Vilkoksona rangu testam (pa labi) fGn procesam ar parametru H, simuléts 1000 reizu, abiem

testiem asimpotiskais Itmenis 5%

n/H | 0.6 0.7 0.9 n/H | 0.6 0.7 0.9
10 | 0.003 0.013 0.047 10 | 0.042 0.037 0.374
50 | 0.034 0.042 0.052 50 | 0.043 0.045 0.188
100 | 0.041 0.046 0.053 100 | 0.048 0.047 0.152

500 | 0.067 0.064 0.057 500 | 0.066 0.063 0.108

1000 | 0.055 0.051 0.055 1000 | 0.051 0.047 0.103

Tika empiriski parbaudits, vai abi testi sasniedz 5% Itmeni, un saskaitits, cik reizes no 10000
simulacijam testi noraida nulles hipotézi. Ka redzams tabula abi testi tuvojas 5% Itmenim
jau pie maziem izlases apjomiem (n = 50), iznemot Vilkoksona testu gadijuma, kad H = 0.9,
tas ir, kad ir Joti stipra atkariba starp novérojumiem. Saja gadijuma konvergence Teorema [17 ir

loti 1€na, un tapec galigas izlases gadijuma asimptotiskas kritiskas vertibas netiek sasniegtas.

Lai analiz&tu to, cik labi testi atrod mainas punktus, tika ieviests tads jédziens ka limena
maina h laika bridi [n )], tas ir, apskatita laikrinda

&is kadi=1,...,[n)\]
X; =

&+h, kadi=[nA\+1,...,n.

Konstrugsim §adas laikrindas dazadiem parametriem \ un A (pieméru skatit 6.7 attela), kad
izlases lielums n = 500. Ka var redzét [6.3 tabula, abi testi atrod mainas punktus laikrinda. Jo
par lielaku I[imeni més pacelam laikrindu (lielaks /) un jo tuvak laikrindas vidum (A = 0.5) me&s
veicam §1s izmainas, jo lielaka ir testu jauda. Kad mainas punkts atrodas laikrindas vida, abi
testi dod vienadi labus rezultatus, bet, kad mainas punkts ir tuvak laikrindas sakumam, labaks

izradas vidgjo vertibu starpibas tests.
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Att. 6.7: fGn process bez partraukumiem (augsa pa kreisi); ar 1&cienu p&c 150. noverojuma
([nA], kur A = 0.3) un augstums h = 0.5 (augsa pa labi); augstums 4 = 1 (leja pa kreisi) un
augstums h = 2 (leja pa labi)

Tabula 6.3: Vidgjo vertibu starpibu testa (pa kreisi) un Vilkoksona rangu testa (pa labi) jauda
fGn procesam ar parametru H = 0.7, izlases apjoms n = 500, dazadi partraukuma punkti [n]

un dazadiem l&cienu augstumiem h. Abiem testiem asimpotiskais [imenis 5%, simuléts 10000

reizu
h/X | 0.05 0.1 0.3 0.5 h/X | 0.05 0.1 0.3 0.5
0.5 | 0.073 0.100 0.422 0.534 0.5 | 0.073 0.099 0.420 0.527
1 0.100 0.274 0.963 0.984 1 0.091 0.199 0957 0984
2 0.275 0.963 1 1 2 0.129 0.761 1 1
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6.2.2 Smago astu dati

Tagad apskatisim datus, kas simuléti péc Pareto sadalijuma [l]. Pareto(S, k) sadalijumam ir

sadalfjuma funkcija
1— (5 jax >k
F(r) = :
0 citur,

kur k ir skalas parametrs un kur (3 ir formas parametrs. Pareto sadalijumam ir galiga sagaidama
vertiba, kad 5 > 1 un galiga dispersija, kad 3 > 2. Piemeru, ka izskatas dazadi Pareto sadaltjumi
skatit [6.§ attela.

2.4

— FPareto2({2,
—Pareto2(4, 23
—Pareto2(0.9, 2)

' '
35 4

Att. 6.8: Pareto sadalfjumi dazadiem parametriem (5 un k

Sagaidamo vertibu un dispersiju Pareto sadalijumam aprékina sadi:

p=EX) =, 51,
_ _ L
JQ—VaT(X)—(B_DQ(B_Q), B> 2.

Lai ieglitu Pareto(f3, k) sadalitu X = G(&), izvelesimies G ka $adu transformaciju G(t) =
k(®(t))~'/#, kur ® apzimé standartnormalo sadaltjuma funkciju ta, ka tadiem x > k

P(X, > z) = P(G(&) > 7) = P((@(@))—W > %) - P(& < ¢! (%)ﬁ> - (Ey.

X

Lai X; butu centréts, jaizvelas

Bk

G(t) = k(D) V8 - 5T

6.21)
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Un, lai X ir standartiz&ts (vidgja vertiba 0 un dispersija 1), tad apskatisim tadu Z = (X — u)/o

un izvelésimies $adu

i) o2
G(t) = k(D) P — ). 6.22
0= (o) (Heor - 622
Tad attiecigi Z sadalijuma funkcija ir
B
1— (=), jaz>Ht2
Fy(z) = <”Z+“> ’ (6.23)
0, citur,
un ta blivuma funkcija ir
K Bo(oz+p)™01, jaz >t
fz(z) = (6.24)

0, citur.

Saja gadijuma = 3,k = 1un E(X) =

frakcionald Gausa troksna datiem, dati tiks standartizati (skatit (6.22)):

Glt) = %/4 (c@@ne-3).

Varbiitibu blivuma funkcija standartizétajam X izskatas §adi (no (6.24):

flx) = 3\/§<\/§x+%>_47 jax>—/1,
0,

citur.

Pareto (3,1) dati: Tiks simuléti Pareto(3, 1) dati, tas ir, smago astu dati ar galigu dispersiju.
3
2 2

un Var(X) = 3. Lai salidzinatu ar simulacijam

G ir stingri dilstoSa funkcija, un, balstoties uz ieprieks iegiito, Hermitu rangs m funkcijai G ir 1

un | [, Ji(z)dF ()| = (2y/7) 7", skatit (8.23). Izmantojot skaitlisko integréSanu

a; = E[EG(§)] = \/g/oo s®(s)"V3p(s)ds ~ —0.6784.

49



Tabula 6.4: Nulles hipotézes noraidiSanas Itmenis vid€jo vertibu starpibu testam (pa kreisi) un
Vilkoksona rangu testam (pa labi) Pareto(3, 1) procesam, kurs iegiits no fGn procesa ar para-

metru H, simuléts 1000 reizu, abiem testiem asimpotiskais [Tmenis 5%

n/H| 06 07 09 n/H| 06 07 09
10 | 0.071 0.089 0.141 10 |0.185 0.117 0378
50 | 0.067 0.040 0.121 50 | 0.122 0.074 0.188
100 | 0.076 0.041 0.117 100 | 0.099 0.062 0.151

500 | 0.099 0.042 0.138 500 | 0.085 0.068 0.109

1000 | 0.109 0.046 0.112 1000 | 0.067 0.052 0.105

6.4 tabula var redzét abu testu nozimibas limeni dazadiem izla$u apjomiem un Hursta pa-
rametriem. Redzam, ka Vilkoksona tests 1énam konverge uz asimptotisko Iimeni, palielinoties
izlases apjomam. Izne€mums ir gadijums, kad A = 0.9, kura abi testi neuzrada labus rezultatus.

6.3 tabula var redz&t abu testu jaudas pie dazadiem mainas punktiem un to augstumiem.
Smago astu datiem labaks izradas Vilkoksona tests - situacija ir Iildziga ka normali sadalitu datu

gadijuma - jo tuvak laikrindas vidum un jo lielakas laikrindas izmainas, jo lielakas testa jaudas.

Tabula 6.5: Vidgjo vertibu starpibu testa (pa kreisi) un Vilkoksona rangu testa (pa labi) jauda
Pareto(3, 1) datiem, kas iegliti no f Gn procesa ar parametru H = 0.7, izlases apjoms n = 500,
dazadi partraukuma punkti [nA] un dazadiem l&cienu augstumiem h. Abiem testiem asimpotis-

kais Irmenis 5%, simuléts 10000 reizu

h/X | 0.05 0.1 0.3 0.5 h/X | 0.05 0.1 0.3 0.5

0.5 | 0.001 0.008 0.094 0.158 0.5 | 0.088 0.114 0.453 0.558
1 0.002 0.010 0.234 0.423 1 0.106 0.248 0.966 0.987
2 10.002 0.019 0.507 0.766 2 0.164 0.858 1 1
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6.3 ['L ilglaicigi atkarigiem procesiem

6.3.1 FE'L statistikas robezsadalijjuma analize

E L statistikas robezsadalijums divu izlaSu gadijuma ilglaicigas atminas procesiem nav izpétits,
tomér veiksim asimptotiska robezsadalijuma empirisko analizi.
Sim noliikam 10000 reizu tiks simuléti divi fGn procesi vienados apjomos n; = ny = n =

1000 ar Hursta parametriem H = 0.6,0.7 un 0.9. Apskatam hipotezi
Hy @ py = po (6.31)

pret alternativo hipot€zi, ka vid€jas vertibas abiem procesiem atSkiras. Ta ka apskatam ilglaicigi
atkarigus procesus, nepiecieSams izlases dalit blokos. Bloku garumu izvélesimies | = 2n°* ka
minéts publikacija [31]. Tad ar programma R pieejamo funkciju EL.means aprékinasim statis-
tikas vertibas, kas tiks atspogulotas histogrammas veida. Robezsadalijums tiks iegiits ka viena-
dojuma (5.29), kur statistikas vértibai piereizinata konstante B,, = Q~'(n/l)'~2¢ vai \/B,, kas
empiriskas analizes rezultata skita piemé&rotaka.

6.9 attéla varam redzet rezultatus. Ka redzams - vienas ilglaicigi atkarigas izlases E'L statis-
tikas robezsadalijums neder divu ilglaicigi atkarigu izlaSu gadijuma, jo neviena no apskatitajiem
gadijumiem nevar pateikt, ka statistikas vertibas konvergétu uz x? sadalfjumu. Gadijuma, kad
H = 0.7 izskatas, ka statistikai piereizinata konstante v/B,, dod mazliet labakus rezultatus ne-
ka B, tacu pie citam Hursta parametra vertibam, var redzet, ka arT §1 normaliz€josa konstante

nebils pareiza izvéle.
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Att. 6.9: Simulétiem diviem fGn procesiem apjoma n = 1000 ar H = 0.6 (augsgjie grafiki),
H = 0.7 (vidgjie grafiki) un A = 0.9 (apaksgjie grafiki) ar /L metodes aprékinatas statistikas
vertibas un to robeZzsadalijumi; simulacijas veiktas 10000 reizes. Pa kreisi piereizinata konstante

B, palabi- B,
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6.3.2 [FE'L metodes parklajuma precizitate

Kad empiriski apskatits F L statistikas robezsadalijums divu izlasu gadijuma ilglaicigi atkari-
giem novérojumiem, aplikosim £ L metodes parklajuma precizitates. Sim noliikam simulésim
divus fGn procesus ar Hursta parametriem H = 0.6,0.7 un 0.9 vienados apjomos n; = ny, =
n = 1000. Apskatam hipotézi Hy ka .31 Ar R programma EL biblioteka iebiivéto funkciju
EL.means palidzibu aprékinasim ticamibas intervalu parklajumu precizitates divu izlasu vidgjai

vértibai. Seit izvélésimies bloku lielumus | = ¢;n%*, kur ¢; € {1/2;1;2}.

Tabula 6.6: Neskeloso bloku (pa kreisi) un SkeloSo bloku (pa labi) ar atstarpi L starp blokiem
ticamibas intervalu parklajuma precizitates fGn simulétiem datiem apjoma n = 1000, izveleta

precizitate 0.95, simulacijas veiktas 1000 reizes

H=06 H=07 H=09 H=06 H=07 H=09
=7 0.775 0.531 0.149 l=7L=3 0.581 0.387 0.086
l=15 0.799 0.608 0.204 l=15,L =7 0.628 0.443 0.133
=31 0.832 0.665 0.248 l=31,L=15 0.659 0.494 0.177

Ka redzams 6.4 tabula parklajuma precizitates ir diezgan zemas visos gadijumos. Bloku
izméru palielinasanas dod rezultatu uzlabojumu, kas ir logiski ilglaicigi atkarigiem datiem. Jo
stipraka datu atkariba (lielaks [), jo vairak pasliktinas parklajuma precizitates - abu izlasu vide-
jas vertibas sak stiprak atskirties. ArT izlaSu apjoma palielinasana uz n = 3000 nedod nekadus

uzlabojumus, skatit .7 tabula.

Tabula 6.7: NeskeloSo bloku (pa kreisi) un Skeloso bloku (pa labi) ar atstarpi L starp blokiem
ticamibas intervalu parklajuma precizitates fGn simul€tiem datiem apjoma n = 3000, izveleta

precizitate 0.95, simulacijas 1000 reizes

H=06 H=07 H=09 H=06 H=07 H=09
=12 0.725 0.449 0.148 =12, L =5 0.519 0.298 0.100
=24 0.756 0.524 0.183 l=24,L =11 0.562 0.355 0.134
=49 0.794 0.580 0.221 =49, L =24 0.611 0.414 0.164

6.3.3 Mainas punkta noteikSana

Saja nodala méginasim noteikt, kur ilglaicigi atkariga laikrinda atrodas mainas punkti. Saja

gadijuma izmantosim vienu laikrindu, kas tiks dalita logos. Tatad kada procesa X, mainas
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punkta atraSanai izvel€simies logu

Wn(Xr) = (Xrg1, X7ia, .., Xoyw)

garuma N = 1,2,.... Izmantojot divus blakus esosus logus Wy (X7) un Wy (X7, n), kas
neskelas, veiksim hipotézu parbaudi par logu izveidoto laikrindu vid€jo vertibu. Konstru€sim
p—vertibu liknes un grafiski noteiksim mainas punkta atrasas vietas - tas ir, tur, kur p— veértibu
likne pienem vértibas, kas mazakas par nozimibas [imeni o = (.05, tur atrodams mainas punkts.

Simulésim fGn laikrindu {;} ar Hursta parametru H = 0.7 apjoma n = 1000 un no §Ts
laikrindas konstru€sim procesu ar vienu mainas punktu un ar diviem mainas punktiem. Tatad
apskatisim

X,L' —

&+ pi, 501 < i < 1000,

kur p1 = 3 ir augstums, par kuru pacelta laikrinda punkta £ = 500 (mainas punkta), un

(

Xi=q&+p, 351 <i<700,

&+ pe, 701 < i < 1000,
\

kur p1; = 3, o = 4 un laikrindai ir divi mainas punkti k£; = 350 un &y = 700.

Mainas punkta noteikSanai laikrinda konstruésim p—vertibu liknes ar dazadiem logu garu-
miem jau ieprieks apskatitajiem divu izlaSu rangu testiem - Vilkoksona un vidgjo vertibu starpibu
testiem, ka ar1 /L metodei. Salidzinajumam pievienosim CUSU M metodi.

Ka varam redzet attela, samazinot loga garumu var aizvien precizak noteikt mainas
punkta atrasanas vietu, tacu nevajadzetu izveleties arT parak mazu loga garumu, ka varam redzéet
jau pie loga garuma N = 25 testi sak uzradit mainas punktus, kuri neeksiste. Salidzinot testus
sava starpa, var redzet, ka vid€jo vertibu starpibu un Vilkoksona tests uzvedas lidzigi, tacu E L
metode jau pie logu garuma N = 100 nosaka mainas punktus, kur to nav. CUSU M statistika
mainas punktu laikrindas vidi atrod.

att€la, kur ir divi mainas punkti interesantakais bija noskaidrot, vai tiks atrasts arT otrais
mainas punkts ko, = 700, jo Seit laikrinda tika tikai mazliet pakorigéta. Varam redzét, ka abus
mainas punktus vid&jo vertibu un Vilkoksona testu atrod pie izv€létajiem logu garumiem, un
E'L metode joprojam nosaka dazus neesoSus mainas punktus, samazinoties loga garumam. V&l
varam redzet, ka CUSU M metode atrod pirmo mainas punktu k; = 350, bet otro vairs ne tik

parliecinosi.
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Att. 6.10: Laikrindas ar vienu mainas punktu att€lojums, p—veértibu grafiki ar logu garumiem
N =200, 100, 50 un 25 melna krasa - videjo vertibu starpibu testa I[tkném, sarkana - Vilkoksona
testa Itlkném un zala - E'L metodes likném, un CUSU M grafiks
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Att. 6.11: Laikrindas ar diviem mainas punktiem att€lojums, p—vertibu grafiki ar logu garumiem
N = 200, 100 un 50 melna krasa - vidgjo vertibu starpibu testa likném, sarkana - Vilkoksona
testa Itlkném un zala - £'L metodes likném, un CUSU M grafiks

56



Tagad noteiksim mainas punktus ar p—vertibu grafikiem realiem datu piemériem - Zemes
virsmas temperatirai, Nilas upes datiem un IBM akciju cenu procesa transformacijai. Japiezi-
m¢, ka Siem procesiem nav zinams Tstais Hursta parametrs, tadé] Vilkoksona un vidgjo vertibu
starpibas testiem p—vertibu aprékinam izmantosim ieprieks novértetos Hursta parametrus ar
veivletu, R/S un periodogrammas metodém. Tos Hursta parametra novért&jumus, kas lielaki

par 1 vai tuvu tam, neizmantosim.

b.12.attela zemes virsmas temperatiiras datiem loga samazina$ana uzrada aizvien jaunus
mainas punktus - ja pie loga N = 200 Vilkoksona tests un £/ L metode atrod tikai divus mainus
punktus visai laikrindai, tad pie NV = 100 laikrindas beigas paradas jau divi mainas punkti, bet
pie N = 50 tris mainas punkti, kurus pirms tam neuzradija. Tas nozimgé, ka, ja v€lamies noteikt
mainas punktus, kas atrodas laikrindas sakumposma vai beigu posma, nepiecieSams izvéleties
mazakus loga garumus, jo loga garums, kas lielaks par mainas punkta atrasanas attalumu no laik-
rindas sakuma vai beigam, nesp€j identificét mainas punktu. Redzam, ka vidgjo vértibu starpibu
tests neatrod mainas punktus. Parametra H izvéle biitiski nemaina rezultatus. P—vertibu likne
ar veivletu metodi novertétajam H ir nepartraukta, bet ar R/S metodi - raustita. CUSU M gra-

fiks uzrada mainas punktus lidzigi, ka p—vertibu liknes pie loga garuma N = 200.

Aplikojot Nilas upes datu pieméru attela, var secinat, ka loga garums N = 50 varétu
biit tuvu optimalajam, kas ir aptuveni desmita dala laikrindas garuma (n = 663). Seit visas trTs
p—vertibu liknu metodes dod diezgan lidzigus rezultatus. C'USU M metode nosaka, ka mainas
punkti varétu bt laikrindas vidusposma, bet ta neatrod mainas punktus laikrindas sakuma un

beigas.

Savukart IBM datu gadijuma (laikrindas garums n = 367) loga garums N = 50 un
N = 25 izskatas pienemami. Vilkoksona testam sliktakus rezultatus dod p—vertibu likne, kurai
izmantots ar R/.S metodi novertétais Hursta parametrs H= 0.655, kas ir liclaks, neka veivletu

un periodogrammas noveértgjums. E L metode pie loga garuma N = 50 dod ticamus rezultatus.
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Att. 6.12: Zemes virsmas temperatiiras laikrindas att€lojums, p—vertibu grafiki logu garumiem
N = 200, 100 un 50 melna krasa - vidgjo veértibu starpibu testa likném, sarkana - Vilkoksona
testa Itlkném un zala - £'L metodes likném, un CUSU M grafiks
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Nobeigums

Darba apliikoti $adi ilgaicigas atminas procesi - frakcionalais Gausa troksnis ( f Gn), smago astu
dati, ka arT tr1s realu datu pieméri. fGn procesi un smago astu process tiek simuléts programma
R, izmantojot dazadus Hursta parametrus H un izlaSu apjomus n. fGn procesiem un realu
datu piemériem noveértéts Hursta parametrs, izmantojot Cetras Hursta parametra novertésanas
metodes. Secinats, ka Hursta parametru visprecizak nosaka R /S un veivletu metode. To pierada
ar1 ticamibas intervalu parklajuma precizitates, kas bija augstakas tiesi STm metodém.

Mainas punkta noteikSanai ilglaicigi atkarigam procesam tika pielietoti divi neparametriskie
mainas punkta testi - Vilkoksona divu izlaSu tests un vid€jo vertibu starpibas tests, kas ieviesti
2012. gada [[1]. Vispirms tika analiz&ts asimptotiskais sadalijums abu testu statistikam pie nulles
hipotézes, ka mainas punkta nav. Sim mérkim programma R tika simuléts frakcionalais Brauna
process. Pielietojot abus mainas punkta testus fGn datiem, tika secinats, ka abi testi jau pat pie
maziem izlasu apjomiem (n = 50) tuvojas asimptotiskajam 5% Itmenim, iznemot Vilkoksona
testu stipras datu atkaribas gadijuma (H = 0.9), kad asimptotiskais [imenis netika sasniegts.
Analizg€jot abu testu jaudas mainas punkta noteikSana var secinat, ka, jo tuvak laikrindas vidus-
punktam notikusi izmaina un jo lielaka ta ir, jo lielakas abu testu jaudas. Gadijuma, kad mainas
punkts atrodas tuvak laikrindas sakumam, vid€jo veértibu starpibas tests izradas labaks.

Salidzinot Sos abus testus smago astu datiem, paraks izradas Vilkoksona tests - testa statistika
straujak konvergeé uz asimptotisko 5% limeni, ka ari tests atpazist mainas punktus laikrinda.
Vidgjo vertibu starpibu testa jaudas Siem datiem ir diezgan zemas pat, ja mainas punkts atrodas
laikrindas vidi.

Mainas punktu atraSanai laikrinda tika konstruéti p— vertibu grafiki Vilkoksona, vid€jo ver-
tibu starpibas testiem un £'L metodei. Tika secinats, ka, samazinot apskatama loga garumu, var
noteikt aizvien precizakas mainas punktu atraSanas vietas, tacu parak maza loga garuma izvéle
nedod nekadus rezultatus. Saja darba veiksmigaka loga garuma izvéle svarstas ap 1/10 dalu no
laikrindas apjoma. Mainas punkta noteikSana ar p—veértibu grafikiem aplikota £ L metode ir
mazliet neprecizaka par Vilkoksona un vidgjo vertibu starpibu testiem, tacu izstradajot £'L divu
izlaSu problémai L RD datiem, iesp&jams, ta uzraditu precizakus rezultatus. CUSU M metode
salidzinajuma ar p— veértibu grafikiem nav tik efektiva, jo biezi neatpazist mainas punktus, ja

tie ir vairak, neka viens.

Nobeiguma japiebilst, ka darba apliikotas metodes mainas punkta noteikSanai ir tikai neliels
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ieskats $aja joma - Kirch (2006) disertacija [4] min€tas vel daudzas metodes mainas punkta no-
teikSanai atkarigam datu struktiiram, pieméram, dazadas modific€tas CUSUM un blokoSanas
metodes AR(1) procesiem, ko var€tu attistit ari ilglaicigi atkarigiem datiem. Darba turpinaju-
ma noteikti biitu nepiecieSams iegiit teorétisko pamatojumu E'L divu izlaSu problémai LRD
datiem. Ta ka ilglaicigi atkarigu datu problematikas strauji sakusSas attistities tikai nesen, ir

daudz teorétisku problému, kuras v&l var tikt analiz&tas Siem procesiem.
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Pielikums
Definicija 15. [34] Hermitu polinoms izskatas forma

He,(z) = (—1)“6962/207—@—962/2 (6.32)
xn

Piemers 6.
e Hepg =1
s Hey ==z
e Hey =22 — 1

 Hes = 2% — 3z

e Hey =2* — 622+ 3

HO
H1
H2
H3
H4

N\

S
]
o
%)
o

Att. 6.15: Dazadi Hermita polinomi

Definicija 16. [35]Ja v(h) ir stacionara procesa {z;} autokovariaciju funkcija un ta apmierina

nevienadibu

> hw)] <,

h=—o00
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tad

1/2 '
v(h) = / eFm A F(N)d, h=0,+1,42, ... (6.33)
~1/2
un procesa {x;} spektrala blivuma funkcija ir
FO) =D An)e™™M —1/2< A< 1/2, (6.34)
h=—00

Autokovariaciju funkcija (6.33)) un spektrala blivuma funkcija (6.34) veido Furjé transor-
mdaciju pari.
Definicija 17. [35] Ja doti dati x4, . . ., x,, tad par diskréto Furjé transformaciju (DFT) sauc

d(N;) =072 e N (6.35)
t=1
kad j =0,1,...,n — 1, kur frekvences \; = j/n sauc par Furjé frekvencém.
Definicija 18. [35]Dotiem datiem x4, ..., x, par periodogrammu sauc
100) = AP, (6.36)
kadj=0,1,2,...,n — 1.

Apgalvojums 25. [/36] Frakcionalas Brauna kustibas spektralo blivumu var definét ka perio-

dogrammas sagaidamas vértibas robezu

Fr(X) oc [N 72UH+1/2), kad X — 0. (6.37)

Definicija 19. [[15] Diskrétos veivletu koeficientus funkcijai z(t) € L?(R) aprekina

+o0
W= [ alOutd, ke (6.38)

[e.9]

kur ¢, (t) € L*(R) ir veivletu funkcijas. Veivletu ;. (t) kopa ir atvasinata no vienas funkcijas

Wo(t), kas ir mates veivlets, izmantojot merogosanu un paplasinasanos:

Uin(t) = 277290 (277t — k), 4,k € Z, (6.39)
kur
)
1, jax € [O,%),
tho(x) =< 1, jaz € [1,1), (6.310)
0, citur.

\
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Pienpemums 1. [|]15] Pienem, ka

(a) procesam (X : j > 1) ir tada spektrala blivuma funkcija f, ka logf ir spektrala blivuma

logaritma saistita funkcija, kas nepartraukta intervala [—7, 7];

(b) g ir m > 2 ziidoSie momenti ar

(L+ () o] + 1] + [ (1)} < Cp VxR,

kur 7 > 2, C,, ir pozitiva konstante un ¢ (z) = [ exp(—2imta )i (t)dt ir funkcijas v,

Furjé transformacija;

(¢) "' 4+ n~! tiecas uz nulli, j;(n) tiecas uz bezgalibu un v;, () (n)/v;, (1) tiecas uz nulli,

ja n tiecas uz bezgalibu.

Teoréma 26. (Nepartraukta attéloSanas teoréma) Pienemsim, ka f : R¥ — R™ ir funkcija,

kurai P(f(X) ir nepartraukts) = 1. Tad, ja
() X, =% X, tad £(X,)) =7 f(X),
(i) Xo =P X, tad f(X,) —? F(X),

(iii) X, =94 X, tad f(X,) =9 f(X).
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A Pielikums

A.1 Vilkoksona un videjo vertibu starpibas testu R kods

#### Wilkoksona statistikas iegiliSana normali sadalItiem datiem###
#H#H R R ### s imule FGN procesu#t#####

n<- 1000 # izlases apjoms

H<-0.9 # Hursta parametrs

dati<-SimulateFGN(n,H)

###teoretiskais acf FGN datiem

k<-seq(0, (n-1) ,by=1)

ro<=(1/2) * ((k+1) 7 (2*H) -2 (k™ (2xH) ) + (k-1) = (2*H) )
lines(ro[0:60],col="red", 1lwd=2)

set.seed (1)
wilcox.fun<-function(n)

{

H<-0.9 # Hursta parametrs
dati<-SimulateFGN(n,H)
Hermita polinoms (m=1)
####prieks d_n
k<-seq(1, (n-1) ,by=1)
ro<-(1/2)*((k+1) =~ (2*H) -2x (k™ (2*H) ) +(k-1) ~(2%H))
summa<-c ()

for (k in 1:(n-1))

{

summa [k] <-ro [k] *(n-k)
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}
Var xn<-n*var (dati)+2*sum(summa)

d_n<-sqrt(Var_xn)

#u#HHAHH##H#H#E Wilkoksona statistika

fun<-function(k,i,dati)

{

n<-length(dati)

dd<-dati[(k+1) :n]

length(dd[dd>dati[i]])-(n-k)*0.5 # jabut i no 1 1idz k
}

fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="k")
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="i")
matr<-fun(l:(n-1),1:(n-1),dati)

#####summas

for (k in 1:(n-1))

{

alk]<-sum(matr([k, (1:k)])

}

W _n<-1/(n*d_n)*max(Mod(a))
}

rez<-replicate(10000,wilcox.fun(100))
length(rez[rez>=0.1223445]) /10000 ##jamaina kvantile dazadiem H
HAHBHHAHBHHEHBH B HAHBSHAHBHHEHBH RS HBHH

#H########VIde jo vertibu starpibas tests normali sadalitiem datiem #####
#HH R Esimule FGN procesust###########HHHHHHHEEE 1#

n<- 100 # izlases apjoms

H<-0.7 # Hursta parametrs

#H#HHHFHH#FHAN=0. 9 ; 1000###H#HHHHHHHHBHFHHHBHRHHH
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vid.vert.fun<-function(n)
{
H<-0.9

dati<-SimulateFGN(n,H)

#Hermita polinoms (m=1)

#H#####H####prieks d_n

k<-seq(1, (n-1) ,by=1)
ro<-(1/2)*((k+1) = (2xH) -2* (k™ (2*H) ) +(k-1) " (2*H) )
summa<-c ()

for (k in 1:(n-1))

{

summa [k] <-ro [k]*(n-k)

}

Var_xn<-n*var (dati)+2*sum(summa)

d_n<-sqrt(Var_xn)

###HH#A#H#### Vid.vert. starpibas tests

fun<-function(k,i,dati)

{

n<-length(dati)

dd<-dati[(k+1) :n]

sum(dati[i]-dd)

}
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="k")
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="i")
matr<-fun(l:(n-1),1:(n-1),dati)

a<-c()

##summas

for (k in 1:(n-1))
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{
alk]<-sum(matr [k, (1:k)])
}

D_kn<-1/(n*d_n)*a
D_n<-max(Mod(D_kn))

}

rez<-replicate(10000,vid.vert.fun(1000))
length(rez[rez>=0.4337]) /10000 ####jamaina kvantile daZzadiem H

#4##### IJAUDA videjas vertibas testam ar PARETO(3,1) datiem ###t##
He#HHHH SRR H RS HAEH##Hh=0.5, lambda=0.05

n<-500

h<-0.5

lambda<-0.05

H<-0.7

vid.fun<-function(n)

{

H<-0.7 # Hursta parametrs

fgn<-SimulateFGN(n,H)
fgni<-c(fgn[1l: (n*lambda)], (fgn[(n*lambda+1) :n]+h))
transf<-pnorm(fgni)

beta<-3

k<-1
dati<-(((betax(k)~2)/(((beta-1)"2)*(beta-2)))"(-1/2))*
(kx(transf) ~(-1/beta) -betaxk/(beta-1))

###t#### HermIita polinoms (m=1)

#####prieks d_n

k<-seq(1, (n-1) ,by=1)

ro<-(1/2)* ((k+1)~(2xH) -2* (k™ (2*H) ) +(k-1) " (2*H) )
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summa<-c ()

for (k in 1:(n-1))

{

summa [k] <-ro [k] * (n-k)

}

Var_xn<-n*var (dati)+2*sum(summa)

d_n<-sqrt(Var_xn)

#H#HHHH Y Vid.vert. starplbas statistika

fun<-function(k,i,dati)

{

n<-length(dati)

dd<-dati[(k+1) :n]

sum(dati[i]-dd)

}
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="k")
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="1i")
matr<-fun(i:(n-1),1:(n-1),dati)

a<-c()

##summas

for (k in 1:(n-1))

{

alk]<-sum(matr[k, (1:k)])

}

D_kn<-1/(n*d_n)*a

D_n<-max(Mod(D_kn))

}

al<-0.6784

rez<-replicate(10000,vid.fun(500))
length(rez[rez>=(0.87329%a1)]) /10000 ###mainIit dazadiem H
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HERHHAFHBRHHAFHBHHHAFHBRH B A H B RS H AR AR RS

A.2 p— vertibu grafiki mainas punkta noteikSanai

##### p-vertibu grafiki Nilas upes datiem
library(EL)
library (FGN)

#ufHH AN TI L as upes dati####

data(NileMin)
data<-NileMin

n<-length(data)
#EL , kur H neko nenosaka########H#H##H#HHHSHHAH

#2 izlaSu tests atkarigiem datiem - izmantojot data blocking
for (k in 10:10){

N<-k*10; #datu apjoms logos 10, 25, 50, 100, 200
1<-trunc(2xN~(2/5)) #bloka garums

L<-1 #bloku atstarpe

Q<-trunc(((N-1)/L)+1) #bloku skaits

blocking<-function(X.data, Y.data)

{

X.block<-c()

mul=mean(X.data)

#for(i in 1:Q) X.block[i]<- mean(X.data[((i-1)*L+1):((i-1)*L+1)]-mul)
for(i in 1:Q) X.block[il<- mean(X.datal[((i-1)*L+1):((i-1)*L+1)])

Y.block<-c()
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mu2=mean (Y.data)

#for(i in 1:Q) Y.block[il<-mean(Y.data[((i-1)*L+1):((i-1)*L+1)]-mul-deltal)
for(i in 1:Q) Y.block[il<-mean(Y.data[((i-1)*L+1):((i-1)*L+1)])

#EL .means(X.data,Y.data) $p.value

EL.means (X.block,Y.block)$p.value

}

pp.values<-c()

for (i in 1:(n-2x*N)){

F1.block<-datal[i: (i+N-1)];

F2.block<-data[(i+N): (i+2*N-1)];

#mean (F1.block) ;mean(F2.block) ;
pp.values[i]<-blocking(F1.block,F2.block);

}

plot ((N+1): (length(pp.values)+N) ,pp.values, type='lty',xlab="",ylab="",
col="green",lwd=2)

pp=round (pp.values,?2)

}

FHAH R R

### p-vertibas Videjo vertibu starpibas testam###
library (fArma)

library (FGN)

##########7 (lambda) —1ambda (Z (1) ) #######
#H<=0.9
set.seed (1)

i<-seq(1,1000, by=1)
fun<-function(n)

{

BM<-fbmSim(n = 1000, H = 0.9, method = c("mvn", "chol", "lev", "circ", "wave") ,wave] ="
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M<-max (Mod (BM[i]-(i/1000)*BM[1000]))
}

rez<-replicate(1000,fun(n))

H#itH S H= O . Ottt #
for (k in 10:10){
N<-k*10; #datu apjoms logos 10, 25, 50, 100, 200

###p-vert ieguSana no Vidéjo vert.starplbas testa
set.seed (1)
vid.vert.fun<-function(X.dati,Y.dati)

{

dati<-c(X.dati,Y.dati)

n<-length(dati)

H<-0.9

#H####### Hermita polinoms########prieks d_n
k<-seq(1, (n-1) ,by=1)
ro<-(1/2)*((k+1)~ (2*H) -2* (k™ (2xH) )+ (k-1) " (2*H))
summa<-c ()

for (k in 1:(n-1))

{

summa [k] <-ro [k]* (n-k)

}

Var_xn<-n*var(dati)+2*sum(summa)

d_n<-sqrt(Var_xn)

#H#HHHHHHBRA#HH#E Vid.vert. starplibas statistika
fun<-function(k,i,dati)

{
n<-length(dati)

dd<-dati[(k+1) :n]
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sum(dati[i]-dd)

}
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="k")
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="i")
matr<-fun(il:(n-1),1:(n-1),dati)

a<-c()

##summas

for (k in 1:(n-1))

{

alk]<-sum(matr[k, (1:k)])

}

D_kn<-1/(n*d_n)*a

D_n<-max(Mod(D_kn))
length(rez[rez>=D_n]) /1000 #p-vértibas
}

pp.values<-c()

###sadala pa logiem

for (i in 1:(@-2*N)){

F1.block<-datal[i: (i+N-1)];
F2.block<-data[(i+N):(i+2xN-1)];
pp.values[i]<-vid.vert.fun(F1.block,F2.block);
}

lines((N+1) : (length(pp.values)+N) ,pp.values, type='lty',xlab="",6ylab="",
ylim=c(0,1),1lwd=2)
pp=round (pp.values,?2)
}

HH#HHHHHRRAE H=0 . O###HHH#HHHH#

### p-vertibas Wilcoxon testam###
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####Izmantojam REZ no vid.vert starpibas testal!

rezz<-rez*(1/(2*sqrt(pi)))

for (k in 10:10){
N<-k#*10; #datu apjoms logos 10, 25, 50, 100, 200

###p-vert iegusSana no Videjo vert.starpibas testa
set.seed (1)

wilcox.fun<-function(X.dati,Y.dati)

{

dati<-c(X.dati,Y.dati)

n<-length(dati)

H<-0.9

###### Hermita polinoms########prieks d_n
k<-seq(1, (n-1) ,by=1)
ro<-(1/2)*((k+1)~ (2xH) -2* (k™ (2*H) ) +(k-1) " (2*H) )
summa<-c ()

for (k in 1:(n-1))

{

summa [k] <-ro [k]*(n-k)

}

Var_xn<-n*var (dati)+2*sum(summa)

d_n<-sqrt(Var_xn)

###HHAHH R HAR#H#E Wilkoksona statistika

fun<-function(k,i,dati)
{

n<-length(dati)
dd<-dati[(k+1) :n]

length(dd[dd>dati[i]])-(n-k)*0.5 # jabut i no 1 1idz k
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}
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="k")
fun<-Vectorize(fun,vectorize.args="i")

matr<-fun(l:(n-1),1:(n-1),dati)

i summas

for (k in 1:(n-1))

{

alk]<-sum(matr [k, (1:k)])

}

W_n<-1/(n*d_n)*max (Mod (a))
length(rezz[rezz>=W_n])/1000 #p-vertibas
}

pp.values<-c()

###sadala pa logiem

for (i in 1:(n-2*N)){

F1.block<-datal[i: (i+N-1)];
F2.block<-data[(i+N): (i+2*N-1)];
pp.values[i]<-wilcox.fun(F1.block,F2.block);
}

lines ((N+1) : (length(pp.values)+N) ,pp.values, type='lty',xlab="",ylab="",
col="red",1lwd=2)

pp=round (pp.values,2)

}
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