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Anotâcija

Ðî darba mçríis ir ilglaicîgâs atmiòas parametra novçrtçðana ar veivletiem. Definçts il-

glaicîgâs atmiòas raksturojoðais parametrs un Hursta parametrs, kâ arî analizçts viens no

izplatîtâkajiem ilglaicîgâs atmiòas procesiem - frakcionâlâ Brauna kustîba un tâs pieaugu-

mi. Programmâ R veiktas procesu simulâcijas, kâ arî aplûkotas èetras metodes ilglaicîgâs

atmiòas parametra novçrtçðanai, izmantojot nesenos rezultâtus literatûrâ [1] - kopçjâs

variâcijas metode, periodogrammu metode, R/S metode un veiveltu metode. Hursta pa-

rametra novçrtçjumiem konstruçti ticamîbas intervâli ar apakðizlaðu veidoðanas metodi.

[2] Aprakstîta veivletu konstrukcija un îpaðîbas. [3] Kâ arî apskatîtas divas veivletu me-

todes ilglaicîgâs atmiòas parametra novçrtçjumam no nesenâs publikâcijas [4] - lokâlâs

regresijas veivletu metode un lokâlâ Whittle veivletu metode.

Atslçgas vârdi: Ilglaicîgâs atmiòas procesi, Hursta parametrs, apakðizlaðu metode, veivleti



Abstract

The aim of this work is the long memory parameter estimation using wavelets. The

descriptive parameter of a long memory process as well as the famous Hurst parameter

are defined and also one of the most popular long memory processes - fractional Brownian

motion and its increments are analysed. Simulation study has been carried out in prog-

ram R implementing four methods for estimation of the long memory parameter - the

aggregated variance method, the periodogramm method, the R/S method and the wa-

velets method using recent results in [1]. Confidence intervals based on subsampling are

constructed for the Hurst parameter following recent results in this field. [2] Further wa-

velet construction and their properties are analysed in details. [3] We also examine two

wavelet methods for estimating a long memory parameter - the local regression wavelets

method and the local Whittle wavelets method introduced in [4].

Keywords: Long memory processes, Hurst parameter, subsampling, wavelets
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Apzîmçjumi

ACF autokorelâciju funkcija

DFT diskrçtâ Furjç transformâcija

DWT diskrçtâ veivletu transformâcija

EDF empîriskâ sadalîjuma funkcija

FBM frakcionâlâ Brauna kustîba

FGN frakcionâlais Gausa troksnis

H Hursta parametrs

LRD ilglaicîgâs atkarîbas process

LRW lokâlâ regresiju veivletu metode

LWW lokâlâ Whittle veivletu metode

MRA multilîmeòu analîze

R/S R/S metode

∝ proporcionâls

∼ lîdzîgs

→d tiecas pçc sadalîjuma

V ar(X) dispersija no X

� asimptotiski tiecas
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Ievads

Ilglaicîgâs atmiòas procesi (long range dependent jeb LRD) ir mûsdienâs plaði analizçti

procesi (skatît, piemçram, [5]). Pçdçjâ desmitgadç LRD procesi plaði pielietoti teleko-

munikâciju zinâtnç. Ilglaicîgâs atmiòas procesu svarîgâkâ raksturojoðâ pazîme ir tâ, ka

autokovariâciju funkcija dilst ïoti lçni. Ilglaicîgâs atmiòas procesu apraksta Hursta para-

metrs H (nosaukts par godu hidrologam Hurstam, kurð 1951. gadâ atklâja ðo parametru,

pçtot Nîlas upes problçmu [6]), kur H ∈ (1/2, 1) liecina, ka procesam pastâv ilglaicîgâ

atmiòa.

Mûsdienâs Hursta parametrs parâdâs daudzâs matemâtikâs nozarçs - fraktâïu un haosa

teorijâ, ilglaicîgos procesos un spektrâlajâ analîzç. Hursta parametra novçrtçjums tiek

pielietots daþâdâs sfçrâs - sâkot no biofizikas lîdz datorzinâtnei. Tomçr jaunâkâs Hursta

parametra novçrtçðanas metodes nâk no fraktâlâs matemâtikas.

Viens no veidiem, kâ novçrtçt ilglaicîgâs atmiòas parametru, ir veivletu metode.

Veivlets ir viïòveidîga, oscilçjoða funkcija ar amplitûdu, kas sâkas no nulles, pçc tam

pieaug, un tad dilst atpakaï uz nulli. Piemçrs, kur ikdienâ var redzçt veivletu funkcijas, ir

sirdspukstu attçlojums monitorâ. Veivletu raðanos veicinâja J. Fourier, kurð nodarbojâs

ar frekvenèu analîzi (1807). No frekvenèu analîzes izveidojâs skalu analîze, kas nozîmçja

- tika izveidotas matemâtiskâs struktûras, kas vairç daþâdos lîmeòos. Veivletu bûtîba ir

tâda, ka tiek konstruçta funkcija, kas tiek mçrogota jeb skalçta un translçta. Tad tâ tiek

pielietota signâla procesa novçrtçðanai. Pçc tam procedûra tiek atkârtota - funkcija tiek

mçrogota un translçta vçlreiz un piemçrota procesam jau citâ lîmenî. Un tâ tâlâk. Skalu

analîze ar laba ar to, ka tâ ir mazâk jûtîga pret trokðòu ietekmi, jo tâ mçra vidçjâs signâla

svârstîbas daþâdos lîmeòos. Pirmoreiz veivleti parâdîjâs A.Haar tçzç (1909) [7], kuram

par godu ir nosaukta vesela veivletu klase. Mûsdienâs veivleti ir plaði pielietoti vairâkâs

sfçrâs, piemçram, signâlu un attçlu apstrâdç, medicînâ, finansçs, ìeoloìijâ un mûzikâ.

Ðî darba mçríi ir:

• izanalizçt èetras Hursta parametra novçrtçðanas metodes, kas piedâvâtas publikâcijâ

[1]. Tâs ir - kopçjâs variâcijas metode, periodogrammas metode, R/S metode un

veivletu metode

• Hursta parametru novçrtçjumiem konstruçt ticamîbas intervâlus ar apakðizlaðu me-

todi, kura iepazîstinâta [2]
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• novçrtçt ilglaicîgâs atmiòas parametru ar divâm veivletu metodçm, kas piedâvâtas

publikâcijâ [4]

Darbâ tiks aplûkota frakcionâlâ Brauna kustîba (FBM), kas ir viens no populârâka-

jiem ilglaicîgâs atmiòas procesiem, kâ arî FBM pieaugumu process - frakcionâlais Gausa

troksnis (FGN). Datorprogrammâ R tiks simulçti ðie procesi, analizçtas èetras Hursta

parametra novçrtçðanas metodes, kâ arî kostruçti parametra H novçrtçjumu ticamîbas

intervâli. Analizçjot divas ilglaicîgâs atmiòas parametra veivletu novçrtçðanas metodes

publikâcijâ [4], tika izveidota komunikâcija ar vienu no publikâcijas autoriem (M.S.Taqqu)

un iegûts programmas kods abâm ðîm metodçm datorprogammâ MATLAB, kas arî tiek

izmantots ilglaicîgâs atmiòas parametra novçrtçjuma iegûðanai.

Pirmajâ nodaïâ apskatîti ilglaicîgâs atmiòas procesi. Otrajâ - trîs atmiòas parametra

novçrtçðanas metodes programmâ R. Treðajâ nodaïâ aprakstîts veivletu funkcijas jç-

dziens. Ceturtajâ - aprakstîtas veivletu îpaðîbas un veivletu metode programmâ R. Piek-

tajâ nodaïâ apskatîta ticamîbas intervâlu konstruçðana atmiòas parametram ar apakðiz-

laðu metodi. Sestajâ nodaïâ aprakstîtas divas atmiòas parametra veivletu novçrtçðanas

metodes, izmantojot nesenos rezultâtus publikâcijâ [4]. Septîtajâ nodaïâ veikts prakstis-

kais pielietojums.
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1. Ilglaicîgâs atmiòas procesi

1.1. Sev - lîdzîgi procesi un ilglaicîgâ atkarîba

No sâkuma definçsim sev lîdzîgus (self - similar) un ilglaicîgi atkarîgus (long range

dependent) procesus vispârçjiem stacionâriem stohastiskiem procesiem. Vçlâk apskatîsim,

kâ ðie jçdzieni ir saistîti ar frakcionâlo Brauna kustîbu. Ðim mçríim izmantosim literatûru

[1], [2] un [8].

Definîcija 1. X = {Xk : k = 0, 1, 2, . . . } ir stacionârs diskrçta laika stohastisks process,

ja vektoriem (Xk1 , . . . , Xkd) un (Xk1+n, . . . , Xkd+n) ir tâds pats kopçjais sadalîjums visiem

veseliem d, n ≥ 1 un k1, . . . , kd ≥ 0. Gausa procesiem tas nozîmç to paðu, kâ prasît, lai

autokovariâciju funkcija γ(k) nav atkarîga no n.

Pieòemsim, ka

Xkm + · · ·+X(k+1)m−1 = amXk. (1.1)

visiem m ≥ 1, k ≥ 0 un am ir reizinâtâjs.

Definîcija 2. Process X(m) = {X(m)
k : k = 0, 1, 2, . . . } visiem m ≥ 1, kur

X
(m)
k =

1

m
(Xkm + · · ·+X(k+1)m−1).

Definîcija 3. [8] Diskrçta laika stohastisku procesu X sauc par sev - lîdzîgu ar Hur-

sta parametru 0 < H < 1, ja procesiem X un m1−HX(m) ir vienâdi galîgdimensionâlie

sadalîjumi visiem m ≥ 1. Tas nozîmç, ka visiem d ≥ 1 un 0 ≤ k1 < · · · < kd vektoram

(Xk1 , . . . , Xkd)

ir tas pats sadalîjums, kas vektoram

(m1−HX
(m)
k1

, . . . ,m1−HX
(m)
kd

).

Tad (1.1) izpildâs un am = mH , ja X ir sev - lîdzîgs ar Hursta parametru H.

Definîcija 4. Nepârtrauka laika stohastisks process Y = {Y (t) : 0 ≤ t < ∞} ir sev -

lîdzîgs process ar Hursta parametru 0 < H < 1, ja procesiem {Y (at) : 0 ≤ t < ∞} un

{aHY (t) : 0 ≤ t <∞} ir vienâdi galîgdimensionâlie sadalîjumi visiem a > 0.
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Tagad iepazîsimies ar ilglaicîgo atkarîbu. Intuitîvi diskrçta laika stohastisks process X

ir ilglaicîgi atkarîgs (ar ilglaicîgo atmiòu), kad tâ autokovariâciju funkcija γ dilst tik lçni,

ka
∑∞

k=0 γ(k) =∞.

Definîcija 5. [2] Diskrçta laika stacionârs process (Xj : j > 1) ar dispersiju σ2 =

E(X2
j ) − (EXj)

2 ir ilglaicîgi atkarîgs process (ilglaicîgâs atmiòas jeb (LRD)) process,

ja tâ korelâcijas koeficienti

ρ(k) = σ−2{E(XjXj+k)− (EXj)
2}

ir formâ

ρ(k) ∼ crk
−(1−α), kad k →∞ un 0 < α < 1, (1.2)

kur k ir autokorelâcijas lags, α ir ilglaicîgâs atmiòas parametrs un cr ir absolûtâ konstante

(skatît Beran(1994) [9] un Taqqu(2003)[5]).

Apgalvojums 1. Sâkuma procesam (Z(t) : t ≥ 0) ir stacionâri pieaugumi un tas ir

sev - lîdzîgs ar Hursta parametru H. Tad, ja 1/2 < H < 1, tad procesa pieaugumi

(Xj = Zj − Zj−1 : j > 1) veido LRD procesu ar autokorelâcijas koeficientiem

ρ(k) ∼ crk
−2(1−H), kad k →∞.

Bet, ja H = 1/2,

ρ(k) = 0, ∀ k ≥ 0,

un tâpçc process ir îslaicîgi atkarîgs.

Kad 1/2 < H < 1, tad Hursta parametru H un ilglaicîgâs atmiòas parametru α saista

vienâdîba

H =
1 + α

2
. (1.3)
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Piemçrs 1. Aplûkosim procesu SP500 (datus var iegût mâjas lapâ [10]). SP500 ir

populârs 500 lielâko uzòçmumu aktîvu tirgus cenas indekss Amerikas Savienotajâs valstîs

kopð 1957. gada. Dati iegûti par laika periodu 03.01.2006− 25.05.2011.

(a) (b)

(c) (d)

1. att.: Dati laika intervâlâ: 03.01.2006 − 25.05.2011. (a)- SP500 process, (b) - SP500

procesa pieaugumi, (c) un (d) attiecîgâs autokovariâciju funkcijas.

Kâ var redzçt 1.(a) attçlâ, SP500 process ir nestacionârs. Ievçrojam, ka procesam

SP500 autokovariâciju funkcija dilst ïoti lçni, kas liecina par ilglaicîgo atmiòu.
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1.2. Frakcionâlâ Brauna kustîba un frakcionâlais Gausa troksnis

Definîcija 6. [1] Tâdu Gausa procesu BH = {BH(t) : 0 ≤ t ≤ ∞} ar 0 < H < 1 sauc

par frakcionâlo Brauna kustîbu (FBM), ja izpildâs ðâdas îpaðîbas:

• BH(t) ir stacionâri pieaugumi ;

• BH(0) = 0 un E(BH(t)) = 0 visiem t ≥ 0 ;

• E(BH)2(t) = t2H visiem t ≥ 0 ;

• BH(t) ir Gausa sadalîjums visiem t > 0.

H ir frakcionâlâs Brauna kustîbas Hursta parametrs. Frakcionâlâs Brauna kustîbas

kovariâciju funkcija ir

γ(s, t) = E(BH(s)BH(t)) =
1

2
{t2H + s2H − (t− s)2H} (1.4)

visiem 0 < s < t (skatît [1]). Tâ kâ Gausa procesiem vidçjâ vçrtîba un kovariâciju struk-

tûra nosaka galîgdimensionâlo sadalîjumu, tâpçc, no (1.4) mçs secinâm, ka procesam

{BH(at) : 0 < t <∞} un {aHBH(t) : 0 < t <∞} ir vienâdi galîgdimensionâlie sadalîju-

mi. Tâtad frakcionâlâ Brauna kustîba ir sev lîdzîga ar Hursta parametru H. Frakcionâlâ

Brauna kustîba ir vienîgais Gausa process ar stacionâriem pieaugumiem, kurð ir sev lîdzîgs

(skatît [1]).

Definîcija 7. Pieaugumu procesu X = {Xk : k = 0, 1, . . . } sauc par frakcionâlo Gausa

troksni, ja

Xk = BH(k + 1)−BH(k).

Procesa Xk autokovariâciju funkcija γ(k) ir

γ(k) =
1

2
[|k − 1|2H − 2|k|2H + |k + 1|2H ]

visiem k ∈ Z.

• Ja H = 1/2, tad γ(k) = 0 (izòemot gadîjumu, kad k = 0). Tâ ir standarta Brauna

kustîba, kuras pieaugumu ir neatkarîgi;

• Ja H < 1/2, tad γ(k) < 0;

• Ja H > 1/2, tad γ(k) > 0.
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(a) (b)

(c) (d)

2. att.: Izlases apjoms N = 1024. (a) - standarta Brauna kustîba (H = 0.5), (b) -

frakcionâlâ Brauna kustîba (H = 0.9), (c) un (d) - procesu pieaugumi.

2. attçlâ ir standarta Brauna kustîbas un frakcionâlâs Brauna kustîbas piemçri. Var

redzçt, ka pieaugumu process abiem ir stacionârs. 3. attçlâ varam redzçt, ka standarta

Brauna kustîbas autokovariâcijas dilst ievçrojami straujâk, nekâ frakcionâlâs Brauna kus-

tîbas (H = 0.9) autokovariâcijas. Aplûkojot pieaugumu autokovariâcijas, var redzçt, ka,

kad H = 1/2, γ(k) = 0, bet, kad H = 0.9, autokovariâcijas ir pozitîvas.
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(a) (b)

(c) (d)

3. att.: Autokovariâciju funkcijas: (a) - standarta Brauna kustîbai, (b) - frakcionâlajai

Brauna kustîbai (H = 0.9), (c) un (d) - abu procesu pieaugumiem.
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1.3. Frakcionâlâs Brauna kustîbas spektrs

Definîcija 8. [11]Ja γ(h) ir stacionâra procesa {xt} autokovariâciju funkcija un tâ ap-

mierina nevienâdîbu
∞∑

h=−∞

|γ(h)| <∞,

tad

γ(h) =

∫ 1/2

−1/2

e2πiλhf(λ)dλ, h = 0,±1,±2, . . . (1.5)

un procesa {xt} spektrâlâ blîvuma funkcija ir

f(λ) =
∞∑

h=−∞

λ(h)e−2πiλh, −1/2 ≤ λ ≤ 1/2. (1.6)

Autokovariâciju funkcija (1.5) un spektrâlâ blîvuma funkcija veido (1.6) Furjç transor-

mâciju pâri.

Definîcija 9. [11] Ja doti dati x1, . . . , xn, tad par diskrçto Furjç transformâciju (DFT)

sauc

d(λj) = n−1/2

n∑
t=1

xte
−2πiλjt, (1.7)

kad j = 0, 1, . . . , n− 1, kur frekvences λj = j/n sauc par Furjç frekvencçm.

Definîcija 10. [11]Dotiem datiem x1, . . . , xn par periodogrammu sauc

I(λj) = |d(λj)|2, (1.8)

kad j = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Tâ kâ frakcionâlâ Brauna kustîba ar 0 < H < 1 nav stacionârs process, tad, strikti ru-

nâjot, procesam BH(t) nav spektrâlâ blîvuma. [12] Tomçr, spektrâlo blîvumu var definçt

kâ periodogrammas sagaidâmas vçrtîbas robeþu

fH(λ) ∝ |λ|−2(H+1/2), kad λ→ 0. (1.9)
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2. Hursta parametra novçrtçðanas metodes

Apskatîsim èetras Hursta parametra novçrtçðanas metodes programmâ R, kuras pie-

dâvâtas publikâcijâ [1]. Tiks simulçts frakcionâlais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjomâ

N = 1024, lai aplûkotu, kâ ðîs metodes novçrtç Hursta parametru.

2.1. Kopçjâs variâcijas metode

Kopçjâs variâcijas metode ir balstîta uz sev - lîdzîbas îpaðîbu. Kopçjais process X(m)

izskatâs ðâdi:

X
(m)
k =

1

m
(Xkm + · · ·+X(k+1)m−1),

kur k = 0, 1, . . . un m apzîmç to, cik elementu ietilpst summâ X(m)
k . Sev lîdzîbas dçï

procesam X(m) ir tas pats galîgdimensionâlais sadalîjums, kas procesam mH−1X lieliem

m. Turklât V ar(X(m)
k ) = m2H−2V ar(Xk). Procesa X(m)

k dispersija ir vienâda visiem k

un tâs novçrtçjums ir

̂
V ar(X

(m)
k ) =

1

M

M−1∑
i=0

(X
(m)
i − X̄(m))2, (2.1)

kur X̄(m) ir:

X̄(m) =
1

M

M−1∑
i=0

X
(m)
i ,

un M ir veselâ daïa no N/m (N ir izlases apjoms).

Apgalvojums 2. [1]Parametra H novçrtçjums tiek iegûts attçlojot
̂

V ar(X
(m)
k ) pret m

log-log skalâ. Kad variâcijas novçrtçjumi sakrît ar îstajâm vçrtîbâm, tad visi punkti iz-

vietojas uz taisnas lînijas ar slîpumu 2H − 2.

Ðîs metodes trûkums ir tâds, ka novçrtçjums (2.1) ir novirzîts, ja pastâv ilglaicîgâ

atkarîba. Novirze pazûd, kad M ir liels (piemçram, liels N un mazs m).
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4. attçlâ redzam Hursta parametra novçrtçjumu frakcionâlajam Gausa troksnim ar

kopçjâs variâcijas metodi. Redzam, ka aprçíinâtâ vçrtîba H = 0.5461 ir mazâka nekâ

îstâ H = 0.6. Raustîtâ lînija grafikâ attiecas uz Hursta parametru H = 0.5.

4. att.: Simulçts frakcionâlais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjomâ N = 1024. Lînijas

slîpums 2H − 2

2.2. Periodogrammu metode

Periodogrammu metode novçrtç Hursta parametru, pielâgojot taisnu lîniju spektrâlajâ

domeinâ. Tâ balstâs uz novçrojumu, ka Gausa trokðòa spektrâlâ blîvuma funkcija uzvedas

kâ cf |λ|1−2H , kad λ→ 0 (1.9)

Definîcija 11. Spektrâlo blîvumu var novçrtçt ar periodogrammu

I(λ) =
N−1∑

j=−(N−1)

γ̂(j)eijλ,

kur γ̂(j) ir izlases autokovariâciju funkcija.

Periodogrammas definîcija ir ekvivalenta ar

I(λ) =
1

N

∣∣∣∣N−1∑
k=0

(Xk − X̄)eijλ
∣∣∣∣2,
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(skatît [1]). Periodogramma un spektrâlais blîvums - abi ir simetriski nulles reìionâ. Tâ-

pçc var parâdît, ka periodogramma ir asimptotiski nenovirzîts novçrtçjums spektrâlajam

blîvumam, tas ir,

lim
N→∞

E[I(λ)] = f(λ).

Apgalvojums 3. [1]Parametra H novçrtçjums tiek iegûts, grafiski attçlojot I(λk) pret

izlases frekvencçm λ(k) log-log skalâ un pielâgojot taisnu lîniju caur datiem, kurai teorç-

tiskais slîpums log-log grafikâ ir 1− 2H.

Kâ redzam 5. attçlâ, periodogrammu metode izdod mazliet lielâku Hursta parametra

novçrtçjumu, nekâ îstais.

5. att.: Simulçts frakcionâlais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjomâ N = 1024. Lînijas

slîpums 1− 2H.

2.3. R/S metode

Hidrologs Hursts (1951) R/S statistiku apraksta, vadoties pçc Nîlas upes problçmas

(skatît [9]). Tiek pieòemts, ka apskatâmais laika intervâls ir diskrçts un nav nekâdu
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ûdenstilpnes krâtuves zudumu (iztvaikoðana, noplûde utt.). Mçríis ir sasniegt, ka ûdens

izplûde ir vienmçrîga un ka laikâ t + k ûdens krâtuve ir tik pat pilna kâ laikâ t, un ka

ûdenstilpne nekad nepûrplûst.

Ar Xi apzîmçsim ûdens ieplûdi laikâ i, un Yj =
∑j

i=1 Xi ir kopçjâ ûdens ieplûde lîdz laika

brîdim j. Tad ideâlais ûdens tilpums tiek aprakstîts kâ

R(t, k) = max
0≤i≤k

[
Yt+i − Yt −

i

k
(Yt+k − Yt)

]
− min

0≤i≤k

[
Yt+i − Yt −

i

k
(Yt+k − Yt)

]
Standartizçts R(t, k) ir S(t, k), kas izskatâs ðâdi:

S(t, k) =

√√√√k−1

t+k∑
i=t+1

(Xi − X̄t,k)2,

kur X̄t,k = k−1
∑t+k

i=t+1Xi. Attiecîbu

R/S =
R(t, k)

S(t, k)
(2.2)

sauc par R/S statistiku. Hursts grafiski attçloja log(R/S) pret daþâdâm k vçrtîbâm

un novçroja, ka lieliem k, log(R/S) atrodas apkârtnç taisnai lînijai ar slîpumu 1
2
. Hursts

novçroja, ka Nîlas upes datiem un citiem hidroloìisiem, ìeofizikâliem un klimataloìiskiem

datiem, R/S uzvedas kâ konstante reiz kH visiem H > 1/2. To sauc par Hursta efektu.

Lieliem k,

logE[R/S] ≈ a+H log k, kurH >
1

2
.

Teorçma 4. [9] Pieòem, ka Xt ir tâds, ka X
2
t ir ergodisks un t−H

∑t
s=1Xs konverìç vâjâ

nozîmç uz frakcionâlo Brauna kustîbu, kad t→∞. Tad, visiem k →∞,

k−HR/S →d ξ,

kur ξ ir nedeìenerçts gadîjuma lielums.

Tas nozîmç, ka grafika logR/S pret log k punkti bûs vienmçrîgi izkaisîti ap taisni ar

slîpumu H. Ilglaicîgâs atmiòas gadîjumâ ap H > 1/2, pretçjâ gadîjumâ ap H = 1/2.

16



6. att.: Simulçts frakcionâlais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjomâ N = 1024. Lînijas

slîpums H

Kâ redzam 6. attçlâ, R/S metode izdod H = 0.5434, kas ir tuvu îstajam.

Tika aplûkotas trîs parametra H novçrtçðanas metodes (veivletu metode tiks aplû-

kota mazliet vçlâk), un secinâts, ka metodes novçrtç parametru H ïoti daþâdi un grûti

noteikt, kura ir vislabâkâ metode. Tâpçc vajadzçtu konstruçt ticamîbas intervâlus, lai to

noskaidrotu.
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3. Veivleti

Pirms apskatâm veivletu metodi ilglaicîgâs atmiòas parametra novçrtçjumam, apska-

tîsim sîkâk kâda ir veivletu uzbûve (izmantota literatûra [3]).

3.1. Multi - lîmeòu transformâcija virknçm

Pirms definçt veivletus un to transformâciju (skalçðanu), apskatîsim multilîmeòu ana-

lîzes pamatprincipus. Vârds multilîmeòu transformâcija nozîmç objektu reprezentâciju

skalu (lîmeòu) kopâ un manipulçðanu ar ðo reprezentâciju daþâdâs skalâs vienlaicîgi. Ie-

sâkumâ apskatîsim veivletu analîzi virknçm, un vçlâk funkcijâm.

Dota datu diskrçtu virkne: y = (y1, y2, . . . , yn), kur katrs yi ir reâls skaitlis un i =

1, . . . , n. Pieòemsim, ka virknes garums ir divnieka pakâpe, tâtad n = 2J veselam skaitlim

J ≥ 0. Mçríis ir iegût multilîmeòu informâciju vektoram y. Galvenâ informâcija ir virknes

pieaugumi daþâdos lîmeòos un vietâs. Vispirms iegûstam pieaugumus vienâ un tajâ paðâ

lîmenî

Wk = y2k − y2k−1, (3.1)

kur k = 1, . . . , n/2. Piemçram,W1 = y2−y1,W2 = y4−y3 un tâ tâlâk. Vienâdojums (3.1)

parâda, ka, ja y2k ir ïoti tuvs y2k−1, tad koeficients Wk ir ïoti mazs. Ja y2k = y2k−1, tad

koeficientsWk = 0. Ja y2k ïoti atðíiras no y2k−1, tad koeficientsWk bûs ïoti liels. Tâdçjâdi

virkne Wk parâda virknes y secîgo pâru pieaugumus. Jâpiezîmç, ka virknç {Wk}n/2k=1 nav

tâdu diferenèu kâ W3 −W2. Ir tikai diferences vietâs (2k + 2k − 1)/2 = 2k − 1/2.

Tagad, kad iegûti pieaugumi vienâ lîmenî, var iegût pieaugumus citos (rupjâkos) lî-

meòos. Tam izmantosim jaunu koeficientu

ck = y2k + y2k−1, (3.2)

kur k = 1, . . . , n/2. Ðoreiz virkne {ck}n/2k=1 ir mçrogotu lokâlo vidçjo vçrtîbu kopa (mç-

rogotu, jo netika izdalîts ar 2, kas bûtu îsta vidçjâ vçrtîba). Informâcija vektorâ {ck}

ir rupjâka, nekâ vektorâ y. Ja mçs gribam iegût rupjâkas diferences, nekâ {Wk}, tad

jâsalîdzina divi blakus esoði ck. Pirms aprçíinâm aizvien rupjâku lîmeòu Wk, atzîmçsim

diferencçðanas lîmeni, ievieðot jaunu mainîgo j. Sâkuma virkne y sastâvçja no 2J novçro-

jumiem. Vissmalkâkâs diferences Wk no n/2 = 2J−1 novçrojumiem. Tad ar j apzîmçsim
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diferencçðanas lîmeni J − 1 = j, un turpmâk Wk vietâ rakstîsim WJ−1,k jeb Wj,k, tâpat

ar koeficentiem ck = cJ−1,k jeb cj,k.

Lai iegûtu rupjâkas diferences, atkârto operâciju (3.1) uz smalkâkâ lîmeòa vidçjâm

vçrtîbâm cJ−1,k:

WJ−2,` = cJ−1,2` − cJ−1,2`−1,

kur ` = 1, . . . , n/4. Tâdçjâdi koeficienti WJ−2,` un WJ−1,k atrodas daþâdos lîmeòos.

Pârrakstot 3.1., iegûstam

WJ−2,` = (y4` + y4`−1)− (y4`−2 + y4`−3)

tiem paðiem `, kas vienâdojumâ (3.1.). Piemçram, ja ` = 1, iegûstam WJ−2,1 = (y4 +

y3)− (y2 + y1).

Ðîs WJ−2,` sauc par "otrâs skalas"jeb "otrâ lîmeòa"diferencçm, bet WJ−1,k par "pirmâ

lîmeòa"diferencçm. Ja pielietojam (3.2) uz cJ−1,k, tad iegûstam

cJ−1,` = cJ−1,2` + cJ−1,2`−1,

kur ` = 1, . . . , n/4.

Atkârtojot procedûras (3.1) un (3.2), var iegût aizvien jaunus diferenèu un vidçjo

râdîtâju koeficientus aizvien rupjâkos lîmeòos. Katru reizi skala pieaug par divnieka

pakâpi, bet koeficientu skaits samazinâs par divnieku apkâpi. Procedûra apstâjas, kad

tikai viens c0,1 koeficients tiek iegûts, kas notiks lîmenî j = 0.
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Piemçrs 2. Dota virkne y = (y1, . . . , y8) = (1, 1, 7, 9, 2, 8, 8, 6), n = 8 un J = 3. Vispirms

pielieto formulu 3.1 un iegûst: W2,1 = y2 − y1 = 1 − 1 = 0, W2,2 = y4 − y3 = 9 − 7 = 2,

W2,3 = y6 − y5 = 8− 2 = 6 un W2,4 = y8 − y7 = 6− 8 = −2. Kâ jau tika solîts, ir 2J−1 =

n/2 = 4 koeficienti lîmenî 2. Aprçíinot lokâlos vidçjos, iegûstam c2,1 = y2+y1 = 1+1 = 2,

c2,2 = y4 + y3 = 9 + 7 = 16, c2,3 = y6 + y5 = 8 + 2 = 10 un c2,4 = y8 + y7 = 6 + 8 = 14.

Sâkâm ar astoòiem yi, ieguvâm èetrus W2, un èetrus c2, koeficientus. Tâtad, tik vçrtîbu

cik bija sâkumâ, tik arî ieguvâm beigâs. Vizuâli to var redzçt 7. attçlâ.

7. att. Multilîmeòu transformâcija vektoram y = (1, 1, 7, 9, 2, 8, 8, 6)
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3.2. Haar veivleti funkcijâm

Mçrogoðana un translâcija

Jebkurai dotai funkcijai p(x) varam uzdot mçrogotu un translçtu funkciju pj,k(x), kas

izskatâs ðâdi:

pj,k(x) = 2J/2p(2jx− k) (3.3)

visiem x ∈ R, kur j, k ir veseli skaitïi. Koeficients 2J/2 nodroðina to, ka funkcijai pj,k(x)

ir tâ pati norma, kas funkcijai p(x). Citiem vârdiem sakot:

‖pj,k(x)‖2 =

∫ +∞

−∞
p2
j,k(x)dx

=

∫ +∞

−∞
2Jp2(2Jx− k)dx

=

∫ +∞

−∞
p2(y)dy = ‖p‖2,

kur y = 2Jx− k.

Smalku skalu tuvinâjumi

Matemâtikâ vairâk tiek apskatîti veivleti, kas darbojas ar funkcijâm, nevis diskrçtâm

virknçm. Tad pieòemsim, ka mums ir funkcija f(x), kas definçta intervâlâ x ∈ [0, 1]. Ar

pilnîgâm zinâðanâm par funkciju f(x), mçs to varam izpçtît jebkurâ skalâ. Lai ieviestu

Haar veivletu transformâciju, jâizvçlas fiksçta smalkâkâ skala, no kuras sâkt. Sâksim ar

smalkâkâs skalas lokâlo funkcijas vidçjoðanu.

No sâkuma definçsim Haar tçva veivletu skalâ 2J ar φ(2Jx), kur

φ(x) =

1, ja x ∈ [0, 1],

0, citur.
(3.4)

Tad smalkâkâ lîmeòa (skalas 2J) tçva veivletu koeficientus var definçt kâ

cJ,k =

∫ 1

0

f(x)2J/2φ(2Jx− k)dx, (3.5)

vai, izmantojot mçrogoðanu un translâciju, 3.5 kïûst par

cJ,k =

∫ 1

0

f(x)φJ,k(x)dx = 〈f, φJ,k〉, (3.6)
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kur 〈•, •〉 ir iekðçjais reizinâjums (skatît pielikumâ).

Tagad izskaidrosim, ko nozîmç koeficienti cJ,k. Pirms tam izskaidrosim, kâ izskatâs

funkcijas φJ,k(x). Izmantojot (3.3) un (3.4), var redzçt, ka

φJ,k(x) =

2J/2, ja x ∈ [2−Jk, 2−J(k + 1)],

0, citur.
(3.7)

Tas ir, funkcija φJ,k(x) ir konstanta intervâlâ IJ,k = [2−Jk, 2−J(k+1)] un nulle visur citur.

Ja funkcija f(x) ir definçta intervâlâ [0, 1], tad k amplitûda, kur intervâls IJ,k pârklâj

intervâlu [0, 1] ir no 0 lîdz 2J − 1. Tad koeficienti cJ,k ir integrâlis funkcijai f(x) intervâlâ

IJ,k.

Teorçma 5. Koeficientu kopa {cJ,k}2J−1
k=0 un atbilstoðie Haar tçva veivleti tajâ paðâ skalâ

definç funkcijas f(x) tuvinâjumu fJ(x):

fJ(x) =
2J−1∑
k=0

cJ,kφJ,k(x). (3.8)
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8. attçlâ (a) redzam "plethysmography"datus apjomâ N = 4096, kas iegûti no dator-

programmas R paketes WaveTresh. Ðî laikrinda raksturo sprieguma izmaiòas milivoltos,

pacientam elpojot, kas iegûtas ar speciâlas jostas palîdzîbu, kura tiek uzvilkta pacientam.

Grafiki (b), (c) un (d) ir funkcijas 3.8 attiecîgi lîmeòos J = 2, 4 un 6. Oriìinâlâ datu

virkne atbilst lîmenim J = 12, jo 4096 = 212. Kâ var redzçt 8. attçlâ, jo smalkâka skala

J , jo labâk tiek aproksimçta funkcija f(x).

(a) (b)

(c) (d)

8. att.: (a) - "Plethysmography"dati apjomâ N = 4096 un to Haar tçva veivletu tuvinâ-

jumi lîmeòos J = 2 (b), J = 4 (c) un J = 6 (d). X- ass ir laiks sekundçs un Y - ass ir

milivolti
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Rupjâkas skalas koeficientu aprçíinâðana, izmantojot smalkâkas skalas

Aprçíinâsim intergâli funkcijai f(x) intervâlâ IJ−1.k, kas ir divreiz ðaurâks, nekâ IJ,k

un satur intervâlus IJ,2k un IJ,2k+1. Koeficientus cJ−1,k varam pârrakstît, izmantojot cJ,2k

un cJ,2k+1.

cJ−1,k =

∫ 2−(J−1)(k+1)

2−(J−1)k

f(x)φJ−1,k(x)dx

= 2−1/2

∫ 2−J (2k+2)

2−J2k

f(x)2J/2φ(2J−1x− k)dx (3.9)

= 2−1/2

∫ 2−J (2k+1)

2−J2k

f(x)2J/2φ(2Jx− 2k)dx

+ 2−1/2

∫ 2−J (2k+2)

2−J (2k+1)

f(x)2J/2φ(2Jx− (2k + 1))dx (3.10)

= 2−1/2

∫ 2−J (2k+1)

2−J2k

f(x)φJ,2k(x)dx

+ 2−1/2

∫ 2−J (2k+2)

2−J (2k+1)

f(x)φJ,2k+1(x)dx

= 2−1/2(cJ,2k + cJ,2k+1). (3.11)

Izmantojot Haar veivletu îpaðîbu (3.12), varam pâriet no skalas J − 1 vienâdojumâ (3.9)

uz J skalu vienâdojumâ (3.10).

φ(y) = φ(2y) + φ(2y − 1) (3.12)

Izmantojot saistîbu starp divâm skalâm, redzam, kâ (3.9) pârvçrðas par (3.10), kad y =

2J−1x− k:

φ(2J−1x− k) = φ(2Jx− 2k) + φ(2Jx− 2k − 1). (3.13)

Galvenais ieguvums ir tâds, ka, lai aprçíinâtu cJ−1,k mums nav obligâti nepiecieðams

zinât funkciju f(x) un pielietot integrçðanu kâ vienâdojumâ (3.6). Pietiek, ka ir zinâmi

koeficienti cJ,2k un cJ,2k+1 un pielietot formulu (3.11). Vispârîgâ gadîjumâ, ja vçlamies

aprçíinât koeficientus rupjâkâ skalâ, tad jâzina tikai koeficienti iepriekðçjâ smalkâkajâ

skalâ.
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Atðíirîba starp daþâdu skalu tuvinâjumiem

Pieòemsim, ka mums ir divi Haar veiveletu tuvinâjumi vienai un tai paðai funkcijai, bet

divos daþâdos lîmeòos, piemçram, f0(x) un f1(x) (divi funkcijas f visrupjâkie iespçjamie

tuvinâjumi). Funkcija f0(x) ir konstanta funkcija c0,0φ(x) (sareizinâts tçva veivlets).

Tuvinâjums f1(x) ir formâ (3.8), kas izskatâs ðâdi:

f1(x) = c1,0φ1,0(x) + c1,1φ1,1(x) = c1,021/2φ(2x) + c1,121/2φ(2x− 1). (3.14)

Tagad atradîsim starpîbu starp f0(x) un f1(x).

f1(x)− f0(x) = c0,0φ(x)− 21/2{c1,0φ(2x) + c1,1φ(2x− 1)}

= c0,0{φ(2x) + φ(2x− 1)}

− 21/2{c1,0φ(2x) + c1,1φ(2x− 1)}, (3.15)

izmantojot îpaðîbu (3.12). Tad

f1(x)− f0(x) = (c0,0 − 21/2c1,0)φ(2x) + (c0,0 − 21/2c1,1)φ(2x− 1), (3.16)

un tâ kâ c0,0 = (c1,0 + c1,1)/
√

2, tad

f1(x)− f0(x) = {(c1,1 − c1,0)φ(2x) + (c1,0 − c1,1)φ(2x− 1)}/
√

2. (3.17)

Definçjot

W0,0 = (c1,1 − c1,0)/
√

2, (3.18)

funkciju starpîba kïûst par

f1(x)− f0(x) = W0,0{φ(2x)− φ(2x− 1)}. (3.19)

Tagad varam definçt Haar mâtes veivletu

ψ(x) = φ(2x)− φ(2x− 1)

=


1, ja x ∈ [0, 1

2
),

−1, ja x ∈ [1
2
, 1),

0, citur.

(3.20)

Tad funkciju f1(x) un f0(x) starpîba kïûst par

f1(x)− f0(x) = W0,0ψ(x). (3.21)
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Funkciju f1(x) varam izteikt

f1(x) = f0(x) +W0,0ψ(x) = c0,0φ(x) +W0,0ψ(x). (3.22)

Varam vispârinât vienâdojumu (3.22) un iegûstam

fj+1(x) = fj(x) +
2J−1∑
k=0

Wj,kψj,k(x)

=
2J−1∑
k=0

cj,kφj,k(x) +
2J−1∑
k=0

Wj,kψj,k(x). (3.23)

3.3. Diskrçto Haar veiveltu piemçrs

Apskatâm piemçru, kas attçlo Haar veivletu koeficientus. Izmantosim Bloku testa

funkcija, kas atrodama paketç WaveThresh. Bloku funkciju ieviesa Donoho [13] un tâ

izskatâs formâ

r(x) =
11∑
j=1

h(j)B(x− t(j)),

kur B(x) = 1+sgn(x)
2

, sgn(x) = Ix>0 − Ix<0, un

t = (0.10, 0.13, 0.15, 0.23, 0.25, 0.40, 0.44, 0.65, 0.76, 0.780.81)

h = (4,−4, 3,−4, 5,−4.2, 2.1, 4.3,−3.1, 2.1,−4.2)

Atðíirîba starp diskrçto Haar veivletu koeficientu grafikiem 9. attçlâ ir tâda, ka at-

tçlâ (c) koeficienti attçloti vienâ un tajâ paðâ skalâ, bet (d) - daþâdâs skalâs katram

attiecîgajam lîmenim (ar skalu mçs saprotam mazo vertikâlo lîniju relatîvo augstumu,

kas reprezentç koeficientu vçrtîbas). Abos grafikos novçrojams, ka, lîmenim palielinoties

(aizvien smalkâki lîmeòi), koeficienti kïûst pakâpeniski mazâki (absolûtos skaitïos).

Vçl trîs citas pazîmes var novçrot no veivletu koeficientu grafikiem.

• Lielas koeficientu vçrtîbas norâda uz Bloku funkcijas pârtrauktîbu

• Daudzi koefcienti ir tieði nulle (ja funkcijas divas "kaimiòu"vçrtîbas ir identiskas)

• Koeficienti, kas nav nulles, ïoti labi parâda funkcijas pçkðòâs (straujâs) izmaiòas
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(a) (b)

(c) (d)

9. att.: (a) un (b) - bloku funkcijas, (c) un (d) - Haar diskrçto veivletu koeficienti Wj,k

bloku funkcijai. (c) - visi koeficienti vienâ skalâ un ir salîdzinâmi savâ starpâ, (d) - katrâ

lîmenî koeficientiem sava skala - nav salîdzinâmi starp lîmeòiem.
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3.4. Multilîmeòu analîze

Multilîmeòu analîze (Multiresolution analysis (MRA)) ir funkciju "skalu telpa"jeb

struktûra, kurâ veivleti ir uzdoti.

Definîcija 12. Dotai funkcijai φ definç kopas

V0 =
{
f : f(x) =

∑
k∈Z

ckφ(x− k),
∑
k∈Z

c2
k <∞

}
,

V1 = {f(x) = g(2x) : g ∈ V0}, V2 = {f(x) = g(2x) : g ∈ V1}, . . .

Tad funkcija φ ìenerç multilîmeòu analîzi telpâ R, ja

Vj ⊂ Vj+1, j ≥ 0. (3.24)

Ja funkcija f(x) pieder telpai Vj, tad g(2x) (kas ir tâ pati funkcija, tikai variç divreiz

straujâk nekâ f(x)) piederçs telpai Vj+1. Bet, ja funkciju f(x) nobîda (translç) pa lîniju

f(x− k), tad telpas, kurai pieder funkcija, lîmenis nemainâs.

Teorçma 6. Ja Haar tçva veivleta funkcija φ(x) ir elements no telpas V0, tad {φj,k(x)}

veido Vj ortonormâlo bâzi.

3.5. Projekcija

Daubechies (1998) iepazîstinâja ar projekcijas operatoru Pj, kas projecç funkciju telpâ

Vj (skatît [3]). Tâ kâ {φj,k(x)}k ir bâze telpâ Vj, projekciju var pieraksît

fj(x) =
∑
k∈Z

cj,kφj,k(x) = Pjf.

Intuitîvi Pjf var tikt uztverts kâ φj,k(x) lineâru kombinâciju modeli, kurð vislabâk pielâ-

gojas funkcijai f(x). Bâzes ortogonalitâte nozîmç to, ka koeficienti tiek aprçíinâti

cj,k =

∫ +∞

−∞
f(x)φj,k(x)dx = 〈f, φj,k〉.
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3.6. Mçrogoðana un veivletu konstrukcija

No vienâdojuma (3.24) iegûstam, ka telpa V0 ir apakðkopa telpai V1. Tâ kâ {φ1,k(x)}

ir bâze telpâ V1 un φ(x) ∈ V0, varam uzrakstît mçrogoðanas vienâdojumu

φ(x) =
∑
n∈Z

hnφ1,n(x), (3.25)

kur hn ir mçrogoðanas koeficienti. Vienâdojums (3.25) ir vispârinâjums vienâdojumam

(3.12). Mçrogoðanas vienâdojums ir veivletu teorijas bâze, jo tas dod iespçju veidot

vispârçju MRA, ne tikai Haar veivletiem. Haar veivletiem h0 = h1 = 2−1/2.

Teorçma 7. Daubechies (1992) [3] Ja {Vj}j∈Z ar φ veido multilîmeòu analîzi telpâ L2(R),

tad eksistç saistîta ortonormâlâ veivletu bâze {ψj,k(x) : j, k ∈ Z} telpâ L2(R) tâda, ka

visiem j ∈ Z

Pj+1f = Pjf +
∑
k

〈f, ψj,k〉ψj,k(x). (3.26)

Viens veids, kâ konstruçt veivletu ψ(x), ir

ψ̂(λ) = eiλ/2m0(λ/2 + π)φ̂(λ/2),

kur ψ̂ un φ̂ ir Furjç transformâcijas attiecîgi ψ un φ un

m0(λ) =
1√
2

∑
n

hn exp−inλ,

vai ekvivalenti

ψ(x) =
∑
n

(−1)n−1h−n−1φ1,n(x). (3.27)

Koeficientu vienâdojumâ 3.27 var apzîmçt

gn = (−1)n−1h1−n.

Haar veivletiem g0 = −1/
√

2 un g1 = 1/
√

2.

Teorçma 7 izskaidro to, ka starpîba starp divâm projekcijâm (Pj+1 − Pj)f var tikt

izteikta kâ lineâra veivletu kombinâcija. Izmantojot vienâdojumus (3.23) un (3.26), varam

vispârinât funkcijas f(x) attçlojumu:

f(x) =
∑
k∈Z

cj0,kφj0,k(x) +
∞∑
j=j0

∑
k∈Z

Wj,kψj,k(x). (3.28)

Ðis ir svarîgs vispârinâjums, jo parâda, ka funkcija f(x) var tikt izteikta ar "gludo" jeb

"kodola- tipa"daïu, kas satur φj0,k, un kopu ar "sîkiem" attçlojumiem
∑

k∈ZWj,kψj,k(x).

Kopumâ pirmâ vienâdojuma 3.28 daïa reprezentç "vidçjo"jeb "kopçjo"funkcijas attçloju-

ma lîmeni, bet otrâ daïa - detaïas jeb sîkumus.
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Definîcija 13. Funkcijai ψ ∈ L2(R) ir M zûdoðie momenti, ja tâ apmierina vienâdojumu∫
x`ψ(x)dx = 0, (3.29)

kur ` = 0, . . . ,M − 1.

Zûdoðie momenti ir svarîgi, jo, ja veivletam ir M zûdoðie momenti, tad visi veivletu

koeficienti jebkuram polinomam pakâpçM (vai mazâkam) bûs tieði nulle. Tâdâ veidâ, ja,

piemçram, funkcija ir diezgan gluda un tikai pârtraukta vienâ vietâ ar pçkðòu oscilâciju,

tad veivletu koficienti gludajâs daïâs bûs ïoti mazi (vai pat nulle).

3.7. Piemçri

Mçríis ir uzkonstruçt ortogonâlus veivletus, kas bûtu ierobeþoti intervâlâ un daudz

gludâki par Haar veiveltiem. Daubechies (1998) ieviesa ortonormâlo veivletu saimi, kurâ

katrs veivlets indeksçts arM , kas atbilst zûdoðo momentu skaitam. Programmâ R paketç

WaveThresh ir divas Daubechies veivletu saimes - external - phase un least -asymmetric.

External - phase saimç ir veivleti ar zûdoðajiem momentiem no 1 lîdz 10, bet least -

asymmetric saimç- no 4 lîdz 10. Least - asyymetric saimes vevileti ir tâdi, kuros cenðas

samazinât asimetrijas lîmeni.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

10. att.: External - phase saimes veivleti. (a),(c),(e),(g) - mâtes veivleti ψ, (b),(d),(f),(h)

- tçva veivelti φ ar attiecîgi M = 1 ((a),(b)), M = 2 ((c),(d)), M = 4 ((e),(f)) un M = 8

((g),(h)) zûdoðajiem momentiem
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

11. att.: Least- asymmetric saimes veivleti. (a),(c),(e),(g) - mâtes veivleti ψ, (b),(d),(f),(h)

- tçva veivelti φ ar attiecîgi M = 4 ((a),(b)), M = 5 ((c),(d)), M = 8 ((e),(f)) un M = 10

((g),(h)) zûdoðajiem momentiem
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4. Veivletu novçrtçjums

4.1. Veivletu îpaðîbas

Definîcija 14. Diskrçtos veivletu koeficientus funkcijai x(t) ∈ L2(R) aprçíina

Wj,k =

∫ +∞

−∞
x(t)ψjk(t)dt, j, k ∈ Z, (4.1)

kur ψjk(t) ∈ L2(R) ir veivletu funkcijas. Veivletu ψjk(t) kopa ir atvasinâta no vienas

funkcijas ψ0(t), kas ir mâtes veivlets, izmantojot mçrogoðanu un paplaðinâðanos :

ψjk(t) = 2−j/2ψ0(2−jt− k), j, k ∈ Z. (4.2)

Koeficienti Wjk, j, k ∈ Z ir Diskrçtâ Veiveltu Transformâcija (DWT) funkcijai x(t).

Apgalvojums 8. Veivletu funkcijas ψjk, j, k ∈ Z ir ortogonâlâ bâze telpâ L2(R).

Daubechies mâtes veivleti ir nepârtraukti, izòemot gadîjumâ, kad M = 1. Tad tas

reducçjas uz Haar tçva veivletu, kas definçts (3.4)

Tçva un mâtes veivletu Furjç transformâcijas izskatâs formâ

φ̂(λ) =

∫ ∞
−∞

φ(t) exp−iλt dt un ψ̂(λ) =

∫ ∞
−∞

ψ(t) exp−iλt dt.

Otrâs kârtas ilgaicîgâs atmiòas procesu veivletu koeficienti ir nozîmîgi, jo viòu îpaðîbas

izmanto, lai novçrtçtu ilglaicîgâs atmiòas parametru α. Otrâs kârtas stacionâta ilglaicîga

procesa (Xj; j ≥ 1) veivletu koeficientiem ir sekojoðas divas îpaðîbas.

Îpaðîba 1. [2]JaM ≥ (α−1)/2, tad veivletu koeficienti (Wj,k : k = 0,±1, . . . ) fiksçtâ

skalâ j veido stacionâru procesu ar E[Wjk] = 0 un

E[W 2
j,k] ∼ 2jαcfC(α, ψ0), kad j →∞. (4.3)

Lielums C(α, ψ0) ir definçts kâ

C(α, ψ0) =

∫ +∞

−∞
λ−α|ψ̂0(λ)|2dλ, (4.4)

kur ψ̂0(λ) ir Furjç transformâcija mâtes veivletam ψ0(t).

Îpaðîba 2. [2] JaM ≥ α/2, tad E[Wj,kWj,k′ ]→ 0, kad |k−k′| → ∞ un
∑∞

k=0 |EWj,kWj,0| <

∞. Tas parâda, ka (Wj,k : k = 0,±1, . . . ) ir îslaicîgâ atkarîba.
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4.2. Veivletu metode programmâ R

Veivletu novçrtçjums ir cieði saistîts ar periodogrammas novçrtçjumu. Dati tiek transfor-

mçti un iegûts novçrtçjums no transformçtajiem datiem (periodogrammas metodç novçr-

tçjums ir veikts frekvenèu domçnâ). Tiek aprçíinâti veivletu koeficienti.

Pielietojot veivletu transformâciju izlasei, varam iegût veivletu koeficientu dispersiju,

ko aprçíina

vj = 2j
2−j−1∑
k=0

(Wx(j, k))2. (4.5)

Veivletu novçrtçjums parametram H ir asimptotiski nenovirzîts, kad veivletu zûdoðo

momentu skaits ir lielâks par H − 1, un praksç ir ïoti zemas novirzes pat mazâm datu iz-

lasçm. [1]Vçl viens ðîs metodes pluss ir tâds, ka potenciâlie trendi netiekmç novçrtçjumu,

ja veivletu zûdoðo momentu skaits ir pietiekami liels, lai tiktu vaïâ no trenda.

Apgalvojums 9. Veivletu novçrtçjums Hursta parametram tiek atrasts, attçlojot veivletu

koeficientu dispersijas logaritmu log(vj) pret skalas lîmeni j. Iegûst j punktus, kuriem

tiek piemçrota taisne pçc mazâkâs kvadrâtu metodes. Taisnes slîpums ir 2H − 1.

12. att.: Simulçts frakcionâlais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjomâ N = 1024. Lînijas

slîpums 2H − 1
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5. Ticamîbas intervâli parametram H ar apakðizla-

sçm

Izmantosim publikâcijâ [2] piedâvâto apakðizlaðu metodi. Hursta parametra novçrtç-

jumu Ĥn centrçto versiju, kas balstîta uz ilglaicîga Gausa stacionâra procesa (Xj; j ≥ 1)

n novçrojumiem, apzîmçsim ar

Tn =
√
νj1(n)(n)(Ĥn −H), (5.1)

kur νj1(n)(n) apzîmç veivletu koeficientu skaitu lîmenî j1 = j1(n). Ar

Qn(x) = P (Tn ≤ x) (5.2)

apzîmçsim sadalîjuma funkciju. Pieòemam, ka

Tn →d N(0, σ2(H)), kad n→∞.

Tn sadalîjums Qn(x) galîgiem n nav zinâms. Tâpçc novçrtçsim to ar sadalîjumu Q̂n.

Pieòemsim, ka Bi = (Xi, . . . , Xi+l−1), i = 1, . . . , N ir N = n − l − 1 pârklâjoði bloki

garumâ l, kur l = ln(1 ≤ l ≤ n). Pieòemsim, ka Ĥl,i ir parametra H novçrtçjums,

izmantojot datus blokâ Bi. Novçrojam, ka bloki Bi pârklâjas un tiem ir blakus stâvoði

sâkuma punkti.

Apakðizlases kopija Tn, kas bâzeta uz Bi, ir uzdota kâ

T̂l,i =
√
νj1(l)(l)(Ĥl,i − Ĥn). (5.3)

Tad sadalîjuma funkcija (5.2), kas bâzçta uz apakðizlasçm Bi, ir vienkârði empîriskâ sa-

dalîjuma funkcija (EDF)

Q̂n(x) =
1

N

N∑
i=1

I(T̂l,i≤x), x ∈ R. (5.4)

Pieòçmums 1. Pieòem, ka

(a) procesam (Xj : j ≥ 1) ir tâda spektrâlâ blîvuma funkcija f , ka ˜logf ir spektrâlâ

blîvuma logaritma saistîtâ funkcija, kas nepârtraukta intervâlâ [−π, π];

(b) ψ0 ir m ≥ 2 zûdoðie momenti ar

(1 + |t|)r{|ψ̂0(t)|+ |ψ̂′0(t)|+ |ψ̂′′0 (t)|} ≤ Cψ ∀x ∈ R,

kur r ≥ 2, Cψ ir pozitîva konstante un ψ̂0(x) =
∫

exp(−2iπtx)ψ0(t)dt ir funkcijas

ψ0 Furjç transformâcija;
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(c) l−1 + n−1l tiecas uz nulli, j1(n) tiecas uz bezgalîbu un νj1(n)(n)/νj1(l)(l) tiecas uz

nulli, ja n tiecas uz bezgalîbu.

Apgalvojums 10. Ja Pieòçmums 1 ir spçkâ, tad

sup
x∈R
|Q̂n(x)−Qn(x)| →p 0 kad n→∞. (5.5)

Pierâdîjumu skatît [2].

Apgalvojums 11. Pieòemam, ka Pieòçmums 1 ir spçkâ un kopas Q̂−1
n (u) = inf{x :

Q̂n(x) ≥ u} un Q−1
n (u) = inf{x : Qn(x) ≥ u}. Tad

Q̂−1
n (u)−Q−1

n (u)→ 0, kad n→∞, ∀u ∈ (0, 1). (5.6)

Pieòçmums 1 un Apgalvojums 11 pasaka, ka sadalîjuma funkcija Qn var tikt tuvinâta

ar empîrisko sadalîjuma funkciju Q̂n, kas iegûta ar apakðizlaðu metodi. Kvantile Q−1
n var

tikt tuvinâta ar izlases kvantili Q̂−1
n . Tad katram 0 < γ < 1 intervâls(

Ĥn +
1

√
νj1(n)

Q̂−1
n

(
γ

2

)
, Ĥn +

1
√
νj1(n)

Q̂−1
n

(
1− γ

2

))
(5.7)

ir Hursta parametra ticamîbas intervâls ar apakðizlaðu metodi, kur 1− γ ir asimptostiskâ

pârklâjuma precizitâte.
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6. Atmiòas parametra veivletu pus-parametriskie no-

vçrtejumi

Aplûkosim divas metodes ilglaicîgas atmiòas parametra novçrtçjumam, ar ko iepazîs-

tinâja G.Fay, E.Moulines, F.Roueff un M.S. Taqqu (2009) [4] Pirmâ metode ir lokâlâs

regresijas veivletu metode jeb LRW un otra - lokâlais Whittle veivletu novçrtçjums jeb

LWW . Abas ðîs metodes novçrtç ilglaicîgâs atmiòas parametru d. Ja mçs aplûkojam

stacionâru procesu (FGN), tad d = H − 1/2, bet nestacionâriem procesiem (FBM)

d = H + 1/2.

LRW un LWW novçrtçjumu iegûðanai, nepiecieðami èetri svarîgi nosacîjumi:

(1) φ un ψ ir ierobeþotas intervâlâ, integrçjamas un

φ̂(0) =

∫ ∞
−∞

φ(t)dt = 1 un
∫ ∞
−∞

ψ2(t)dt = 1.

(2) Eksistç tâds α > 1, ka supξ∈R |ψ̂(ξ)|(1 + |ξ|)α <∞.

(3) Funkcijai ψ irM zûdoðie momenti, tas ir,
∫∞
−∞ t

mψ(t)dt = 0 visiemm = 0, . . . ,M−1.

(4) Funkcija
∑

k∈Z k
mφ(∗ − k) ir polinoms ar kârtu m visiem m = 0, . . . ,M − 1.

Nosacîjums (2) nodroðina to, ka Furjç transformâcija ψ̂ dilst strauji uz nulli. Dau-

bechies veivletiem α > 1, izòemot Haar veivletu, kurð ir pârtraukts un kuram α = 1.

Nosacîjums (3) nodroðina, ka ψ oscilç un tâ skalârais reizinâjums ar nepârtraukta laika

polinomiem lîdz kârtai M − 1 pazûd. Tas ir ekvivalents apgalvojumam, ka pirmie M − 1

atvasinâjumi funkcijai ψ̂ pazûd un tâdçï

|ψ̂(λ)| = O(|λ|M), kad λ→ 0. (6.1)

Tâtad nosacîjumi (3) un (4) nodroðina, ka veivletu transformâcija diskrçta laika polino-

miem ar kârtu M − 1 pazûd.
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6.1. Lokâlais regresijas veivletu (LRW) novçrtçjums paramet-

ram d

Jebkuriem veseliem n, j0 un j1 (j0 ≤ j1) veivletu koeficientu kopai n mçrîjumiem

X1, . . . , Xn skalu indeksi, kas atrodas starp j0 un j1, ir

`n(j0, j1) = {(j, k) : j0 ≤ j ≤ j1, 0 ≤ k < nj}, (6.2)

kur nj = b2−j(n− T + 1)− T + 1c un T ≥ 1.

Aplûkosim divus veselus L < U , kas apmierina vienâdojumu:

0 ≤ L < U ≤ Jn = max{j : nj ≥ 1}. (6.3)

Indekss Jn ir maksimâlâ pieejamâ skala izlasei apjomâ n, un L un U apzîmç apakðçjo

un augðçjo skalu indeksus, ko izmantojam novçrtçjumâ. f ∗ ir îslaicîgâs atmiòas blîvuma

funkcija. Ilglaicîgâs atmiòas procesiem

σ2
j (d, f

∗) = V ar[WX
j,0] � σ222dj, kad j →∞,

un dispersijas novçrtçjums izskatâs ðâdi:

σ̂2
j =

1

nj

nj−1∑
k=0

(WX
j,k)

2. (6.4)

Tad atmiòas parametra d lokâlais regresijas veivletu (LWW ) novçrtçjums ir definçts

kâ mazâko kvadrâtu novçrtçjums "lineârajâ regresijas modelî"

log[σ̂2
j ] = log σ2 + dj{2 log(2)}+ uj, (6.5)

kur uj = log[σ̂2
j/σ

222dj]. Tad regresijas problçmu var atrisinât formâ:

d̂LRWn (L,U,w) =
U∑
j=L

wj−L log(σ̂2
j ), (6.6)

kur vektors w = [w0, . . . , wU−L]T ir svaru vektors, kuram izpildâs vienâdojumi:

U−L∑
j=0

wj = 0 un 2 log(2)
U−L∑
j=0

jwj = 1. (6.7)

Tâdiem U − L = ` ≥ 1 varam izvçlçties, piemçram, w, kurð atbilst svçrtajam mazâko

kvadrâtu regresijas vektoram, kas definçts kâ

w = DB(BTDB)−1b, (6.8)
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kur

b =

 0

(2 log(2))−1

 , B =

1 1 . . . 1

0 1 . . . `

T (6.9)

ir dizaina matricas un D ir patvaïîga poitîvi definçta matrica.

6.2. Lokâlais Whittle veivletu (LWW) novçrtçjums parametram

d

Pieòemsim, ka doti veivletu koeficienti WX
j,k, kas aprçíinâti no izlases X1, . . . , Xn, un

` = `n(L,U), kâ definçts 6.2. No mçrogoðanas îpaðîbas σ2
j (d, f

∗) � σ222dj un veivletu

koeficientu vâjâs atkarîbas nosacîjuma izriet log-ticamîbas funkcija

L̂`(σ
2, d) =

1

2σ2

∑
(j,k)∈`

2−2dj(WX
j,k)

2 +
|`|
2

log(σ222〈`〉d), (6.10)

kur |`| apzîmç galveno ` skalu un 〈`〉 ir vidçjâ skala, 〈`〉 = |`|−1
∑

(j,k)∈` j. Definçjam

σ̂2
` (d) = arg min

σ2>0
L̂`(σ

2, d) = |`|−1
∑

(j,k)∈`

2−2dj(WX
j,k)

2. (6.11)

Tad maksimâlâs ticamîbas novçrtçjums atmiòas parametram ir vienâds ar log-ticamîbas

minimumu:

d̂LWW (L,U) = arg min
d∈[∆1,∆2]

L̂`n(L,U)(σ̂
2
` (d), d)) (6.12)

= arg min
d∈[∆1,∆2]

L̃`n(L,U)(d), (6.13)

kur [∆1,∆2] pieïaujamo d vçrtîbu intervâls un

L̃`(d) = log

( ∑
(j,k)∈`

22d(〈`〉−1)(WX
j,k)

2

)
. (6.14)

Atðíirîbâ no LRW metodes, LWW metodei nav nepiecieðams îpaði izvçlçties svarus.

Taèu svarîga abiem novçrtçjumiem ir skalu indeksu L un U izvçle.
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7. Praktiskâ daïa

7.1. Parametra H novçrtçjumi programmâ R

Mçríis ir salîdzinât èetras Hursta parametra novçrtçðanas metodes datorprogrammâ

R un noskaidrot, kura parametru H novçrtç visprecîzâk. 1000 reizes simulçsim frakcionâlâ

Gausa trokðòa procesu ar H = 0.6 un H = 0.8, kâ arî daþâdos apjomos n = 27 un n = 29.

Izlases apjomi ir divnieka pakâpes veivletu metodes dçl, kura to pieprasa.

1. tabula: Vidçjâ vçrtîba un standartnovirze parametra H novçrtçjumam daþâdâm me-

todçm. n = 27.
Metode H = 0.6 H = 0.8

Vid.vçrt. Stds Vid.vçrt. Stds

Veivletu 0.546 0.260 0.755 0.263

R/S 0.663 0.164 0.770 0.165

Period. 0.643 0.360 0.915 0.363

Kop.Var. 0.452 0.236 0.588 0.229

Ticamîbas intervâliem Lj, j = 1, . . . , n aprçíinâm vidçjo vçrtîbu L̄ =
∑n

j=1 Lj/n un

rangu: max1≤j≤n Lj −min1≤j≤n Lj. [2]

2. tabula: Ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâtes (PP ), vidçjâ vçrtîba un rangs

ticamîbas intervâlu garumam. n = 27, bloka lielums l = 26, α = 0.95.

Metode H = 0.6 H = 0.8

PP vid.vçrt. rangs PP vid.vçrt rangs

Veivletu 0.996 1.483 1.911 0.995 1.495 1.931

R/S 0.988 0.587 0.724 0.988 0.598 0.726

Period. 0.819 1.396 3.204 0.786 1.370 3.444

Kop.Var. 0815 0.806 1.285 0.611 0.769 1.571
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(a) (b)

(c) (d)

13. att.: Veivletu metodes novçrtçjumi: (a) parametram H = 0.6, (c) H = 0.8 un R/S

metodes novçrtçjumi: (b) parametram H = 0.6, (d) H = 0.8 ar normâlâ sadalîjuma lîkni

13. attçlâ ir histogramas divâm metodçm ar vislielâkajâm H novçrtçjuma ticamîbas

intervâlu pârklâjuma precizitâtem (veivletu un R/S). No 1.tabulas secinâm, ka paramet-

ram H = 0.6 veivletu metode dod mazâku novçrtçjumu (H = 0.546), bet R/S metode-

lielâku (H = 0.663). Ðî tendence vçrojama arî histogrammâs. Savukârt parametram

H = 0.8 abas metodes dod mazâku novçrtçjumu, nekâ îstais, kas arî parâdâs histogram-

mâs.

Salîdzinot ticamîbas intervâlu vidçjâs vçrtîbas un rangus, var novçrot, ka R/S meto-

dei ir ievçrojami ðaurâks ticamîbas intervâls un rangs, nekâ veivletu metodei, kas varçtu

nozîmçt, ka tâ ir precîzâka.
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Gan 1., gan 2. tabulâ var novçrot, ka kopçjâs variâcijas un periodogrammas metodes

dod sliktus novçrtçjumus. Periodogrammas metode H novçrtç virs îstâs vçrtîbas. Pârklâ-

juma precizitâtes ir ievçrojami sliktâkas, kâ arî ticamîbas intervâla rangs ir pârâk plaðs,

salîdzinot ar tâ vidçjo vçrtîbu. Kopçjâs variâcijas metode dos visslikâtkos novçrtçjumus,

kas ir krietni zem teorçtiskâs H vçrtîbas. Par to var pârliecinâties arî 14. attçlâ.

(a) (b)

(c) (d)

14. att.: Periodogrammas metodes novçrtçjumi: (a) parametram H = 0.6, (c) H = 0.8

un kopçjâs variâcijas metodes novçrtçjumi: (b) parametram H = 0.6, (d) H = 0.8 ar

normâlâ sadalîjuma lîkni

Simulçsim frakcionâlo Gausa troksni ar lielâku izlases apjomu (n = 29) un tâdâm pa-

ðâm H vçrtîbâm 1000 reizes. Sagaidâm, ka ðim procesam bûs labâki parametra H novçr-

tçjumi lielâka izlases apjoma dçï. Kâ arî aplûkosim, kâ aplûkosim, kâ mainâs ticamîbas

intervâli ar apakðizlases metodi, mainot bloku izmçru. Òemsim 3 daþâdus gadîjumus:
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l = 26, l = 27 un l = 28. Sagaidâm, ka palielinot bloka izmçru, uzlabosies ticamîbas

intervâla pârklâjuma precizitâte. Tas ir, veivletu un R/S metodei, kurai pârklâjuma pre-

cizitâti bija virs 0.95, tâ palçnâm tuvosies ðim skaitlim no augðas, bet periodogrammu un

kopçjâs variâcijas metodei tâ tuvosies no apakðas.

3. tabula: Vidçjâ vçrtîba un standartnovirze parametra H novçrtçjumam daþâdâm me-

todçm. n = 29.

Metode H = 0.6 H = 0.8

Vid.vçrt. Stds Vid.vçrt. Stds

Veivletu 0.586 0.096 0.771 0.110

R/S 0.644 0.099 0.769 0.101

Period. 0.618 0.116 0.846 0.115

Kop.Var. 0.512 0.132 0.659 0.132

Kâ var redzçt 3. tabulâ, izlases apjoma palielinâðanâs visâm èetrâm metodçm deva

uzlabojumus. Var novçrot, ka ir saglabâjuðâs tendences - periodogrammu metode jopro-

jâm novçrtç H virs îstâs vçrtîbas. Veivletu un kopçjâs variâcijas metodes novçrtç H zem

îstâs vçrtîbas, bet R/S metode H = 0.6 novçrtç no augðas, bet H = 0.8 no apakðas.

Tagad aplûkosim ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâtes ar apakðilaðu metodi un

daþâdiem bloku izmçriem.

4. tabula: Ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâtes (PP ), vidçjâ vçrtîba un rangs

ticamîbas intervâlu garumam. n = 29, bloka lielums l = 26, α = 0.95.

Metode H = 0.6 H = 0.8

PP vid.vçrt. rangs PP vid.vçrt rangs

Veivletu 1 0.795 0.562 1 0.797 0.505

R/S 0.932 0.316 0.135 0.963 0.319 0.172

Period. 0.999 0.977 0.968 0.996 0.978 1.058

Kop.Var. 0.728 0.471 0.315 0.402 0.458 0.357
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5. tabula: Ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâtes (PP ), vidçjâ vçrtîba un rangs

ticamîbas intervâlu garumam. n = 29, bloka lielums l = 27, α = 0.95.

Metode H = 0.6 H = 0.8

PP vid.vçrt. rangs PP vid.vçrt rangs

Veivletu 0.988 0.497 0.469 0.988 0.498 0.443

R/S 0.947 0.305 0.221 0.984 0.311 0.204

Period. 0.953 0.594 0.915 0.926 0.596 0.851

Kop.Var. 0.724 0.401 0.406 0.415 0.394 0.425

6. tabula: Ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâtes (PP ), vidçjâ vçrtîba un rangs

ticamîbas intervâlu garumam. n = 29, bloka lielums l = 28, α = 0.95.

Metode H = 0.6 H = 0.8

PP vid.vçrt. rangs PP vid.vçrt rangs

Veivletu 0.936 0.365 0.454 0.934 0.364 0.477

R/S 0.968 0.307 0.347 0.985 0.314 0.354

Period. 0.79 0.346 0.661 0.748 0.344 0.701

Kop.Var. 0.649 0.331 0.478 0.423 0.319 0.590

Redzam, ka veivletu metodei bloku izmçru palielinâðanâs no l = 26 uz l = 28 veic

uzlabojumus un ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâtes ir tuvâkas 0.95. R/S un

periodogrammas metodes savukârt vislabâkos rezultâtus dod pie bloka izmçra l = 27.

Savukârt kopejâs variâcijas metode joprojâm dod sliktus rezultâtus un tâs dinamika ir tieði

pretçja - palielinoties bloku izmçram, samazinâs pârklâjuma precizitâtes. Tas nozîmç, ka

bloka izmçra izvçle stipri ietekmç rezultâtus. Nepiecieðams kritçrijs, pçc kâda izvçlçties l.
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7.2. Parametra d novçrtçjumi programmâ MATLAB

Izmantosim iegûto datorprogrammas MATLAB kodu, kas iegûts no publikâcijas [4]

viena no autoriem M.S.Taqqu, lai novçrtçtu ilglaicîgâs atmiòas parametru d. Izmantosim

jau iepriekð programmâ R simulçto FGN procesu apjomâ n = 27, kâ arî apskatîsim, kâ

tiek novçrtçts parametrs d nestacionâram procesam FBM apjomâ n = 27. Izmantosim

divas parametra novçrtçðanas metodes LRW un LWW , kâ arî izvçlçsimies trîs veivle-

tus ar daþâdiem zûdoðajiem momentiem - Haar (M = 1), Daubechies2 (M = 2) un

Daubechies4 (M = 4). G.Fay, E.Moulines, F.Roueff un M.S. Taqqu (2009) [4] secinâja,

ka abâm metodçm vislabâk ilglaicîgâs atmiòas parametru novçrtç Daubechies2 veivlets.

Konstruçsim arî ticamîbas intervâlus parametra d novçrtçjumiem, kas balstâs uz d

novçrtçjumu asimptostiski normâlo sadalîjumu, un kuri aprakstîti publikâcijâ [4].

7. tabula: FGN ar H = 0.6 (d = 0.1) apjomâ n = 27 novçrtçjuma vidçjâ vçrtîba un

ticamîbas intervâla pârklâjuma precizitâte.

Veivlets d = 0.1

LRW LWW

Vid.vçrt. PP Vid.vçrt. PP

Haar 0.016 0.840 0.084 0.925

Daubechies 2 0.023 0.828 0.063 0.849

Daubechies 4 -0.051 0.702 -0.250 0.678

8. tabula: FGN ar H = 0.8 (d = 0.3) apjomâ n = 27 novçrtçjuma vidçjâ vçrtîba un

ticamîbas intervâla pârklâjuma precizitâte.

Veivlets d = 0.3

LRW LWW

Vid.vçrt. PP Vid.vçrt. PP

Haar 0.216 0.840 0.281 0.938

Daubechies 2 0.230 0.818 0.266 0.845

Daubechies 4 0.167 0.703 0.167 0.703
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Aplûkojot 7. un 8. tabulu, var secinât, ka FGN procesam kopumâ labâkus d novçrte-

jumus dod LWW metode. Izòemot gadîjumu, kadH = 0.6 un tiek pielietotsDaubechies4

veivlets. Ðis veivlets dod visslikâkos rezultâtus, kas vçrojams arî viszemâkajâs pârklâjuma

precizitâtçs. Tas varçtu nozîmet to, ka nav nepiecieðams izvçlçties veivletu ar tik lielu

zûdoðo momentu skaitu (M = 4), jo FGN procesu iespçjams labâk aproksimçt ar polino-

mu, kura kârta ir mazâka par M − 1. Gadîjumâ, kad H = 0.6, vislabâkos rezultâtus dod

Haar veivlets, bet, kad H = 0.8, tad LWW gadîjumâ Haar, bet LRW - Daubechies2.

9. tabula: FBM ar H = 0.6 (d = 1.1) apjomâ n = 27 novçrtçjuma vidçjâ vçrtîba un

ticamîbas intervâla pârklâjuma precizitâte.

Veivlets d = 1.1

LRW LWW

Vid.vçrt PP Vid.vçrt. PP

Haar 0.9751 0.802 1.037 0.955

Daubechies 2 0.961 0.792 1.0161 0.8360

Daubechies 4 0.8513 0.665 0.7079 0.672

10. tabula: FBM ar H = 0.8 (d = 1.3) apjomâ n = 27 novçrtçjuma vidçjâ vçrtîba un

ticamîbas intervâla pârklâjuma precizitâte.

Veivlets d = 1.3

LRW LWW

Vid.vçrt PP Vid.vçrt. PP

Haar 1.1663 0.801 1.2149 0.957

Daubechies 2 1.1438 0.777 1.2078 0.862

Daubechies 4 1.021 0.650 0.9003 0.662

9. un 10. tabulâ iegûtie rezultâti ir ïoti lîdzîgi. Vislabâkos rezulâtus dod Haar veivlets

un LWW metode.

Publikâcijâ [4] Daubechies2 veivlets deva vislabâkos rezultâtus, taèu tur tika simulçts

ilglaicîgâs atmiòas process no ARFIMA klases. Manâ gadîjumâ, kad simulçju frakcio-
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nâlo Brauna kustîbu un frakcionâlo Gausa troksni, vislabâkie rezultâti kopumâ ir Haar

veivletam, taèu arî Daubechies2 ir diezgan tuvi rezultâti.
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Nobeigums

Darbâ aplûkots ilglaicîgâs atmiòas process: frakcionâlâ Brauna kustîba (FBM) un tâ

pieaugumu process: frakcionâlais Gausa troksnis (FGN) ar daþâdâm ilglaicîgâs atmiòas

parametra vçrtîbâm (H = 0.6, H = 0.8). Pârsvarâ aplûkots stacionârs process FGN .

Viens no mçríiem bija noskaidrot, kura metode datorprogrammâ R novçrtç ilglaicîgâs

atmiòas parametru labâk - kopçjâs variâcijas, periodogrammas, R/S vai veivletu metode.

Secinâjums ir tâds, ka labâk parametru H novçrtç R/S un veivletu metodes.

Tika konstruçti Hursta parametra H ticamîbas intervâli ar apakðizlases metodi, kas

balstâs uz izlases saðíelðanu blokos. Tika aplûkoti FGN procesi daþâdos apjomos ar da-

þâdiem bloku lielumiem. Secinu, ka veivletu metodei ir vislabâkâ pârklâjuma precizitâte,

bet kopçjâs variâcijas metodei - vissliktâkâ. Palielinot bloku izmçru no l = 26 lîdz l = 28,

uzlabojas arî pârklâjuma precizitâtes, tas ir, veivletu gadîjumâ tâs konverìç uz 0.95 no

augðas. Taèu tâm metodçm, kas salîdzinoði slikti novçrtç parametru H (periodogrammas

un kopçjâs variâcijas metode), bloku izmçra palielinâðanâs deva pretçjus rezultâtus.

Tika aplûkotas divas ilglaicîgâs atmiòas parametra d veivletu novçrtçðanas meto-

des datorprogrammâ MATLAB - lokâlâ regresijas (LRW ) un lokâlâ Whittle veivletu

(LWW ) metode. Tika daþâdotas arî izvçlçtâs veivletu funkcijas - Haar, Daubechies2 un

Daubechies4. Secinâts, ka LWW metode ilglaicîgâs atmiòas parametru novçrtç vislabâk.

Vislabâkâ veivletu funkcija, kas aproksmç gan frakcionâlâ Gausa trokðòa, gan frakcionâlâs

Brauna kustîbas procesus, bija Haar veivlets, taèu arî Daubechies2 veivlets deva labus

rezultâtus.

Darbâ aplûkotâs ilglaicîgâs atmiòas parametra novçrtçðanas metodes ir tikai neliela

daïa no mûsdienâs pielietotajâm metodçm. Ïoti populâras ir Furjç bâzçtâs metodes.

Tâdçï ðo darbu turpmâk varçtu attîstît, aplûkojot Furjç metodes un salîdzinot ar veivletu

metodçm. Tâ kâ pagaidâm nav metodikas, kâ pareizi izvçlçties parametra H novçrtçjuma

ticamîbas intervâla bloka lielumu l, arî ðo problemâtiku varçtu aplûkot darba turpinâjumâ.
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Pielikums 1

Definîcija 15. [3] Dotâm divâm funkcijâm f, g ∈ L2(R) iekðçjo reizinâjumu definç

< f, g >=

∫
R
f(x)ḡ(x)dx,

kur ḡ(x) ir g(x) kompleksi saistîtâ forma. Iekðçjo reizinâjumu var izmantot arî, lai izmçrîtu

funkcijas"lielumu", definçjot normu ‖ • ‖2 telpâ L2:

‖f‖2
2 =< f, f >,

ar kuras palîdzîbu var arî noteikt distanci starp divâm funkijâm f, g ∈ L2(R) kâ ‖f −g‖2.

Definîcija 16. [3] Veivletu ortonormâlâ bâze:

< ψj,k, ψj′,k′ >=

∫ +∞

−∞
ψj,k(x), ψj′,k′(x)dx = δj,j′δk,k′ ,

kur δm,n = 1, ja m = n, un δm,n = 0, ja m 6= n.

49



R programmas kods

library(wavelets)

library(wavethresh)

library(fArma)

#### simulç frakcionâlo Brauna kustîbu

set.seed(1)

BM<-fbmSim(n = 1024, H = 0.5, method = c("wave"),

waveJ = 7,doplot = FALSE,fgn = FALSE)

#WN<-fgnSim(n = 1024, H = 0.5, method = c("beran"))

fBM<-fbmSim(n = 1024, H = 0.6, method = c(),doplot = FALSE,fgn = FALSE)

#fGN<-fgnSim(n = 1024, H = 0.8, method = c("beran"))

####Iebûvçtâs H novçrtçðanas metodes

### Aggregated variance method

aggvarFit(fBM, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10^c(0.7, 2.5),doplot=TRUE)

### R/S tests

rsFit(fBM, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10^c(0.7, 2.5),

description = NULL,title=NULL,doplot=TRUE)

#$ Periodogrammu metode ##laba JÂ

perFit(fGN, cut.off = 0.1, method = c("per"),doplot = TRUE)

## Vaveletu metode

waveletFit(fBM, length = 1024, order = 2, octave = c(2, 8),doplot = TRUE)

##### SUBSAMPLING

set.seed(1)
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pak<-11

n<-2^pak #izlases apjoms

pak_blok<-9

l<- 2^pak_blok # bloka izmçrs

N<-n-l+1 #bloku skaits

H<- 0.6 #Hursta parametrs (vai arî 0.8)

j<-pak-1 # skalas lîmenis izlasei

j_blok<-pak_blok-1 #skalas lîmenis blokam

cover<-c()

int<-c()

for (k in 1:1000){

fBM<-fgnSim(n,H, method = c("beran")) #simulç frakc.Gausa troksni

y<-c(fBM)

### Aprçíina H_n novçrtçjumu no visas izlases

H_nn<-waveletFit(fBM, length = n, order = 2, octave = c(2, 5),doplot = FALSE)

H_n<-H_nn@hurst$H

H_lii<-c()

H_li<-c()

vek<-c()

for (i in 1:N)

{

H_lii<-waveletFit(y[i:(i+l-1)], length = l, order = 2, octave = c(2, 5),doplot = FALSE)

H_li[i]<-H_lii@hurst$H

}

ywd<-wd(y,filter.number=1, family="DaubExPhase")

accessD(ywd,level=j) #izdod veivletu koefic. j-tajâ skalâ

koef_skaits<-length(accessD(ywd,level=j)) #koeficentu skaits j-tajâ sk

ywd<-wd(y[1:l],filter.number=1, family="DaubExPhase")

accessD(ywd,level=j_blok) #izdod veivletu koefic. j-tajâ skalâ

koef_skaits_blok<-length(accessD(ywd,level=j_blok))
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T_li<-sqrt(koef_skaits_blok)*(H_li-H_n)

gamma<-0.05 ###ticamîbas lîmenis

Q_n_1<-quantile(T_li,gamma/2,type=1)[[1]]

Q_n_2<-quantile(T_li,(1-gamma/2),type=1)[[1]]

### subsampling ticamîbas intervâls

kreisais<-H_n+(1/(sqrt(koef_skaits)))*Q_n_1

labais<-H_n+(1/(sqrt(koef_skaits)))*Q_n_2

cover[k]<-(kreisais-H)*(labais-H)

int[k]<-labais-kreisais

}

cover

length(cover[cover<0])

prob<-length(cover[cover<0])/1000

prob ###coverage probabilities

mean(int)

max(int)-min(int)

52



Izmantotâ literatûra un avoti

[1] T. Dieker. Simulation of fractional Brownian motion. University of Twente Depart-

ment of Mathematical Sciences, 2004.

[2] S. A. Stoev P.L. Conti, L. Giovanni and M. S. Taqqu. Confidence intervals for the

long memory parameter based on wavelets and resampling. Statistica Sinica 18, 2008.

[3] G.P.Nason. Wavelet Methods in Statistics with R. Springer, Science +Buisiness

Media,LLC, 2008.

[4] F. Roueff M. S. Taqqu G. Fay, E. Moulines. Estimators of long-memory: Fourier

versus wavelets. Journal of Econometrics 151, 2009.

[5] G. Oppenheim P. Doukhanand and M. S. Taqqu. Theory and applications of long-

range dependence. Birkhauser, Boston, 2003.

[6] H. E. Hurst. Long-term storage capacity of reservoirs. Transactions of the American

Society of Civil Engineers, 1951.

[7] A.Haar. Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme. Mathematische Annalen

69 no. 3, Germany, 1910.

[8] D.R. Cox. Long-range dependence: a review. in Statistics: an appraisal, H.A. David

and H.T. David, eds., Iowa State University Press, 1984.

[9] J.Beran. Statistics for Long - Memory Processes. Chapman and Hall, New York,

1994.

[10] http://www.standardandpoors.com.

[11] R.H. Shumway D.S. Stoffer. Time Series Analysis and Its Applications 2nd Edition.

2006.

53



[12] http://pages.stern.nyu.edu/ churvich/TimeSeries/Handouts/fBm.pdf.

[13] D.L. Donoho I.M Johnstone. Adapting to unknown smoothness via wavelet shrinkage.

Journal of the American Statistical Association, 90:12001224, 1995.

54



Diplomdarbs \Ilglaicîgâs atmiòas parametra novçrtçðana ar veivletiem" izstrâdâts LU

Fizikas un Matemâtikas fakultâtç.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pçtîjums veikts patstâvîgi, izmantoti tikai tajâ norâdîtie

informâcijas avoti un iesniegtâ darba elektroniskâ kopija atbilst izdrukai.

Autors: Ieva Dasmane

(paraksts) (datums)

Rekomendçju darbu aizstâvçðanai.

Vadîtâjs: Jânis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents:

Darbs iesniegts Matemâtikas nodaïâ

(datums)

(darbu pieòçma)

Diplomdarbs aizstâvçts valsts pârbaudîjuma komisijas sçdç

prot. Nr. , vçrtçjums
(datums)

Komisijas sekretâre: asoc. prof. Dr.math. Inese Bula
(paraksts)


	Apzīmējumi
	Ievads
	Ilglaicīgās atmiņas procesi
	Sev - līdzīgi procesi un ilglaicīgā atkarība
	Frakcionālā Brauna kustība un frakcionālais Gausa troksnis
	Frakcionālās Brauna kustības spektrs

	Hursta parametra novērtēšanas metodes
	Kopējās variācijas metode
	Periodogrammu metode
	R/S metode

	Veivleti
	Multi - līmeņu transformācija virknēm
	Haar veivleti funkcijām
	Diskrēto Haar veiveltu piemērs
	Multilīmeņu analīze
	Projekcija
	Mērogošana un veivletu konstrukcija
	Piemēri

	Veivletu novērtējums
	Veivletu īpašības
	Veivletu metode programmā  R 

	Ticamības intervāli parametram  H  ar apakšizlasēm
	Atmiņas parametra veivletu pus-parametriskie novērtejumi
	Lokālais regresijas veivletu (LRW) novērtējums parametram  d 
	Lokālais Whittle veivletu (LWW) novērtējums parametram  d 

	Praktiskā daļa
	Parametra H novērtējumi programmā R
	Parametra  d  novērtējumi programmā MATLAB


	Nobeigums
	Pielikums 1
	R programmas kods
	Izmantotā literatūra un avoti

