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Anotacija

Si darba merkis ir ilglaicigas atminas parametra novertesana ar veivletiem. Definets il-
glaicigas atminas raksturojosais parametrs un Hursta parametrs, ka art analizets viens no
izplatitakajiem ilglaicigas atminas procesiem - frakcionala Brauna kustiba un tas pieaugu-
mi. Programma R veiktas procesu simulacijas, ka arT aplikotas cetras metodes ilglaicigas
atminas parametra novertesanai, izmantojot nesenos rezultatus literatura [1] - kopejas
variacijas metode, periodogrammu metode, R/S metode un veiveltu metode. Hursta pa-
rametra novértéjumiem konstruéti ticamibas intervali ar apaksizlasu veidosanas metodi.
[2] Aprakstita veivletu konstrukcija un ipasibas. [3] Ka art apskatitas divas veivletu me-
todes ilglaicigas atminas parametra novertejumam no nesenas publikacijas [4] - lokalas

regresijas veivletu metode un lokala Whittle veivletu metode.

Atslegas vardi: Tlglaicigas atminas procesi, Hursta parametrs, apaksizlasu metode, veivleti



Abstract

The aim of this work is the long memory parameter estimation using wavelets. The
descriptive parameter of a long memory process as well as the famous Hurst parameter
are defined and also one of the most popular long memory processes - fractional Brownian
motion and its increments are analysed. Simulation study has been carried out in prog-
ram R implementing four methods for estimation of the long memory parameter - the
aggregated variance method, the periodogramm method, the R/S method and the wa-
velets method using recent results in [I]. Confidence intervals based on subsampling are
constructed for the Hurst parameter following recent results in this field. [2] Further wa-
velet construction and their properties are analysed in details. [3] We also examine two
wavelet methods for estimating a long memory parameter - the local regression wavelets

method and the local Whittle wavelets method introduced in [4].

Keywords: Long memory processes, Hurst parameter, subsampling, wavelets
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Ievads

llglaicigas atminas procesi (long range dependent jeb LRD) ir miuisdienas plasi analizéti
procesi (skatit, piemeram, [5]). Pedeja desmitgade LRD procesi plasi pielietoti teleko-
munikaciju zinatne. Ilglaicigas atminas procesu svarigaka raksturojosa pazime ir ta, ka
autokovariaciju funkcija dilst loti léni. Ilglaicigas atminas procesu apraksta Hursta para-
metrs H (nosaukts par godu hidrologam Hurstam, kur§ 1951. gada atklaja So parametru,
petot Nilas upes problemu [6]), kur H € (1/2,1) liecina, ka procesam pastav ilglaiciga
atmina.

Misdienas Hursta parametrs paradas daudzas matematikas nozarés - fraktalu un haosa
teorija, ilglaicigos procesos un spektralaja analize. Hursta parametra novertejums tiek
pielietots dazadas sferas - sakot no biofizikas lidz datorzinatnei. Tomer jaunakas Hursta
parametra novértésanas metodes nak no fraktalas matematikas.

Viens no veidiem, ki novertét ilglaicigds atminas parametru, ir veivletu metode.
Veivlets ir vilnveidiga, oscilejosa funkcija ar amplitidu, kas sakas no nulles, péc tam
pieaug, un tad dilst atpakal uz nulli. Piemers, kur ikdiena var redzet veivletu funkcijas, ir
sirdspukstu attélojums monitora. Veivletu rasanos veicinaja J. Fourier, kur§ nodarbojas
ar frekvencu analizi (1807). No frekvencu analizes izveidojas skalu analize, kas nozimeja
- tika izveidotas matematiskas strukturas, kas vaire dazados limenos. Veivletu butiba ir
tada, ka tiek konstruéta funkcija, kas tiek mérogota jeb skaléta un transleta. Tad ta tiek
pielietota signala procesa novértésanai. Péc tam procediira tiek atkartota - funkcija tiek
merogota un transleta vélreiz un piemeérota procesam jau cita limeni. Un ta talak. Skalu
analize ar laba ar to, ka ta ir mazak jutiga pret troksnu ietekmi, jo ta mera vidéjas signala
svarstibas dazados limenos. Pirmoreiz veivleti paradijas A.Haar teze (1909) [7], kuram
par godu ir nosaukta vesela veivletu klase. Musdienas veivleti ir plasi pielietoti vairakas
sferas, piemeram, signalu un attelu apstrade, medicina, finanses, geologija un mizika.

ST darba mérki ir:

e izanalizet cetras Hursta parametra novertéesanas metodes, kas piedavatas publikacija
[1]. Tas ir - kopejas variacijas metode, periodogrammas metode, R/S metode un

veivletu metode

e Hursta parametru novértéjumiem konstruét ticamibas intervalus ar apaksizlasu me-

todi, kura iepazistinata [2]



e novertet ilglaicigas atminas parametru ar divam veivletu metodem, kas piedavatas

publikacija [4]

Darba tiks aplukota frakcionala Brauna kustiba (F'BM), kas ir viens no popularaka-
jlem ilglaicigas atminas procesiem, ka art F'BM pieaugumu process - frakcionalais Gausa
troksnis (FGN). Datorprogramma R tiks simuléti §ie procesi, analizétas cetras Hursta
parametra novertesanas metodes, ka ari kostrueti parametra H novertejumu ticamibas
intervali. Analizejot divas ilglaicigas atminas parametra veivletu novertésanas metodes
publikacija [4], tika izveidota komunikacija ar vienu no publikacijas autoriem (M.S.Taqqu)
un iegiits programmas kods abam $Tm metodém datorprogamma M AT LAB, kas ari tiek
izmantots ilglaicigas atminas parametra novertejuma iegusanai.

Pirmaja nodala apskatiti ilglaicigas atminas procesi. Otraja - tris atminas parametra
novértésanas metodes programma R. TreSaja nodala aprakstits veivletu funkcijas je-
dziens. Ceturtaja - aprakstitas veivletu ipasibas un veivletu metode programma R. Piek-
taja nodala apskatita ticamibas intervalu konstruesana atminas parametram ar apaksiz-
lasu metodi. Sestaja nodala aprakstitas divas atminas parametra veivletu novértésanas
metodes, izmantojot nesenos rezultatus publikacija [4]. Septitaja nodala veikts prakstis-

kais pielietojums.



1. Ilglaicigas atminas procesi

1.1. Sev - lidzigi procesi un ilglaiciga atkariba

No sakuma definesim sev lidzigus (self - similar) un ilglaicigi atkarigus (long range
dependent) procesus visparejiem stacionariem stohastiskiem procesiem. Velak apskatisim,
ka sie jedzieni ir saistiti ar frakcionalo Brauna kustibu. Sim mérkim izmantosim literatru

11, [2] un [8].

Definicija 1. X = {X; : £k =0,1,2,...} ir stacionars diskréta laika stohastisks process,
ja vektoriem (X, ..., Xg,) un (Xp,4n, ..., Xk, 4n) it tads pats kopejais sadalijums visiem
veseliem d,n > 1 un ky,...,k; > 0. Gausa procesiem tas nozimeé to pasu, ka prasit, lai
autokovariaciju funkcija v(k) nav atkariga no n.

Pienemsim, ka

Xim + -+ X(k+1)m—1 = A Xy (11)

visiem m > 1, kK > 0 un a,, ir reizinatajs.
Definicija 2. Process X (™ = {X,gm) 1 k=0,1,2,...} visiem m > 1, kur
m _ 1
X, = E(ka + o+ X ym-1)-

Definicija 3. [8] Diskreta laika stohastisku procesu X sauc par sev - lidzigu ar Hur-
sta parametru 0 < H < 1, ja procesiem X un m'~7X(™ ir vienadi galigdimensionalie

sadalijumi visiem m > 1. Tas nozime, ka visiem d > 1 un 0 < ky < --- < kg vektoram
(Xkys ooy Xiy)
ir tas pats sadalijums, kas vektoram
(m! =X mT X ),
Tad izpildas un a,, = m', ja X ir sev - lidzigs ar Hursta parametru H.

Definicija 4. Nepartrauka laika stohastisks process Y = {Y(t) : 0 < ¢t < oo} ir sev -
lidzigs process ar Hursta parametru 0 < H < 1, ja procesiem {Y'(at) : 0 <t < oo} un

{aY (t) : 0 <t < oo} ir vienadi galigdimensionalie sadalijumi visiem a > 0.



Tagad iepazisimies ar ilglaicigo atkaribu. Intuitivi diskreta laika stohastisks process X
ir ilglaicigi atkarigs (ar ilglaicigo atminu), kad ta autokovariaciju funkcija v dilst tik leni,

ka 327 v(k) = oo.

Definicija 5. [2] Diskreta laika stacionars process (X; : j > 1) ar dispersiju o? =
E(X?) — (EX;)? ir ilglaicigi atkarigs process (ilglaicigas atminas jeb (LRD)) process,

ja ta korelacijas koeficienti
p(k) = o2 {B(X;X;11) — (EX;)*}

ir forma

p(k) ~ ¢, k™37 kad k — coun 0 < a < 1, (1.2)

kur k ir autokorelacijas lags, « ir ilglaicigas atminas parametrs un c, ir absolita konstante

(skatit Beran(1994) [9] un Taqqu(2003)[3]).

Apgalvojums 1. Sakuma procesam (Z(t) : t > 0) ir stacionari pieaugumi un tas ir
sev - lidzigs ar Hursta parametru H. Tad, ja 1/2 < H < 1, tad procesa pieaugumi

(X;=2; —Z;—1 :j > 1) veido LRD procesu ar autokorelacijas koeficientiem
p(k) ~ e,k 20 kad k — oo,

Bet, ja H=1/2,

un tapéec process ir islaicige atkarigs.

Kad 1/2 < H < 1, tad Hursta parametru H un ilglaicigas atminas parametru « saista

vienadiba

(1.3)



Piemeérs 1. Aplukosim procesu SP500 (datus var iegut majas lapa [10]). SP500 ir
populars 500 lielako uznémumu aktivu tirgus cenas indekss Amerikas Savienotajas valstis

kops 1957. gada. Dati iegiiti par laika periodu 03.01.2006 — 25.05.2011.
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1. att.: Dati laika intervala: 03.01.2006 — 25.05.2011. (a)- SP500 process, (b) - SP500

procesa pieaugumi, (¢) un (d) attiecigas autokovariaciju funkcijas.

Ka var redzet attela, SP500 process ir nestacionars. levérojam, ka procesam

SP500 autokovariaciju funkcija dilst loti leni, kas liecina par ilglaicigo atminu.



1.2. Frakcionala Brauna kustiba un frakcionalais Gausa troksnis

Definicija 6. [I] Tadu Gausa procesu By = {Bg(t) : 0 <t < oo} ar 0 < H < 1 sauc

par frakcionalo Brauna kustibu (FBM), ja izpildas sadas ipasibas:

e By (t) ir stacionari pieaugumi ;

e By(0) =0un E(Bg(t)) =0 visiem t >0 ;

o E(By)*(t) = t*# visiem t > 0 ;

e By(t) ir Gausa sadalijums visiem ¢ > 0.

H ir frakcionalas Brauna kustibas Hursta parametrs. Frakcionialas Brauna kustibas
kovariaciju funkcija ir

Y5 0) = B(Buls)Bu(0) = (" + 5 — (¢ = 5" (1.4)

visiem 0 < s < t (skatit [I]). Ta ka Gausa procesiem vidéja vertiba un kovariaciju struk-
tira nosaka galigdimensionalo sadalijumu, tapéc, no meés secinam, ka procesam
{Bpy(at) : 0 <t < oo} un {a” By(t) : 0 < t < oo} ir vienadi galigdimensionalie sadaliju-
mi. Tatad frakcionala Brauna kustiba ir sev lidziga ar Hursta parametru H. Frakcionala

Brauna kustiba ir vienigais Gausa process ar stacionariem pieaugumiem, kurs ir sev lidzigs

(skatit [1]).

Definicija 7. Pieaugumu procesu X = {X; : k = 0,1,...} sauc par frakcionalo Gausa
troksni, ja

X, =Bg(k+1)— By(k).
Procesa X} autokovariaciju funkcija v(k) ir
1
(k) = Sllk = 1P = 20k + [k + 1127]
visiem k € Z.

e Ja H=1/2, tad y(k) = 0 (izpemot gadijumu, kad k£ = 0). Ta ir standarta Brauna

kustiba, kuras pieaugumu ir neatkarigi;
e Ja H <1/2, tad v(k) < 0;

e Ja H >1/2, tad v(k) > 0.
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2. att.: Izlases apjoms N = 1024. (a) - standarta Brauna kustiba (H = 0.5), (b) -

frakcionala Brauna kustiba (H = 0.9), (¢) un (d) - procesu pieaugumi.

attela ir standarta Brauna kustibas un frakcionalas Brauna kustibas piemeri. Var
redzet, ka pieaugumu process abiem ir stacionars. attela varam redzet, ka standarta
Brauna kustibas autokovariacijas dilst ievérojami straujak, neka frakcionalas Brauna kus-
tibas (H = 0.9) autokovariacijas. Aplukojot pieaugumu autokovariacijas, var redzet, ka,

kad H = 1/2, v(k) = 0, bet, kad H = 0.9, autokovariacijas ir pozitivas.

10



10

08

06

04

02

00

10

08

08

04

02

0.0

3. att.: Autokovariaciju funkcijas: (a) - standarta Brauna kustibai, (b) - frakcionalajai
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1.3. Frakcionalas Brauna kustibas spektrs

Definicija 8. [II]Ja v(h) ir stacionara procesa {z;} autokovariaciju funkcija un ta ap-

mierina nevienadibu

Y ()] <o,

h=—o00

tad
1/2

’y(h):/_ ETME(N) AN, h=0,4+1,42,. .. (1.5)

1/2

un procesa {x;} spektrala blivuma funkcija ir

fA) = i A(h)e 2miM —1/2< A< 1)2. (1.6)

h=—00

Autokovariaciju funkcija (1.5) un spektrala blivuma funkcija veido (1.6 Furjé transor-

macyju pari.

Definicija 9. [I1] Ja doti dati z1, ..., x,, tad par diskréto Furje transformaciju (DFT)

sauc
d(\;) =n~1? Z ze At (1.7)
t=1
kad j =0,1,...,n — 1, kur frekvences \; = j/n sauc par Furjé frekvencém.
Definicija 10. [II]Dotiem datiem xy,...,xz, par periodogrammu sauc
I(Xj) = [d(M\) P, (1.8)

kad j =0,1,2,...,n — 1.
Ta ka frakcionala Brauna kustiba ar 0 < H < 1 nav stacionars process, tad, strikti ru-
najot, procesam By (t) nav spektrala blivuma. [12] Tomer, spektralo blivumu var definet

ka periodogrammas sagaidamas vertibas robezu

Fr(\) oc [A|T2HAYD D kad X — 0. (1.9)

12



2. Hursta parametra novértésanas metodes

Apskatisim cetras Hursta parametra novértésanas metodes programma R, kuras pie-
davatas publikacija [I]. Tiks simulets frakcionalais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjoma

N = 1024, lai aplukotu, ka sis metodes noverte Hursta parametru.

2.1. Kopé€jas variacijas metode

Kopéjas variacijas metode ir balstita uz sev - lidzibas Ipasibu. Kopéjais process X (™
izskatas sadi:

X]Em) = (ka +oee A+ X(k+1)m71)7

1
m
kur £ = 0,1,... un m apzime to, cik elementu ietilpst summa X,gm). Sev lidzibas dél
procesam X (™ ir tas pats galigdimensionalais sadalfjums, kas procesam m”'X lieliem
m. Turklat Var(X\™) = m22-2Var(X,). Procesa X\™ dispersija ir vienada visiem k

un tas novertéjums ir

P =
Var(x™) = 22 > (X" = Xt (2.1)
i=0
kur X (™) ir:
LS g
Xm = " xm"
M =0 b

un M ir vesela dala no N/m (N ir izlases apjoms).

o —

Apgalvojums 2. [I/Parametra H novertéjums tiek iegats attelojot Var(X,im)) pret m
log-log skala. Kad variacijas novértejumi sakrit ar istajam vértibam, tad visi punkti iz-

vietojas uz taisnas linijas ar slipumu 2H — 2.

Sts metodes trikums ir tads, ka novertgjums (2.1) ir novirzits, ja pastav ilglaiciga

atkariba. Novirze pazud, kad M ir liels (piemeram, liels N un mazs m).

13



attela redzam Hursta parametra novertejumu frakcionalajam Gausa troksnim ar
kopéjas variacijas metodi. Redzam, ka aprekinata vertiba H = 0.5461 ir mazaka neka

ista H = 0.6. Raustita linija grafika attiecas uz Hursta parametru H = 0.5.

H = 0.5461
o
"
-

0
S
a |
o
a
5

| T | | T \“|

0.0 05 1.0 15 20 25

4. att.: Simulets frakcionalais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjoma N = 1024. Linijas

slipums 2H — 2

2.2. Periodogrammu metode

Periodogrammu metode noverte Hursta parametru, pielagojot taisnu liniju spektralaja

domeina. Ta balstas uz novérojumu, ka Gausa troksna spektrala blivuma funkcija uzvedas
ka cf|A[*7, kad A — 0 (1.9)

Definicija 11. Spektralo blivumu var noveértét ar periodogrammu

N-1

IN =Y 4™

j=—(N-1)
kur 4(j) ir izlases autokovariaciju funkcija.

Periodogrammas definicija ir ekvivalenta ar
N-1

Z(Xk — X)eij’\

k=0

I(A) = 2

?

1
N

14



(skatit [I]). Periodogramma un spektralais blivums - abi ir simetriski nulles regiona. Ta-
péc var paradit, ka periodogramma, ir asimptotiski nenovirzits novertejums spektralajam

blivumam, tas ir,

lim E[I(\)] = f(\).

N—oo

Apgalvojums 3. [I/Parametra H novertejums tiek iegats, grafiski attelojot I(\g) pret
izlases frekvencem (k) log-log skala un pielagojot taisnu liniju caur datiem, kurai teore-

tiskais slipums log-log grafika ir 1 — 2H.

Ka redzam [5.| attéla, periodogrammu metode izdod mazliet lielaku Hursta parametra

novertejumu, neka istais.

H=0.6601

1

B
|

A
|

5. att.: Simulets frakcionalais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjoma N = 1024. Linijas

slipums 1 — 2H.

2.3. R/S metode

Hidrologs Hursts (1951) R/S statistiku apraksta, vadoties pec Nilas upes problemas

(skatit [9]). Tiek pienemts, ka apskatamais laika intervals ir diskréts un nav nekadu

15



udenstilpnes kratuves zudumu (iztvaikosana, noplude utt.). Merkis ir sasniegt, ka udens
izplide ir vienmeriga un ka laika ¢ + k tudens kratuve ir tik pat pilna ka laika ¢, un ka
tidenstilpne nekad nepturplist.

Ar X, apzimesim udens iepludi laika ¢, un Y; = Zgzl X; ir kopeja udens ieplude lidz laika

bridim j. Tad idealais tdens tilpums tiek aprakstits ka

7

k(YHk - Y)

0<i<k k 0<i<k

R(t7 k) = max Y — Y, — E(Y%-Hc - }/t):| — min [Yt-s-z Y, —

Standartizéts R(t, k) ir S(t, k), kas izskatas sadi:

t+k
S(tk) = |k > (Xi = Xip)?,
i=t+1
kur wa =k! Zfifﬂ X;. Attiecibu
R(t, k)
R/S = 2.2
/ S E) (2.2)

sauc par R/S statistiku. Hursts grafiski attéloja log(R/S) pret dazadam k vértibam
un noveroja, ka lieliem k, log(R/S) atrodas apkartne taisnai linijai ar slipumu % Hursts
noveroja, ka Nilas upes datiem un citiem hidrologisiem, geofizikaliem un klimatalogiskiem
datiem, R/S uzvedas ka konstante reiz k¥ visiem H > 1/2. To sauc par Hursta efektu.
Lieliem k,

1
log E[R/S] ~ a + Hlogk, kur H > 5

Teoréma 4. [9] Piepem, ka X, ir tads, ka X? ir ergodisks un t Zizl X, konvergée vaja

nozimé uz frakcionalo Brauna kustibu, kad t — oo. Tad, visiem k — oo,
/{Z_HR/S —q &,

kur & ir nedegeneréts gadijuma lielums.

Tas nozime, ka grafika log R/S pret log k punkti bus vienmerigi izkaisiti ap taisni ar

slipumu H. Tlglaicigas atminas gadijuma ap H > 1/2, pretéja gadijuma ap H = 1/2.
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H=0.5434
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| | | | | |
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

6. att.: Simulets frakcionalais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjoma N = 1024. Linijas

slipums H

Ka redzam [6.| attela, R/S metode izdod H = 0.5434, kas ir tuvu istajam.

Tika aplikotas tris parametra H novertésanas metodes (veivletu metode tiks aplu-
kota mazliet velak), un secinats, ka metodes novérte parametru H loti dazadi un griti
noteikt, kura ir vislabaka metode. Tapec vajadzetu konstruet ticamibas intervalus, lai to

noskaidrotu.
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3. Veivleti

Pirms apskatam veivletu metodi ilglaicigas atminas parametra novéertéjumam, apska-

tisim sikak kada ir veivletu uzbuve (izmantota literatura [3]).

3.1. Multi - limenu transformacija virkném

Pirms definét veivletus un to transformaciju (skalesanu), apskatisim multilimenu ana-
lizes pamatprincipus. Vards multilimenu transformacija nozimé objektu reprezentaciju
skalu (limenu) kopa un manipulesanu ar So reprezentaciju dazadas skalas vienlaicigi. Te-
sakuma apskatisim veivletu analizi virknem, un vélak funkcijam.

Dota datu diskréetu virkne: y = (y1, 92, ...,Yn), kur katrs y; ir reals skaitlis un ¢ =
1,...,n. Pienemsim, ka virknes garums ir divnieka pakape, tatad n = 27 veselam skaitlim
J > 0. Merkis ir iegtt multilimenu informaciju vektoram y. Galvena informacija ir virknes
pieaugumi dazados limenos un vietas. Vispirms iegiistam pieaugumus viena un taja pasa
limen1

Wi = Yo — Yor—1, (3.1)
kur k = 1,...,n/2. Piemeram, W, = ys—y;, Wy = y4—y3 un ta talak. Vienadojums
parada, ka, ja yor ir loti tuvs yor_1, tad koeficients Wy ir loti mazs. Ja yop = yor_1, tad
koeficients Wy = 0. Ja yo loti atskiras no yor_1, tad koeficients Wy, bis loti liels. Tadejadi
virkne W), parada virknes y secigo paru pieaugumus. Japiezime, ka virkne {Wk}Zi 21 nav
tadu diferenc¢u ka W3 — W, Ir tikai diferences vietas (2k + 2k — 1)/2 = 2k — 1/2.

Tagad, kad iegiiti pieaugumi viena limeni, var iegit pieaugumus citos (rupjakos) 1i-

menos. Tam izmantosim jaunu koeficientu

Ck = Yok + Y2k—1, (3.2)

kur k = 1,...,n/2. Soreiz virkne {ck}:fl ir merogotu lokalo videjo vertibu kopa (me-
rogotu, jo netika izdalits ar 2, kas biuitu ista videja vertiba). Informacija vektora {c}
ir rupjaka, neka vektora y. Ja més gribam iegut rupjakas diferences, neka {W}}, tad
jasalidzina divi blakus esosi c;. Pirms aprekinam aizvien rupjaku limenu Wy, atzimesim
diferencesanas limeni, ieviesot jaunu mainigo j. Sakuma virkne y sastaveja no 27 novero-

2J71

jumiem. Vissmalkakas diferences Wy no n/2 = novérojumiem. Tad ar j apzimésim
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diferencesanas limeni J — 1 = j, un turpmak Wj, vieta rakstisim W;_;; jeb W;, tapat
ar koeficentiem ¢, = cj_1 jeb c;.

Lai iegutu rupjakas diferences, atkarto operaciju (3.1) uz smalkaka limena vidéjam
vertibam cy_q :

Wqu =Cj-1,2¢ — Cj-1,20—1,

kur ¢ = 1,...,n/4. Tadejadi koeficienti W;_o, un W;_,; atrodas dazados limenos.

Parrakstot legiistam

Wi_o0 = (Yar + Yar—1) — (Yar—2 + Yar—3)

tiem pasiem ¢, kas vienadojuma (3.1.). Piemeram, ja ¢ = 1, iegustam W;_ o1 = (y4 +
ys) — (Y2 + y1)-
Sis W_o, sauc par ”otras skalas”jeb ”otra limena” diferencem, bet W;_; ;, par ” pirma

limena” diferencem. Ja pielietojam (3.2) uz cj_1, tad iegistam

Cj-1,0=Cj-12¢ T Cj-120-1,

kur ¢ =1,...,n/4.

Atkartojot procediiras un , var iegit aizvien jaunus diferen¢u un videjo
raditaju koeficientus aizvien rupjakos limenos. Katru reizi skala pieaug par divnieka
pakapi, bet koeficientu skaits samazinas par divnieku apkapi. Procedira apstajas, kad

tikal viens ¢ koeficients tiek ieguts, kas notiks limeni j = 0.
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Piemérs 2. Dota virkne y = (y1,...,ys) = (1,1,7,9,2,8,8,6), n = 8 un J = 3. Vispirms
pielieto formulu un iegist: Wo1 =y —y1 =1—-1=0,Wao =ys —y3 =9 -7 = 2,
Wos=ys—ys =8—2=6un Woy = yg — yr = 6 — 8 = —2. Ka jau tika solits, ir 277! =
n/2 = 4 koeficienti limeni 2. Aprekinot lokalos videjos, iegstam co1 = yo+y; = 1+1 = 2,
Co2=YsTYs=9+7=16, 03 =ys +ys =8 +2=10un ey = yg+y =6 +8 = 14.
Sakam ar astoniem y;, ieguvam Cetrus Wy, un cetrus co, koeficientus. Tatad, tik vertibu

cik bija sakuma, tik ari ieguvam beigas. Vizuali to var redzét [7.| attéla.

7. att. Multilimenu transformacija vektoram y = (1,1,7,9,2,8,8,6)
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3.2. Haar veivleti funkcijam
Meérogosana un translacija

Jebkurai dotai funkcijai p(x) varam uzdot merogotu un transletu funkciju p; (), kas
izskatas sadi:

pir(x) =272p(2x — k) (3.3)

visiem x € R, kur j, k ir veseli skaitli. Koeficients 27/2 nodrogina to, ka funkcijai p; ()

ir ta pati norma, kas funkcijai p(z). Citiem vardiem sakot:

+o0
@l = [ e

+oo
:/ 27p? (272 — k)dx
e 2
— [ pay =l

kur y = 272 — k.

Smalku skalu tuvinajumi

Matematika vairak tiek apskatiti veivleti, kas darbojas ar funkcijam, nevis diskretam
virkném. Tad pienemsim, ka mums ir funkcija f(x), kas definéta intervala = € [0, 1]. Ar
pilnigam zinasanam par funkciju f(x), meés to varam izpétit jebkura skala. Lai ieviestu
Haar veivletu transformaciju, jaizvelas fikséta smalkaka skala, no kuras sakt. Saksim ar

smalkakas skalas lokalo funkcijas videjosanu.

No sakuma definesim Haar teva veivletu skala 27 ar ¢(2”z), kur

1, jaze|0,1),
oy = e (34)

0, citur.

Tad smalkaka ITmena (skalas 27) téva veivletu koeficientus var definet ka

1
Crp = / f(2)272¢(27 x — k)dz, (3.5)
0

vai, izmantojot merogoSanu un translaciju, klust par

e = /0 F(@)bon(@)dr = (f, dra), (3.6)
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kur (e, e) ir ieksejais reizinajums (skatit pielikuma).
Tagad izskaidrosim, ko nozime koeficienti c;;. Pirms tam izskaidrosim, ka izskatas

funkcijas ¢ (x). Izmantojot (3.3) un (3.4)), var redzet, ka

272 jax e 277k, 277 (k +1)],
Grk(T) = (3.7)
0, citur.
Tas ir, funkcija ¢ (z) ir konstanta intervala I;; = [27/k,27/(k+1)] un nulle visur citur.
Ja funkcija f(x) ir defineta intervala [0, 1], tad k amplituda, kur intervals [;; parklaj

intervalu [0, 1] ir no 0 lidz 27 — 1. Tad koeficienti ¢y, ir integralis funkcijai f(z) intervala

Iy

Teoréma 5. Koeficientu kopa {CJ’k}zJZBI un atbilstosie Haar teva veivleti taja pasa skala
define funkcijas f(x) tuvinajumu f;(z):

271

Fi(a) =" crrdun(z). (3.8)
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attela (a) redzam ”plethysmography”datus apjoma N = 4096, kas ieguti no dator-
programmas R paketes WaveTresh. Si laikrinda raksturo sprieguma izmainas milivoltos,
pacientam elpojot, kas iegiitas ar specidlas jostas palidzibu, kura tiek uzvilkta pacientam.
Grafiki (b), (¢) un (d) ir funkcijas attiecigi limenos J = 2,4 un 6. Originala datu
virkne atbilst limenim J = 12, jo 4096 = 2'2. Ka var redzet 8. attela, jo smalkaka skala

J, jo labak tiek aproksiméta funkcija f(z).

Q© ©

'®) ] ——

- o __‘1
o Q

1240 1280 1240 1280
(a) (b)

e

1240 1280 1240 1280
(c) (d)

8. att.: (a) - "Plethysmography”dati apjoma N = 4096 un to Haar teva veivletu tuvina-
jumi limenos J =2 (b), J =4 (¢) un J = 6 (d). X- ass ir laiks sekundes un Y - ass ir

Lot

0.6
0.6

-0.2
-0.2

milivolti
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Rupjakas skalas koeficientu aprékinasana, izmantojot smalkakas skalas

Aprekinasim intergali funkcijai f(z) intervala I;_,x, kas ir divreiz sauraks, neka I,
un satur intervalus /o5 un Io,41. Koeficientus c;_; ; varam parrakstit, izmantojot c

un Cjog41-

2= =D (k+1)
Ci-1k = / f($)¢J71,k($)d$

2-(J=Dg
277 (2k+2)
=212 / f(@)272p(27 ' — k)da (3.9)
2-J2k
277 (2k+1)
/ (2)272¢(27 ¢ — 2k)dx
2-J2k
27 2k+2)
+271/2 (2)272¢(272 — (2k + 1))dx (3.10)
2-J (2k+1)
277 (2k+1)
—2 [ 2)6 ()
2-J2k

277 (2k+2)
+27 1/2/ ) ok+1(z)dx
2—J(2k+1)

= 27Y2(cron + Cront)- (3.11)

[zmantojot Haar veivletu ipasibu (3.12)), varam pariet no skalas J — 1 vienadojuma ({3.9)

uz J skalu vienadojuma (3.10)).

o(y) = ¢(2y) + ¢(2y — 1) (3.12)

[zmantojot saistibu starp divam skalam, redzam, ka (3.9)) parversas par (3.10)), kad y =
27y — K
o277 w — k) = ¢(27x — 2k) + 927w — 2k — 1). (3.13)

Galvenais ieguvums ir tads, ka, lai aprekinatu c;_;, mums nav obligati nepiecieSams
zinat funkciju f(z) un pielietot integresanu ka vienadojuma (3.6). Pietiek, ka ir zinami
koeficienti cjo un cjor41 un pielietot formulu . Vispariga gadijuma, ja velamies
apréekinat koeficientus rupjaka skala, tad jazina tikai koeficienti iepriekseja smalkakaja

skala.
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Atskiriba starp dazadu skalu tuvinajumiem

Pienemsim, ka mums ir divi Haar veiveletu tuvinajumi vienai un tai pasai funkcijai, bet

divos dazados limenos, pieméram, fo(x) un fi(z) (divi funkcijas f visrupjakie iespéjamie

tuvinajumi). Funkcija fo(x) ir konstanta funkcija cpo¢p(x) (sareizinats teva veivlets).

Tuvinajums fi(z) ir forma (3.8), kas izskatas sadi:

filx) = cro010(x) +c11011(x) = C1,021/2¢(2$) + 01,121/2¢(21' —1).

Tagad atradisim starpibu starp fo(x) un fi(x).

fi(@) = fo(x) = copd(x) — 2*{c100(2x) + c110(22 — 1)}
= coo{9(2z) + 92z — 1)}
— 22 0(23) + c1.10(22 — 1)},

izmantojot Ipasibu (3.12). Tad

fi(@) = folw) = (co0 = 22¢10)6(22) + (eno — 2%c11) (20 — 1),
un ta ka co = (c10 + c1.1)/V2, tad

fil@) = folx) = {(c11 — €10)9(22) + (10 — c11)$(2x — 1)}/V2.

Defingjot
Wo,o = (01,1 - Cl,())/\/§7

funkciju starpiba kltst par

fi(@) = folz) = Woe{o(22) — ¢(22 — 1)}

Tagad varam definét Haar mates vewletu

U(z) = ¢(2z) — ¢(2z — 1)
1, jaz €0, %),
=4 -1, jax € [%,1),

0, citur.

\

Tad funkciju fi(x) un fo(z) starpiba klast par

fi(@) = folz) = Woib(2).
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Funkciju fi(x) varam izteikt

f1 (.I') = fo(l') + Wo,(ﬂ/}(l’) = Coonﬁ(l’) -+ Wo’ow(l’). (322)

Varam visparinat vienadojumu (3.22)) un iegustam

271
fivi(x) = fi(z) + Z Wikbin()
k=0
271 271
= ciudin(e) + Y Winthju(). (3.23)
k=0 k=0

3.3. Diskréto Haar veiveltu piemeérs

Apskatam piemeéru, kas attelo Haar veivletu koeficientus. Izmantosim Bloku testa
funkcija, kas atrodama paketeé WaveThresh. Bloku funkciju ieviesa Donoho [13] un ta

izskatas forma

kur B(ﬂf) = 1—1—%71(90)7 Sgn(élf) = Lz>0 — [z<07 un

t = (0.10,0.13,0.15,0.23,0.25, 0.40, 0.44, 0.65,0.76, 0.780.81)

h=(4,-4,3,—-4,5-4.2,2.1,4.3,-3.1,2.1, —4.2)

Atskiriba starp diskréto Haar veivletu koeficientu grafikiem [9. attela ir tada, ka at-
tela (c) koeficienti atteloti viena un taja pasa skala, bet (d) - dazadas skalas katram
attiecigajam limenim (ar skalu mes saprotam mazo vertikalo liniju relativo augstumu,
kas reprezente koeficientu vertibas). Abos grafikos noverojams, ka, limenim palielinoties
(aizvien smalkaki limeni), koeficienti klust pakapeniski mazaki (absolutos skaitlos).

Vel tris citas pazimes var novérot no veivletu koeficientu grafikiem.
e Lielas koeficientu vértibas norada uz Bloku funkcijas partrauktibu
e Daudzi koefcienti ir tiesi nulle (ja funkcijas divas ”kaiminu”vertibas ir identiskas)

e Koeficienti, kas nav nulles, loti labi parada funkcijas peksnas (straujas) izmainas
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9. att.: (a) un (b) - bloku funkcijas, (¢) un (d)

200

800

1000

128

384

512

20

10

0 200 400 600 800 1000

Haar diskreto veivletu koeficienti W,

bloku funkcijai. (c) - visi koeficienti viena skala un ir salidzinami sava starpa, (d) - katra

limeni koeficientiem sava skala - nav salidzinami starp limeniem.
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3.4. Multilimenu analize

Multilimenu analize (Multiresolution analysis (MRA)) ir funkciju ”skalu telpa”jeb

struktiira, kura veivleti ir uzdoti.

Definicija 12. Dotai funkcijai ¢ definé kopas

Vo={f:f(z) = aolx—k), Y < oo},

Vi={f(x) =9Q2r) : g € Vo}, Vo = {f(2) = g(2z) : g € Vi }, ...

Tad funkcija ¢ genere multilimenu analizi telpa R, ja

V; C Vi, j > 0. (3.24)

Ja funkcija f(x) pieder telpai V;, tad g(2z) (kas ir ta pati funkcija, tikai varie divreiz
straujak neka f(z)) piederes telpai Vj;;. Bet, ja funkciju f(z) nobida (transle) pa liniju

f(z — k), tad telpas, kurai pieder funkcija, limenis nemainas.

Teoréma 6. Ja Haar teva veivleta funkcija ¢(z) ir elements no telpas Vo, tad {¢;r(x)}

veido V; ortonormalo bazi.

3.5. Projekcija
Daubechies (1998) iepazistinaja ar projekcijas operatoru P;, kas projecé funkciju telpa
V; (skatit [3]). Ta ka {¢;x(z)}x ir baze telpa Vj, projekciju var pieraksit

i) = cirdin(x) = P;f.

keZ
Intuitivi P; f var tikt uztverts ka ¢;;(x) linearu kombinaciju modeli, kurs vislabak piela-
gojas funkcijai f(x). Bazes ortogonalitate nozimeé to, ka koeficienti tiek aprekinati
+oo

Cik = f()¢jk(z)dx = (f, djr)-
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3.6. Merogosana un veivletu konstrukcija

No vienadojuma (3.24) iegiistam, ka telpa Vj ir apakskopa telpai Vi. Ta ka {¢; x(z)}
ir baze telpa Vj un ¢(z) € Vp, varam uzrakstit meérogosanas vienadojumu

$(x) = hndra(x), (3.25)

neL

kur h, ir mérogosanas koeficienti. Vienadojums ([3.25)) ir visparinajums vienadojumam
(3.12). Merogosanas vienadojums ir veivletu teorijas baze, jo tas dod iespeju veidot

vispareju MRA, ne tikai Haar veivletiem. Haar veivletiem hy = hy = 271/2.
Teoréma 7. Daubechies (1992) [3] Ja {V;};ez ar ¢ veido multilimenu analizi telpa L*(R),
tad eksiste saistita ortonormala vewletu baze {v;(x) : j, k € Z} telpa L*(R) tada, ka
visiem ) € 7
Pioif = Pif + 3 (£ 050)t4(). (3.26)
k
Viens veids, ka konstruet vewletu 1 (x), ir

D) = MPmo(A/2 + m)d(M/2),

kur @@ un gzg ir Furjé transformacijas attiecigi 1 un ¢ un

1 .
mo(A) = 7 Z B, exp ™A,
vai ekvivalents

Y@) =Y (1) o1 a(2). (3.27)

n

Koeficientu vienadojuma var apzimet
gn = (_1)n_1h1—n'

Haar veivletiem gg = —1/\/§ un g, = 1/\/5
Teorema 7 izskaidro to, ka starpiba starp divam projekcijam (Pj;; — P;)f var tikt
izteikta ka lineara veivletu kombinacija. Izmantojot vienadojumus un , varam
visparinat funkcijas f(z) attelojumu:
F@) = cionion(®) + D> Wikthjr(x). (3.28)
kez J=jo k€Z
Sis ir svarigs visparinajums, jo parada, ka funkcija f(x) var tikt izteikta ar ”gludo” jeb
”kodola- tipa”dalu, kas satur ¢;, », un kopu ar ”sikiem” attélojumiem -, _, W; 1), x(7).
Kopuma pirma vienadojuma dala reprezente ”videjo” jeb "kopejo” funkcijas atteloju-

ma limeni, bet otra dala - detalas jeb sikumus.
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Definicija 13. Funkcijai ¢ € L*(R) ir M zadosie momenti, ja ta apmierina vienadojumu

/:L’ew(x)dac =0, (3.29)

kur £ =0,...,M — 1.

Zidosie momenti ir svarigi, jo, ja veivletam ir M ziidosie momenti, tad visi veivletu
koeficienti jebkuram polinomam pakape M (vai mazakam) bus tiesi nulle. Tada veida, ja,
piemeéram, funkcija ir diezgan gluda un tikai partraukta viena vieta ar peksnu oscilaciju,

tad veivletu koficienti gludajas dalas bis loti mazi (vai pat nulle).

3.7. Piemeri

Merkis ir uzkonstruet ortogonalus veivletus, kas butu ierobezoti intervala un daudz
gludaki par Haar veiveltiem. Daubechies (1998) ieviesa ortonormalo veivletu saimi, kura
katrs veivlets indekséts ar M, kas atbilst zidoso momentu skaitam. Programma R paketé
WaveThresh ir divas Daubechies veivletu saimes - ezternal - phase un least -asymmetric.
Ezxternal - phase saime ir veivleti ar zudoSajiem momentiem no 1 lidz 10, bet least -
asymmetric saime- no 4 lidz 10. Least - asyymetric saimes vevileti ir tadi, kuros censas

samazinat asimetrijas Iimeni.
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10. att.: External - phase saimes veivleti. (a),(c),(e),(g) - mates veivleti ¥, (b),(d),(f),(h)
- teva veivelti ¢ ar attiecigi M =1 ((a),(b)), M =2 ((¢),(d)), M =4 ((e),(f)) un M =8

((g),(h)) ziidosajiem momentiem
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((g),(h)) ziidosajiem momentiem
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4. Veivletu noveértejums

4.1. Veivletu 1pasibas

Definicija 14. Diskretos veiletu koeficientus funkcijai z(t) € L*(R) aprekina

+oo
W= [ alOutd, ke (41)

[e.9]

kur 1;(t) € L*(R) ir veivletu funkcijas. Veivletu t;x(t) kopa ir atvasinata no vienas
funkcijas vy(t), kas ir mates veivlets, izmantojot méerogosanu un paplasinasanos:
Yir(t) = 27720277t — k), .k € Z. (4.2)

Koeficienti Wy, j, k € Z ir Diskreta Veweltu Transformacija (DWT) funkcijai x(t).

Apgalvojums 8. Vewletu funkcijas Vi, j, k € Z ir ortogonala baze telpa L*(R).
Daubechies mates veivleti ir nepartraukti, iznemot gadijuma, kad M = 1. Tad tas

reducejas uz Haar teva veivletu, kas definets (3.4)

Teva un mates veivletu Furje transformacijas izskatas forma

oo oo
o(\) = / o(t) exp ™ dt un P(\) = / () exp M dt.
—0o0 — 0o
Otras kartas ilgaicigas atminas procesu veivletu koeficienti ir nozimigi, jo vinu Ipasibas
izmanto, lai novertétu ilglaicigas atminas parametru . Otras kartas stacionata ilglaiciga

procesa (X;;j > 1) veivletu koeficientiem ir sekojosas divas ipasibas.

Ipasiba 1. 2]Ja M > (a—1)/2, tad veivletu koeficienti (W, : k = 0,£1,...) fikseta

skala j veido stacionaru procesu ar E[Wj;| = 0 un

EW?2] ~ 2%;Ca, 1), kad  j — oo. (4.3)
Lielums C'(a, 1) ir definets ka
+0o0 .
Clavin) = [ X lhPdr (4.4

kur zﬂo()\) ir Furje transformacija mates veivletam ().

Ipasiba 2. [2] Ja M > /2, tad E[W;xW, /] — 0, kad |[k—k'| = coun Y32 [EW; W] <
oo. Tas parada, ka (W, : k= 0,%1,...) ir 1slaiciga atkariba.
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4.2. Veivletu metode programma R

Veivletu novertejums ir ciesi saistits ar periodogrammas novertéjumu. Dati tiek transfor-
méti un iegits novertéjums no transformétajiem datiem (periodogrammas metodé nover-
tejums ir veikts frekven¢u domena). Tiek aprekinati veivletu koeficienti.

Pielietojot veivletu transformaciju izlasei, varam iegiit veivletu koeficientu dispersiju,

ko aprekina
2771

k=0

Veivletu novertejums parametram H ir asimptotiski nenovirzits, kad veivletu zudoso
momentu skaits ir lielaks par H — 1, un prakse ir loti zemas novirzes pat mazam datu iz-
lasem. [I]Vel viens §1s metodes pluss ir tads, ka potencialie trendi netiekmé novertéjumu,

ja veivletu zudoSo momentu skaits ir pietieckami liels, lai tiktu vala no trenda.

Apgalvojums 9. Vewletu novertéjums Hursta parametram tiek atrasts, attélojot veivletu
koeficientu dispersijas logaritmu log(v;) pret skalas limeni j. legust j punktus, kuriem

tiek piemeérota taisne péc mazakas kvadratu metodes. Taisnes slipums 1r 2H — 1.

H=0.6357

1.5

1.0

05

0.0

12. att.: Simuléts frakcionalais Gausa troksnis ar H = 0.6 apjoma N = 1024. Linijas
slipums 2H — 1
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5. Ticamibas intervali parametram H ar apaksizla-
sem

Izmantosim publikacija [2] piedavato apaksizlasu metodi. Hursta parametra noverté-
jumu H,, centreto versiju, kas balstita uz ilglaiciga Gausa stacionara procesa (X;;j > 1)

7, noverojumiem, apzImesim ar
T =\ Vit (n) (H — H), (5.1)
kur vj, (n)(n) apzime veivletu koeficientu skaitu limeni j; = ji(n). Ar
Qn(r) = P(T, < z) (5.2)
apzimeésim sadalijuma funkciju. Pienemam, ka
T, =% N(0,0%*(H)), kad n — oo.

T, sadalijums @, (z) galigiem n nav zinams. Tapéc novértesim to ar sadalijumu Qn.

Pienemsim, ka B; = (X;,..., Xi1-1), i =1,...,Nir N =n —[ — 1 parklajosi bloki
garuma [, kur | = [,(1 <1 < n). Piepemsim, ka F[l,i ir parametra H novertejums,
izmantojot datus bloka B;. Novérojam, ka bloki B; parklajas un tiem ir blakus stavosi
sakuma punkti.

Apaksizlases kopija T),, kas bazeta uz B;, ir uzdota ka
Tii = \Jvuo(D(His — Hy). (5.3)
Tad sadalijuma funkcija (5.2), kas bazeta uz apaksizlasem B;, ir vienkarsi empiriska sa-
dalijuma funkeija (EDF)

) 1
Qn(@) =5 D_li<r  TER (5.4)

Pienémums 1. Pienem, ka

(a) procesam (X, : j > 1) ir tada spektrala blivuma funkcija f, ka logf ir spektrala

blivuma logaritma saistita funkcija, kas nepartraukta intervala [—m, 7];
(b) o ir m > 2 zudoSie momenti ar

(L+ ) {[do(&)] + o] + [ (D]} < Cp Yz R,

kur r > 2, C,, ir pozitiva konstante un tho(z) = [ exp(—2imtz)eo(t)dt ir funkcijas

1o Furje transformacija;
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c) I71 4+ n7 tiecas uz nulli, j;(n) tiecas uz bezgalibu un v; ) (n)/v; o (1) tiecas uz
j1(n) (D)

nulli, ja n tiecas uz bezgalibu.

Apgalvojums 10. Ja Pienemums 1 ir speka, tad
sup ‘Qn(ﬂf) — Qn(z)] =70 kad n — oo. (5.5)
z€R

Pieradijumu skatit [2].

Apgalvojums 11. Piepemam, ka Pienemums 1 ir speka un kopas Q;l(u) = inf{x :

Qn($) >u} un Q' (u) = inf{z: Q.(x) >u}. Tad

Q. (w) — Q  (u) — 0, kad n — oo, Yu € (0,1). (5.6)

n

Pienemums 1 un Apgalvojums 11 pasaka, ka sadalijuma funkcija ), var tikt tuvinata

ar empirisko sadalijjuma funkciju Qn, kas iegiita ar apaksizlasu metodi. Kvantile Q! var

~

tikt tuvinata ar izlases kvantili Q) *

n

(1 @ (3) 1o+ @' (0-3)) (5.7

ir Hursta parametra ticamibas intervals ar apaksizlasu metodi, kur 1 — v ir asimptostiska

. Tad katram 0 < vy < 1 intervals

parklajuma precizitate.
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6. Atminas parametra veivletu pus-parametriskie no-
veértejumi

Aplikosim divas metodes ilglaicigas atminas parametra novertéjumam, ar ko iepazis-
tinaja G.Fay, E.Moulines, F.Roueff un M.S. Taqqu (2009) [4] Pirma metode ir lokalas
regresijas veiwletu metode jeb LRW un otra - lokalais Whittle veivletu novertéjums jeb
LWW. Abas $§1s metodes novérté ilglaicigas atminas parametru d. Ja més aplikojam
stacionaru procesu (FGN), tad d = H — 1/2, bet nestacionariem procesiem (FBM)
d=H+1/2.

LRW un LWW novertéjumu iegliSanai, nepieciesami cetri svarigi nosacijumi:

(1) ¢ un ® ir ierobezotas intervala, integréjamas un
$(0) :/ ¢(t)dt = 1 un / V2 (t)dt = 1.

(2) Eksiste tads a > 1, ka supeg [¢/(€)|(1 + |€])* < cc.
(3) Funkcijai ¢ ir M zudosie momenti, tas ir, [°°_¢™(t)dt = 0 visiemm = 0,..., M—1.
(4) Funkcija ), ., k™ ¢(x — k) ir polinoms ar kartu m visiem m =0,..., M — 1.

Nosacijums (2) nodrosina to, ka Furjé transformacija ¥ dilst strauji uz nulli. Dau-
bechies veivletiem o > 1, iznemot Haar veivletu, kurs ir partraukts un kuram a = 1.

Nosacijums (3) nodrosina, ka 1 oscilé un ta skalarais reizinajums ar nepartraukta laika
polinomiem lidz kartai M — 1 pazad. Tas ir ekvivalents apgalvojumam, ka pirmie M — 1

atvasinajumi funkcijai zﬂ pazud un tadel
(M) = O(IA1M), kad X — 0. (6.1)

Tatad nosacijumi (3) un (4) nodrosina, ka veivletu transformacija diskreta laika polino-

miem ar kartu M — 1 pazid.
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6.1. Lokalais regresijas veivletu (LRW) novértéjums paramet-

ram d

Jebkuriem veseliem n,jo un j; (jo < ji) veivletu koeficientu kopai n meérijjumiem

X1,..., X, skalu indeksi, kas atrodas starp jo un jy, ir
Cn(jo, J1) = {3, k) 1 jo <7 < 51,0 <k < nyl, (6.2)

kurn; =[279(n—T+1)—T+1|unT > 1.

Aplikosim divus veselus L < U, kas apmierina vienadojumu:
0<L<UC<J,=max{j:n; >1}. (6.3)

Indekss J, ir maksimala pieejama skala izlasei apjoma n, un L un U apzimeé apakséjo
un augsejo skalu indeksus, ko izmantojam novertejuma. f* ir islaicigas atminas blivuma

funkcija. Tlglaicigas atminas procesiem
ajz(d, ) = VaT[VV]f%] = 022%0 kad j — oo,
un dispersijas novértéjums izskatas sadi:

52 = (W% (6.4)

k=0
Tad atminas parametra d lokalais regresijas veivletu (LW W) noveértejums ir definéts

ka mazako kvadratu novertejums ”linearaja regresijas modeli”
log[63] = log 0% + dj{21og(2)} + u;, (6.5)

kur u; = log[6?/0?2*¥]. Tad regresijas problemu var atrisinat forma:

dXWV (L, U, w) ij 1 log(o (6.6)
kur vektors w = [wy, ..., wy_r]|T ir svaru vektors, kuram izpildas vienadojumi:
U-L U-L
Z w; =0 un  2log(2) Z Jw; = 1. (6.7)
5=0 5=0

Tadiem U — L = ¢ > 1 varam izveléties, pieméram, w, kurs atbilst svertajam mazako

kvadratu regresijas vektoram, kas definéts ka
w= DB(B'DB)™ "', (6.8)
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0 11 ... 1
b= ., B= (6.9)
(2log(2))! 01 ... ¢

ir dizaina matricas un D ir patvaliga poitivi definéta matrica.

6.2. Lokalais Whittle veivletu (LW W) novértéjums parametram
d

Pienemsim, ka doti veivletu koeficienti VV]X,;, kas aprekinati no izlases Xy,..., X, un
{ = 0,(L,U), ka definets (6.2l No merogosanas ipasibas o7 (d, f*) < ¢°2*¥ un veivletu
koeficientu vajas atkaribas nosacijuma izriet log-ticamibas funkcija
A 14
L _ = 2~ 2dj |_1 222<Z)d 1
(0 Z (Wjh)? + 5 log(0*220%), (6.10)
(j,k)ee
kur |¢| apzime galveno ¢ skalu un (¢) ir videja skala, (¢) = |¢|~* > (jkyee J- Delingjam
62(d) = arg min Le(o®,d) =70 Y 2725 (W2, (6.11)
(4,k)etl

Tad maksimalas ticamibas novertéjums atminas parametram ir vienads ar log-ticamibas

minimumau:
d“YW(L U) = min L a;(d),d 6.12
( ) ) argde[ } )] ln (LU)( é( ) )) ( )
= min L d 6.13
argde[ 1 ) ln (LU)( ) ( )

kur [Ay, Ay] pielaujamo d vertibu intervals un

log( > 2O ) (6.14)

(4,k)ee

Atskirtba no LRW metodes, LWW metodei nav nepieciesams ipasi izveléties svarus.

Tacu svariga abiem novértéjumiem ir skalu indeksu L un U izvéle.
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7. Praktiska dala

7.1. Parametra H novertéjumi programma R

Merkis ir salidzinat cetras Hursta parametra novertesanas metodes datorprogramma
R un noskaidrot, kura parametru H noverte visprecizak. 1000 reizes simulésim frakcionala
Gausa troksna procesu ar H = 0.6 un H = 0.8, ka arT dazados apjomos n = 27 un n = 29,

Izlases apjomi ir divnieka pakédpes veivletu metodes dél, kura to pieprasa.

1. tabula: Videja vertiba un standartnovirze parametra H novertéjumam dazadam me-

todem. n = 27.

Metode H=0.6 H=0.8
Vid.vert. | Stds | Vid.vert. | Stds

Veivletu 0.546 0.260 0.755 0.263
R/S 0.663 0.164 0.770 0.165
Period. 0.643 0.360 0.915 0.363

Kop.Var. 0.452 0.236 0.588 0.229

Ticamibas intervaliem L;,j = 1,...,n aprekinam videjo vertibu L = Z;L:1 L;/n un

rangu: maxj<;<n Lj — minlgjgn Lj. [2]

2. tabula: Ticamibas intervalu parklajuma precizitates (PP), videja vertiba un rangs

ticamibas intervalu garumam. n = 27, bloka lielums [ = 2%, o = 0.95.

Metode H =10.6 H =038
PP | vid.vert. | rangs | PP | vid.véert | rangs

Veivletu | 0.996 | 1.483 | 1.911 | 0.995 | 1.495 | 1.931
R/S 0.988 | 0.587 | 0.724 | 0.988 | 0.598 | 0.726
Period. 0.819 | 1.396 | 3.204 | 0.786 | 1.370 | 3.444
Kop.Var. | 0815 0.806 | 1.285 | 0.611 | 0.769 | 1.571
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13. att.: Veivletu metodes novertejumi: (a) parametram H = 0.6, (¢) H = 0.8 un R/S

metodes novertéjumi: (b) parametram H = 0.6, (d) H = 0.8 ar normala sadalijuma likni

attela ir histogramas divam metodém ar vislielakajam H novértéjuma ticamibas
intervalu parklajuma precizitatem (veivletu un R/S). No 1.tabulas secinam, ka paramet-
ram H = 0.6 veivletu metode dod mazaku novertejumu (H = 0.546), bet R/S metode-
lielaku (H = 0.663). ST tendence vérojama arl histogrammas. Savukart parametram
H = 0.8 abas metodes dod mazaku novértéjumu, neka istais, kas arl paradas histogram-

mas.
Salidzinot ticamibas intervalu videjas vertibas un rangus, var noverot, ka R/S meto-

dei ir ievérojami Saurdks ticamibas intervals un rangs, nekd veivletu metodei, kas varétu

nozimet, ka ta ir precizaka.
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Gan 1., gan 2. tabula var noverot, ka kopgjas variacijas un periodogrammas metodes
dod sliktus novertejumus. Periodogrammas metode H noverte virs istas vertibas. Parkla-
juma precizitates ir ieverojami sliktakas, ka ari ticamibas intervala rangs ir parak plass,
salidzinot ar ta videjo vertibu. Kopejas variacijas metode dos visslikatkos novertejumus,

kas ir krietni zem teoretiskas H vertibas. Par to var parliecinaties ar1 attela.
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14. att.: Periodogrammas metodes novertejumi: (a) parametram H = 0.6, (¢) H = 0.8
un kopeéjas variacijas metodes novertéjumi: (b) parametram H = 0.6, (d) H = 0.8 ar

normala sadalijuma likni

Simulesim frakcionalo Gausa troksni ar lielaku izlases apjomu (n = 2°) un tadam pa-
sam H vertibam 1000 reizes. Sagaidam, ka §im procesam biis labaki parametra H novér-
tejumi lielaka izlases apjoma dé]. Ka ar1 aplikosim, ka aplikosim, ka mainas ticamibas

intervali ar apaksizlases metodi, mainot bloku izmeru. Nemsim 3 dazadus gadijumus:
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[ =261 =27 un [ = 28 Sagaidam, ka palielinot bloka izmeru, uzlabosies ticamibas
intervala parklajuma precizitate. Tas ir, veivletu un R/S metodei, kurai parklajuma pre-
cizitati bija virs 0.95, ta palénam tuvosies sim skaitlim no augsas, bet periodogrammu un

kopejas variacijas metodei ta tuvosies no apaksas.

3. tabula: Vidéja vertiba un standartnovirze parametra H novertéjumam dazadam me-

todem. n = 2°.

Metode H=0.6 H=0.8
Vid.vert. | Stds | Vid.vert. | Stds

Veivletu 0.586 0.096 0.771 0.110
R/S 0.644 0.099 0.769 0.101
Period. 0.618 0.116 0.846 0.115

Kop.Var. 0.512 0.132 0.659 0.132

Ka var redzét 3. tabula, izlases apjoma palielindsanas visam cetram metodém deva
uzlabojumus. Var noverot, ka ir saglabajusas tendences - periodogrammu metode jopro-
jam noverte H virs istas vertibas. Veivletu un kopejas variacijas metodes noverte H zem

istas vertibas, bet R/S metode H = 0.6 noverté no augsas, bet H = 0.8 no apaksas.

Tagad aplukosim ticamibas intervalu parklajuma precizitates ar apaksilasu metodi un

dazadiem bloku izmériem.

4. tabula: Ticamibas intervalu parklajuma precizitates (PP), videja vertiba un rangs

ticamibas intervalu garumam. n = 2°, bloka lielums [ = 2°, a = 0.95.

Metode H =0.6 H=0.8
PP | vid.vert. | rangs | PP | vid.vért | rangs

Veivletu 1 0.795 | 0.562 1 0.797 | 0.505
R/S 0932 | 0.316 |0.135|0.963 | 0.319 | 0.172
Period. 0.999 | 0.977 ]0.968 | 0.996 | 0.978 | 1.058

Kop.Var. | 0.728 | 0.471 | 0.315 | 0.402 | 0.458 | 0.357
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5. tabula: Ticamibas intervalu parklajuma precizitates (PP), videja vertiba un rangs

ticamibas intervalu garumam. n = 2°, bloka lielums [ = 27, a = 0.95.

Metode H=0.6 H =038
PP | vid.vert. | rangs | PP | vid.vert | rangs

Veivletu | 0.988 | 0.497 | 0.469 | 0.988 | 0.498 | 0.443
R/S 0.947 | 0.305 | 0.221 | 0.984 | 0.311 | 0.204
Period. 0.953 | 0.594 | 0.915|0.926 | 0.596 | 0.851
Kop.Var. | 0.724 | 0.401 | 0.406 | 0.415 | 0.394 | 0.425

6. tabula: Ticamibas intervalu parklajuma precizitates (PP), videja vertiba un rangs

ticamibas intervalu garumam. n = 2°, bloka lielums [ = 28, o = 0.95.

Metode H=0.6 H =038
PP | vid.vert. | rangs | PP | vid.vert | rangs

Veivletu | 0.936 | 0.365 | 0.454 | 0.934 | 0.364 | 0.477
R/S 0.968 | 0.307 | 0.347 | 0.985 | 0.314 | 0.354
Period. 0.79 0.346 | 0.661 | 0.748 | 0.344 | 0.701
Kop.Var. | 0.649 | 0.331 | 0.478 | 0.423 | 0.319 | 0.590

Redzam, ka veivletu metodei bloku izmeru palielinasanas no | = 2% uz | = 2° veic
uzlabojumus un ticamibas intervalu parklajuma precizitates ir tuvakas 0.95. R/S un
periodogrammas metodes savukart vislabakos rezultatus dod pie bloka izmera [ = 27.
Savukart kopejas variacijas metode joprojam dod sliktus rezultatus un tas dinamika ir tiesi
pretéja - palielinoties bloku izméram, samazinas parklajuma precizitates. Tas nozimé, ka

bloka izmera izvele stipri ietekme rezultatus. Nepieciesams kriterijs, pec kada izveleties (.
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7.2. Parametra d novértéjumi programma MATLAB

Izmantosim iegito datorprogrammas M AT LAB kodu, kas iegiits no publikacijas [4]
viena no autoriem M.S.Taqqu, lai novértétu ilglaicigas atminas parametru d. Izmantosim
jau ieprieks programma R simuleto F'GN procesu apjoma n = 27, ka arl apskatisim, ka
tiek novertets parametrs d nestacionaram procesam FBM apjoma n = 27. Izmantosim
divas parametra novertésanas metodes LRW un LWW , ka ari izvélésimies tris veivle-
tus ar dazadiem zudo$ajiem momentiem - Haar (M = 1), Daubechies2 (M = 2) un
Daubechiesd (M = 4). G.Fay, E.Moulines, F.Roueff un M.S. Taqqu (2009) [4] secinaja,
ka abam metodem vislabak ilglaicigas atminas parametru noverté Daubechies2 veivlets.

Konstruésim ari ticamibas intervalus parametra d novértéjumiem, kas balstas uz d

novertejumu asimptostiski normalo sadalijumu, un kuri aprakstiti publikacija [4].

7. tabula: FGN ar H = 0.6 (d = 0.1) apjoma n = 27 novertéjuma videja vertiba un

ticamibas intervala parklajuma precizitate.

Veivlets d=0.1
LRW LWW
Vid.vert. | PP | Vid.vert. | PP
Haar 0.016 | 0.840 | 0.084 | 0.925
Daubechies 2 | 0.023 | 0.828 | 0.063 | 0.849
Daubechies 4 | -0.051 | 0.702 | -0.250 | 0.678

8. tabula: FGN ar H = 0.8 (d = 0.3) apjoma n = 27 novertejuma videja vertiba un

ticamibas intervala parklajuma precizitate.

Veivlets d=0.3
LRW LWW
Vid.vert. | PP | Vid.vert. | PP
Haar 0.216 | 0.840 | 0.281 0.938
Daubechies 2 0.230 0.818 0.266 0.845
Daubechies 4 | 0.167 | 0.703 | 0.167 | 0.703
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Aplikojot 7. un 8. tabulu, var secinat, ka FGN procesam kopuma labakus d noverte-
jumus dod LWW metode. Iznemot gadijumu, kad H = 0.6 un tiek pielietots Daubechies4
veivlets. Sis veivlets dod visslikikos rezultatus, kas verojams ari viszemakajas parklajuma
precizitates. Tas varetu nozimet to, ka nav nepieciesams izveleties veivletu ar tik lielu
ziudoso momentu skaitu (M = 4), jo FGN procesu iespejams labak aproksimet ar polino-
mu, kura karta ir mazaka par M — 1. Gadijuma, kad H = 0.6, vislabakos rezultatus dod

Haar veivlets, bet, kad H = 0.8, tad LWW gadijuma Haar, bet LRW - Daubechies?2.

9. tabula: FBM ar H = 0.6 (d = 1.1) apjoma n = 27 novertejuma videja vertiba un

ticamibas intervala parklajuma precizitate.

Veivlets d=1.1
LRW LWW
Vid.vert | PP | Vid.vért. | PP
Haar 0.9751 | 0.802 1.037 0.955
Daubechies 2 | 0.961 | 0.792 | 1.0161 | 0.8360
Daubechies 4 | 0.8513 | 0.665 | 0.7079 | 0.672

10. tabula: FBM ar H = 0.8 (d = 1.3) apjoma n = 27 novertejuma videja vertiba un

ticamibas intervala parklajuma precizitate.

Veivlets d=1.3
LRW LWW
Vid.vert | PP | Vid.vert. | PP
Haar 1.1663 | 0.801 | 1.2149 | 0.957
Daubechies 2 | 1.1438 | 0.777 | 1.2078 | 0.862
Daubechies 4 | 1.021 | 0.650 | 0.9003 | 0.662

9. un 10. tabula iegutie rezultati ir loti lidzigi. Vislabakos rezulatus dod Haar veivlets

un LWW metode.

Publikacija [4] Daubechies2 veivlets deva vislabakos rezultatus, tac¢u tur tika simulets

ilglaicigas atminas process no ARFIM A klases. Mana gadijuma, kad simuléju frakcio-
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nalo Brauna kustibu un frakcionalo Gausa troksni, vislabakie rezultati kopuma ir Haar

veivletam, tacu ari Daubechies2 ir diezgan tuvi rezultati.
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Nobeigums

Darba apliikots ilglaicigas atminas process: frakcionala Brauna kustiba (FBM) un ta
pieaugumu process: frakcionalais Gausa troksnis (FGN) ar dazadam ilglaicigas atminas
parametra vertibam (H = 0.6, H = 0.8). Parsvara aplukots stacionars process FGN.
Viens no meérkiem bija noskaidrot, kura metode datorprogramma R noverté ilglaicigas
atminas parametru labak - kopéjas variacijas, periodogrammas, R/S vai veivletu metode.
Secinajums ir tads, ka labak parametru H noverte R/S un veivletu metodes.

Tika konstrueti Hursta parametra H ticamibas intervali ar apaksizlases metodi, kas
balstas uz izlases saskelsanu blokos. Tika apliikoti FGN procesi dazados apjomos ar da-
zadiem bloku lielumiem. Secinu, ka veivletu metodei ir vislabaka parklajuma precizitate,
bet kopejas variacijas metodei - vissliktaka. Palielinot bloku izmeru no [ = 26 lidz [ = 28,
uzlabojas arl parklajuma precizitates, tas ir, veivletu gadijuma tas konverge uz 0.95 no
augsas. Tacu tam metodem, kas salidzinosi slikti novérte parametru H (periodogrammas
un kopejas variacijas metode), bloku izmera palielinasanas deva pretejus rezultatus.

Tika aplikotas divas ilglaicigas atminas parametra d veivletu novertéSanas meto-
des datorprogramma MATLAB - lokala regresijas (LRW) un lokala Whittle veivletu
(LWW) metode. Tika dazadotas ari izveletas veivletu funkcijas - Haar, Daubechies2 un
Daubechies4. Secinats, ka LWW metode ilglaicigas atminas parametru novertée vislabak.
Vislabaka veivletu funkcija, kas aproksmeé gan frakcionala Gausa troksna, gan frakcionalas
Brauna kustibas procesus, bija Haar veivlets, tacu ari Daubechies2 veivlets deva labus
rezultatus.

Darba aplikotas ilglaicigas atminas parametra novertésanas metodes ir tikai neliela
dala no miisdienas pielietotajam metodéem. Loti popularas ir Furjé bazéetas metodes.
Tadel 8o darbu turpmak varetu attistit, apluikojot Furje metodes un salidzinot ar veivletu
metodem. Ta ka pagaidam nav metodikas, ka pareizi izveleties parametra H novertejuma

ticamibas intervala bloka lielumu [, ari so problematiku varétu aplikot darba turpinajuma.
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Pielikums 1
Definicija 15. [3] Dotam divam funkcijam f,g € L*(R) iek$€jo reizinajumu define

< fg>= / f(2)g(x)d,

kur g(x) ir g(x) kompleksi saistita forma. Iekséjo reizinajumu var izmantot ari, lai izméritu

funkcijas”lielumu”, definejot normu || e ||o telpa L*:

IFI2 =< f.f >,
ar kuras palidzibu var arf noteikt distanci starp divam funkijam f,g € L*(R) ka || f — g|»-

Definicija 16. [3] Veivletu ortonormala baze:
+oo

< WVjgy Vi >= Vi), Vi g (2)dae = 85 10k
o0

kur 6,,, =1, jam =n, un d,,, =0, ja m # n.

49



R programmas kods

library(wavelets)
library(wavethresh)

library(fArma)

#### simulé frakcionalo Brauna kustibu
set.seed (1)

BM<-fbmSim(n = 1024, H = 0.5, method = c("wave"),
waveJ = 7,doplot = FALSE,fgn = FALSE)

#WN<-fgnSim(n 1024, H = 0.5, method = c("beran'"))

fBM<-fbmSim(n

1024, H = 0.6, method = c(),doplot = FALSE,fgn = FALSE)

#fGN<-fgnSim(n = 1024, H = 0.8, method = c("beran"))

####Iebtivetas H novértéSanas metodes

### Aggregated variance method
aggvarFit (fBM, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 107c(0.7, 2.5),doplot=TRUE)

### R/S tests
rsFit (£fBM, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10°¢(0.7, 2.5),

description = NULL,title=NULL,doplot=TRUE)

#$ Periodogrammu metode ##laba JA
perFit (fGN, cut.off = 0.1, method = c("per"),doplot = TRUE)

## Vaveletu metode

waveletFit (fBM, length = 1024, order = 2, octave = c(2, 8),doplot = TRUE)

##### SUBSAMPLING

set.seed (1)
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pak<-11

n<-2"pak #izlases apjoms

pak_blok<-9

1<- 27pak_blok # bloka izmérs

N<-n-1+1 #bloku skaits

H<- 0.6 #Hursta parametrs (vai ari 0.8)
j<-pak-1 # skalas lImenis izlasei
j_blok<-pak_blok-1 #skalas liImenis blokam
cover<-c ()

int<-¢c()

for (k in 1:1000){

fBM<-fgnSim(n,H, method = c("beran")) #simulé frakc.Gausa troksni

y<-c (£BM)

### Aprékina H_n novértéjumu no visas izlases

H_nn<-waveletFit (fBM, length = n, order = 2, octave = c(2, 5),doplot = FALSE)
H_n<-H_nn@hurst$H

H_lii<-cQ)

H_li<-c()

vek<-c ()

for (i in 1:N)

{

H_lii<-waveletFit(y[i:(i+1-1)], length = 1, order = 2, octave = c(2, 5),doplot = FA
H_li[il<-H_lii@hurst$H

}

ywd<-wd(y,filter.number=1, family="DaubExPhase")

accessD(ywd,level=j) #izdod veivletu koefic. j-taja skala
koef_skaits<-length(accessD(ywd,level=j)) #koeficentu skaits j-taja sk
ywd<-wd(y[1:1],filter.number=1, family="DaubExPhase")

accessD(ywd,level=j_blok) #izdod veivletu koefic. j-taja skala

koef_skaits_blok<-length(accessD(ywd,level=j_blok))

o1



T_li<-sqrt(koef_skaits_blok)*(H_li-H_n)

gamma<-0.05 ###ticamIbas lImenis

Q_n_1<-quantile(T_1li,gamma/2,type=1) [[1]]
Q_n_2<-quantile(T_1i, (1-gamma/2) ,type=1) [[1]]

### subsampling ticamIbas intervals
kreisais<-H_n+(1/(sqrt(koef_skaits)))*Q_n_1
labais<-H_n+(1/(sqrt(koef_skaits)))*Q_n_2
cover [k]<-(kreisais-H)*(labais-H)

int [k]<-labais-kreisais

+

cover

length(cover [cover<0])
prob<-length(cover[cover<0])/1000

prob ###coverage probabilities

mean (int)

max (int)-min(int)
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