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Ievads

Termins ilglaiciga atmina kluva aktuals ap 1960.gadu. Kops ta laika tas ienem biutisko
lomu laikrindu analize. Musdienas daudzus procesus var aprakstit tiesi ar Siem modeliem.
Pielietojumi ilglaicigas atminas procesiem atrodami makroekonomika, hidrologija, fizika,
astronomija, telekomunikacijas, agronomija un finansu joma. S1 darba merkis ir pielietot
testus teoretiskas sadalijjuma funkcijas parbaudei datiem ar ilglaicigu atminu. Kaut no
praktiska redzes viedokla mis interese salikta hipotezu parbaude, tomer sakumam Sa-
ja darba mes apskatisim vienkarso hipotézu parbaudi par datu sadalijuma funkciju. Ta
ir relativi jauna problematika, par kuru izdevas atrast tikai vienu publikaciju. Konkrée-
ti mes apskatisim Kolmogorova-Smirnova testa vienas izlases gadijuma pielietosanu no
publikacijas [I].

Pirmaja nodala més definésim kas ir ilglaicigas atminas procesi. Otraja nodala meés
definesim ARFIMA klases procesu, kuru mes apskatisim ka ilglaiciga procesa pieméru
saja darba. Tresaja nodala mes aprakstisim testa statistiku un tas sadalijumu pie H,.

Ceturtaja nodala meés veiksim jaudas analizi simulétajam alternativam.



1. Ilglaicigas atminas procesi

Saja nodala mes definésim kas ir process ar ilglaicigu atminu. Definicijas panemtas

no [2.
Definicija 1. Procesu sauksim par stacionaru vaja nozimeé, ja tas apmierina nosacijumus:

1) V't Ex; = const
2) cov(xy, ryy,) ir atkariga tikai no 7.

Turpmak, vaji stacionarus procesus mes sauksim vienkarsi par stacionariem.

Definicija 2. Par stacionara procesa autokovariaciju funkciju sauc

V(h) = cov(@y, Teir) = E(xp — 1) (esr — p).

Definicija 3. Pienem, ka ~y(h) ir stacionara procesa autokovariaciju funkcija, tad saka,
ka procesam piemit ilglaiciga atmina, ja
o0
> (k)| = .
h=—o0
llglaicigai atminai ir art alternativas definicijas un viena no tam ir saistita ar autoko-

variaciju hiperbolisko dilsanu.

Definicija 4. Pozitivu merojamu funkciju [, definetu kada bezgalibas apkartne [a, c0)

sauc par leni variejosu Karamata nozimeé tad un tikai tad, ja katram c > 0 izpildas

Pieméram funkcijas [(z) = log(x) un l(x) = ¢, kur ¢ ir pozitiva konstante ir léeni

variejosas funkcijas.



Definicija 5. Saka, ka procesam piemit ilglaiciga atmina, ja
y(h) ~ B**(R)

kad h — oo, kur d ir ta saucamais ilglaicigas atminas parametrs un [ ir leni variejosa

funkcija.



2. ARFIMA procesi

Plasi pazistama ilglaicigas atminas modelu klase ir autoregresivie frakcionali integrétie
slidosa videja (ARF 1M A) procesi, kurus mes ari izmantosim ilglaicigas atminas simulaci-
jam 8aja darba. Pec butibas tie ir ARIM A(p, d, q) procesu visparinajums kur parametrs

d var but dalskaitlis.
Definicija 6. {y;} ir ARFIMA(p,d, q) process, ja
¢(B)y: = 0(B)(1 — B) %,

kur ¢(B) = 14+¢1 B+ - -4+¢,B? un §(B) = 146, B+- - -+0,B? ir attiecigi autoregresivais un
slidosa videja operatori, (1—B)~¢ir frakcionalais diferen¢u operators definets ar binomialu
izvirzijumu .
=3 "B =n(B)
j=0
kur

- I'(j+d)
7T+ 1)

prieks d < 1, d & Z un {&;} ir baltais troksnis. I'(z) ir gamma funkcija, kuru define

[(x) :/ el dt
0

Tagad ilustrésim dazus piemérus ARFIMA procesiem un ta ACF salidzinajuma ar

ARIMA procesu. Laikrindas garuma 1000 simulétas ar datorprogrammas R, palidzibu.
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2.1. att. ARFIMA(1,d,0) process un ta ACF pie ¢ = 0.3 d =0.1.
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2.2. att. ARFIMA(1,d,0) process un ta ACF pie d = 0.4 un ¢ = 0.3.
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2.3. att. ARIMA(1,0,0) process un ta ACF pie ¢ = 0.3.
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2.4. att. ARFIMA(1,d,0) process un ta ACF pie ¢ = 0.9 un d = 0.1.
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2.5. att. ARFIMA(1,d,0) process un ta ACF pie ¢ = 0.9 un d = 0.4.
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2.6. att. ARIMA(1,0,0) process un ta ACF pie ¢ = 0.9.



2.1. ARFIMA procesa M A(co) un AR(o0) reprezenta-
cijas
Definicija 7. Stacionaru procesu {X;} sauc par apgriezamo, ja

Xo- =Y m (X - )+

J=1

kur 3277, m; < oo un p = EX.

Teoréma 1. [2] Pienem, ka ARFIMA procesam polinomiem ¢ un 0 nav kopigo saknu un
de (-1, %), tad

a) Ja ¢ saknes ir arpus vienibas rinka {z : |z| = 1}, tad eksiste viens vienigs stacionars
atrisinajums

Y = Z wjgtfj

Jj=—00
b) Ja 0 saknes ir arpus slégta vienibas ripka {z : |z| < 1}, tad atrisinajums {y.} ir

apgriezZams.

Péc teorémas, pie pienemuma, ka ¢(B) un 0(B) saknes atrodas arpus slégta vienibas
rigka {2 : |2| <1} un d € (—1,3), ARFIMA(p,d, ) process ir stacionars un apgriezams.

Tada gadijuma mes varam uzrakstit
ye = (1= B)™'6(B)"'0(B)e, = ¥(B)=

un

er = (1= B)'¢(B)0(B) "y, = m(B)y.

MA(o0) koeficienti 1); un AR(oco) koeficienti 7; apmierina sekojosas asimptotiskas
sakaribas:

_ 0@ 5

by = S(1) I(d)

1

o

= g OV

+0(™)




3. Kolmogorova-Smirnova tests

vienkarsu hipotézu parbaudei

Miasu meérkis ir vienkarsa hipotézu parbaude datiem ar ilglaicigu atminu
HO:F:FOpretleF%FO
Tai méginasim pielagot Kolmogorova-Smirnova statistiku

Kn = sup |Fn<'r) - Fg(l’)l,

zER

kur F), ir empiriska sadalijuma funkcija, kuru define
Foe) = 3 1 < 0)
n\L) = — r; >~ Xy,
o

kur z; ir procesa novérojumi un [ ir indikator-funkcija.

Pienem, ka mums ir zinama intereséjosa procesa M A(co) reprezentacija

oo
Yt = E brer—k,
k=0

kur €; ir ar nulles videjo vertibu un vienibas dispersiju. Pienem, ka konstantes b, apmierina
bk:0Vk<0,bl:0unbt~cot_(1_d),kadt%ookadam0<00<ooun0<d<%.
No publikacijas [I] mums ir zinams, ka pie Hy
n%_dKn
PPN
c2(0)]].follo
kur Z ~ N(0,1), || follco = sup,er fo(z), 6 = (co,d) un

c2B(d,1 —2d)
A1 +2d)

n2 =K, —p c2(0)|Z]]| follo = 2|,

c(0) =

kur B(a,b) = fol 2711 — x) L da.
Ar datorprogrammas R palidzibu simulésim statistikas n%_dKn sadalijumu, pie n =

100 un n = 1000, simulaciju skaita m = 10000 ARFIMA(0,d,0) procesam.
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3.1. att.: Simulétais attiecigi pie n = 100 un n = 1000 statistikas sadalijums
ARFIMA(0,d,0) procesam pie d = 0.1.

g, ’7 g,
3.2. att.: Simuletais attiecigi pie n = 100 un n = 1000 statistikas sadalijums

ARFIMA(0,d,0) procesam pie d = 0.4.
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4. Simulacijas

Saja nodala més méginasim pielietot iepréeksaprakstito testu simulétiem datiem. Saku-
ma ar datorprogrammas R palidzibu generesim procesu ar ilglaicigu atminu ka ARFIMA

procesu X;. Talak més pielietosim transformaciju
}/; - F<Xt)7

kur F'(x) ir procesa X, teoretiska sadalijuma funkcija. Tad process Y; ir vienmerigi sadalits
intervala (0, 1). Sada veida més simulésim kritisko vertibu. Nakosa soll més veiksim testa

jaudas analizi. Stm nolakam més generésim alternativu no [3] izskata

g(z) = eXP(Z 0;m;i(x) —c(0)),

kur 6 ir parametru vektors, 7;(z) ir ortonromalie Lezandra polinomi un ¢(#) ir konstante

tada, lai integralis no ¢g(z) batu 1. Mast konkréta gadijuma izvelesimies k = 1

g(z) = exp(0.3v12(z — 0.5) — ¢).
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4.1. att. Alternativa [4.| kopa ar vienmeérigo blivuma funkciju.
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Ar G(z) apzimesim alternativas sadalijuma funkciju

Tagad meés pielietojam transformaciju
At — G_l(}/t)

un iegistam procesu A, kurs nav vienmeérigi sadalits. Prieks jaudas analizes més 1000

reizes simulésim procesu A; un aprekinasim, kadu dalu no simulacijam misu test noraidis
Hy: A, ~U(0,1)

Simulaciju laika radas griutibas generét ARFIMA procesu ar noteikto teorétisku sada-
Iijumu, tapec bija generets process garuma nm, kur m ir simulaciju skaits un n ir simuleta
procesa planots garums. Teorétisko sadalijuma funkciju mes aproksiméjam ar empirisko
sadalfjuma funkciju un sakotnéjus datus sadalam m apakskopas izméra n. Péc tam meés
aprékinam testa statistiku katrai datu apakskopai un parbaudam cik rezultati parsniedz

simuleto kritisko vertibu. Zemak ir aplukoti simulaciju rezultati.
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4.1. tabula: Jaudas analizes rezultati alternativai 4. ARFIMA(1,d,0) procesam (ar Cr
apzimesim simuléto kritisko vertibu)

¢ d n Cr  Jauda

0.3 0.1 50 1.290 0.200

0.3 0.1 100 1.259 0.330
0.3 0.1 500 1.247 0.818
0.3 04 50 0.884 0.070
0.3 04 100 0.784 0.083
0.3 04 500 0.769 0.106
09 01 50 2879 0.065
0.9 0.1 100 2.868 0.088
0.9 0.1 500 2961 0.199
09 04 50 1.259 0.061
0.9 04 100 1.160 0.063
0.9 04 500 1.080 0.079

1.0

0.8

06

0.4

02

0.0

4.2. att. Jaudas atkariba no datu apjoma n pie ¢ = 0.3 un d = 0.1.
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4.3. att. Jaudas atkariba no datu apjoma n pie ¢ = 0.3 un d = 0.4.
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4.4. att. Jaudas atkariba no datu apjoma n pie ¢ = 0.9 un d = 0.1.
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4.5. att. Jaudas atkariba no datu apjoma n pie ¢ = 0.9 un d = 0.4.

1_
Zemak attelosim $adi simulétiem datiem statistikas % empirisko un teorétisko
c2 0|loco

sadalijumus pie n = 100.c
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4.6. att. Statistikas empiriskais un teoretiskais sadalijumi pie ¢ = 0.3 un d = 0.1.
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4.7. att. Statistikas empiriskais un teoretiskais sadalijumi pie ¢ = 0.3 un d = 0.4.
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4.8. att. Statistikas empiriskais un teorétiskais sadalijumi pie ¢ = 0.9 un d = 0.1.
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4.9. att. Statistikas empiriskais un teoretiskais sadalijumi pie ¢ = 0.9 un d = 0.4.
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Secinajumi

No veiktas jaudas analizes ir redzams, ka pie lielakiem parametru ¢ un d vértibam
testa jauda ir stipri mazaka par 1, uz kuru tai teoretiski jakonverge.

Darba gaita radas problemas generet ilglaicigi atkarigu procesu ar noteiktu sadalijjumu
ar noteiktiem parametriem. Tapéc ka teorétiskas funkcijas aproksimaciju nacas izman-
tot empirisko sadalijuma funkciju, ka protams, ietekmeé rezultatu precizitati. Vel viens
jautajums ir, vai apskatit statistiku n%’dKn, kurai sadalijums ir atkarigs no procesa para-
metriem, bet pasa statistika nav ierobezota ar ARFIMA procesu klasi, ka més arT darjjam

1_
saja darba. Otrais variants ir apskatit statistiku —- ‘K , kurai ir fikséts sadalijums un,

c2(0)llfollo
ka sekas, ir zinamas kritiskas veribas, bet realiem datiem tad butu japielago ARFIMA
modeli un janoverte parametri.

Niakotne vajadzétu parbaudit testa jaudu vairakam alternativam un jaizmeégina, ka tas

darbosies uz realiem datiem.
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Programmas R kods

#Procesa simulésana

library(fracdiff)

a<-0.9

d<-0.4

b<-NULL

x<-fracdiff.sim(1000, ar=a, ma=b, d)$series
ts.plot(x,ylab=’"’,xlab="’,main="")

acf(x,ylab=’’,xlab=’’,main=""’)

y<-arima.sim(n = 1000, list(ar = a, ma =b))
ts.plot(y,ylab=’’,xlab=’’,main="")

acf(y,ylab=’’,xlab=’’,main=""’)

#SadalIijuma simulé&Sana
HERHHRRRARRRERH RS HR RS
library(fracdiff)
library(nortest)
n<-100

a<-NULL

b<-NULL

d<-0.1

k<-c()

disp<-c()

#Dispersija

for (i in 1:1000)

{

x<-fracdiff.sim(1000, ar=a, ma=b, d)$series
disp[i]l<-sd(x)

}

sdt<-mean(disp)

sdt

£0<-pnorm(0,0,sdt)

for(i in 1:10000)

{

x<-fracdiff.sim(n, ar=a, ma=b, d)$series
Kn<-ks.test(x,"pnorm",0,sdt)$statistic[[1]]
k[i]<-n~(1/2-d)*Kn

}

hist (k,prob=T,main="’,xlab=’’,ylab="")

FHESERERRR RS

#Jaudas analize

19



FHESERERRRR S H#
library(fracdiff)
disp<-c()
rez<-c()

k<-c()

m<-1000

n<-100

a<-0.9

b<-NULL

d<-0.4

set.seed(1)

dati<-fracdiff.sim(m*n, ar=a, ma=b, d)$series

#Empiriska sadalijuma funkcija

Fn<-ecdf (dati)

#Kritiska vertiba

for(i in 1:m)

{

x<-dati[((i-1)*n+1):(i*n)]

xu<-Fn(x)
Kn<-ks.test(xu,"punif",0,1)$statistic[[1]]
rez[i]<-n~(1/2-d)*Kn

}

crit<-quantile(rez,0.95) [[1]]

crit

### Lezandra polinomi

Pi<-function(x) (x-0.5)*sqrt(12)

P2<-function(x) sqrt(5)*(6%(x-0.5)"2-0.5)

P3<-function(x) sqrt(7)*(20%(x-0.5)"3-3%(x-0.5))

P4<-function(x) 210*(x-0.5)"4 - 45%(x-0.5)"2 + 9/8

Pb<-function(x) sqrt(11)*(63*(2*x-1)"5-70%(2%x-1) "3+156%(2*x-1))/8

P6<-function(x) sqrt(13)*(231%(2*x-1)"6-315%(2*x-1)"4+105%(2*x-1)"2-5)/16

P7<-function(x) sqrt(15)*(429%(2%x-1)"7-693%(2%x-1) "5+315%(2%x-1) "3-35%(2%x-1))/16

P8<-function(x) sqrt(17)*(6435*(2*x-1)"8-12012%(2*x-1) "6+6930* (2*x-1)"4-1260% (2%x-1)"2+35) /128
P9<-function(x) sqrt(19)*(12155%(2%x-1)"9-25740%(2*x-1)"7+18018%(2%x-1)"5-4620* (2+x-1) "3+315%(2%x-1))/128
P10<-function(x) sqrt(21)*(46189%(2*x-1)"{10}-109395% (2*x-1) "8+90090* (2*x-1) "6-30030* (2*x-1) "4+3465%(2+x-1) ~2-63) /256

## Alternativa gl (exponential family) no Ledw&Kal(1995)
theta<-0.3

f.const<-function(x) exp(theta*P1(x))
const<-log(integrate(f.const,0,1)[[1]]); const
alt.exp<-function(x){

exp(theta*P1(x) - const)

}

20



##bisektrisu metode

bis<-function(x0,y0,funf,prec)

{

a<-x0;b<-y0 # funkcijai jabut punkta x0 negativai un punkta y0 pozitivai
while (b-a>prec)

{

if (funf(a+(b-a)/2)>0) b<-a+(b-a)/2 else a<-a+(b-a)/2

}

a+(b-a)/2

}

alt<-function(n,i)

{

x<-dati[((i-1)*n+1):(i*n)]
xu<-Fn(x)

Data<-c()

for(i in 1:n)

{

aimfun<-function(x)

{

integrate(alt.exp,0,x) [[1]1]-xu[i]
}
Datal[i]<-bis(0,1,aimfun,0.001)
}

Data

# Alternativas generesana #

for (i in 1:m)

{

xa<-alt(nm,i)
Kn<-ks.test(xa,"punif",0,1)$statistic[[1]]
k[il<-n~(1/2-d)*Kn

}

jauda<-length(k[k>crit])/m

jauda

FHESFHERERRHRS S

#Teoretiskais sadalijums

£0<-dunif (0,0,1)
c0<-(1+sum(b))/(1+sum(a)) /gamma(d)
B<-function(a,b)

{

z<-function(x)

{

x~(a-1)*(1-x) "~ (b-1)

21



}
integrate(z,0,1)$value
}

c<-c072%B(d,1-2%d) / (d* (1+2%d))

kteor<-c()

for (i in 1:m)

{

x<-dati[(n*(i-1)+1):(n*i)]

xu<-Fn(x)
Kn<-ks.test(xu,"punif",0,1)$statistic[[1]]
kteor[i]<-n~(0.5-d)*Kn/(c”~(0.5)*£0)

}

xx<-seq(0,3,by=0.1)

hist(kteor, prob=T, main=NULL, xlab=NULL, ylab=NULL)

lines(xx,2*dnorm(xx,0,1))

crit

jauda
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darbs “Kolmogorova-Smirnova tests datiem ar ilglaicigu atminu” izstradats LU Fizikas
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