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Ievads

Termins ilglaicîga atmiòa kïuva aktuâls ap 1960.gadu. Kopð tâ laika tas ieòem bûtisko

lomu laikrindu analîzç. Mûsdienâs daudzus procesus var aprakstît tieði ar ðiem modeïiem.

Pielietojumi ilglaicîgas atmiòas procesiem atrodami makroekonomikâ, hidroloìijâ, fizikâ,

astronomijâ, telekomunikâcijâs, agronomijâ un finanðu jomâ. Ðî darba mçríis ir pielietot

testus teorçtiskâs sadalîjuma funkcijas pârbaudei datiem ar ilglaicîgu atmiòu. Kaut no

praktiskâ redzes viedokïa mûs interesç saliktâ hipotçþu pârbaude, tomçr sâkumam ða-

jâ darbâ mçs apskatîsim vienkârðo hipotçþu pârbaudi par datu sadalîjuma funkciju. Tâ

ir relatîvi jauna problemâtika, par kuru izdevâs atrast tikai vienu publikâciju. Konkrç-

ti mçs apskatîsim Kolmogorova-Smirnova testa vienas izlases gadîjuma pielietoðanu no

publikâcijas [1].

Pirmajâ nodaïâ mçs definçsim kas ir ilglaicîgas atmiòas procesi. Otrajâ nodaïâ mçs

definçsim ARFIMA klases procesu, kuru mçs apskatîsim kâ ilglaicîga procesa piemçru

ðajâ darbâ. Treðajâ nodaïâ mçs aprakstîsim testa statistiku un tas sadalîjumu pie H0.

Ceturtajâ nodaïâ mçs veiksim jaudas analîzi simulçtajam alternatîvam.
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1. Ilglaicîgas atmiòas procesi

Ðajâ nodaïâ mçs definçsim kas ir process ar ilglaicîgu atmiòu. Definîcijas paòemtas

no [2].

Definîcija 1. Procesu sauksim par stacionâru vâjâ nozîmç, ja tas apmierina nosacîjumus:

1) ∀ t Ext = const

2) cov(xt, xt+τ ) ir atkarîga tikai no τ .

Turpmâk, vâji stacionârus procesus mçs sauksim vienkârði par stacionâriem.

Definîcija 2. Par stacionâra procesa autokovariâciju funkciju sauc

γ(h) = cov(xt, xt+τ ) = E(xt − µ)(xt+τ − µ).

Definîcija 3. Pieòem, ka γ(h) ir stacionâra procesa autokovariâciju funkcija, tad saka,

kâ procesam piemît ilglaicîga atmiòa, ja

∞∑
h=−∞

|γ(h)| =∞.

Ilglaicîgai atmiòai ir arî alternatîvas definîcijas un viena no tâm ir saistîta ar autoko-

variâciju hiperbolisko dilðanu.

Definîcija 4. Pozitîvu mçrojamu funkciju l, definçtu kâdâ bezgalîbas apkârtnç [a,∞)

sauc par lçni variçjoðu Karamata nozîmç tad un tikai tad, ja katram c > 0 izpildâs

lim
x→∞

l(cx)

l(x)
= 1.

Piemçram funkcijas l(x) = log(x) un l(x) = c, kur c ir pozitîva konstante ir lçni

variçjoðas funkcijas.
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Definîcija 5. Saka, kâ procesam piemît ilglaicîga atmiòa, ja

γ(h) ∼ h2d−1l(h)

kad h → ∞, kur d ir tâ saucamais ilglaicîgas atmiòas parametrs un l ir lçni variçjoðâ

funkcija.
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2. ARFIMA procesi

Plaði pazîstama ilglaicîgas atmiòas modeïu klase ir autoregresîvie frakcionâli integrçtie

slîdoðâ vidçjâ (ARFIMA) procesi, kurus mçs arî izmantosim ilglaicîgas atmiòas simulâci-

jâm ðajâ darbâ. Pçc bûtîbas tie ir ARIMA(p, d, q) procesu vispârinâjums kur parametrs

d var bût daïskaitlis.

Definîcija 6. {yt} ir ARFIMA(p, d, q) process, ja

φ(B)yt = θ(B)(1−B)−dεt,

kur φ(B) = 1+φ1B+· · ·+φpBp un θ(B) = 1+θ1B+· · ·+θqBq ir attiecîgi autoregresîvais un

slîdoðâ vidçja operatori, (1−B)−d ir frakcionâlais diferenèu operators definçts ar binomiâlu

izvirzîjumu

(1−B)−d =
∞∑
j=0

ηjB
j = η(B),

kur

ηj =
Γ(j + d)

Γ(j + 1)Γ(d)
,

priekð d < 1
2
, d 6∈ Z un {εt} ir baltais troksnis. Γ(x) ir gamma funkcija, kuru definç

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1 dt

Tagad ilustrçsim daþus piemçrus ARFIMA procesiem un tâ ACF salîdzinâjumâ ar

ARIMA procesu. Laikrindas garumâ 1000 simulçtâs ar datorprogrammas R palîdzîbu.
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2.1. att. ARFIMA(1, d, 0) process un tâ ACF pie φ = 0.3 d = 0.1.
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2.2. att. ARFIMA(1, d, 0) process un tâ ACF pie d = 0.4 un φ = 0.3.
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2.3. att. ARIMA(1, 0, 0) process un tâ ACF pie φ = 0.3.
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2.4. att. ARFIMA(1, d, 0) process un tâ ACF pie φ = 0.9 un d = 0.1.
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2.5. att. ARFIMA(1, d, 0) process un tâ ACF pie φ = 0.9 un d = 0.4.
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2.6. att. ARIMA(1, 0, 0) process un tâ ACF pie φ = 0.9.
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2.1. ARFIMA procesa MA(∞) un AR(∞) reprezentâ-

cijas

Definîcija 7. Stacionâru procesu {Xt} sauc par apgrieþamo, ja

Xt − µ =
∞∑
j=1

πj(Xt−j − µ) + εt,

kur
∑∞

j=1 πj <∞ un µ = EXt.

Teorçma 1. [2] Pieòem, ka ARFIMA procesam polinomiem φ un θ nav kopîgo sakòu un

d ∈ (−1, 1
2
), tad

a) Ja φ saknes ir ârpus vienîbas riòía {z : |z| = 1}, tad eksistç viens vienîgs stacionârs

atrisinâjums

yt =
∞∑

j=−∞

ψjεt−j

b) Ja θ saknes ir ârpus slçgta vienîbas riòía {z : |z| ≤ 1}, tad atrisinâjums {yt} ir

apgrieþams.

Pçc teorçmas, pie pieòemuma, ka φ(B) un θ(B) saknes atrodas ârpus slçgta vienîbas

riòía {z : |z| ≤ 1} un d ∈ (−1, 1
2
), ARFIMA(p, d, q) process ir stacionârs un apgrieþams.

Tâdâ gadîjumâ mçs varam uzrakstît

yt = (1−B)−dφ(B)−1θ(B)εt = ψ(B)εt

un

εt = (1−B)dφ(B)θ(B)−1yt = π(B)yt.

MA(∞) koeficienti ψj un AR(∞) koeficienti πj apmierina sekojoðas asimptotiskâs

sakarîbas:

ψj =
θ(1)

φ(1)

jd−1

Γ(d)
+O(j−1)

πj =
φ(1)

θ(1)

j−d−1

Γ(−d)
+O(j−1)
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3. Kolmogorova-Smirnova tests

vienkârðu hipotçþu pârbaudei

Mûsu mçríis ir vienkârða hipotçþu pârbaude datiem ar ilglaicîgu atmiòu

H0 : F = F0 pret H1 : F 6= F0

Tai mçìinâsim pielâgot Kolmogorova-Smirnova statistiku

Kn = sup
x∈R
|Fn(x)− F0(x)|,

kur Fn ir empîriskâ sadalîjuma funkcija, kuru definç

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I{xi ≤ x},

kur xi ir procesa novçrojumi un I ir indikator-funkcija.

Pieòem, ka mums ir zinâma interesçjoðâ procesa MA(∞) reprezentâcija

yt =
∞∑
k=0

bkεt−k,

kur εt ir ar nulles vidçjo vçrtîbu un vienîbas dispersiju. Pieòem, ka konstantes bk apmierina

bk = 0 ∀k < 0, b1 = 0 un bt ∼ c0t
−(1−d), kad t→∞ kâdâm 0 < c0 <∞ un 0 < d < 1

2
.

No publikâcijas [1] mums ir zinâms, ka pie H0

n
1
2
−dKn →D c

1
2 (θ)|Z|‖f0‖∞ =⇒ n

1
2
−dKn

c
1
2 (θ)‖f0‖∞

→D |Z|,

kur Z ∼ N(0, 1), ‖f0‖∞ = supx∈R f0(x), θ = (c0, d) un

c(θ) =
c20B(d, 1− 2d)

d(1 + 2d)
,

kur B(a, b) =
∫ 1

0
xa−1(1− x)b−1 dx.

Ar datorprogrammas R palidzîbu simulçsim statistikas n
1
2
−dKn sadalîjumu, pie n =

100 un n = 1000, simulâciju skaitâ m = 10000 ARFIMA(0,d,0) procesam.
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3.1. att.: Simulçtais attiecîgi pie n = 100 un n = 1000 statistikas sadalîjums

ARFIMA(0, d, 0) procesam pie d = 0.1.
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3.2. att.: Simulçtais attiecîgi pie n = 100 un n = 1000 statistikas sadalîjums

ARFIMA(0, d, 0) procesam pie d = 0.4.
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4. Simulâcijas

Sâjâ nodaïâ mçs mçìinâsim pielietot ieprçkðaprakstîto testu simulçtiem datiem. Sâku-

ma ar datorprogrammas R palîdzîbu ìenerçsim procesu ar ilglaicîgu atmiòu kâ ARFIMA

procesu Xt. Tâlâk mçs pielietosim transformâciju

Yt = F (Xt),

kur F (x) ir procesaXt teorçtiskâ sadalîjuma funkcija. Tad process Yt ir vienmçrîgi sadalîts

intervâlâ (0, 1). Ðâdâ veidâ mçs simulçsim kritisko vçrtîbu. Nâkoðâ solî mçs veiksim testa

jaudas analîzi. Ðîm nolûkam mçs ìenerçsim alternatîvu no [3] izskatâ

g(x) = exp(
k∑
j=1

θjπj(x)− c(θ)),

kur θ ir parametru vektors, πj(x) ir ortonromâlie Leþandra polinomi un c(θ) ir konstante

tâda, lai integrâlis no g(x) bûtu 1. Mûsû konkrçtâ gadîjumâ izvçlçsimies k = 1

g(x) = exp(0.3
√

12(x− 0.5)− c).
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4.1. att. Alternatîva 4. kopâ ar vienmçrîgo blîvuma funkciju.
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Ar G(x) apzimçsim alternatîvas sadalîjuma funkciju

G(x) =

∫ x

0

g(x) dx

Tagad mçs pielietojam transformâciju

At = G−1(Yt)

un iegûstam procesu At kurð nav vienmçrîgi sadalîts. Priekð jaudas analîzes mçs 1000

reizes simulçsim procesu At un aprçíinâsim, kâdu daïu no simulâcijam mûsu test noraidîs

H0: At ∼ U(0, 1)

Simulâciju laikâ radâs grûtîbas ìenerçt ARFIMA procesu ar noteikto teorçtisku sada-

lîjumu, tâpçc bija ìenerçts process garumâ nm, kur m ir simulâciju skaits un n ir simulçta

procesa plânots garums. Teorçtisko sadalîjuma funkciju mçs aproksimçjam ar empîrisko

sadalîjuma funkciju un sakotnçjus datus sadalâm m apakðkopas izmçrâ n. Pçc tam mçs

aprçíinam testa statistiku katrai datu apakðkopai un pârbaudam cik rezultâti pârsniedz

simulçto kritisko vçrtîbu. Zemâk ir aplûkoti simulâciju rezultâti.
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4.1. tabula: Jaudas analîzes rezultâti alternatîvai 4. ARFIMA(1, d, 0) procesam (ar Cr

apzîmçsim simulçto kritisko vçrtîbu)

φ d n Cr Jauda

0.3 0.1 50 1.290 0.200

0.3 0.1 100 1.259 0.330

0.3 0.1 500 1.247 0.818

0.3 0.4 50 0.884 0.070

0.3 0.4 100 0.784 0.083

0.3 0.4 500 0.769 0.106

0.9 0.1 50 2.879 0.065

0.9 0.1 100 2.868 0.088

0.9 0.1 500 2.961 0.199

0.9 0.4 50 1.259 0.061

0.9 0.4 100 1.160 0.063

0.9 0.4 500 1.080 0.079
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4.2. att. Jaudas atkarîba no datu apjoma n pie φ = 0.3 un d = 0.1.
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4.3. att. Jaudas atkarîba no datu apjoma n pie φ = 0.3 un d = 0.4.
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4.4. att. Jaudas atkarîba no datu apjoma n pie φ = 0.9 un d = 0.1.
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4.5. att. Jaudas atkarîba no datu apjoma n pie φ = 0.9 un d = 0.4.

Zemâk attçlosim ðâdi simulçtiem datiem statistikas n
1
2−dKn

c
1
2 (θ)‖f0‖∞

empîrisko un teorçtisko

sadalîjumus pie n = 100.c
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4.6. att. Statistikas empîriskais un teorçtiskais sadalîjumi pie φ = 0.3 un d = 0.1.
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4.7. att. Statistikas empîriskais un teorçtiskais sadalîjumi pie φ = 0.3 un d = 0.4.
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4.8. att. Statistikas empîriskais un teorçtiskais sadalîjumi pie φ = 0.9 un d = 0.1.
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4.9. att. Statistikas empîriskais un teorçtiskais sadalîjumi pie φ = 0.9 un d = 0.4.

16



Secinâjumi

No veiktas jaudas analîzes ir redzams, kâ pie lielâkiem parametru φ un d vçrtîbâm

testa jauda ir stipri mazâka par 1, uz kuru tai teorçtiski jâkonverìç.

Darba gaitâ radâs problçmas ìenerçt ilglaicîgi atkarîgu procesu ar noteiktu sadalîjumu

ar noteiktiem parametriem. Tâpçc kâ teorçtiskâs funkcijas aproksimâciju nâcâs izman-

tot empîrisko sadalîjuma funkciju, ka protams, ietekmç rezultâtu precizitâti. Vçl viens

jautâjums ir, vai apskatît statistiku n
1
2
−dKn, kurai sadalîjums ir atkarîgs no procesa para-

metriem, bet paða statistika nav ierobeþota ar ARFIMA procesu klasi, kâ mçs arî darîjâm

ðajâ darbâ. Otrais variants ir apskatît statistiku n
1
2−dKn

c
1
2 (θ)‖f0‖∞

, kurai ir fiksçts sadalîjums un,

kâ sekas, ir zinâmâs kritiskâs vçrîbas, bet reâliem datiem tad bûtu jâpielâgo ARFIMA

modeli un jânovçrtç parametri.

Nâkotnç vajadzçtu pârbaudît testa jaudu vairâkâm alternatîvâm un jâizmçìina, kâ tas

darbosies uz reâliem datiem.
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Programmas R kods

###################

#Procesa simulçðana

###################

library(fracdiff)

a<-0.9

d<-0.4

b<-NULL

x<-fracdiff.sim(1000, ar=a, ma=b, d)$series

ts.plot(x,ylab='',xlab='',main='')

acf(x,ylab='',xlab='',main='')

y<-arima.sim(n = 1000, list(ar = a, ma =b))

ts.plot(y,ylab='',xlab='',main='')

acf(y,ylab='',xlab='',main='')

######################

#Sadalîjuma simulçðana

######################

library(fracdiff)

library(nortest)

n<-100

a<-NULL

b<-NULL

d<-0.1

k<-c()

disp<-c()

#Dispersija

for (i in 1:1000)

{

x<-fracdiff.sim(1000, ar=a, ma=b, d)$series

disp[i]<-sd(x)

}

sdt<-mean(disp)

sdt

f0<-pnorm(0,0,sdt)

for(i in 1:10000)

{

x<-fracdiff.sim(n, ar=a, ma=b, d)$series

Kn<-ks.test(x,"pnorm",0,sdt)$statistic[[1]]

k[i]<-n^(1/2-d)*Kn

}

hist(k,prob=T,main='',xlab='',ylab='')

###############

#Jaudas analîze
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###############

library(fracdiff)

disp<-c()

rez<-c()

k<-c()

m<-1000

n<-100

a<-0.9

b<-NULL

d<-0.4

set.seed(1)

dati<-fracdiff.sim(m*n, ar=a, ma=b, d)$series

#Empiriska sadalijuma funkcija

Fn<-ecdf(dati)

#Kritiska vertiba

for(i in 1:m)

{

x<-dati[((i-1)*n+1):(i*n)]

xu<-Fn(x)

Kn<-ks.test(xu,"punif",0,1)$statistic[[1]]

rez[i]<-n^(1/2-d)*Kn

}

crit<-quantile(rez,0.95)[[1]]

crit

### Lezandra polinomi

P1<-function(x) (x-0.5)*sqrt(12)

P2<-function(x) sqrt(5)*(6*(x-0.5)^2-0.5)

P3<-function(x) sqrt(7)*(20*(x-0.5)^3-3*(x-0.5))

P4<-function(x) 210*(x-0.5)^4 - 45*(x-0.5)^2 + 9/8

P5<-function(x) sqrt(11)*(63*(2*x-1)^5-70*(2*x-1)^3+15*(2*x-1))/8

P6<-function(x) sqrt(13)*(231*(2*x-1)^6-315*(2*x-1)^4+105*(2*x-1)^2-5)/16

P7<-function(x) sqrt(15)*(429*(2*x-1)^7-693*(2*x-1)^5+315*(2*x-1)^3-35*(2*x-1))/16

P8<-function(x) sqrt(17)*(6435*(2*x-1)^8-12012*(2*x-1)^6+6930*(2*x-1)^4-1260*(2*x-1)^2+35)/128

P9<-function(x) sqrt(19)*(12155*(2*x-1)^9-25740*(2*x-1)^7+18018*(2*x-1)^5-4620*(2*x-1)^3+315*(2*x-1))/128

P10<-function(x) sqrt(21)*(46189*(2*x-1)^{10}-109395*(2*x-1)^8+90090*(2*x-1)^6-30030*(2*x-1)^4+3465*(2*x-1)^2-63)/256

## Alternativa g1 (exponential family) no Ledw&Kal(1995)

theta<-0.3

f.const<-function(x) exp(theta*P1(x))

const<-log(integrate(f.const,0,1)[[1]]); const

alt.exp<-function(x){

exp(theta*P1(x) - const)

}
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##bisektrisu metode

bis<-function(x0,y0,funf,prec)

{

a<-x0;b<-y0 # funkcijai jabut punkta x0 negativai un punkta y0 pozitivai

while (b-a>prec)

{

if (funf(a+(b-a)/2)>0) b<-a+(b-a)/2 else a<-a+(b-a)/2

}

a+(b-a)/2

}

alt<-function(n,i)

{

x<-dati[((i-1)*n+1):(i*n)]

xu<-Fn(x)

Data<-c()

for(i in 1:n)

{

aimfun<-function(x)

{

integrate(alt.exp,0,x)[[1]]-xu[i]

}

Data[i]<-bis(0,1,aimfun,0.001)

}

Data

}

#######################

# Alternativas generesana #

#######################

for (i in 1:m)

{

xa<-alt(n,i)

Kn<-ks.test(xa,"punif",0,1)$statistic[[1]]

k[i]<-n^(1/2-d)*Kn

}

jauda<-length(k[k>crit])/m

jauda

####################

#Teoretiskais sadalijums

####################

f0<-dunif(0,0,1)

c0<-(1+sum(b))/(1+sum(a))/gamma(d)

B<-function(a,b)

{

z<-function(x)

{

x^(a-1)*(1-x)^(b-1)
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}

integrate(z,0,1)$value

}

c<-c0^2*B(d,1-2*d)/(d*(1+2*d))

kteor<-c()

for (i in 1:m)

{

x<-dati[(n*(i-1)+1):(n*i)]

xu<-Fn(x)

Kn<-ks.test(xu,"punif",0,1)$statistic[[1]]

kteor[i]<-n^(0.5-d)*Kn/(c^(0.5)*f0)

}

xx<-seq(0,3,by=0.1)

hist(kteor, prob=T, main=NULL, xlab=NULL, ylab=NULL)

lines(xx,2*dnorm(xx,0,1))

crit

jauda
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darbs \Kolmogorova-Smirnova tests datiem ar ilglaicîgu atmiòu" izstrâdâts LU Fizikas

un Matemâtikas fakultâtç.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pçtîjums veikts patstâvîgi, izmantoti tikai tajâ norâdîtie

informâcijas avoti un iesniegtâ darba elektroniskâ kopija atbilst izdrukai.

Autors: Dmitrijs Bosòaks

(paraksts) (datums)

Rekomendçju darbu aizstâvçðanai.

Vadîtâjs: doc. Dr.math. Jânis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents:

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matemâtikas nodaïâ

(datums)

(darbu pieòçma)

Darbs aizstâvçts gala pârbaudîjuma komisijas sçdç

prot. Nr. , vçrtçjums
(datums)

Komisijas sekretârs/-e:
(Vârds, Uzvârds) (paraksts)
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