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Anotâcija

Ðajâ diplomdarbâ tiek aplûkoti vienpusçjie un divpusçjie tolerances intervâli parametriska-

jâ un neparametriskajâ gadîjumâ. Ðo intervâlu pielietojums praksç atðíiras no klasiskâ

ticamîbas intervâlu pielietojuma. Ja ir nepiecieðams noteikt, kâda procentuâla izlases

daïa iekïausies kâdâs specifiskâs robeþâs, tad tolerances intervâls spçj sniegt atbildi uz ðo

jautâjumu. Ar piemçru palîdzîbu tiek attçloti daþâdie tolerances intervâlu pielietojumi.

Ðie intervâli var veiksmîgi tikt pielietoti daþâdiem sadalîjumiem. Aprçíinu veikðanai tiek

izmantota brîvpieejas programma R.

Atslçgvârdi: Tolerances robeþas, tolerances intervâli.



Abstract

This thesis deals with one-sided and two-sided tolerance intervals in the parametric and

in the nonparametric case. The problem of tolerance intervals differs from that of classical

confidence intervals. If there is a need to estimate what percental part of the sample will

be included in some specific limits, then tolerance intervals can solve this problem. It is

shown how to use tolerance intervals in different practical examples. Tolerance intervals

can be successfully applied to various distributions. Calculations are performed using the

open source program R.

Keywords: Tolerance limits, tolerance intervals.
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Ievads

Statistikâ viens no pamatjautâjumiem ir ticamîbas intervâlu konstruçðana, kas parasti

sniedz informâciju par kâdu nezinâmu populâcijas parametru, piemçram, vidçjo vçrtîbu

vai standartnovirzi. Tomçr ir gadîjumi, kad ticamîbas intervâls nespçj sniegt pietiekoði

daudz informâcijas par visu populâciju kopumâ. Kâ izrâdâs, ðâdiem uzdevumiem ir

paredzçti tolerances intervâli, kas parasti lekciju kursos netiek apskatîti.

Tolerances intervâliem ir daudzveidîgs pielietojums. Tos izmanto klîniskajos un rûp-

nieciskajos pçtîjumos, tâdos kâ kvalitâtes kontrole, apkârtçjâs vides monitorings jeb vides

kontrole un citur (sîkâkas detaïas, uzskatâmi piemçri un pielietojumi pieejami autora Gib-

bons 1994.gada grâmatâ [1], Gibbons un Coleman 2001.gada grâmatâ [2], kâ arî autoru

Millard un Neerchal 2000.gada grâmatâ [3]).

Tolerances robeþas un tolerances intervâli pirmo reizi tika pieminçti jau 1941.gadâ un

1942.gadâ autora Wilks publikâcijâs [4] un [5]. Autors uzsvçra tolerances intervâlu liet-

derîgumu industriâlâs raþoðanas kvalitâtes kontroles pçtniecîbâ, parâdîja atðíirîbu starp

vienpusçjo un divpusçjo tolerances intervâlu. Piemçram, ja, raþojot tçrauda stieples,

jânosaka spçks, kuru piemçrojot, ðîs stieples lûzîs, tad nozîmîgâkâ bûs tieði apakðçjâ tol-

erances robeþa. Ðajâ gadîjumâ apskata vienpusçjo tolerances intervâlu (sîkâk skatît [4]).

Pçc 1941.gada vairâk kâ pusgadsimta garumâ tolerances intervâli tika pielietoti daþâdu

problemâtiku risinâðanai. Sava diplomdarba rakstîðanai par teorçtisko pamatu izmantoju

2009.gadâ izdotu grâmatu [6], kas apliecina ðî jautâjuma aktualitâti.

Tiek gaidîts, ka tolerances intervâls aptvers vismaz noteiktu populâcijas daïu, pie

izvçlçta ticamîbas lîmeòa. Piemçram, augðçjâ tolerances robeþa ir tâda, ka ar dotu

ticamîbas lîmeni vismaz kâda specifiski izvçlçta populâcijas procentuâlâ daïa atradîsies

zem ðîs robeþas. Apakðçjâ tolerances intervâla robeþa vai tolerances intervâls ar abâm

robeþâm tiek meklçti pçc lîdzîgiem nosacîjumiem.

Tolerances intervâli var tikt piemçroti daþâdiem sadalîjumiem, bet praksç visbieþâk

pielietotais sadalîjums ir normâlais sadalîjums, tâdçï sîkâk tiek apskatîti vienpusçjie un

divpusçjie tolerances intervâli normâlajam sadalîjumam. Papildus tiek analizçti log-

normâlais un gamma sadalîjumi. Tolerances intervâlu konstruçðanai var tikt pielieto-

tas parametriskâs un neparametriskâs metodes. Diplomdarbâ tiks apskatîtas abu veidu

metodes, kâ arî salîdzinâts to praktiskais pielietojums.
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Diplomdarba mçríi ir:

• Ticamîbas intervâlu un tolerances intervâlu salîdzinâðana;

• Teorçtiskâ materiâla izpçte, analîze un tâ pielietoðana praksç;

• Tolerances intervâlu atðíirîgu praktisko pielietojumu izpçte;

• Parametrisko un neparametrisko metoþu salîdzinâðana.

Diplomdarbâ ir 5 galvenâs nodaïas un pielikumi. 1.nodaïâ îsâ ievadâ tiek parâdî-

tas galvenâs atðíirîbas starp ticamîbas un tolerances intervâliem. Tâlâkâs apakðnodaïâs

tiek iepazîstinâts ar to, kas ir augðçjâ un apakðçjâ tolerances robeþa, parâdîta sakarîba

starp ðîm robeþâm un kvantilçm. Sâkumâ aplûko vienpusçjo tolerances intervâlu. Lîdzîgi

arî tiek apskatîta vispârîga teorija par divpusçjo tolerances intervâlu. Nâkoðajâ apakðn-

odaïâ tiek novçrtçta izdzîvoðanas un pârsniegðanas varbûtîba. 2.nodaïâ tiek aplûkota

situâcija, kad dati atbilst lognormâlajam vai gamma sadalîjumam, un, kâ ar datu trans-

formâcijas palîdzîbu var panâkt pilnîgu vai tuvinâtu datu atbilstîbu normâlajam sadalîju-

mam. 3.nodaïâ tiek aplûkoti tolerances intervâli lineârâs regresijas gadîjumâ. 4.nodaïâ

apkopots teorçtiskais materiâls par neparametriskajiem tolerances intervâliem. Nodaïas

sâkumâ tiek îsi pastâstîts, kâdos gadîjumos ir nepiecieðams izmantot tieði neparametrisko

tolerances intervâlu. 5.nodaïâ tiek analizçti 5 atðíirîgi piemçri, lai uzskatâmi parâdîtu

tolerances intervâlu lietderîgumu praksç. Tiek attçloti svarîgâkie rezultâti, kas iegûti

ar programmas R palîdzîbu, pielietojot teorçtiskâs formulas, turklât, lai pârliecinâtos,

ka ðie aprçíini sniedz precîzus rezultâtus, tika atrasta speciâla pakete tolerances inter-

vâlu aprçíiniem ar attiecîgu nosaukumu tolerance. Tâ tika izveidota 2009.gadâ (visa

nepiecieðamâ informâcija pieejama [7]). Pielikumâ atrodas pamatformulas tolerances in-

tervâlu konstruçðanai normâlajam sadalîjumam, tabulas izlases apjoma noteikðanai, kâ

arî izveidoto programmu kods.
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1. Tolerances intervâli un

izdzîvoðanas varbûtîba

Situâcijâ, kad uzdevums ir noteikt kâda novçrtçtâ izlases parametra precizitâti, tiek

pielietoti ticamîbas intervâli. Ðie intervâli ar noteiktu ticamîbu (piemçram, 95%, 99%)

ïauj noteikt, kâdu vçrtîbu robeþâs atradîsies îstâ parametra vçrtîba. Bet situâcijâ, kad

uzdevums ir noteikt, kâdu vçrtîbu robeþâs atradîsies ne mazâk kâ noteikta procentuâlâ

izlases daïa ar noteiktu ticamîbas lîmeni, tad tiek pielietoti statistiskie tolerances intervâli.

1.1. Vienpusçjie tolerances intervâli

Ðajâ nodaïâ pârsvarâ tiks izmantots teorçtiskais materiâls no grâmatas [6].

Pieòem, ka X ir nepârtraukts gadîjuma lielums ar kumulatîvo sadalîjuma funkciju

FX(x) = P (X ≤ x). Pie dota skaitïa p, kur (0 < p < 1), inversâ kumulatîvâ sadalîjumam

funkcija dota:

F−1
X (p) = inf{x : FX(x) ≥ p}. (1.1.1)

Lielums F−1
X (p) ir p - tâ kvantile jeb 100p procentîle sadalîjumam FX . Kvantilei p lieto

apzîmçjumu qp. Jâievçro, ka populâcijas proporcija p (attiecîbâ pret sadalîjuma funkciju

FX) ir mazâka vai vienâda ar qp. Ja FX(x) ir stingri augoða funkcija no x, tad F−1
X (p) ir

tâda x vçrtîba, kurai FX(x) = P (X ≤ x) = p.

Pieòemsim, ka X1 , X2 , . . . , Xn ir gadîjuma izlase no FX , lietosim pierakstu X =

(X1, X2,

. . . , Xn). Lai definçtu tolerances intervâlu, ir jâprecizç tâ procentuâlo apjomu un ticamîbu,

ko attiecîgi apzîmç ar p un 1 − α, un tolerances intervâls tiek uzskatîts par procentuâlâ

apjoma p un (1− α) pârklâjuma (vai apjoma p un (1− α) ticamîbu) tolerances inter-

vâls vai vienkârði kâ (p, 1− α) tolerances intervâls (0 < p < 1, 0 < α < 1). Praktiskos
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pielietojumos p un 1 − α parasti pieòem vçrtîbas no kopas {0.90, 0.95, 0.99}. Intervâls

tiek konstruçts, izmantojot gadîjuma izlasi X, un tiek prasîts, lai tas satur ne mazâk kâ

proporciju p no izvçlçtas populâcijas ar ticamîbas lîmeni 1 − α. Formâli, vienpusçjam

tolerances intervâlam (p, 1− α) formâ (−∞, U(X)] jâatbilst nosacîjumam

PX

{
PX

(
X ≤ U(X)

∣∣∣∣X) ≥ p

}
= 1− α, (1.1.2)

kur ar PX apzîmçjâm "ârçjo" varbûtîbu, bet ar PX apzîmçjâm "iekðçjo" varbûtîbu. X

un sekojoði FX ir neatkarîgi no X. Tas ir, U(X) tiek noteikts tâ, ka vismaz proporcija

p ir mazâka vai vienâda ar U(X) ar ticamîbu 1 − α. Intervâls (−∞, U(X)] tiek saukts

par vienpusçjo augðçjo tolerances robeþu. Var atzîmçt, ka, pamatojoties uz p kvantiles qp

definîciju (1.1.1), (1.1.2) var pierakstît sekojoði

PX{qp ≤ U(X)} = 1− α. (1.1.3)

No (1.1.3) redzam, ka U(X) ir 1− α augðçjâ ticamîbas robeþa p kvantilei qp.

(p, 1 − α) vienpusçjâ apakðçjâ tolerances robeþa L(X) tiek definçta lîdzîgi. Precîzâk,

L(X) nosaka sekojoðâ veidâ

PX

{
PX

(
X ≥ L(X)

∣∣∣∣X) ≥ p

}
= 1− α,

vai ekvivalenti,

PX{L(X) ≤ q1−p} = 1− α.

L(X) ir 1− α apakðçjâ ticamîbas robeþa kvantilei q1−p.

1.2. Divpusçjie tolerances intervâli

Eksistç divu veidu divpusçjie tolerances intervâli. Pirmâ veida intervâlu konstruç tâ,

lai tas saturçtu vismaz populâcijas proporciju p ar ticamîbu 1 − α, un tiek vienkârði

uzskatîts par tolerances intervâlu. Otrâ veida tolerances intervâls tiek konstruçts tâ, ka

tam bûtu jâsatur vismaz populâcijas proporcija p no populâcijas centra ar ticamîbu 1−α,

un tas parasti tiek minçts kâ vienâdastu tolerances intervâls.

(p, 1− α) divpusçjam tolerances intervâlam (L(X), U(X)) izpildâs nosacîjums

PX

{
PX

(
L(X) ≤ X ≤ U(X)

∣∣∣∣X) ≥ p

}
= 1− α, (1.2.1)
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vai ekvivalenti,

PX{FX(U(X))− FX(L(X)) ≥ p} = 1− α. (1.2.2)

Citiem vârdiem, intervâls (L(X), U(X)) tiek konstruçts tâ, ka tas satur vismaz pro-

porciju p no populâcijas ar ticamîbu 1−α. Lielumi L(X) un U(X) tiek uzskatîti par toler-

ances robeþâm. L(X) un U(X) rçíinâðana nereducçjas uz ticamîbas robeþu aprçíinâðanu

noteiktâm procentîlçm.

Lai noteiktu vienâdo astu tolerances intervâlu, pieòem, ka p > 0.5. (p, 1− α) vienâdo

astu tolerances intervâls (L(X), U(X)) ir tâds, ka ar ticamîbu 1−α ne vairâk kâ proporcija
1−p

2
no populâcijas ir mazâka par L(X) un ne vairâk kâ proporcija 1−p

2
no populâcijas

ir lielâka par U(X). Ðo nosacîjumu var uzrakstît arî ar procentîïu palîdzîbu. Ievçro,

ka nosacîjums L(X) ≤ q 1−p
2

ir ekvivalents ar nosacîjumu, ka ne vairâk kâ proporcija
1−p

2
no populâcijas mazâka par L(X), un nosacîjums q 1+p

2
≤ U(X) ir ekvivalents ar

nosacîjumu, ka proporcija 1− 1+p
2

= 1−p
2

no populâcijas ir lielâka par U(X). Konsekventi,

intervâlam (L(X), U(X)) ir jâbût par (p, 1 − α) vienâdo astu tolerances intervâlu un

jâizpildâs nosacîjumam

PX

(
L(X) ≤ q 1−p

2
un q 1+p

2
≤ U(X)

)
= 1− α. (1.2.3)

1.3. Izdzîvoðanas varbûtîbas novçrtçjums

Daþos praktiskos pielietojumos tiek prasîts novçrtçt varbûtîbu, ka gadîjuma lielums

pârsniegs kâdu konkrçtu vçrtîbu. Piemçram, ilgdzîvoðanas datu analîzç, ir svarîgi novçrtçt

varbûtîbu, ka objekta dzîves ilgums pârsniegs noteiktu vçrtîbu. Tâda varbûtîba parasti

tiek uzskatîta par izdzîvoðanas varbûtîbu. Gadîjumâ, kad tiek veikta darba droðîbas kont-

role kâdâ rûpnîcâ, ir svarîgi novçrtçt, vai kaitîgo vielu iedarbîba uz strâdnieku nepârsniedz

noteiktu robeþu (parasti to nosaka darba droðîbas un veselîbas administrâcija). Ðo uzskata

par pârsniegðanas varbûtîbu. Ðâdâ gadîjumâ mçs esam ieinteresçti noteikt tieði apakðçjo

tolerances robeþu.

Pieòem, ka X ir nepârtraukts gadîjuma lielums ar sadalîjuma funkciju FX(x). Dotam

t definç izdzîvoðanas varbûtîbu St = P (X > t) = 1 − FX(t). Pieòem, ka X ir izlase no

FX , un L(X) = L(X; p) ir (p, 1 − α) apakðçjâ tolerances robeþa X sadalîjumam. Ja ir

dota apakðçjâ tolerances robeþa, tad

PX{PX(X ≥ L(X; p)|X) ≥ p} = 1− α.
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Tas ir,

PX

{
SL(X;p) ≥ p

}
= 1− α.

Ja L(X; p) ≥ t, tad acîmredzami iegûst St ≥ SL(X;p). Turklât, ja SL(X;p) ≥ p, varam

secinât, ka St ≥ p, ja L(X; p) ≥ t. Tâtad tâ ir maksimâlâ p vçrtîba, kurai L(X; p) ≥ t

dod St apakðçjo robeþu 1− α, un apzîmçjam ar pl. Tas ir,

pl = max{p : L(L; p) ≥ t}. (1.3.1)

Vispârîgi runâjot, L(X; p) ir dilstoða funkcija no p, un tâtad maksimums (1.3.1) tiek

sasniegts, kad L(X; p) = t . Tas ir, pl ir atrisinâjums vienâdîbai L(X; p) = t. Apakðçjâ

tolerances robeþa var tikt izmantota arî vienpusçjos hipotçþu testos attiecîbâ uz St. Tas

ir, ja veicam testu

H0 : St ≤ p0 un Ha : St > p0

pie lîmeòa α, tad H0 tiks noraidîta, ja (p0, 1−α) apakðçjâ tolerances robeþa ir lielâka par

t.

Augðçjâ ticamîbas robeþa pârsniegðanas varbûtîbai tiek bieþi pielietota, lai novçrtçtu

kaitîgo vielu ietekmi darba vietâ. Piemçram, ja t apzîmç kaitîgo vielu iedarbîbas kritisko

lîmeni un X apzîmç vielu ietekmes mçrvienîbu uz strâdnieku, tad pârsniegðanas varbûtîba

tiktu definçta kâ P (X > t). Ja U(X; p) ir (p, 1 − α) augðçjâ tolerances robeþa, un tâ ir

mazâka vai vienâda ar t, tad mçs varam secinât, ka P (X > t) ir mazâka par 1−p. Lîdzîgi

kâ (1.3.1), secinâm, ka, ja pu = max{p : U(X; p) ≤ t}, tad 1−pu ir 1−α augðçjâ ticamîbas

robeþa pârsniegðanas varbûtîbai. Vispârîgi runâjot, U(X; p) ir nedilstoða funkcija no p,

un pu ir atrisinâjums vienâdîbai U(X; p) = t.
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2. Tolerances intervâli normâlajam,

lognormâlajam un gamma

sadalîjumam

Normâlais sadalîjums ir visbieþâk praktiski pielietotais sadalîjums. Pirmâs publikâci-

jas par tolerances intervâlu konstruçðanu normâlajam sadalîjumam tika publicçtas 1941.

un 1942. gadâ (autors Wilks [4],[5]), 1943. gadâ (autors Wald [8]) un 1946. gadâ (au-

tori Wald un Wolfowitz [9]). Praktiskajos piemçros bieþi var sastapties ar situâciju, kad

dati neatbilst normalitâtes nosacîjumiem. Ðâda situâcija var rasties, ja tiek izmantoti,

piemçram, dzîves ilguma dati vai ienâkumu dati. Ðâdos gadîjumos tolerances intervâli

normâlajam sadalîjumam var tikt piemçroti kâdam citam sadalîjumam, ja tam ir precîza

vai vismaz tuvinâta atbilstîba normâlajam sadalîjumam. Piemçram, ja X atbilst lognor-

mâlajam sadalîjumam, tad ln(X) atbilst normâlajam sadalîjumam. Ja X atbilst gamma

sadalîjumam, tad X
1
3 tuvinâti atbilst normâlajam sadalîjumam.

2.1. Vienpusçjâs tolerances robeþas normâli sadalîtai

populâcijai

Pieòem, ka X1, . . . , Xn ir izlase no N(µ, σ2) populâcijas ar nezinâmu vidçjo vçrtîbu µ

un nezinâmu dispersiju σ2. Izlases vidçjâ vçrtîba X̄ un izlases dispersija S2 ir definçtas

sekojoði

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi un S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2. (2.1.1)
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Ar zp apzîmç p kvantili standarta normâlajam sadalîjumam. Tad p-tâ kvantile noN(µ, σ2)

ir formâ

qp = µ+ zpσ.

1 − α augðçjâ ticamîbas robeþa kvantilei qp ir (p, 1 − α) vienpusçjâ augðçjâ tolerances

robeþa normâli sadalîtai populâcijai. Parasti praksç tiek prasîta augðçjâ robeþa kvantilei

qp, ja p > 0.5, bet apakðçjâ robeþa, ja p < 0.5.

Klasiskâ pieeja[6]

Pieòemsim, ka (p, 1−α) augðçjâ tolerances robeþa ir formâ X̄+k1S, kur S - standart-

novirze. Faktors k1 tiek saukts par tolerances faktoru, to nosaka tâ, ka vismaz proporcija

p no populâcijas mçrîjumiem ir mazâka par X̄ + k1S ar ticamîbu 1− α. Tas ir,

PX̄, S{P (X < X̄ + k1S|X̄, S) > p} = 1− α, (2.1.2)

kur X ∼ N(µ, σ2). Tad Z = X−µ
σ
∼ N(0, 1), Zn = X̄−µ

σ
∼ N(0, 1

n
), U2 = S2

σ2 ∼
χ2
n−1

n−1
, kur

χ2
m apzîmç hî-kvadrâta gadîjuma lielumu ar m brîvîbas pakâpçm, (2.1.2) var pierakstît

sekojoði

PZn, U{P (Z < Zn + k1U |Zn, U) > p} = PZn, U{Φ(Zn + k1U) > p} = 1− α. (2.1.3)

Tâ kâ Zn ∼ N(0, 1
n
) neatkarîgi no U2 ∼ χ2

n−1

n−1
, var pielietot rezultâtu (A0.2), kur c =

1
n
, γ = 1− α unm = n− 1, lai iegûtu

k1 =
1√
n
tn−1;1−α(zp

√
n), (2.1.4)

kur tm,1−α(δ) apzîmç 1−α kvantili necentrâlajam t sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm m,

un ar necentralitâtes parametru δ. Visbeidzot, (p, 1−α) augðçjâ tolerances robeþa ir dota

ar

X̄ + k1S = X̄ + tn−1;1−α(zp
√
n)

S√
n
. (2.1.5)

Tas pats faktors k1 var tikt izmantots, lai iegûtu (p, 1 − α) apakðçjo tolerances robeþu,

kas dota ar X̄ − k1S.

Izdzîvoðanas vai pârsniegðanas varbûtîbas novçrtçðana normâli sadalîtai

populâcijai[6]

Pieòemsim, ka 1−α apakðçjâ ticamîbas robeþa izdzîvoðanas varbûtîbai St = P (X > t),

kur X ir normâli sadalîts gadîjuma lielums un t ir dots skaitlis (tâ iegûðanu skatît
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pielikumâ A). Vçrsîsim îpaðu uzmanîbu uz to, ka 1 − α apakðçjâ ticamîbas robeþa var-

bûtîbai St ir atrisinâjums (attiecîbâ uz p) vienâdojumam

tn−1;1−α(zp
√
n) =

X̄ − t
S/
√
n
. (2.1.6)

Pie dota izlases lieluma, p, 1 − α, X̄, S un t, vçrtîba p, kurai atbilst nosacîjums

(2.1.6) var tikt iegûta, pirmkârt, risinot zp
√
n un tad, risinot rezultçjoðo p vienâdojumu.

Lielums St tiek uzskatîts par pârsniegðanas varbûtîbu, tâ kâ tâ ir vienkârði varbûtîba, ka

X pârsniegs noteikto vçrtîbu t.

2.2. Divpusçjie tolerances intervâli normâli sadalîtai

populâcijai

Tiek uzskatîts, ka kâds objekts ir piemçrots paredzçtajam mçríim, ja ar to saistîtie

mçrîjumi atrodas intervâlâ (Ll, Lu), kur Ll un Lu ir kâda specifiski noteikta apakðçjâ

un augðçjâ robeþa. Vispârîgi runâjot, tehniskiem raþojumiem tiek prasîts, lai tie atbilstu

kâdiem specifiskiem nosacîjumiem. Ja vairâkums no objektiem (teiksim, proporcija p) lielâ

mçrâ atbilst noteiktajai prasîbai, tad ðie objekti tiek akceptçti. Ðî vairâkuma atbilstîba

var tikt noteikta, izmantojot atbilstoðu divpusçjo tolerances intervâlu. Piemçram, ja

(0.95, 0.99) divpusçjais tolerances intervâls ir ietverts (Ll, Lu), tad liela daïa tiks akceptçta.

Tas ir tâdçï, ka vismaz 95% no ðiem objektiem jeb produktiem iekrît tolerances intervâlâ

ar ticamîbu ne mazâku kâ 99% , un tolerances intervâls ietilpst (Ll, Lu). Ðajâ sadaïâ

tiks aprakstîtas metodes tolerances intervâlu konstruçðanai, ka tie saturçtu ne mazâk kâ

proporciju p no normâli sadalîtas populâcijas ar ticamîbu 1− α.

Divpusçjais tolerances faktors k2 tiek noteikts tâ, lai intervâls X̄±k2S saturçtu vismaz

proporciju p no normâli sadalîtas populâcijas ar ticamîbu 1−α. Tas ir, k2 nosaka sekojoði

PX̄,S{PX(X̄ − k2S ≤ X ≤ X̄ + k2S|X̄, S) ≥ p} = 1− α, (2.2.1)

kur X ∼ N(µ, σ2). Iekðçjâ varbûtîbas nevienâdîba var tikt izteikta kâ

PX

(X̄ − µ− k2S

σ
≤ X − µ

σ
≤ X̄ − µ+ k2S

σ

)
≥ p

⇔ Φ(Zn + k2U)− Φ(Zn − k2U) ≥ p, (2.2.2)

kur Φ apzîmç standartu normâlo kumulatîvo sadalîjuma funkciju , Zn = X̄−µ
σ
∼

N(0, 1
n
) neatkarîgi no U2 = S2

σ2 ∼ χ2
m

m
ar m = n − 1. Izmantojot (2.2.2), mçs varam
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uzrakstît (2.2.1) kâ

PZn,U(Φ(Zn + k2U)− Φ(Zn − k2U) > p) = 1− α. (2.2.3)

tagad, pielietojot rezultâtu (A0.4), kur c = 1
n
, varam redzçt, ka k2 ir atrisinâjums

integrâlajam vienâdojumam√
2n

π

∫ ∞
0

P

(
χ2
m >

mχ2
1;p(z

2)

k2
2

)
e−

1
2
nz2dz = 1− α. (2.2.4)

Izmantojot rezultâtu (A0.5) (ar c = 1
n
un γ = 1 − α), var atrast vienkârðu, bet

nosacîjumiem atbilstoðu aproksimâciju

k2 '

(
mχ2

1;p(1/n)

χm;α

2
) 1

2

, (2.2.5)

kur χ2
m;α apzîmç α kvantili Hî-kvadrâta sadalîjumam ar m brîvîbas pakâpçm, un

χ2
m;α(δ) apzîmç α kvantili hî-kvadrâta sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm m un necentral-

itâtes parametru δ.

Iegûtâ aproksimâcija ir apmierinoða pat mazâm izlasçm (apjomâ 3), p un 1 − α

pieòem vçrtîbas no kopas {0.9, 0.95, 0.99}. Lai parâdîtu ðîs aproksimâcijas precizitâti, var

aprçíinât tolerances faktorus, kas apmierina (2.2.4) (skatît pielikumâ programmas kodu)

un aproksimâcijas, kas dotas (2.2.5), un n pieòem vçrtîbas no 3 lîdz 10, p = 0.90, 0.95, 0.99

un 1 − α = 0.90, 0.95. Ðajâ tabulâ var redzçt, ka aproksimâcija ir efektîva pat mazâm

2.1. tabula Divpusçjâ tolerances faktora aproksimâcija (a) un teorçtiskais faktors (b).

1− α = 0.90

p

0.90 0.95 0.99

n a b a b a b

3 5.85 5.79 6.92 6.82 8.97 8.82

4 4.17 4.16 4.94 4.91 6.44 6.37

5 3.49 3.50 4.15 4.14 5.42 5.39

6 3.13 3.14 3.72 3.72 4.87 4.85

7 2.90 2.91 3.45 3.46 4.52 4.50

8 2.74 2.75 3.26 3.27 4.27 4.27

9 2.63 2.64 3.13 3.13 4.10 4.09

10 2.55 2.55 3.02 3.03 3.96 3.96

izlasçm. Ja n ≥ 10, tad atðíirîbas starp precîzajiem un aproksimçtajiem faktoriem retos

gadîjumos pârsniedz 0.01.
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2.3. Vienâdo astu tolerances intervâli normâlajam

sadalîjumam

Ðajâ apakðnodaïâ tiks aprakstîta metode tolerances intervâla (Il, Iu) konstruçðanai,

kas iekïautu vismaz 100p% no normâli sadalîtâs populâcijas "centra datiem" ar ticamîbu

1− α. Tas ir, intervâls (Il, Iu) tiek konstruçts, izmantojot izlasi, tâ, ka lielâkâ proporcija

no normâli sadalîtiem datiem, kas atrodas zem Il ir
1−p

2
un ka lielâkâ proporcija, kas

atrodas virs Iu ir
1−p

2
, ar ticamîbu 1−α. Intervâls tiek meklçts tâ, ka tas iekïautu intervâlu(

µ−z 1+p
2
σ, µ+z 1+p

2
σ
)
ar ticamîbu 1−α. "Dabiski"par (Il, Iu) izvçlçties (X̄−keS, X̄+keS),

kur ke tiek noteikts sekojoði

PX̄,S

(
X̄ − keS < µ− z 1+p

2
σ un µ+ z 1+p

2
σ < X̄ + keS

)
= 1− α. (2.3.1)

Pçc X̄ standartizçðanas un nosacîjumu pârkârtoðanas, varam redzçt, ka (2.3.1) ir ek-

vivalents ar

PZ,S

(
Z/
√
n+ z 1+p

2

S/σ
< ke un

Z/
√
n− z 1+p

2

S/σ
≥ −ke

)
= 1− α, (2.3.2)

kur Z =
√
n(X̄−µ)
σ

∼ N(0, 1). Pieòemsim, ka δ =
√
n× z 1+p

2
, un U2 = S2

σ2 . Izmantojot ðos

nosacîjumus, varam (2.3.2) pierakstît sekojoði

PZ,S(Z < −δ + ke
√
nU un Z > −δ − ke

√
nU) = 1− α. (2.3.3)

Ievçrosim, ka ðîs nevienâdîbas ir spçkâ tad, ja δ − ke
√
nU < −δ + ke

√
nU vai lîdzvçrtîgi

U2 > δ2

k2en
. Tâtad (2.3.3) var izteikt sekojoði

EU

[
PZ

(
δ − ke

√
nU < Z < −δ + ke

√
nU

∣∣∣∣U2 >
δ2

k2
en

)]
= 1− α, (2.3.4)

kur EU apzîmç matemâtisko cerîbu attiecîbâ pret U . Zinot, ka U2 ∼ χ2
n−1

n−1
, no (2.3.4)

seko, ka ke ir atrisinâjums integrâlvienâdojumam

1

2
n−1
2 Γ(n−1

2
)

∫ ∞
(n−1)δ2

k2en

(
2Φ

(
− δ +

ke
√
nx√

n− 1

)
− 1

)
e−x/2x

n−1
2
−1dx = 1− α, (2.3.5)

kur Φ(x) apzîmç standarta normâlo sadalîjuma funkciju. Lai iegûtu (2.3.5) no (2.3.4),

izmantojâm sakarîbu Φ(x) = 1− Φ(−x).
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2.4. Lognormâlais sadalîjums un gamma sadalîjums

2.4.1. Lognormâlais sadalîjums

Dati no lognormâlâ sadalîjuma var tikt veiksmîgi pielietoti metodçm, kas balstîtas uz

normâlo sadalîjumu, tiem tikai jâveic logaritmiskas transformâcijas.

Gadîjuma lielums Y ir lognormâli sadalîts (rakstîsim Y ∼ logN(µ, σ2)),

ja X = ln(Y ) ∼ N(µ, σ2). Varbûtîbu blîvuma funkcija no Y ir dota veidâ

f(y| µ, σ) =
1√

2π yσ
exp

[
− (ln y − µ)2

2σ2

]
, y > 0, σ > 0, −∞ < µ <∞. (2.4.1)

Y1, . . . , Yn− izlase no logN(µ, σ2) sadalîjuma. X1 = ln(Y1), . . . , Xn = ln(Yn) ir izlase

no normâlâ sadalîjuma ar vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2. Tâdejâdi, pieejas, kas bal-

stâs uz normâlo sadalîjumu, var tik viegli pielietotas, konstruçjot vienpusçjâs tolerances

robeþas, tolerances intervâlus vai vienâdo astu tolerances intervâlus, kas balstîti uz izlasi

X1, . . . , Xn. Lai to ilustrçtu, atgâdinam, ka

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi un S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

X̄+k1
S√
n
ir vienpusçjâ augðçjâ tolerances robeþa normâlajam sadalîjumam vai sadalîju-

miem, kas balstîti uz logtransformçtâm izlasçm. Tâtad, exp
(
X̄ + k1

S√
n

)
ir vienpusçjâ

augðejâ tolerances robeþa izvçlçtajai lognormâlai populâcijai. Lîdzîgi var iegût toler-

ances vai venâdastu tolerances intervâlus. Turklât, lai noteiktu izdzîvoðanas laika brîdî

t, jâatzîmç, ka P (Y > t) = P (ln(Y ) > ln(t)) = P (X > ln(t)), un rezultâti ar t aizvieto-

tu ar ln(t) var tikt izmantoti. Îpaði, ja ir jâiegûst apakðçjo ticamîbas robeþu varbûtîbai

P (Y > t).

2.4.2. Gamma sadalîjums

Ja mainîgais atbilst gamma sadalîjumam, tad ðî mainîgâ kubsakne atbilst tuvinâtajam

normâlajam sadalîjumam. Gamma sadalîjums var tikt pielietots svarîgu praktisku prob-

lçmu un uzdevumu risinâðanâ, tâdçï ðajâ nodaïâ tiks apskatîts atbilstoðais teorçtiskais

materiâls.

Gamma saistîtie sadalîjumi tiek pielietoti reìiona diennakts nokriðòu daudzuma mod-

elçðanâ, un tiek piemçroti hidroloìiskajâm datu kopâm (skatît [10], [11] un [12]). Divu
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parametru gamma tolerances robeþas tiek pielietotas monitoringa un kontroles uzdevu-

mos. Piemçram, vides monitoringâ, augðejâ tolerances robeþa bieþi tiek konstruçta, bal-

stoties uz pamatdatiem (reìionâlajiem virsçjiem ûdeòiem, pazemes ûdeòiem vai gaisa

monitoringa datiem) un tiek pielietota , lai noteiktu, vai potenciâlais piesâròojuma avots

(piemçram, izgâztuve, bîstamu materiâlu pârvadâðana, rûpnîcas u.c.) ir postoði ietekmçjis

apkârtçjo vidi (pielietojumu skatît [13]).

Normâlâ aproksimâcija Gamma sadalîjumam[6]

Blîvuma funkcija gamma sadalîjumam ar formas parametru a un mçroga parametru

b ir dota

f(y|a, b) =
1

Γ(a)ba
e−y/bya−1, y > 0, a > 0, b > 0. (2.4.2)

Alternatîvâ metode, kâ gamma sadalîjums var tikt parametrizçts ar formas parametru a

un inverso mçroga parametru r = 1/b, ko dçvç par proporcijas jeb lieluma (angïu val.

rate) parametru, ir sekojoða

g(x; a, r) =
ra

Γ(a)
xa−1e−rx, x > 0,

ja a ir pozitîvs vesels skaitlis, tad

Γ(a) = (a− 1)!.

Nav pieejama tieða metode, kâ konstruçt tolerances intervâlus gamma sadalîjumam,

bet literatûrâ tiek piedâvâti vairâki veidi, kâ to veiksmîgâk izdarît. Praktiskajos piemçros

tiks izmantota metode, kas ir netikai vienkârða pielietoðanâ, bet arî sniedz labus rezultâ-

tus. Ðî metode ir balstîta uz normâlo aproksimâciju kubsaknei no gamma sadalîju-

ma mainîgâ, ko 1931.gadâ piedâvâja autori Wilson un Hilferty (metodes pilnîgu aprak-

stu skatît [14]). Normâlâ aproksimâcija kubsaknei no Hî-kvadrâta sadalîjuma gadîjuma

lielumam, izmantojot momentu atbilstîbas metodi, tiek iegûta sekojoðâ veidâ. Pieòem, ka

Ya ir gamma(a, 1) gadîjuma lielums. Tâ kâ Ya sadalîts kâ 1
2
χ2

2a, ir jâpaskaidro momentu

atbilstîbas pieeju Hî-kvadrâta sadalîjuma mainîgâ pakâpç λ aproksimçðanai. Atzîmçjam,

ka vidçjâ vçrtîba un dispersija mainîgajam Y λ
a ir dota

µλ =
Γ(a+ λ)

Γ(a)
un σ2

λ =
Γ(a+ 2λ)

Γ(a)
− µ2

λ. (2.4.3)

λ vçrtîba ir 1
3
, kas pçc autoru uzskatiem ir vispiemçrotâkâ izvçle. Ðajâ gadîjumâ Y

1
3
a ∼

N
(
µ 1

3
, σ2

1
3

)
.
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Lai konstruçtu tolerances intervâlu sadalîjumam gamma(a, b), sâkumâ jâatzîmç, ka

Ya,b apzîmç gamma gadîjuma lielumu, un, ka Ya,b ir sadalîts kâ bYa. Wilson - Hilferty

aproksimâcija nosaka, ka lielums Y
1
3
a,b ir tuvinâts normâlajam ar vidçjo vçrtîbu un disper-

siju

µ =
b

1
3 Γ(a+ 1/3)

Γ(a)
un σ2 =

b
2
3 Γ(a+ 2/3)

Γ(a)
− µ2. (2.4.4)

Funkcionâlâs formas no µ un σ2 (kâ funkcijas no a un b), konstruçjot tolerances robeþas,

var tikt ignorçtas, pieïaujot nenozîmîgas neprecizitâtes. Ja Y1, . . . , Yn ir izlase no gamma(a, b)

sadalîjuma, tiek aplûkota transformçta izlase X1 = Y
1
3

1 , . . . , Y
1
3
n kâ izlase no normâlâ

sadalîjuma ar patvaïîgu vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2, tiek iegûts tolerances intervâls

kâ no normâlâ sadalîjuma.

Tolerances intervâli un izdzîvoðanas varbûtîba[6]

Pieòem, ka Y1, . . . , Yn ir izlase no gamma(a, b) sadalîjuma. Lai pielietotu Wilson-

Hilferty tuvinâjumu, pieòem, ka Xi = Y
1
3
i , i = 1, . . . , n. Ja U ir (p, 1 − α) tolerances

robeþa, kas balstîta uz X̄ un S2, tad U3 ir tuvinâta (p, 1 − α) augðçjâ tolerances robeþa

gamma(a, b) sadalîjumam. Atsaucoties, ka normâlajam sadalîjumam (p, 1 − α) augðçjâ

tolerances robeþa U ir dota

U = X̄ + k1S, ar k1 =
1√
n
tn−1;1−α(zp

√
n), (2.4.5)

kur zp ir p kvantile no standarta normâlâ sadalîjuma, un tm;α(δ) apzîmç α kvantili ne-

centrâlajam t sadalîjumam ar df = m un necentralitâtes parametru δ. Jâatzîmç, ka U3 ir

tuvinâta 1 − α augðejâ ticamîbas robeþa kvantilei p no gamma(a, b) sadalîjuma. Lîdzî-

gi, (p, 1 − α) apakðejâ tolerances robeþa ir arî 1 − α apakðejâ ticamîbas robeþa kvantilei

(1 − p). Tâtad, ðajâ gadîjumâ augðçjâ un apakðejâ tolerances robeþa atbilst tuvinâtâm

ticamîbas robeþâm attiecîgâm percentîlçm no gamma sadalîjuma. Ja tuvinâtâ tolerances

robeþa ir negatîva, tad robeþa tiek òemta vienâda ar nulli.

Lai iegûtu tuvinâto divpusçjo tolerances intervâlu gamma(a, b) sadalîjumam, pieòem,

ka L = X̄−k2S un U = X̄+k2S, kur k2 ir iegûts no (2.2.4), kâ arî vçrtîbas k2 var nolasît

no tabulâm vai aprçíinât pçc aproksimâcijas (2.2.5). Intervâls (L3, U3) ir (p, 1 − α)

divpusçjais tolerances intervâls gamma(a, b) sadalîjumam.

Izdzîvoðanas varbûtîbas noteikðana

Pieòemsim, ka gribam noteikt izdzîvoðanas varbûtîbu laikâ t, balstîtu uz izlasi no

dzîves ilguma datiem Y1, . . . , Yn no gamma sadalîjuma. Izdzîvoðanas varbûtîba St =
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P (Y > t) = P (Y
1
3 > t

1
3 ) = P (X > t

1
3 ), tuvinâti, kur X ir gadîjuma lielums no normâlâ

sadalîjuma, normâlâ aproksimâcijas metode var tikt pielietota, lai izdarîtu secinâjumus

par St. Patieðâm, tuvinâtâ apakðejâ ticamîbas robeþa varbûtîbai St var tikt noteikta kâ

risinâjums (attiecîbâ uz p) sekojoðai izteiksmei

tn−1;1−α(zp
√
n) =

X̄ − t 13
Sx/
√
n
, (2.4.6)

kur X̄ un S ir definçti (2.1.1). Jâatzîmç, ka vienâdojums (2.4.6) ir vienâds ar (2.1.6), ja

t aizvieto ar t
1
3 .
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3. Tolerances intervâli lineârâs

regresijas modelim

Par pamatu teorçtiskajam materiâlam òemtas grâmatas [6] un [15], kâ arî pielietotas

publikâcijas [16] un [17].

Regresiju modeïus pielieto, lai attçlotu attiecîbas starp atbildes jeb atkarîgo mainî-

go un vairâkiem neatkarîgajiem mainîgajiem jeb regresoriem. Tiek aplûkota grupa, kas

sastâv no n vienîbâm, kur ar Yi apzîmç i-to atbildes jeb atkarîgo mainîgo i-tajai vienîbai,

ar xi apzîmç atbilstoðu m × 1 regresoru vektoru. Vienkârðajâ lineârâs regresijas modelî

pieòem, ka Yi vidçjâ vçrtîba ir x′iβ, kur β ir m × 1 vektors, kas sastâv no nezinâmiem

parametriem. Ðajâ gadîjumâ tiek uzskatîts, ka Yi atbilst normâlajam sadalîjumam, ar dis-

persiju σ2. Ja Y = (Y1, Y2, . . . , Yn)′ apraksta n× 1 vektoru, kas sastâv no apsekojumiem,

un X apzîmç n × m matricu, kuras i-tâ rinda ir vienâda ar x′i, tad vienkârðo lineârâs

regresijas modeli, pieòemot, ka izpildâs normalitâtes nosacîjumi, pieraksta sekojoði

Y = Xβ + ε, ε ∼ N(0, σ2In), (3.0.1)

kur ε apzîmç kïûdu vektoru, un σ2 > 0 arî ir nezinâms parametrs, bet σ2In ir matrica,

kas sastâv no kïûdu vektoriem, kur katra kïûda atbilst normâlajam sadalîjumam. Tâ

kâ pirmais saskaitâmais ir konstante, tad X pirmâ kolonna sastâv no vieniniekiem, un

matricas X rangs R(X) = m.

Uzskata, ka Y (x) apzîmç nâkotnes novçrojumu, kas atbilst regresoru vektoram x.

Pieòem, ka

Y (x) = x′β + ε, ε ∼ N(0, σ2), (3.0.2)

kur Y (x) ir neatkarîgs no Y formulâ (3.0.1). Y (x) tolerances intervâls (p, 1 − α), pie

fiksçta m × 1 vektora x, ir intervâls, kas satur vismaz proporciju p no Y (x) sadalîjuma

ar ticamîbu 1 − α. Tolerances intervâls tiek konstruçts, izmantojot novçrojumu vektoru
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Y formulâ (3.0.1). Jâpiezîmç, ka ðajâ gadîjumâ x ir dots vektors.

Pieòemsim, ka β̂ apzîmç β novçrtçjumu, bet S2 apzîmç atlikumu vidçjo kvadrâtu

modelî (3.0.1). Lai novçrtçtu parametrus β pielietojam mazâko kvadrâtu metodi, kas

minimizç Yi kvadrâtisko kïûdu summu. Tâtad

εi = Yi − E(Yi)

apzîmç kïûdu. Ðî summa matricu veidâ

RSS = ε′ε = (Y −Xβ)′(Y −Xβ). (3.0.3)

Lai iegûtu β novçrtçjumu, apskatam RSS izvedumu

RSS = Y ′Y − β′X ′Y − Y ′Xβ + β′X ′Xβ,

tâ kâ β′X ′Y ir skalârs, tad (β′X ′Y ) = Y ′Xβ, un RSS vienkârðojas uz

RSS = Y ′Y − 2Y ′Xβ + β′X ′Xβ.

Atvasina pçc β:

δRSS

δβ
=

δ

δβ
(Y ′Y )− δ

δβ
(2(X ′Y )′β)− δ

δβ
(β′X ′Xβ)

= −2X ′Y − 2X ′Xβ

Seko, ka

β̂ = (X ′X)−1X ′Y un S2 =
(Y −Xβ̂)′(Y −Xβ̂)

n−m
, (3.0.4)

kur m ir atbilstoði β dimensija un arî rangs n×m vektoram matricâ X. Pilnîgu teorijas

izklâstu par regresiju analîzi skatît[15, 567{572 lpp.]

1951.gada publikâcijâ [16] autors Wallis prognoþu rezultâtu atainoðanai ieteica alter-

natîvu metodi - tolerances intervâlus. Ar ðîs metodes palîdzîbu nosaka apgabalu, kurâ

iekïausies noteikta populâcijas proporcija ar nepiecieðamo ticamîbas lîmeni. Tolerances

intervâli veiksmîgi tika pielietoti ASV lauksaimniecîbas ekonomiskajos aprçíinos (pieli-

etojumu skatît [17]).

Divpusçjais tolerances intervâls Y (x) sadalîjumam pieòem formu x′β̂ ± k(x)S, kur

k(x) ir tolerances faktors, kas tiek noteikts atkarîbâ no satura un ticamîbas lîmeòa

nosacîjumiem. Atsaucoties uz (3.0.2), x′β̂ varam apzîmçt ar Ŷ (x).Apzîmçsim ar C(x; β̂, S)

tolerances intervâla "saturu", pie dotiem β̂ un S. Seko, ka

C(x; β̂, S) = PY (x)

(
x′β̂ − k(x)S ≤ x′β̂ + k(x)S

∣∣∣β̂, S) , (3.0.5)
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un tolerances faktors k(x) atbilst nosacîjumam

Pβ̂,S

(
C(x; β̂, S) ≥ p

)
= 1− α. (3.0.6)

3.1. Vienpusçjie tolerances intervâli lineârajâ regre-

sijas modelî

Uzskata, ka k(x) apzîmç tolerances faktoru, ko aprçíina, lai iegûtu vienpusçjo tol-

erances intervâlu. Tas ir, x′β̂ + k(x)S ir augðçjâ tolerances robeþa un x′β̂ − k(x)S ir

apakðçjâ tolerances robeþa. Pirmkârt, jâizvçrtç faktora k(x) iegûðana, lai aprçíinâtu

vienpusçjo tolerances intervâlu Y (x) sadalîjumam, pie fiksçta x.

Tolerances intervâla saturs, pie dotiem β̂ un S

C1(x; β̂, S) = PY (x)

(
Y (x) ≤ x′β̂ + k(x)S

∣∣∣β̂, S) ,
kur faktors k(x) tiek iegûts sekojoði

Pβ̂,S

(
C1(x; β̂, S) ≥ p

)
= 1− α. (3.1.1)

Jâievçro, ka

Z =
Y (x)− x′β

σ
∼ N(0, 1), (3.1.2)

ZX =
β̂ − β
σ
∼ N(0, (X ′X)−1), (3.1.3)

U2 =
S2

σ2
∼

χ2
n−m

n−m
, (3.1.4)

kur χ2
r apzîmç centrâlo Hî-kvadrâtu gadîjuma lielumu ar r brîvîbas pakâpçm, visi

gadîjuma lielumi ir neatkarîgi. Pie ðo gadîjuma lielumu nosacîjuma, saturu var uzrakstît

sekojoði

C1(x; β̂, S) = PZ(Z ≤ x′ZX + k(x)U |ZX , U). (3.1.5)

Jâpiezîmç, ka x′ZX ∼ N(0,x′(X ′X)−1x) un uzskata, ka

d2 = x′(X ′X)−1x un V =
x′ZX
d

, (3.1.6)

kur V ∼ N(0, 1). Izmantojot ðos mainîgos, tolerances intervâla saturs var tikt izteikts

sekojoðâ veidâ

C1(x; β̂, S) = Φ(dV + k1(d)U) = C1(d;V, U), (3.1.7)
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kur Φ apzîmç standarta normâlo kumulatîvo sadalîjuma funkciju, un esam lietojuði k1(d)

pierakstu k(x) vietâ, kas k(x) atkarîgs no x tikai caur d izteiksmç (3.1.6). Apzîmçju-

mam C1(d;V, U), kas aizstâj C1(x; β̂, S), nebûtu jârada apjukumu. Izmantojot (3.1.7) un

(3.1.1), varam redzçt, ka faktors k1(d) atbilst nosacîjumiem

PV,U(Φ(dV + k1(d)U) ≥ p) = 1− α,

pielietojot X = dV ∼ N(0, d2) un Q = U2 ∼ χ2
n−m
n−m , un tad, pielietojot formulas (A0.1) un

(A0.2), iegûst

k1(d) = d× tn−m;1−α(zp/d), (3.1.8)

kur tr;γ(η) apzîmç γ kvantili necentrâlajam t sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm r un

necentralitâtes parametru η. Jâatzîmç, ka arî vienkârðajâ lineârâs regresijas modelî d2

var tikt vienkârðots:

d2 =

(
1

n
+ c2

)
, kur c2 =

(x− x̄)2∑n
i=1(xi − x̄)2

. (3.1.9)

3.2. Divpusçjie tolerances intervâli lineârajâ regresi-

jas modelî

Atsaucoties uz rezultâtiem (3.0.1) un (3.0.2),tiek pieòemts, ka divpusçjais tolerances

intervâls pieòem formu x′β̂ ± k(x)S, kur β̂ un S2 tika definçti (3.0.4). Sâkumâ nosaka

divpusçjo tolerances intervâlu Y (x) sadalîjumam pie fiksçta x.

Tolerances faktors k(x) atbilst nosacîjumam

Pβ̂,S

(
C2(x; β̂, S) ≥ p

)
= 1− α, (3.2.1)

kur C2(x; β̂, S) ir tolerances intervâla saturs, pie dotiem β̂ un S, kâ definçts formulâ

(3.0.5). Uzskata, ka Z, ZX un U definçti (3.1.2), (3.1.3) un (3.1.4). Balstoties uz ðo

mainîgo nosacîjumiem, var rakstît

C2(x; β̂, S) = PY (x)

(
x′β̂ − k(x)S ≤ Y (x) ≤ x′β̂ + k(x)S | β̂, S

)
= PZ

(
x′ZX − k(x)

S

σ
≤ Z ≤ x′ZX + k(x)

S

σ

∣∣∣∣ ZX , S)
= PZ (x′ZX − k(x)U ≤ Z ≤ x′ZX + k(x)U | ZX , U) . (3.2.2)
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Atsaucoties uz to, ka d2 = x′(X ′X)−1x, x′ZX ∼ N(0, d2) un V = x′ZX

d
∼ N(0, 1),

var vienkârðot C2(x; β̂, S) vienâdojumâ (3.2.2) sekojoðâ veidâ

C2(x; β̂, S) = PZ(dV − k2(d)U ≤ Z ≤ dV + k2(d)U | V, U)

= Φ(dV + k2(d)U)− Φ(dV − k2(d)U), (3.2.3)

kur Φ apzîmç standarta normâlo kumulatîvo funkciju, un k(x) vietâ lieto apzîmçjumu

k2(d). No vienâdojumiem (3.2.1) un (3.2.3) var redzçt, ka k2(d) jâizvçlas tâdu, lai tas

atbilstu nosacîjumam

PV,U(Φ(dV + k2(d)U)− Φ(dV − k2(d)U) ≥ p) = 1− α. (3.2.4)

Pielietojot X = dV ∼ N(0, d2) un Q = U ∼ χ2
n−m
n−m , un ievçrojot, ka X un Q ir neatkarîgi,

varam pielietot formulas (A0.1) un (A0.2). Var redzçt, ka k2(d) ir integrâlâ vienâdojuma

atrisinâjums √
2

πd2

∫ ∞
0

P

(
χ2
n−m >

(n−m)χ2
1;p(x

2)

(k2(d))

)
e−

x2

2d2 dx = 1− α. (3.2.5)

3.2.1. Aproksimâcija, balstîta uz vienpusçjo tolerances faktoru

Vienpusçjais tolerances faktors, kas pielâgots ticamîbas lîmenim, var tikt pielietots

kâ aproksimâcija faktoram, divpusçjo tolerances robeþu konstruçðanai. Aplûkojam vien-

pusçjo tolerances faktoru (3.1.8) ar ticamîbas lîmeni (1 − α
2
) kâ k2(d) aproksimâciju.

Rezultçjoðais tolerances faktors tiek apzîmçts ar k2o(d). Seko, ka

k2o(d) = d× tn−m;1−α
2
(zp/d). (3.2.6)
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4. Neparametriskie tolerances

intervâli

Ja mums ir dota izlase, kas pieder nepârtrauktai populâcijai un neatbilst parametriskam

modelim, vai atbilst parametriskam modelim, kuram ir grûti konstruçt tolerances inter-

vâlus, tad ir nepiecieðams konstruçt neparametriskos tolerances intervâlus. Mûsdienu liter-

atûrâ apskatîtâs neparametriskâs metodes tolerances intervâlu konstruçðanai galvenokârt

balstâs uz autora Wilks 1941.gada publikâciju [4].

Jebkurai fiksçta apjoma izlasei var arî neeksistçt sakârtotâs statistikas, kas atbilst

vajadzîgajiem vienpusçjo tolerances robeþu nosacîjumiem. Wilks 1941.gadâ risinâja ðo

problçmu un pieòçma, ka, ja izlase òemta no nepârtraukta sadalîjuma, tad proporcijas

sadalîjums populâcijai starp divâm sakârtotâm statistikâm ir neatkarîgs no dotâs populâ-

cijas, bet ir funkcija tikai no izvçlçtajâm statistikâm (Wilks publikâcijas tulkojumu skatît

pielikumâ). Ir nepiecieðams noteikt optimâlu izlases apjomu.

4.1. Neparametriskie tolerances intervâli sakârtotâm

statistikâm

Ðajâ nodaïâ pârsvarâ tiks pielietota teorija no grâmatas [6] un publikâcijas [4]

Neparametriskie tolerances intervâli tiek balstîti uz sakârtotâm statistikâm, un toler-

ances intervâli tiek definçti sekojoðâ veidâ. Uzskata, ka X = (X1, . . . , Xn) ir gadîjuma

izlase no nepârtraukta sadalîjuma FX(x), un X(1) < . . . < X(n) ir izlases sakârtotâs statis-

tikas. Atsaucas, ka (p, 1− α) tolerances intervâls (L(X), U(X)) ir

PX

{
PX

(
L(X) ≤ X ≤ U(X)

∣∣∣∣X) ≥ p

}
= 1− α,

kur X arî atbilst nepârtrauktajam sadalîjumam FX , kas neatkarîgs noX. Wilks rezultâts
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atïauj izvçlçties L(X) = X(r) un U(X) = X(s), r < s, un uzdevums ir noteikt r un s

vçrtîbas tâ, lai

PX(r),X(s)

{
PX

(
X(r) ≤ X ≤ X(s)

∣∣∣∣ X(r), X(s)

)
≥ p

}
= 1− α. (4.1.1)

Vienpusçjâ tolerances robeþa ir lîdzîgi definçta, balstoties uz vienu sakârtoto statistiku.

Tâlâk tiks apskatîti daþi sagatavojoði rezultâti sakârtoto statistiku sadalîjumam, kas bûs

noderîgi r un s (kas atbilst (4.1.1)) vçrtîbu atraðanai, kâ arî ir vajadzîgi vienpusçjo toler-

ances robeþu noteikðanai.

4.2. Sakârtotâs statistikas un to sadalîjumi

Pieòem, ka X1, . . . , Xn ir izlase no populâcijas ar nepârtrauktu sadalîjuma funkciju

FX(x). Uzskata, ka X(i) apzîmç i - to mazâko no X1, . . . , Xn. Sekojoði

X(1) < X(2) < . . . < X(n) (4.2.1)

ir sakârtotâs statistikas izlasei. Jâatzîmç, ka ðis sakârtojums ir unikâls, jo FX ir nepâr-

traukts sadalîjums, un varbûtîba, ka jebkuri divi gadîjuma lielumi atbilst vienai un tai

paðai vçrtîbai ir nulle. Statistika X(r) tiek saukta par r - to sakârtoto statistiku.

Tâlâk aplûko sakârtoto statistiku sadalîjumu rezultâtus, kas tiek prasîti, lai konstruçtu

tolerances robeþas.

Rezultâts 1. (Varbûtîbas integrâlâ transformâcija)

Pieòem, ka X ir gadîjuma mainîgais ar nepârtrauktu sadalîjuma funkciju FX(x).

Uzskata, ka Y = FX(X). Tad Y atbilst vienmçrîgajam sadalîjumam Y ∼ U(0, 1).

Pierâdîjums. Inversâ sadalîjuma funkcija ir definçta kâ

F−1
X (y) = inf{x : P (X ≤ x) ≥ y}, 0 < y < 1.

Sadalîjuma U(0, 1) gadîjuma mainîgais U , FU(u) = u, katram y, ja izpildâs 0 < y < 1,

PY (Y ≤ y) = PX(FX(X) ≤ y) = PX(X ≤ F−1
X (y)) = y,

tâdâ veidâ Y ∼ U(0, 1).

No ðî rezultâta izriet sekojoðais rezultâts.

24



Rezultâts 2.

Ja X1, . . . , Xn ir izlase no nepârtraukta sadalîjuma FX , tad

U1 = FX(X1), . . . , Un = FX(Xn)

ir izlase no U(0, 1) sadalîjuma. Turklât, ja X(1) < X(2) < . . . < X(n) ir sakârtotas

statistikas izlasei X1, . . . , Xn, tad

U(1) = FX(X(1)), . . . , U(n) = FX(X(n))

attiecîgi uzskata par sakârtotâm statistikâm izlasei U1, . . . , Un no sadalîjuma U(0, 1). Tas

ir, FX(X(r)) ir sadalîts kâ U(r).

Rezultâts 3. (Empîriskâ sadalîjuma funkcija)

Pieòem, ka X1, . . . , Xn ir izlase no nepârtrauktâ sadalîjuma FX . Empîriskâ sadalîjuma

funkcija ir soïu funkcija un definçta sekojoði

F̂n(x) =
skaitsXi ≤ x

n
.

Tad nF̂n(x) ∼ bin(n, FX(x)).

Pierâdîjums. Uzskata, ka Qi = 1, jaXi ≤ x, 0 pretçjâ gadîjumâ. Tâ kâXi - tie ir neatkarî-

gi un vienâdi sadalîti, Qi - tie ir neatkarîgi Bernulli gadîjuma lielumi ar " veiksmes var-

bûtîbu" FX(x). Tâdçï nF̂n(x) =
∑n

i=1Qi ∼ bin(n, FX(x)), kur ar bin(n, FX(x)) apzîmç-

jam binomiâlo sadalîjumu.

Rezultâts 4.

Uzskata, ka X(r) ir r - tâ sakârtotâ statistika n novçrojumu izlasei no nepârtraukta

sadalîjuma FX . X(r) blîvuma funkcija dota

fX(r)
(x) =

n!

(r − 1)!(n− r)!
[FX(x)]r−1[1− FX(x)]n−rfX(x), (4.2.2)

kur fX(x) ir blîvuma funkcija no X.
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Pierâdîjums. X(r) blîvuma funkcija dota

FX(r)
(x) = P (X(r) ≤ x)

= P (skaitsXi ≤ x ir vismaz r)

= P (nF̂n(x) ≥ r)

=
n∑
k=r

(
n

k

)
FX(x)k(1− FX(x))n−k

= n

(
n− 1

r − 1

)∫ FX(x)

0

tr−1(1− t)n−rdt.

Divu pçdçjo izteiksmju vienâdîba var tikt pierâdîta, integrçjot pa daïâm. Diferencçjot

pçdçjo izteiksmi pçc x, iegûst blîvuma funkciju (4.2.2).

Pieòçmums 1. Ja U(1) < . . . < U(n) ir sakârtotâs statistikas no standartnormâlâ sadalîju-

ma, tad U(r) atbilst beta(r, n− r + 1) sadalîjumam ar blîvuma funkciju

fU(r)
(u) =

1

β(r, n− r + 1)
ur−1(1− u)n−r+1−1, 0 < u < 1, (4.2.3)

kur β(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

ir beta funkcija.

Rezultâts 5.

(X(r), X(s)) kopçjâ sadalîjuma funkcija ir dota sekojoðâ veidâ

fX(r),X(s)
(x, y) =


n!

(r−1)!(s−r−1)!(n−s)! [FX(x)]r−1[FX(y)− FX(x)]s−r−1

×[1− FX(y)]n−sfX(x)fX(y), −∞ < x < y <∞,

0, x ≥ y.

(4.2.4)

Pierâdîjums. Pieòem, ka r < s tâ, ka X(r) < X(s). Kâ arî, pieòem, ka x ≥ y. Jâatzîmç,

ka X(s) ≤ y ⇒ X(r) ≤ x, tad

P (X(r) ≤ x,X(s) ≤ y) = P (X(s) ≤ y) = Fx(s)(y), x ≥ y. (4.2.5)
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Ja x < y un r < s, tad

P (X(r) ≤ x,X(s) ≤ y) = P (nF̂n(x) ≥ r, nF̂n(y) ≥ s)

=
n∑
i=r

n∑
j=s

P (nF̂n(x) = i, nF̂n(y) = j)

=
n∑
i=r

n∑
j=s

P (i− tais noX ≤ x, j − tais noX ≤ y)

=
n∑
i=r

n∑
j=s

P (i− tais noX ≤ x, x < (j − i)− tais noX) ≤ y,

n− j − tais noX ≥ y)

=
n∑
i=r

n∑
j=s

n!

i!(j − i)!(n− j)!
[F (x)]i[F (y)− F (x)]j−i

× [1− F (y)]n−j, x < y. (4.2.6)

Jâatzîmç, ka varbûtîbu izteiksme (4.2.6) ir varbûtîbas masas funkcija trinomiâlam

sadalîjumam. Ðî izteiksme var tikt pârrakstîta sekojoði

FX(r),X(s)
=

n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!

×
∫ F (x)

0

∫ F (y)

0

vr−1(t− v)s−r−1(1− t)n−sdtdv. (4.2.7)

Diferencçjot pçc (x, y), iegûstam (4.2.4)

Pielietojot ðo rezultâtu, varam redzçt, ka, ja U(r) un U(s) ir attiecîgi r - tâ un s - tâ

sakârtotâ statistika izlasei apjomâ n no sadalîjuma U(0, 1), tad

fU(r),U(s)
=

n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!
xr−1[y − x]s−r−1

× [1− y]n−s, 0 < x < y < 1. (4.2.8)

Rezultâts 6.

Pieòem, kaX ir gadîjuma lielums no binomiâlâ sadalîjuma bin(n, p), un U ir beta(k, n−

k + 1) gadîjuma lielums. Tad pie dota k

P (X ≥ k|n, p) = P (U ≤ p), k = 1, . . . , n.

Kâ arî

P (X ≤ k − 1|n, p) = P (U ≥ p), k = 1, . . . , n.
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4.3. Vienpusçjâs tolerances robeþas un pârsniegðanas

varbûtîbas

Pieòem, kaX1, . . . , Xn ir izlase no nepârtraukta sadalîjuma FX . Lai konstruçtu nepara-

metrisko (p, 1−α) apakðçjo tolerances robeþu, ir jâatrod pozitîvs vesels skaitlis k tâds, ka

PX(k)
[1− F (X(k)) ≥ p] = PX(k)

[F (X(k)) ≥ 1− p] = P (U(k) ≤ 1− p).

Varbûtîba labajâ pusç var tikt izteikta kâ

PX(k)
[1− F (X(k)) ≥ p] = PX(k)[F (X(k)) ≤ 1− p] = P (U(k) ≤ 1− p),

kur U(k) = F (X(k)) ∼ beta(k, n− k + 1). Izmantojot rezultâtu 6., varam redzçt, ka

P (U(k) ≤ 1− p) = 1− P (U(k) ≥ 1− p)

= 1− P (Y ≤ k − 1|n, 1− p)

= P (Y ≥ k|n, 1− p)

= P (n− Y ≤ n− k|n, 1− p)

= P (W ≤ n− k|n, p), (4.3.1)

kur Y ir bin(n, 1−p) gadîjuma lielums, unW = n−Y ir bin(n, p) gadîjuma lielums. Tad,

ja k ir lielâkais veselais skaitlis, kuram

P (Y ≥ k|n, 1− p) ≥ 1− α, (4.3.2)

tad X(k) ir vajadzîgâ (p, 1− α) apakðçjâ tolerances robeþa.

Lai konstruçtu (p, 1 − α) augðçjo tolerances robeþu, ir jâatrod pozitîvs vesels skaitlis

m tâds, ka

PX(m)
[PX(X ≤ X(m)|X(m)) ≥ p] = 1− α.

Turpinot lîdzîgi kâ, meklçjot apakðçjo tolerances robeþu, var parâdît, ka X(n−k+1) ir (p, 1−

α) augðçjâ tolerances robeþa, kur k ir lielâkais veselais skaitlis, kas atbilst nosacîjumam

(4.3.2).

Apakðejâs robeþas pârsniegðanas varbûtîbai

Nepârtrauktam gadîjuma lielumam X gribam novçrtçt P (X > t), kur t ir noteikts

skaitlis. Ja t ≤ X(n), tad P (X > t) apakðçjâ robeþa 1− α var tikt iegûta sekojoðâ veidâ.
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Pieòem, ka X(r) ir mazâkâ sakârtotâ statistika , kas ir lielâka par t. Pieòem, ka p ir tâds,

ka X(r) ir (p, 1− α) apakðejâ tolerances robeþa. Tâ kâ t < X(r) ,

P (X > t) ≥ p

at varbûtîbu vismaz 1 − α. Tâdçï mums ir jâatrod tâdu vçrtîbu p, ka X(r) ir (p, 1 − α)

apakðçjâ tolerances robeþa sadalîjumam X. Pçc (4.3.1) redzam, ka p tiek noteikts tâ, ka

P (W ≤ n− r|n, p) ≥ 1− α⇔ P (U > p|n− r + 1, r) ≥ 1− α, (4.3.3)

kur W ir bin(n, p) gadîjuma lielums, un U ir beta(n− r + 1, r) gadîjuma lielums. (4.3.3)

tika iegûts izmantojot Wilks rezultâtu. Tâtad p ir dots kâ beta(α;n− r+ 1, r), α kvantile

no beta(n − r + 1, r) sadalîjuma. Tas ir, 1 − α apakðejâ P (X > t) tolerances robeþa

P (X > t) ir beta(α;n− r + 1, r).

4.4. Tolerances intervâli

Lai konstruçtu (p, 1−α) neparametrisko tolerances intervâlu nepârtrauktam sadalîju-

mam, ir jânosaka sakârtoto statistiku pâris X(r) un X(s), kur r < s, tâds, ka intervâls

(X(r), X(s)) saturçtu vismaz populâcijas proporciju p ar ticamîbu 1−α. Ir jânosaka vçrtîbas

r < s, ka

PX(r),X(s)

{
PX [X(r) ≤ X ≤ X(s)|X(r), X(s)] ≥ p

}
= 1− α. (4.4.1)

Tâdçï, ka r un s ir veseli skaitïi, tos ir jânosaka tâ, ka r − s ir minimums, un pârklâjuma

varbûtîba ir vismaz 1− α, un ir pçc iespçjas tuvâk 1− α. Jâatzîmç, ka iekðejâ varbûtîba

ir

PX [X(r) ≤ X ≤ X(s)] = F (X(s))− F (X(r)).

Tâtad varam pârrakstît (4.4.1) kâ

PX(r),X(s)

{
F (X(s))− F (X(r)) ≥ p

}
= 1− α, (4.4.2)

vai ekvivalenti

PU(r),U(s)

{
U(s) − U(r) ≥ p

}
= 1− α. (4.4.3)

U(s) − U(r) blîvuma funkcija var tikt noteikta no U(r) un U(s) kopçjâs blîvuma funkcijas

izteiksmç (4.2.8). Pieòem, ka u = y−x un v = y tâ, ka inversâ transformâcija ir x = v−u
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un y = v, 0 < u < v < 1. Transformâcijas jakobiâns ir viens, ja sâkumâ atvasina pçc v.

Pielietojot ðos rezultâtus (4.2.8), iegûstam

fU,V (u, v) = c(v − u)r−1us−r−1(1− v)n−s, 0 < u < v < 1,

kur c = n!
(r−1)!(s−r−1)!(n−s)! , kas ir konstants nosacîjums izteiksmç (4.2.8). Robeþu blîvuma

funkcija no U = U(s) − U(r) ir dota

fU(u) = cus−r−1

∫ 1

u

(v − u)r−1(1− v)n−sdv.

Ðî ir beta funkcija. Lai to parâdîtu, pieòem, ka v − u = t(1 − u), 0 < t < 1. Tas sevî

ietver arî (1− v) = (1− u)− t(1− u) = (1− u)(1− t). Kâ arî dv = (1− u)dt. Ðo jauno

mainîgo ietvaros, varam pârrakstît blîvuma funkciju sekojoða veidâ

fU(u) = cus−r−1

∫ 1

0

(1− u)r−1tr−1(1− u)n−s(1− t)n−s(1− u)dt

= cus−r−1(1− u)n−s+r
∫ 1

0

(1− t)n−sdt.

Jâatzîmç, ka
∫ 1

0
tr−1(1− t)n−sdt = β(r, n−s+1) = Γ(r)Γ(n−s+1)

Γ(n−s+r+1).
Aizvietojot ar ðo izteiksmi

daïu no iekpriekðçjâs izteiksmes, iegûstam

fU(u) =
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!
us−r−1(1− u)n−s+r

(r − 1)!(n− s)!
(n− s+ r)!

=
1

β(s− r, n− s+ r + 1)
us−r−1(1− u)n−s+r, 0 < u < 1. (4.4.4)

Tâtad U = U(s) − U(r) ir sadalîts kâ beta gadîjuma lielums ar parametriem s − r un

n− s+ r + 1. Pielietojot (4.3.1), var secinât, ka

PU(r),U(s)

{
U(s) − U(r) ≥ p

}
= P (X ≤ s− r − 1), (4.4.5)

kur X ∼ bin(n, p). Jâatzîmç, ka (4.4.5) atkarîgs tikai no starpîbas s− r, bet nav atkarîgs

no s un r vçrtîbas. Pieòem, ka k = s− r ir mazâkâ vçrtîba, kurai

P (X ≤ s− r − 1) ≥ 1− α. (4.4.6)

Tad jebkurð intervâls (X(r), X(s)) ir (p, 1−α) tolerances intervâls, balstîts uz 1 ≤ r < s ≤ n

un s− r = k.

Ir ierasti pielietot s = n− r+ 1 tâ, ka (X(r), X(n−r+1)) ir (p, 1−α) tolerances intervâls

(skatît Wilks publikâcijas tulkojumu pielikumâ). Autors Wilks atsaucas uz ðo intervâlu
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kâ noðíeltâs izlases apgabalu, jo tas ir veidots ar r - to mazâko un r - to lielâko novçro-

jumu no izlases ar apjomu n. Ir iespçjams arî îsâks intervâls, ja mçs neòemam vçrâ ðo

nosacîjumu. Piemçram, ja n = 38 un (p, 1 − α) = (0.80, 0.90), îsâkais intervâls formâ

(X(r), X(n−r+1)), kas atbilst varbûtîbas prasîbâm (4.4.6), ir (X(2), X(37)) ar pârklâjuma

varbûtîbu 0.9613. Var pârbaudît, ka (X(2), X(36)) arî ir (p, 1−α) = (0.80, 0.90) tolerances

intervâls ar pârklâjuma varbûtîbu 0.9014. Lîdzîgi, kad n = 69 un (p, 1−α) = (0.80, 0.99),

vienîgais îsâkais intervâls (X(r), X(n−r+1)), kas atbilst nosacîjumam (4.4.6) ir (X(3), X(67))

ar pârklâjuma varbûtîbu 0.9968, kamçr (X(3), X(66)) ir ar pârklâjuma varbûtîbu 0.9908.

4.5. Ticamîbas intervâli populâcijas kvantilçm

Pieòem, ka kp apzîmç p kvantili nepârtrauktam sadalîjumam FX , un X(1), . . . , X(n)

ir sakârtoto statistiku kopums no FX . Gadîjumâ, kad 0 < p < 1, pieòem, ka r = np,

ja np ir vesels skaitlis, un r = [np] pretçjâ gadîjumâ, kur [x] ir lielâkais veselais skaitlis,

kas nepârsniedz x. Sakârtotâ statistika X(r) ir izlases p - tâ kvantile, kas ir punkta kp

novçrtçjums.

Lai konstruçtu 1−α ticamîbas intervâlu kvantilei kp, kas balstîts uz sakârtotâm statis-

tikâm, ir jânosaka r un s, r < s, vçrtîbas, lai izpildâs P (X(r) ≤ kp ≤ X(s)) = 1 − α.

Jâpiezîmç, ka notikums X(r) ≤ kp ≤ X(s) ir ekvivalents ar "skaits Xi < kp ir vismaz r un

ne vairâk kâ s− 1." Izmantojot ðo attiecîbu, varam redzçt, ka

P (X(r) ≤ kp ≤ X(s)) = P (r ≤ nF̂n(kp) ≤ s− 1)

=
s−1∑
i=r

(
n

i

)
[F (kp)

i][1− F (kp)]
n−i

=
s−1∑
i=r

(
n

i

)
pi[1− p]n−i, joF (kp) = p

= 1− α. (4.5.1)

Tâtad (X(r), X(s)) ir 1−α ticamîbas intervâls kvantilei kp, kur r un s atbilst nosacîjumam

(4.5.1) un starpîba s − r ir pçc iespçjas mazâka. Dotiem n un 1 − α, var arî neeksistçt

tâdi r un s, ka P (X(r) ≤ kp ≤ X(s)) ≥ 1− α.

Atsaucamies uz to, ka 1− α vienpusçjâ ticamîbas robeþa kvantilei kp ir arî (p, 1− α)

vienpusçjâ tolerances robeþa sadalîjumam FX . Sakârtotâ statistika X(k), kur k ir iegûts
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no (4.3.2), ir 1−α apakðçjâ ticamîbas robeþa kvantilei k1−p, un X(n−k+1) ir 1−α augðçjâ

ticamîbas robeþa kvantilei kp.

4.6. Izlases apjoma noteikðana

Jebkurai fiksçta apjoma izlasei var neeksistçt sakârtotâ statistika, kas dotu vajadzîgo

(p, 1−α) tolerances intervâlu. Pie dotiem p un 1−α ir svarîgi noteikt tâdu izlases apjomu,

kuram eksistçtu nepiecieðamâs sakârtotâs statistikas, tolerances intervâla noteikðanai.

Izlases apjoms tolerances intervâliem formâ (X(1), X(n))

Sâkumâ nosakam izlases apjomu n tâ, lai (X(1), X(n)) saturçtu vismaz populâcijas

proporciju p ar ticamîbas lîmeni 1− α. Tâtad

PX(1),X(n)

{
PX [X(1) ≤ X ≤ X(n)|X(1), X(n)] ≥ p

}
= 1− α. (4.6.1)

Ievietojot s = n un r = 1 izteiksmç (4.4.6), varam redzçt ka izteiksmes (4.6.1) prasîbas

vienkârðojas uz

P (X ≤ n− 2) ≥ 1− α⇔ (n− 1)pn − npn−1 + 1 ≥ 1− α, (4.6.2)

kur X ir bin(n, p) gadîjuma lielums. Pieòem, ka n0 ir mazâkâ n vçrtîba, kas atbilst

nosacîjumam (4.6.2). Tad, mazâkâ sakârtotâ statistika X(1) un lielâkâ sakârtotâ statistika

X(n0) no izlases ar apjomu n0, veido (p, 1 − α) tolerances intervâlu. Turklât, jebkuram

izlases apjomam n ≥ n0, eksistç vismaz viens sakârtoto statistiku pâris, kas veido (p, 1−α)

tolerances intervâlu.

Apskatîsim vienpusçjâs augðejâs tolerances robeþas gadîjumu (kas ir arî vienpusçjâ

augðejâ ticamîbas robeþa kvantilei kp). Ðo tolerances robeþu var noteikt, atrodot mazâko

n vçrtîbu

P (kp < X(n)) ≥ 1− α.

Pielietojot (4.5.1), kad r = 0 un s = n, varam redzçt, ka

P (kp < X(n)) =
n−1∑
i=0

(
n

i

)
pi[1− p]n−i = 1− pn. (4.6.3)

X(n) ir (p, 1−α) augðejâ tolerances robeþa, kad izlases apjoms n ir mazâkâ vçrtîba, kurai

1− pn ≥ 1− α vai n ≥ ln(α)

ln(p)
.
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Lai nodroðinâtu pârklâjuma varbûtîbu, izvçlamies n =
[
ln(α)
ln(p)

]
+
, kur [x]+ ir mazâkais

veselais skaitlis, kas ir lielâks vai vienâds ar x. Arî, izvçloties ðâdu n, X(1) ir mazâkâ

sakârtotâ statistika izlasç ar apjomu n un ir (p, 1 − α) apakðçjâ tolerances robeþa, vai

ekvivalenti, X(1) ir 1− α apakðçjâ ticamîbas robeþa kvantilei k1−p.

Jâpiezîmç, ka izlases apjoma diskrçtuma dçï, îstâ pârklâjuma varbûtîba var bût nedaudz

lielâkâ par ticamîbas lîmeni 1− α. Piemçram, kad p = 0.90 un 1− α = 0.90, vajadzîgais

izlases apjoms divpusçjam tolerances intervâlam ir 38. Aizvietojot n ar 38 un p ar 0.90

izteiksmç (4.6.2), iegûstam îsto pârklâjuma varbûtîbu 0.9047.

Vçrtîbas n dotas tabulâ 4.1. tâdâ veidâ, ka ekstremâlâs sakârtoto statistiku vçrtîbas

veido (p, 1−α) vienpusçjâs tolerances robeþas, kâ arî tâdas n vçrtîbas, ka (X(1), X(n)) veido

(p, 1 − α) divpusçjo tolerances intervâlu. Piemçram, ja izlase sastâv no 5 novçrojumiem

no FX , tad intervâls (X(1), X(5)) saturçs vismaz 50% no populâcijas ar ticamîbu 0.80. Ja

dota izlase no 459 vçrtîbâm, tad vismaz 99% no populâcijas vçrtîbâm pârsniegs X(1) ar

ticamîbu 0.99.

Izlases apjoms tolerances intervâliem formâ (X(r), X(s))

Kâ pieminçts agrâk, sakârtoto statistiku pârim, lai veidotu (p, 1−α) tolerances inter-

vâlu, izlases apjomam n ir jâatbilst nosacîjumam

(n− 1)pn − npn−1 + 1 ≥ 1− α. (4.6.4)

Ja n0 ir mazâkâ n vçrtîba, kas atbilst (4.6.4), tad (X(1), X(n0)) ir (p, 1 − α) tolerances

intervâls. Turklât, dotiem (p, 1 − α) un n ≥ n0, eksistç sakârtoto statistiku pâris, kas

veido (p, 1−α) tolerances intervâlu. Tâtad, mçríis ir atrast tâdu mazâko izlases apjomu,

ka sakârtoto statistiku pâris veido tolerances intervâlu, un jebkuram n, kas lielâks par ðo

mazâko vçrtîbu, nosaka sakârtoto statistiku pâri, kas veido (p, 1−α) tolerances intervâlu

ar pârklâjuma varbûtîbu, kas stipri nepârniedz 1− α.

Dotam m izlases apjoms n tiek aprçíinâts kâ mazâkâ vçrtîba, kas atbilst nosacîjumam

P (X ≤ n−m− 1|n, p) ≥ 1− α. (4.6.5)

Jebkurð sakârtoto statistiku pâris, teiksim, X(l) un X(o) veido (p, 1− α) tolerances inter-

vâlu ar nosacîjumu l − o = n − m. Turklât,
(
X(m

2
), X(n−m

2
)

)
- ja m ir pâra skaitlis, un(

X(m+1
2

), X(n−m+1
2

+1)

)
- ja m ir nepâra skaitlis, ir (p, 1 − α) tolerances intervâli. Acîm-

redzami, ka izlases apjoms n, kas iegûts (4.6.5), ir atkarîgs no m. Jâatzîmç, ka dotam

(p, 1 − α), ja nm1 ir izlases apjoms, kas iegûts, kad m = m1 un nm1+1 ir izlases apjoms
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4.1. tabula: n vçrtîbas, ka (a) (X(1), X(n)) ir divpusçjais tolerances intervâls, (b) X(1) ir

(p, 1−α) vienpusçjâ apakðejâ robeþa, vai ekvivalenti X(n) ir (p, 1−α) vienpusçjâ augðejâ

robeþa.
Intervâla 1− α

p veids 0.80 0.90 0.95 0.99

0.50 vienpusçjs 3 4 5 7

divpusçjs 5 7 8 11

0.75 vienpusçjs 6 9 11 17

divpusçjs 11 15 18 24

0.80 vienpusçjs 8 11 14 21

divpusçjs 14 18 22 31

0.90 vienpusçjs 16 22 29 44

divpusçjs 29 38 46 64

0.95 vienpusçjs 32 45 59 90

divpusçjs 59 77 93 130

0.99 vienpusçjs 161 230 299 459

divpusçjs 299 388 473 662

m = m1 + 1, tad
(
X(m1), X(n∗)

)
ir (p, 1− α) tolerances intervâls jebkuram n∗, kas atbilst

nm1 ≤ n∗ < nm1+1.

Izlases apjoms vienpusçjâm tolerances robeþâm

Lai konstruçtu (p, 1 − α) vienpusçjo apakðçjo tolerances robeþu, ir jâatrod pozitîvs

vesels skaitlis, ka

PX(k)

(
PX(X ≥ X(k)|X(k)) ≥ p

)
= 1− α

Kâ pieminçts iepriekð, varbûtîbas prasîbas vienkârðojas uz

P (X ≤ n− (k − 1)− 1|n, p) ≥ 1− α, (4.6.6)

kur X ∼ binom(n, p). Ja m atbilst nosacîjumam (4.6.5), tad k − 1 = m jeb k = m + 1

atbilst (4.6.6). Interesants fakts ir tas, ja (X(m), X(n)) ir (p, 1−α) tolerances intervâls, tad

X(m+1) ir (p, 1−α) vienpusçjâ apakðçjâ robeþa un X(n−m) ir (p, 1−α) vienpusçjâ augðçjâ

tolerances robeþa.
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5. Praktiskais pielietojums

Piemçrs 1. Piesâròojuma lîmeòa novçrtçðana.

Vienpusçjâs tolerances robeþas parasti tiek lietotas, lai novçrtçtu piesâròojuma lîmeni

darba vietâ vai kâdâ reìionâ. Ðajâ piemçrâ novçrtçsim svina lîmeni gaisâ. Tabulâ 5.1.

attçloti svina lîmeòi gaisâ, kas apkopoti Nacionâlajâ darba droðîbas un veselîbas institûta

laboratorijâ, veselîbas riska novçrtçðanai [6]. Ðie lîmeòi tika noteikti 15 pçc iespçjas

daþâdâkâs kâdas laboratorijas vietâs.

5.1. tabula :Svina lîmenis gaisâ(µ/m3)

Oriìinâlie dati 200 120 15 7 8 6 48 61

380 80 29 1000 350 1400 110

Logtransformçtie dati 5.298 4.788 2.708 1.946 2.079 1.792 3.871 4.111

5.940 4.382 3.367 6.908 5.858 7.244 4.700

1. Datu normalitâtes pârbaude:

Normâlais sadalîjums labi atbilst logtransformçtiem svina lîmeòiem, bet pirms tam

jâveic datu normalitâtes pârbaudi. Ðajâ piemçrâ izmantosim Lilliefors(Kolmogorova

- Smirnova) normalitâtes testu. Ðis tests ir Kolmogorova - Smirnova tests saliktai

hipotçzei par normalitâti. Testa aprakstu skatît [18]. Izvirzam hipotçzi:

H0 : X ∼ N(µ, σ2) un H1 : X � N(µ, σ2).

Tiek pielietota programmâ R iebûvçtâ komanda lillie.test. Rezultâtâ iegûstam, ka

p - vçrtîba ir vienâda ar 0.9416, tâtad nav pamata noraidît nulles hipotçzi, jo ðî

vçrtîba ir lielâka par jebkuru no α vçrtîbâm 0.01, 0.05 vai 0.1.

2. Augðçjâ tolerances robeþa:

Sâkumâ apreíinâjâm augðçjo tolerances robeþu balstîtu uz logtransformçtiem datiem,

lai novçrtçtu maksimâlo svina lîmeni laboratorijâ. Aprçíini tika veikti, izmantojot
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programmu R (programmas kods pielikumâ). Izlases vidçjâ vçrtîba un standart-

novirze logtransformçtiem datiem ir sekojoða: X̄ = 4.333 un S = 1.739. (0.95, 0.90)

augðçjâ tolerances robeþa svina lîmenim gaisâ (skatît (2.1.5)) ir X̄ + k1S = 4.333 +

2.329(1.739) = 8.383. Tolerances faktoru k1 = 2.329 aprçíinâm pçc formulas (2.1.4).

Tâtad, exp(8.383) = 4376.39 ir (0.95, 0.90) augðçjâ tolerances robeþa svina lîmeòiem

gaisâ. Darba droðîbas un veselîbas administrâcijas noteiktâ robeþa svina lîmenim

gaisâ ir 50µg/m3. Darba vieta tiek uzskatîta par droðu, ja augðçjâ tolerances robeþa

nepârsniedz ðo noteikto robeþu. Acîmredzami, ka augðçjâ robeþa 4376.39 to stipri

pârsniedz, tâtad nevar uzskatît, ka darba vieta ir droða.

3. Rezultâta pârbaude:

Lai pârliecinâtos, ka augðçjâ tolerances robeþa ir aprçíinâta korekti, pielietosim pro-

grammâ R iebûvçto paketi tolerance. Ðî pakete sniedz iespçju aprçíinât tolerances

intervâlus un tolerances robeþas datiem, kas atbilst normâlajam sadalîjumam, kâ

arî lognormâlajam sadalîjumam. Pielietojot abus aprçíinu paòçmienus, iegûstam

rezultâtus, ko apkopojam tabulâ 5.2.. Varam secinât, ka rezultâti sakrît.

5.2. tabula Tolerances robeþas normâlajam un lognormâlajam sadalîjumam

Sadalîjums α p X̄ Apakðçjâ robeþa Augðçjâ robeþa

Normâlais 0.1 0.95 4.332862 0.2817462 8.383979

Lognormâlais 0.1 0.95 76.16198 1.325442 4376.386

4. Neparametriskâ metode:

Teorçtiskajâ materiâlâ tika aprakstîta metode neparametrisko tolerances intervâlu

konstruçðanai, kas balstîta uz autora Wilks publikâciju. Programmas R paketes

tolerance iebûvçtâ komanda nptol.reg sniedz iespçju aprçíinât tolerances robeþas

un intervâlus neparametriski, turklât automâtiski atsaucoties uz Wilks metodi.

Aprçíinâsim augðçjo neparametrisko tolerances robeþu svina lîmeòa datiem. Aprçíinot

ðo robeþu sâkotnçjiem datiem, iegûst robeþas vçrtîbu 1400, kas ir lielâkâ vçrtîba ða-

jâ izlasç. Augðçjâ neparametriskâ tolerances robeþa logtransformçtajiem datiem ir

7.24423, kas arî ðajâ gadîjumâ ir lielâkâ ðo datu vçrtîba. Pârbaudîsim, vai izlases

apjoms atbilst nosacîjumam (4.6.4). Tâtad jâizpildâs

(n− 1)pn − npn−1 + 1 ≥ 1− α,
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kad n = 15 un 1 − α = 0.9. Iegûstam rezultâtu 0.17095 � 0.9, tâtad ðoreiz izlases

apjoms neatbilst nosacîjumiem, un nevar pieòemt, ka neparametriskâs tolerances

robeþas aprçíinâtas korekti. Paeksperimentçjot ar p, ieguvâm, ka pie vçrtîbas p =

0.8 vçlamais rezultâts netika sasniegts 0.83287 � 0.9, bet pie p = 0.75 tika uzrâdîts

apmierinoðs rezultâts 0.91982 ≥ 0.9. Ievietojam jauno p iebûvçtajâs komandâs.

Rezultâtâ secinâm, ka ar ticamîbu 90% var apgalvot, ka vismaz p = 0.75 nepârniegs

izlases vçrtîbu 1000.

5. Pârsniegðanas varbûtîba:

Lai novçrtçtu varbûtîbu, ka svina lîmenis nejauði izvçlçtâ vietâ pârsniedz noteik-

to robeþu, aprçíinâsim 95% apakðçjo ticamîbas robeþu pârsniegðanas varbûtîbai

P (X > R) = P (X > 50). Izmantojot (1.1.3), meklçjam (p, 0.95) apakðçjo toler-

ances robeþu vienâdu ar ln(50), un p atrisinâjumu. Tas ir, 95% apakðçjâ tolerances

robeþa varbûtîbai P (X > 50) ir atrisinâjums vienâdojumam

X̄ − 1√
n
tn−1;0.95(zp

√
n)S = 4.333− 1√

15
t14;0.95(zp

√
15)× 1.739 = ln(50).

Lai atrisinâtu ðo vienâdojumu, pirmkârt, nosakam t14;0.95(zp
√

15) = 0.9376. Tâlâk

aprçíinâm zp
√

15 = −0.7486 jeb p = 0.423. Tâtad, P (X > 50) vismaz izlases daïa

apjomâ 0.423 ar ticamîbu 0.95.

Piemçrs 2. Uzpildes maðînu monitorings.

Maðînai ir uzlikts iepildît plastmasas pudelç litru piena. Maiòas beigâs tika atlasîta

izlase no 20 pudelçm, un tika smalki izmçrîts katras pudeles piena daudzums. Ðie mçrîjumi

doti tabulâ 5.3.

5.3. tabula :Piena daudzums pudelçs (litros)

0.968 0.982 1.030 1.003 1.046 1.020 0.997 1.010 1.027 1.010

0.973 1.000 1.044 0.995 1.020 0.993 0.984 0.981 0.997 0.992

1. Datu normalitâtes pârbaude:

Lai pârliecinâtos, ka varam pielietot formulas, kas atbilst normâlajam sadalîjumam,

ir jâpârbauda datu normalitâte. Ðâdiem uzdevumiem ir paredzçti normalitçtes testi.
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Ðajâ piemçrâ izmantosim Lilliefors(Kolmogorova - Smirnova) normalitâtes testu.

Izvirzam hipotçzi:

H0 : X ∼ N(µ, σ2) un H1 : X � N(µ, σ2).

Rezultâtâ iegûstam, ka p - vçrtîba ir vienâda ar 0.6668, tâtad nav pamata noraidît

nulles hipotçzi, jo ðî vçrtîba ir lielâka par jebkuru no α vçrtîbâm 0.01, 0.05 vai 0.1.

2. Tolerances intervâls:

Lai novçrtçtu uzpildes maðînas precizitâti, aprçíinâsim divpusçjo tolerances inter-

vâlu, izmantojot dotâs tabulas datus. Izlases vidçjâ vçrtîba X̄ = 1.0036 un stan-

dartnovirze S = 0.0221. Izmantojot ðos lielumus, aprçíinâsim (0.99, 0.95) divpusçjo

tolerances intervâlu. Ðim nolûkam ar programmas R palîdzîbu tika aprçíinâta tol-

erances faktora k2 aproksimâcija, kas atbilst nosacîjumam (2.2.5).

Iegûstam, ka k2 = 3.615, pie nosacîjumiem (n = 20, p = 0.99, 1− α = 0.95). Toler-

ances intervâls X̄±k2S = 1.0036±3.615(0.0221) = 1.0036±0.07989. Tâtad, vismaz

99% pudeïu ir piepildîtas ar piena apjomu, kas ir robeþâs no 0.9237 lîdz 1.0835

litriem ar ticamîbu 0.95.

3. Rezultâtu pârbaude:

Iegûtos rezultâtus pârbaudam ar iebûvçtâs komandas normtol.int palîdzîbu. Iegûtie

rezultâti redzami tabulâ 5.4., var secinât, ka ir vçrojamas minimâlas atðíirîbas.

5.4. tabula Tolerances intervâls normâlajam sadalîjumam piena datiem

Sadalîjums α p X̄ Tolerances intervâls

Normâlais 0.05 0.99 1.0036 (0.923346, 1.083854)

4. Ticamîbas intervâls:

Intereses pçc varam salîdzinât iegûtos rezultâtus ar ticamîbas intervâlu. Pie ticamîbas

lîmeòa 95% to varam izdarît ar R programmâ iebûvçtâs komandas t.test palîdzîbu.

Rezultâtâ iegûstam, ka izlases vidçjâ vçrtîba 1.0036 atrodas intervâlâ (0.9933, 1.0139).

Ar programâ R iebûvçto komandu plottol attçlosim ticamîbas un tolerances inter-

vâlus kopçjâ grafikâ 5.1.. Varam redzçt, ka tolerances intervâls (pârtrauktâs lînijas)

attçlo, ka vismaz 99% no datiem atradîsies robeþâs (0.923346, 1.083854) ar ticamîbu
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5.1. att. Ticamîbas intervâls un tolerances intervâls piena datiem

95%, bet ticamîbas intervâls (nepârtrauktâs lînijas) parâda, ka vidçjâ vçrtîba ar

ticamîbu 95% atradîsies starp robeþâm (0.9933, 1.0139). Varam secinât, ka ticamîbas

intervâls nesniedz pietiekoði daudz informâcijas par visiem datiem kopumâ.

5. Neparametriskâ metode:

Izmçìinâm neparametrisko tolerances intervâlu konstruçðanas metodi uz piena datiem.

Rezultâtâ, pie α = 0.05 un p = 0.99 divpusçjais neparametriskais tolerances inter-

vâls ir (0.968, 1.046). Varam secinât, ka ðajâ piemçrâ neparametriskais tolerances

intervâls ir mazâkâ izlases datu vçrtîba un lielâkâ izlases datu vçrtîba. Dotie aprçíi-

ni tika veikti ar programmâ R iebûvçtâs komandas palîdzîbu. Pârbaudîsim, vai

izlases apjoms atbilst nosacîjumam (4.6.4). Rezultâtâ iegûst, ka 0.01686 � 0.95.

Acîmredzami, ka ðajâ piemçrâ neparametriskâ metode nevar tikt veiksmîgi pielieto-

ta, ja p = 0.99 un 1− α = 0.95. Pamainot p, ieguvâm, ka tad, kad p = 0.8 rezultâts

atbilst nosacîjumiem. Tâtad var secinât, ka ar ticamîbu 0.95% vismaz izlases daïa

p = 0.8 iekïausies robeþâs 0.968, 1.046.
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Piemçrs 3. Alkohola koncentrâcija asinîs

Ðis piemçrs bastîts uz apsekojumu, kas iegûts Kriminâlistikas laboratorijâ, Luiziânâ,

ASV. Tâ mçríis bija salîdzinât elpas novçrtçjumu alkohola koncentrâcijai asinîs (iegûti,

izmantojot elpas analizatoru) ar asins analîzçm laboratorijâ. Dati òemti no [19]. Ti-

ka veikti 15 mçrîjumi. Tabulâ 5.5. tika atainoti elpas novçrtçjumi apzîmçti ar Y un

laboratorijas asins testa rezultâti apzîmçti ar x. Ðie skaitïi ataino procentuâlo alkohola

koncetrâciju asinîs.

5.5. tabula : Alkohola koncentrâcijas asinîs mçrîjumu dati

Apsekojums Alkohola koncentrâcija asinîs (x) Elpas novçrtçjums (Y)

1 0.160 0.145

2 0.170 0.156

3 0.180 0.181

4 0.100 0.108

5 0.170 0.180

6 0.100 0.112

7 0.060 0.081

8 0.100 0.104

9 0.170 0.176

10 0.056 0.048

11 0.111 0.092

12 0.162 0.144

13 0.143 0.121

14 0.079 0.065

15 0.006 0.000

Vienkârðais lineârâs regresijas modelis labi atbilst ðiem datiem, un novçrtçtâ regresijas

taisne izskatâs sekojoði

Ŷ = 0.00135 + 0.958x. (5.0.1)

Daudzos ASV ðtatos pieïaujamâ alkohola koncentrâcija asinîs, braucot ar automaðînu,

nepârsniedz 0.1. Tâ vietâ, lai veiktu asins analîzes, alkohola lîmeòa noteikðanai, daudz

vienkârðâk ir iegût elpas novçrtçjumu. Uzdevums ir novçrtçt alkohola koncentrâciju asinîs

x, kad ir iegûts elpas novçrtçjums Y .

1. Datu normalitâtes pârbaude:

Lai aprçíinos izmantotu formulas normâlajam sadalîjumam, Y datiem jâveic nor-

malitâtes pârbaudi (pamatojumu skatît [20]). Ar programmas R palîdzîbu tika veik-
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ts Shapiro-Wilk tests (testa aprakstu skatît [15, 461 lpp.]). Tika izvirzîta hipotçze

H0 : Y ∼ N(µ, σ2) un H1 : Y � N(µ, σ2).

Rezultâtâ ieguvâm, ka testa statistikaW = 0.9532 un p - vçrtîba ir 0.576. Rezultâtu

salîdzinam ar Lielliefors (Kolmogorova - Smirnova) testu, iegûstam, ka p - vçrtîba

ir vienâda ar 0.8414. Sekojot hipotçþu testu nosacîjumiem, varam secinât, ka ðajâ

gadîjumâ nav pamata noraidît nulles hipotçzi, jo p - vçrtîba ir lielâka par jebkuru

nozîmîbas lîmeni α = 0.01, 0.05, 0.1.

2. Augðçjâ tolerances robeþa:

Ir jâaprçíina (0.90, 0.95) apakðçjâ tolerances robeþa sadalîjumam Y (x), kad x′ =

(1, 0.10). Atbilstoðais modelis ir Ŷ = 0.00135 + 0.958x, un nepiecieðamie lielumi

tolerances robeþas aprçíinâðanai ir sekojoði

(X ′X)−1 =

 0.4264 −3.0538

−3.0538 25.9240

 ,

d = (x′X ′X)−1x)
1
2 = 0.273643.

Tika iegûts, ka x′β̂ = 0.00135+0.958(0.10) = 0.0971 un S = 0.01366. Kritiskâ vçrtî-

ba tn−m;1−α(zp/d) = 2.1172, kur zp = z0.9 = 1.2816. (0.90, 0.95) apakðçjâ tolerances

robeþa ir

x′β̂ − k1(d)S = 0.0971− 2.1172× 0.01366 = 0.068.

Tâtad ar ticamîbu 95% vismaz 90% elpas alkohola novçrtçjumiem pârsniedz 0.068,

kad alkohola lîmenis asinîs ir 0.10.

3. Rezultâtu pârbaude:

Lai pârbaudîtu iegûto rezultâtu, salîdzinam to ar programmâ R iebûvçto komandu

regtol.int. Programma izdod tabulu ar Y vçrtîbâm, ðo vçrtîbu novçrtçjumiem Ŷ un

tolerances robeþu vçrtîbâm. Uzskatâmâkâ tabulas daïa redzama attçlâ 5.6.. Varam

redzçt, ka pie Ŷ vçrtîbas 0.0971 apakðejâ tolerances robeþa sakrît ar mûsu aprçíinâto

0.068, pie alkohola koncentrâcijas, noapaïojot, 0.1.
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5.6. tabula Tolerances robeþas balstîtas uz Wilson-Hilferty aproksimâciju

p α Y Ŷ Apakðçjâ robeþa Augðçjâ robeþa

0.9 0.05 0.108 0.097147450 0.06822952 0.12606538

0.9 0.05 0.112 0.097147450 0.06822952 0.12606538

0.9 0.05 0.104 0.097147450 0.06822952 0.12606538

Piemçrs 4. Viskozitâtes dati

Tiek apskatîtas saistîbas starp viskozitâti un diviem procesa mainîgajiem: reakcijas

temperatûru un katalizatora caurplûdi. Dati òemti no [21, 394{395]. Doti 16 râdîjumi,

kas atainoti tabulâ 6.3. Y attçlo viskozitâtes datus (cSt/100◦C), x1 - temperatûru pçc

Celsija, un x2 - katalizatora caurplûdi (lb/h).

5.7. tabula : Viskozitâtes dati
Apsekojums Temperatûra Katalizatora caurplûde Viskozitâte

Nr. (x1) (x2) (Y )

1 80 8 2256

2 93 9 2340

3 100 10 2426

4 82 12 2293

5 90 11 2330

6 99 8 2368

7 81 8 2250

8 96 10 2409

9 94 12 2364

10 93 11 2379

11 97 13 2440

12 95 11 2364

13 100 8 2404

14 85 12 2317

15 86 9 2309

16 87 12 2328

Regresijas vienâdojums attiecîbâ uz viskozitâti Y , temperatûru x1 un katalizatora

caurplûdi x2 ir sekojoðs

Ŷ = 1566.078 + 7.621x1 + 8.585x2, (5.0.2)

ar kvadrâtu korelâciju 0.927. Atlikumu vidçjâ vçrtîba kvadrâtâ S2 pieòem vçrtîbu 267.604.
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Pçc datiem var redzçt, ka viskozitâte palielinâs lîdz ar temperatûru. Ðo faktu vajadzçtu

ignorçt, lai varçtu veiksmîgi veikt analîzi un uzskatît, ka dispersija ir konstanta. Ðajâ

gadîjumâ tolerances intervâls viskozitâtes datiem ir intervâls, kas satur vismaz specifisku

proporciju no viskozitâtes vçrtîbâm ar noteiktu ticamîbas lîmeni pie fiksçta temperatûras

un katalizatora caurplûdes vçrtîbu pâra.

1. Datu normalitâtes pârbaude:

Ir nepiecieðams novçrtçt normalitâti. Ðim nolûkam tiek pielietots Shapiro-Wilk nor-

malitâtes tests. Tiek izvirzîta hipotçze

H0 : Y ∼ N(µ, σ2) un H1 : Y � N(µ, σ2).

Ar programmâ R iegûvçto komandu shapiro.test iegûstam, ka testa statistikas vçrtî-

ba W ir vienâda ar 0.9718 un p - vçrtîba ir 0.8663. Salîdzinam ar Lielliefors (Kol-

mogorova - Smirnova) testu, iegûstam, ka p - vçrtîba ir vienâda ar 0.8872. Tâtad

varam secinât, ka nav pamata noraidît nulles hipotçzi, jo p - vçrtîba ir lielâkâ par

jebkuru nozîmîbas lîmeni α = 0.01, 0.05, 0.1.

2. Augðçjâ tolerances robeþa:

Piemçram, ir jâaprçíina (0.90, 0.95) vienpusçjo augðçjo tolerances robeþu sadalîju-

mam Y (x) pie x′ = (1, 88, 9). Jâpiezîmç, ka n = 16 un m = 3, un atbilstoðais

modelis ir atbilstoði (5.0.2). Nepiecieðamie lielumi, lai aprçíinâtu tolerances robeþas

(X ′X)−1 =


14.176 −0.1297 −0.2235

−0.1297461 0.00143 −0.00005

−0.2234529 −0.00005 0.02222

 , (5.0.3)

d = (x′X ′X)−1x)
1
2 = 0.33289 un S = 16.3585. (5.0.4)

Turklât x′β̂ = 2314.02, z0.9 = 1.2816 un tn−m;1−α(zp/d) = t13;0.95(3.850) = 6.6023.

Tâdâ veidâ (0.90, 0.95) tolerances faktors k1(d) = d × t13;0.95(3.850) = 2.1977 un

atbilstoðâ augðçjâ tolerances robeþa ir dota

x′β̂ + k1(d)S = 2314.02 + 2.1977× 16.3585 = 2349.97

Tâtad ar ticamîbu 95% vismaz 90% no sadalîjuma Y (x) mçrîjumiem nepârsniedz

vçrtîbu 2349.97, kad x′ = (1, 88, 9).
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3. Ðajâ piemçrâ iebûvçto programmas R komandu regtol.int nepielietosim, jo ir vairâk

kâ viena neatkarîgo mainîgo kolonna, tâdçï rezultâti var bût neprecîzi.

Piemçrs 5. Sârmainîbas koncentrâcija gruntsûdeòos

Mçrîjumi tabulâ (5.8.), ataino sârmainîbas koncentrâcijas (mg/L) gruntsûdeòos. Tie

5.8. tabula : Sârmainîbas koncentrâcija gruntsûdeòos (mg/L)

Y : 28 32 39 40 40 42 42 42 49 51 51 52 54 54

55 58 59 59 60 63 66 70 79 82 89 96 118

iegûti no "greenfield" mâjas lapas, kas ataino datus par atkritumu izmantoðanu, izvi-

etoðanu izgâztuvçs u.c. Konkrçtie dati òemti no [1, 216 lpp.]

Ðajâ piemçrâ vçlamies pielietot Wilson - Hilferty aproksimâciju, kas atbilst gamma

sadalîjumam, lai parâdîtu, ka gamma transformçtie dati dod lîdzvçrtîgus rezultâtus nor-

mâlajam sadalîjumam (skatît apakðnodaïu 2.4.2). Varbûtîbu grafiki oriìinâlajiem gamma

datiem un pârveidotajiem datiem ir doti attçlâ 5.2. Jâatzîmç, ka ðie divi varbûtîbu grafiki

5.2. att. Kvantiïu-kvantiïu grafiki gamma sadalîjumam un normâlajam sadalîjumam

ir ïoti lîdzîgi, un tie parâda, ka gamma kubsakòu transformçtie dati labi atbilst normâli

sadalîtiem datiem.

Datu normalitâtes pârbaude:
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Lai pârliecinâtos, ka dati patieðâm labi atbilst normâlajam sadalîjumam, iegûtajâm

datu transformâcijâm veiksim datu normalitâtes pârbaudi. Lîdzîgi kâ iepriekðçjos piemçros

pielietosim Lielliefors (Kolmogorova - Smirnova) normalitâtes testu. Izvirza hipotçzi

H0 : Y ∼ N(µ, σ2) un H1 : Y � N(µ, σ2).

Rezultâtâ ieguvâm, ka p- vçrtîba ir 0.3675. Sekojot hipotçþu testu nosacîjumiem, varam

secinât, ka ðajâ gadîjumâ nav pamata noraidît nulles hipotçzi, jo p - vçrtîba ir lielâka par

jebkuru nozîmîbas lîmeni α = 0.01, 0.05, 0.1

Lai pielietotu Wilson - Hilferty aproksimâciju, tika aprçíinâta vidçjâ vçrtîba un stan-

dartnovirze transformçtajiem kubsaknes datiem Ȳ = 3.8274 un Sy = 0.4298.

1. Tolerances robeþas :

Tabulâ 5.9. attçloti 95% vienpusçjâs tolerances robeþas un divpusçjie tolerances

intervâli ar atbilstoðâm tolerances faktoru vçrtîbâm.

5.9. tabula Tolerances robeþas balstîtas uz Wilson - Hilferty aproksimâciju

Vienpusçjais Apakðçjâ Augðçjâ Divpusçjais Divpusçjais

(p, 1− α) faktors robeþa robeþa faktors tolerances intervâls

(0.9, 0.95) 1.8114 28.341 97.714 2.178 (24.17, 108.089)

(0.95, 0.95) 2.26 23.297 110.505 2.5949 (19.949, 120.751)

(0.99, 0.95) 3.1165 15.4 137.938 3.4093 (13.179, 148.264)

Lai pârliecinâtos, ka teorçtiskâs formulas sniedz pietiekoði precîzus rezultâtus, salîdz-

inâsim tos ar programmâ R iebûvçtajâm komandâm tolerances faktoru un intervâlu

aprçíinâsanai. Iebûvçto komandu izdotos rezultâtus apvienojam tabulâ 5.10.

5.10. tabula Tolerances robeþas ar R programmâ iebûvçtajâm komandâm

Vienpusçjais Apakðçjâ Augðçjâ Divpusçjais Divpusçjais

(p, 1− α) faktors robeþa robeþa faktors tolerances intervâls

(0.9, 0.95) 1.8114 28.780 96.8298 2.184 (23.3268, 110.5421)

(0.95, 0.95) 2.26 23.773 109.2969 2.602 (19.061, 123.9004)

(0.99, 0.95) 3.1165 15.894 135.9791 3.42 (12.2895, 153.0323)

Iebûvçtajâs komandâs tolerances faktora aprçíinâðanai tiek izmantota cita metode,

kas tiek uzskatîta par visprecîzâko. Ðo metodi sauc par Howe metodi (metodes
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aprakstu skatît [22]). Varam redzçt, ka iegûvçtâs komandas izdod nedaudz atðíirîgâku

rezultâtu. Ðî ir tâ novirze, kas tika aprakstîta teorçtiskajâ materiâlâ par gamma

sadalîjumu. Iebûvçtâ komanda vidçjo vçrtîbu un dispersiju rçíina pçc formulâm

(2.4.4), turpretim mçs pielietojâm Ȳ = 3.8274 un Sy = 0.4298. Uzskatîsim iebûvç-

to komandu gadîjumu par precîzâku, jo kubsaknes no datiem, kas atbilst gamma

sadalîjumam pilnîgi precîzi nesakrît ar datiem, kas atbilst normâlajam sadalîjumam.

Lai rezultâts bûtu uzskatâms, divpusçjais (0.9, 0.95) tolerances intervâls gamma

sadalîtajiem sârmainîbas datiem attçlots grafiski 5.3..

5.3. att. Tolerances intervâls sârmainîbas datiem ar p = 0.90 un α = 0.05

2. Varbûtîba sliekðòa vçrtîbas pârsniegðanai : Atradîsim 95% apakðejo robeþu var-

bûtîbai, ka izlases sârmainîbas koncentrâcija pârsniegs 41(mg/L), tas ir, P (Y >

t) = P (X > 41
1
3 ). Pielietojot (2.4.6), iegûstam

t26;0.95(zp
√

27) =
3.8274− 41

1
3

0.4298/
√

27
= 4.584.

Atrodam necentralitâtes parametru zp
√

27 = 2.601. Tâtad zp = 0.5006 un pçc tab-

ulâm atrodam p = Φ(0.5006) = 0.692. Rezultâtâ secinam, ka varbûtîba sârmainîbas

koncentrâcijai pârsniegt 41(mg/L) izlasç ir vismaz 0.692 ar ticamîbu 95%.

3. Neparametriskâ metode:
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Ðiem paðiem tabulas 5.8. datiem vçlamies konstruçt neparametriskos tolerances

intervâlus. Sâkumâ tiek aprçíinâta 95% augðçjâ ticamîbas robeþa sârmainîbas kon-

centrâcijas proporcijai, kas iekïauta intervâlâ (X(1), X(n)). Tâ kâ kreisâ izteiksmes

daïa (4.6.4) ir dilstoða funkcija no p, uzdevums ir noteikt maksimâlo p vçrtîbu, kas

atbilst nevienâdîbai (4.6.4). Tâtad, ja mûsu konkrçtajâ gadîjumâ n = 27, tad

26p27 − 27p27−1 + 1 ≥ 0.95. (5.0.5)

Paeksperimentçjot ar daþâdâm varbûtîbâm p, var secinât, ka lielâkâ varbûtîba p, kas

atbilst nevienâdîbai (5.0.5) ir 0.836. Jâpiezîmç, ka sârmainîbas datiem X(1) = 28 un

X(n) = 118. Tâtad var teikt, ka ne vairâk kâ 83.6% no sârmainîbas koncentrâciju

datiem atrodas starp 28 un 118, ar ticamîbas lîmeni 0.95.

Ðim piemçram neeksistç sakârtoto statistiku pâris, kas veidotu (p, 0.95) tolerances in-

tervâlu, kad p > 0.836. Tâdçï konstruçsim (0.75, 0.95) tolerances intervâlu. Aplûko-

jot kolonnu, kas atbilst (p, 1−α) = (0.75, 0.95) tabulâ C1., varam redzçt, ka izlases

apjoms, kas ir mazâks par 27 ir 23, un tas atbilst vçrtîbai m = 2. Tad intervâls

(X(2), X(n)) = (32, 118) vai (X(1), X(n−1)) = (28, 96) ir tolerances intervâls. Vien-

pusçjâ apakðçjâ tolerances robeþa ir X(m+1) = X(3) = 39 un vienpusçjâ augðejâ

tolerances robeþa ir X(n−m) = X(25) = 89.

Konstruçsim (0.75, 0.95) tolerances robeþas, kas pamatojas uz normâlo sadalîju-

mu. Divpusçjo tolerances faktoru aprçíina pçc (2.2.5), tâtad k2 ' 1.523. Òe-

mot vçrâ, ka Ȳ = 3.8274 un Sy = 0.4298, varam rçíinât tolerances intervâlu

(3.8274 ± 1.523 × 0.4298)3 = (31.94, 90.03). Parametriskais tolerances intervâls ir

ðaurâks par abiem iegûtajiem neparametriskajiem tolerances intervâliem. Toler-

ances faktors (0.75, 0.95) vienpusçjâm tolerances robeþâm var tikt aprçíinâta pçc

(2.1.4), tâtad k1 = 1.083. Apakðejâ tolerances robeþa sârmainîbas koncentrâci-

jâm ir (3.8274 − 1.083 × 0.4298)3 = 38 un augðejâ tolerances robeþa ir vienâda

ar (3.8274 + 1.083× 0.4298)3 = 79.11. Varam secinât, ka tolerances robeþa, balstîta

uz normâlo sadalîjumu ir vienâda ar 38, bet neparametriskâ ir lielâka - 39 (apakðçjai

robeþai ir labâk, ja tâ ir lielâka), bet augðejâ tolerances robeþa 79.11 ir mazâka par

89 (augðçjai tolerances robeþai ir labâk, ja tâ ir mazâka).

4. Varbûtîba sliekðòa vçrtîbas pârsniegðanai (neparametriskajâ gadîjumâ)
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Gribam aprçíinât 95% apakðejo robeþu varbûtîbai, ka izlases sârmainîbas koncentrâ-

cija pârsniegs 41(mg/L) neparametriskajâ gadîjumâ pie p = 0.75, tas ir, P (X > 41).

Pçc tabulas (C1.) nosakâm, ka mazâkâ sakârtotâ statistika, kas ir lielâka par 41 ir

X(6). Tâtad no apakðnodaïas 4.4 seko

P (X > 41) ≥ beta(α;n− k + 1, k) = beta(0.05; 22, 6) = 0.649.

Jâuzsver, ka apakðçjâ ticamîbas robeþa varbûtîbai P (X > 41), kas balstîta uz gam-

ma sadalîjumu ir vienâda ar 0.692, kas ir lielâks skaitlis nekâ neparametriskâ apakðe-

jâ ticamîbas robeþa 0.649.

48



Secinâjumi

Izpçtot teorçtisko materiâlu par tolerances robeþâm un intervâliem, var secinât, ka

labi pazîstamie ticamîbas intervâli problemâtikas ziòâ ir atðíirîgi. Tolerances intervâli

ir lieterîgi, ja ir jânosaka, kâdu vçrtîbu robeþâs atradîsies vismaz noteikta populâcijas

procentuâlâ daïa ar noteiktu ticamîbu, turpretim ticamîbas intervâli sniedz informâciju

par kâdu nezinâmu parametru.

Diplomdarbâ ir sniegts plaðs teorçtiskais materiâls par tolerances robeþâm un inter-

vâliem normâlajam sadalîjumam. Ir analizçts gadîjums, kad transformçtie dati no log-

normâlâ vai gamma sadalîjuma atbilst normâli sadalîtiem datiem. Ir apskatîti tolerances

intervâli lineârâs regresijas gadîjumam, kâ arî neparametriskajam gadîjumam. Teorija

par neparametriskajâm tolerances robeþâm un tolerances intervâliem galvenokârt balstâs

uz 1941.gada publikâciju. Ir jâsecina, ka neparametrisko tolerances robeþu konstruçðana,

balstoties uz sakârtotâm statistikâm ir lielâ mçrâ atkarîga no dotâs izlases apjoma. Tika

sniegta teorija optimâlai izlases apjoma atraðanai.

Ar piemçru palîdzîbu ir izdevies parâdît, ka tolerances robeþâm un intervâliem ir

daudzveidîgs un lietderîgs praktisks pielietojums. Tos pielieto vides piesâròojuma novçrtçðanâ

(ðobrîd ïoti aktuâla tçma visâ pasaulç), raþoðanas kvalitâtes kontrolç, prognoþu veikðanai

lineârâs regresijas gadîjumâ. Parametriskâs metodes tika salîdzinâtas ar neparametriskâm.

Var secinât, ka atseviðíâ gadîjumâ neparametriskâ metode uzrâda labâku rezultâtu, jo ïoti

liela nozîmç ir pareizai izlases apjoma atraðanai, pretçjâ gadîjumâ neparametriskâ metode

nedod vçlamo rezultâtu.

Nepiecieðamie aprçíini tika veikti ar brîvpieejas programmas R palîdzîbu. Lai pâr-

liecinâtos, ka iegûtie rezultâti ir korekti, tika atrasta speciâla statistiskâ pakete tolerances

intervâlu konstruçðanai ar nosaukumu tolerance.

Nâkotnç bûtu lietderîgi izpçtît tolerances intervâlu konstruçðanu ar citâm neparametriska-

jâm metodçm, piemçram, ar bootstrap metodi. Ðî problemâtika ir pietiekoði sareþìîta,

to pielieto bioinþenierijâ, medicîniskajos pçtîjumos, kâ arî riska novçrtçðanâ (uzskatâmu

publikâciju skatît [23]).
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A Pamatformulas

Ðajâ nodaïâ tiks apskatîts un pierâdîts rezultâts, kuram ir svarîga loma tolerances

intervâlu iegûðanâ normâlajam sadalîjumam un citiem normâli bâzçtiem modeïiem.

Pieòemsim, ka X ∼ N(0, c) neatkarîgi no Q ∼ χ2
m

m
, kur χ2

ν apzîmç hî-kvadrâta gadîju-

ma mainîgo ar brîvîbas pakâpçm m. 0 < p < 1, 0 < γ < 1 un ar Φ apzîmçsim standarta

normâlo sadalîjuma funkciju.

(i) Faktoram k1 atbilst nosacîjums

PX, Q

(
Φ
(
X + k1

√
Q
)
≥ p
)

= γ (A0.1)

ir dots sekojoðâ veidâ

k1 =
√
c× tm; γ

(
zp√
c

)
, (A0.2)

kur zp apzîmç p kvantili standarta nomâlajam sadalîjumam, un tν; η(δ) apzîmç

η kvantili necentrçtam t sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm ν un necentralitâtes

parametru δ.

(ii) Faktors k2, kas apmierina

PX, Q

(
Φ(X + k2

√
Q− Φ(X − k2

√
Q) ≥ p

)
= γ (A0.3)

ir atrisinâjums integrâlajam vienâdojumam√
2

πc

∫ ∞
0

PQ

(
Q ≥

χ2
1; p(x

2)

k2
2

)
e−

x2

2c dx = γ, (A0.4)

kur χ2
ν; η(δ) apzîmç η kvantili necentrâlajam hî-kvadrâta sadalîjumam ar brîvîbas

pakâpçm ν un necentralitâtes parametru δ.
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(iii) k2 aproksimâcija, kurai atbilst nosacîjums (A0.4) ir dota sekojoðâ veidâ

k2 '

(
mχ2

1; p(c)

χ2
m; 1−γ

) 1
2

, (A0.5)

kur χ2
ν; η apzîmç η kvantili hî- kvadrâta sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm ν (un '

nozîmç ekvivalents, atbilstoðs).

Pierâdîjums. (i) Jâievçro, ka (A0.1) satur iekðçjo varbûtîbas nevienâdîbu tad un tikai

tad, ja X + k1

√
Q ≥ zp. Tâtad var (A0.1) pierakstît kâ

PX, Q
(
X + k1

√
Q ≥ zp

)
= PX, Q

(
X − zp√

Q
≥ −k1

)
= PX, Q

(√
c
X/
√
c+ zp/

√
c√

Q
≤ k1

)
= γ. (A0.6)

Lai iegûtu otro soli formulâ (A0.6), jâizmanto fakts, kaX un−X ir identiski sadalîti.

Tâdçï, ka X/
√
c ∼ N(0, c) neatkarîgi no Q ∼ χ2

m

m
, iegûstam

X/
√
c+ zp/

√
c√

Q
∼ tm

(
zp√
c

)
,

kur tν(δ) apzîmç necentrâlu t gadîjuma mainîgo ar brîvîbas pakâpçm ν un necen-

tralitâtes parametru δ. Tâdçï, k1, kas apmierina (A0.6) ir dots ar (A0.2).

(ii) Ievçrosim, ka fiksçtam X, Φ(X + r) − Φ(X − r) ir augoða funkcija no r. Tâdçï,

fiksçtam X, Φ(X + k2

√
Q)− Φ(X − k2

√
Q) ≤ p tad un tikai tad, ja k2

√
Q > r vai

Q > r2

k22
. kur r ir atrisinâjums vienâdojumam

Φ(X + r)− Φ(X − r) = p,

vai ekvivalenti,

PZ
(
(Z −X)2 ≤ r2|X

)
= p, (A0.7)

Z ir standarta normâlais gadîjuma lielums. Fiksçtam X, (Z −X)2 ∼ χ2
1(X2), kur

χ2
m(δ) apzîmç necentrâlu hî-kvadrâta gadîjuma mainîgo ar necentralitâtes parametru

δ. Tâdçï, nosacîti dotais X2, r2, kuram atbilst nosacîjums (A0.7) ir p kvantile no
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χ2
1(X2), kuru apzîmçsim ar χ2

1; p(X
2). Lietojot ðos rezultâtus, un, ievçrojot, ka r

funkcija no X2 un p, iegûsim

PQ

(
Φ(X + k2

√
Q)− Φ(X − k2

√
Q) > p

∣∣∣∣ X) = PQ

(
Q >

r2

k2
2

∣∣∣∣X)
= PQ

(
Q >

χ2
1; p(X

2)

k2
2

∣∣∣∣X).
Òemot matemâtisko cerîbu attiecîbâ uz sadalîjumu noX, varam redzçt, ka faktoram

k2 izpildâs

EX

[
P

(
Q >

χ2
1; p(X

2)

k2
2

)]
= γ. (A0.8)

Zinot, ka X ∼ N(0, c), var pârrakstît (A0.8) kâ

1√
2πc

∫ ∞
−∞

P

(
Q >

χ2
1; p(x

2)

k2
2

)
e−

x2

2c dx

=

√
2

πc

∫ ∞
0

P

(
Q >

χ2
1; p(x

2)

k2
2

)
e−

x2

2c dx

= γ. (A0.9)

(iii) k2 aproksimâcija var tikt iegûta no (A0.8) sekojoði. Pieòemsim, ka V = X2 un

g(V ) = PQ

(
Q >

χ2
1; p(V )

k22

)
. Lietojot izvedumu Teilora rindâ pie V = E(V ) = c,

iegûst

g(V ) = g(c) + (V − c)∂g(V )

∂V

∣∣∣∣
V=c

+
(V − c)2

2!

∂2g(V )

∂V 2

∣∣∣∣
V=c

+ . . .

Ievçrojot, ka V
c
∼ χ2

1, un, òemot matemâtisko cerîbu abâm pusçm, iegûstam

E(g(V )) = g(c) + c2∂
2g(V )

∂V 2

∣∣∣∣
V=c

+ . . .

= g(c) +O(c2).

Visbeidzot, E(g(V )) ' g(c), un lietojot aproksimâciju (A0.8), iegûstam

PQ

(
Q >

χ2
1; p(c)

k2
2

)
' γ. (A0.10)

Tâ kâ Q ∼ χ2
m

m
, tad no izteiksmes (A0.10) seko, ka

χ2
1; p(c)

k22
' χ2

m; 1−γ
m

, un kâ atrisinâju-

mu k2 mçs iegûstam (iii).
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B Izlases apjoma noteikðana

tolerancs robeþu konstruçðanai

Ðajâ pielikumâ aplûkota teorija no Wilks publikâcijas [4]

Vçsturisks ieskats

1931.gadâ autors Shewhard [24] izvirzîja jautâjumu par to, kâ noteikt konkrçta pro-

dukta vai ierîces kvalitâtes svârstîbu cçloni, pçc kâdiem noteiktiem kritçrijiem masvei-

da raþoðanas kvalitâtes noteikðanai. Ðîs svârstîbas atspoguïo mainîgais x. Piemçram,

x varçtu bût stiepes izturîba alumînija stieplei, kas izveidota pçc kâdiem specifiskiem

nosacîjumiem. x mainâs no stieples uz stiepli. Ðîs kvalitâtes svârstîbas tiek uzskatîtas

kâ "gadîjuma rakstura". Tas ïauj mums uzskatît, ka mums ir zinâma telpa, kurâ x ir

gadîjuma lielums ar kâdu sadalîjuma likumu f(x). Ðis sadalîjums f(x) ir nezinâms. Prak-

sç visbieþâk sastopamas divu veidu situâcijas, kad x pieòem diskrçtas vçrtîbas, vai arî

x ir nepârtraukts lielums kâdâ noteiktâ apgabalâ ar atbilstoðu blîvuma funkciju f(x).

Apskatîsim otro gadîjumu.

Problçma rodas tad, kad mums ir jâkonstruç tolerances intervâls (L1, L2) mainîgajam

x un jânosaka, cik lielai jâbût izlasei, lai tolerances intervâls atbilstu kâdam noteiktam

stabilitâtes râdîtâjam. Sîkâk, pie dotas metodes tolerances robeþu aprçíinâðanai, cik lielai

jâbût izlasei, pie nosacîjuma, ka proporcija P no telpas atradîsies starp L1 un L2, vidçjâ

vçrtîba bûs a, un ar varbûtîbu vismaz p proporcija P iekïausies starp divâm vçrtîbâm b un

c? Piemçram, ja tolerances apgabals tiek noteikts, izmantojot noðíeltâs izlases apgabalu,

tas ir, uzskatot L1 par lielâko no r vismazâkajâm vçrtîbâm izlasç un L2 par mazâko no r

vislielâkajâm vçrtîbâm. Piemçram, izvçloties r tâ, ka E(P ) = 0.99, cik lielai jâbût izlasei

n, lai ar varbûtîbu 0.90 proporcija P atrastos starp vçrtîbâm 0985 un 0.995? Lîdzîgs

jautâjums var tikt uzdots, konstruçjot tikai vienu tolerances robeþu.
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B0.1. Tolerances apgabals noðíeltai izlasei

Uzskata, ka nekas nav zinâms par sadalîjuma blîvuma funkciju f(x), izòemot to, ka tâ

ir nepârtraukta. Pieòem, ka a ir vidçjâ vçrtîba, ko satur P , un izlase apjomâ n iekïaujas

U tâ, ka [(1−a)(n+1)]/2 = r ir vesels pozitîvs skaitlis. Pieòem, ka x1, x2, . . . , xn ir izlases

x vçrtîbas augoðâ secîbâ. Uzskata, ka L1 = xr un L2 = xn−r+1. Sadalîjuma likums g(P )

no proporcijas P , kas iekïaujas starp divâm robeþâm L1 un L2 ir dots sekojoðâ veidâ

g(P )dP =
Γ(n+ 1)

Γ[a(n+ 1)]Γ[(1− a)(n+ 1)]
P a(n+1)−1(1− P )(1−a)(n+1)−1dP. (B0.1)

Tas seko no kopçjâ xn un xn−r+1 sadalîjuma likuma, kas var tikt pierakstîts sekojoði

Pieòçmums 2. Uzskatam, ka x ass tiek sadalîta k neatkarîgos intervâlos I1, I2, . . . , Ik ar

attiecîgâm varbûtîbâm p1, p2, . . . , pk, kâ arî

(
k∑
1

pi = 1

)
. Izlasei apjomâ n varbûtîbas,

ka n1, n2, . . . , nk, kur

(
k∑
1

ni = n

)
vçrtîbas no izlases x iekïausies intervâlos I1, I2, . . . , Ik,

ir dotas ar multinomiâlo sadalîjuma likumu

n!

n1!n2! . . . nk!
pn1

1 p
n2
2 . . . pnkk . (B0.2)

Lai iegûtu xr un xn−r+1, izvçlas k = 5 un kâ I1, I2, . . . , Ik tiek òemti intervâli

(−∞, xr), (xr, xr+dxr), (xr+dxr, xn−r+1), (xn−r+1, xn−r+1+dxn−r+1), (xn−r+1+dxn−r+1,∞).

Vçrtîbas p1, p2, . . . , pk ir integrâïi pieciem intervâliem no f(x)dx, un attiecîgâs n1, n2, . . . , nk

vçrtîbas ir r − 1, 1, n − 2r, 1, r − 1. Ðîs iegûtâs vçrtîbas tiek ievietotas izteiksmç (B0.2),

iegûst

n!

[(r − 1)!]2(n− 2r)!

(∫ xr

−∞
f(x)dx

)r−1(∫ ∞
xn−r+1

f(x)dx

)r−1

·
(∫ xn−r+1

xr

f(x)dx

)n−2r

f(xr)f(xn−r+1)dxrdxn−r+1. (B0.3)

Tâlâk apzîmç
(∫ xr
−∞ f(x)dx

)
= u,

(∫∞
xn−r+1

f(x)dx
)

= v, ja du = f(xr) un dv =

−f(xn−r+1)dxn−r+1, tad (B0.1) var pierakstît, izmantojot u un v

Γ(n+ 1)

Γ2(r)Γ(n− 2r + 1)
ur−1vr−1(1− u− v)n−2rdu dv. (B0.4)

Nenulles u un v varbûtîbas apgabals ir ierobeþots ar u un v asîm, kâ arî ar taisni

u + v = 1. Izdarot izmaiòas mainîgajos 1 − u − v = P un u = Q, integrçjot pçc Q, un
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nosakot r = (1/2)(1 − a)(n + 1), tiek atrasts proporcijas P , kas iekïaujas starp xr un

xn−r+1, sadalîjums izteiksmç (B0.1). Jâatzîmç, ka pat, ja L1 un L2 ir iegûtas, asimetriski

noðíeïot izlasi, tas ir, òemot L1 = xs un L2 = xt , kur t−s = n−2r+1, tad P =
∫ xs
xs
f(x)dx

sadalîjums paliek nemainîgs. Tâdâ veidâ, pie dota p, òemot L1 = xs un L2 = xt, kur

t− s = n− 2r+ 1 = a(n+ 1), un izvçloties mazâko no n vçrtîbâm , kurai
∫ c
b
g(P )dP ≥ p

un, tâ ka (1 − a)(n + 1) ir pozitîvs vesels skaitlis, esam atraduði îsto veidu L1 un L2

noteikðanai. Ðî metode var tikt pielietota jebkuras nezinâmas nepârtrauktas funkcijas

f(x) noteikðanai.

Neliels piemçrs :

Pieòemsim, ka a = 0.99, b = 0.985, c = 0.995 un p = 0.99. Nepiecieðamais izlases

izmçrs ir 1000(konkrçtâk 999). Ðajâ gadîjumâ varbûtîba, ka P atradîsies starp vçrtîbâm

0.985 un 0.995 ir 0.992. Ðajâ piemçrâ varam uzskatît, ka x ir nepârtraukts mainîgais, un,

ja tiek òemtas izlases apjomâ 1000, tad tolerances robeþas L1 un L2 tiek òematas kâ piektâ

mazâkâ un piektâ lielâkâ vçrtîba no x attiecîgajâ izlasç. Vidçji 99% no telpas iekïausies

starp ðîm robeþâm, turklât, ja tolerances robeþas tiek rçíinâtas izlasçm ar apjomu 1000,

tad apmçram 99.2% no izlasçm saturçs starp ðim tolerances robeþâm ap 98.5% lîdz 99.5%

no visâm vçrtîbâm.

Ja L1 un L2 tiek òemtas kâ mazâkâ un lielâkâ x vçrtîba izlasç (attiecîgi r = 1, tas ir,

izlase nav noðíelta), tad izlasçm apjomâ 1000 tolerances robeþas vidçji iekïaus 99.8% no

populâcijas, un ar varbûtîbu 0.996 L1 un L2 iekïaus vismaz 99.5% no populâcijas vçrtîbâm.

Ja lielâkâ un mazâkâ x vçrtîba izlasçs tiek uzskatîtas par tolerances robeþâm, un ja grib-

am uzskatît, ka ar varbûtîbu 0.99 vismaz 99% no populâcijas iekïausies starp tolerances

robeþam, tad nepiecieðmais izlases apjoms ir 660. Ja varbûtîbu pazemina lîdz 0.95, ka

vismaz 99% iekïausies starp tolerances robeþâm, tad izlasei jâbût apjomâ 130. Inþenieri -

statistiíi, praktisku pçtîjumu rezultâtâ, ir secinâjuði, ka visobjektîvâk ir izmantot izlases

apjomâ no 100 lîdz 1000, lai konstruçtu tolerances robeþas, kuras iekïautu vismaz 99% no

populâcijas vçrtîbâm ar pietiekoði lielu ticamîbu. Piemçri par izlasçm apjomâ 100, 660

un 130 atspoguïo stabilitâti, kas tiek gaidîta no ðâdu izmçru izlasçm tolerances apgabala

noteikðanai. Stabilitâtes râdîtâjs tolerances robeþâm izlasçm izmçros 500 lîdz 1000 ir tik

precîzs, kâ to pieprasa inþenieri - statistiíi.

Daþos gadîjumos ir svarîgi noteikt izlases izmçru, kâ arî noteikt kâda procentuâla

populâcijas daïa ar varbûtîbu vismaz p atradîsies sadalîjuma astçs, kas noðíeltas ar L1
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un L2, uzskatot, ka ðî daïa atradîsies starp diviem skaitïiem d un e. Ðajâ gadîjumâ ir

jânosaka mazâko vçrtîbu no n tâ, ka∫ e

d

∫ e

d

h(u, v)du dv ≥ p, (B0.5)

kur h(u, v)du dv apzîmç funkciju, kas dota (B0.4). Piemçram uzskata, ka p = 0.99, d = 0,

e = 0.005 un r = 1. Nepiecieðamais izlases apjoms ir 1060. Tas ir, izlasç ar apjomu

1060 varbûtîba ir 0.99 , ka tolerances robeþas L1 un L2 òemtas kâ izlases mazâkâ un

lielâkâ vçrtîba noðíels populâcijas vçrtîbâm astes, kas nesaturçs vairâk kâ 0.5% populâcijas

vçrtîbu.

Ja ir jâkonstruç tikai viena tolerances robeþa, teiksim L1, tad tiek izmantots u sadalîjums.

Tas var tikt atrasts, integrçjot (B0.4) pçc v. Sadalîjums ir

Γ(n+ 1)

Γ(r)Γ(n− r + 1)
ur−1(1− u)n−rdu. (B0.6)

Varbûtîba p, ka populâcijas proporcija astç, kas noðíelta ar tolerances robeþu L1,

atrodas starp d un e, var tikt iegûta integrçjot izteiksmi (B0.6).
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C Tabulas izlases apjomam

C1. tabula: n vçrtîbas, kur (a),(b) un (c) ir (p, 1 − α) neparametriskie tolerances inter-

vâli. (a)
(
X(m

2
), X(n−m

2
)

)
, ja m ir pâra skaitlis; (b)

(
X(m+1

2
), X(n−m+1

2
+1)

)
, ja m ir nepâra

skaitlis; (c) (X(m), X(n)) jebkuram m

p = 0.50 p = 0.75 p = 0.80

1− α 1− α 1− α

m 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99

1 7 8 11 15 18 24 18 22 31

2 9 11 14 20 23 31 25 30 39

3 12 13 17 25 29 37 32 37 47

4 14 16 19 30 34 43 38 44 55

5 17 18 22 35 40 49 45 50 62

6 19 21 25 40 45 54 51 57 69

7 21 23 27 45 50 60 57 63 76

8 24 26 30 50 55 65 63 69 83

9 26 28 33 55 60 70 69 76 89

10 28 30 35 59 65 76 75 82 96

11 31 33 38 64 70 81 81 88 102

12 33 35 40 69 74 86 86 94 109

13 35 37 42 73 79 91 92 100 115

14 37 40 45 78 84 96 98 106 122

15 39 42 47 82 89 101 104 112 128

16 42 44 50 87 93 106 109 118 134

17 44 47 52 91 98 111 115 124 141

18 46 49 54 96 103 116 121 129 147

19 48 51 57 100 107 121 126 135 153

20 51 53 59 105 112 126 132 141 159
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C2. tabula: n vçrtîbas, kur (a),(b) un (c) ir (p, 1 − α) neparametriskie tolerances inter-

vâli. (a)
(
X(m

2
), X(n−m

2
)

)
, ja m ir pâra skaitlis; (b)

(
X(m+1

2
), X(n−m+1

2
+1)

)
, ja m ir nepâra

skaitlis; (c) (X(m), X(n)) jebkuram m (turpinâjums)

p = 0.90 p = 0.95 p = 0.99

1− α 1− α 1− α

m 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99

1 38 46 64 77 93 130 388 473 662

2 52 61 81 105 124 165 531 628 838

3 65 76 97 132 153 198 667 773 1001

4 78 89 113 158 181 229 798 913 1157

5 91 103 127 184 208 259 926 1049 1307

6 104 116 142 209 234 288 1051 1182 1453

7 116 129 156 234 260 316 1175 1312 1596

8 128 142 170 258 286 344 1297 1441 1736

9 140 154 183 282 311 371 1418 1568 1874

10 152 167 197 306 336 398 1538 1693 2010

11 164 179 210 330 361 425 1658 1818 2144

12 175 191 223 353 386 451 1776 1941 2277

13 187 203 236 377 410 478 1893 2064 2409

14 199 215 249 400 434 504 2010 2185 2539

15 210 227 262 423 458 529 2127 2306 2669

16 222 239 275 446 482 555 2242 2426 2798

17 233 251 287 469 506 580 2358 2546 2925

18 245 263 300 492 530 606 2473 2665 3052

19 256 275 312 515 554 631 2587 2784 3179

20 267 286 325 538 577 656 2701 2902 3304
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D Izveidoto programmu kods

#tolerances faktora aproksimacija

n<-3

m<-n-1

p<-0.95

alpha<-0.1

sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))

n<-10

m<-n-1

p<-0.95

alpha<-0.1

sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))

#1.piemers

n<-15

d<-c(200,120,15,7,8,6,48,61,380,80,29,1000,350,1400,110)

l<-log(d)#logaritms no datiem

m<-mean(l)#videja vertiba

s<-sd(l)#standartnovirze

p<-0.95 #proporcija

alpha1<-0.1 #nozimibas limenis

b<-sqrt(n)

#rekina vienpusejo tolerances faktoru

k1<-qt(1-alpha1,n-1,qnorm(p)*sqrt(n))*(1/b)

#tolerances augð.robeþa

t1<-m+k1*s

library(nortest)

lillie.test(l)

alpha2<-0.05

v<-b*(m-log(50))/s
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#atrod kvantiles vertibu

f<-function(x)(qt(1-alpha2,n-1,x)-v)

uniroot(f,c(-300,0))

#rekina ticamibas intervalu

t.test(l)

#iebûvçtie tolerances intervâli

library(tolerance)

normtol.int(d,alpha1,p,side=1,method="HE",log.norm=TRUE)

out.p<-normtol.int(l,alpha1,p,side=1,method="HE",log.norm=FALSE)

nptol.int(d,alpha1,p,side=1,method="WILKS")

nptol.int(l,alpha1,p,side=1,method="WILKS")

#izlases apjoma nosacijuma parbaude

(n-1)*p^(n)-n*p^(n-1)+1

#2.piemers

n<-20

l<-c(0.968,0.982,1.030,1.003,1.046,1.020,0.997,1.010,1.027,1.010,0.973,

1.000,1.044,0.995,1.020,0.993,0.984,0.981,0.997,0.992)

v<-mean(l) #videja vertiba

s<-sd(l) #standartnovirze

m<-n-1

p<-0.99

alpha<-0.05

sqrt(m*qchisq(p,1,1/n)/qchisq(alpha, m)) #tolerances faktors

sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s

l1<-v-sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s #apakð.tol.robeþa

l2<-v+sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s #augð.tol.robeþa

t.test(l)

#iebûvçtie tolerances intervâli

library(tolerance)

out.p<-normtol.int(l,alpha,p,side=2,method="HE",log.norm=FALSE)

plottol(out.p,l,plot.type="control",x.lab=NULL,y.lab=NULL)

abline(0.9932563,0,lty=7,col=1)

abline(1.0139437,0,lty=7,col=1)

#neparametriskais

outn<-nptol.int(l,alpha,p,side=2,method="WILKS")

plottol(outn,l,plot.type="control")

#izlases apjoma nosacijuma parbaude

(n-1)*p^(n)-n*p^(n-1)+1
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p11<-0.9

p12<-0.85

p13<-0.8

(19)*p13^(20)-20*p13^(19)+1

#3.piemers

as.x<-c(0.160,0.170,0.180,0.1,0.17,0.1,0.06,0.1,0.17,0.056,

0.111,0.162,0.143,0.079,0.006)

elpa.Y<-c(0.145,0.156,0.181,0.108,0.180,0.112,0.081,0.104,

0.176,0.048,0.092,0.144,0.121,0.065,0.0)

dati.alko<-data.frame(as.x,elpa.Y)

plot(as.x,elpa.Y)

lin.reg2<-lm(elpa.Y~as.x)#lineara regresija

abline(lin.reg2)

lin.reg2$coef

lin.reg2$resid#atlikumi

#parbauda datu normalitati

qqnorm(elpa.Y)

qqline(elpa.Y)

shapiro.test(elpa.Y)

lillie.test(elpa.Y)

anova(lin.reg2)

#rekina determinacijas koeficientu

0.035403/sum(0.035403,0.002426)

#atlikumu standartkïûda

rse2<-round(sqrt(deviance(lin.reg2)/df.residual(lin.reg2)),4)

summary(lin.reg2)#salîdzinam atlikumu standartkïûdu

abline(lin.reg2)

xprim2<-c(1,0.1)

X2<-model.matrix(lin.reg2)

H2<-solve(t(X2)%*%X2)#matricu reizinâjums(inversais)

betah<-solve(t(X2)%*%X2)%*%t(X2)%*%elpa.Y #koeficientu novçrtçjums

xhb<-sum(betah*xprim2)

d<-sqrt(xprim2%*%H2%*%xprim2)

n<-15

m<-2

p<-0.9 #proporcija
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alpha<-0.05 #nozimibas limenis

qnorm(p) #kvantile

kr<-qt(1-alpha,n-m,qnorm(p)*(1/d)) #kritiskâ vçrtîba

kf<-d*kr

kopa<-xhb-kf* 0.01366 #tolerances robeþa

#iebûvçtâs komandas

library(tolerance)

out1<-regtol.int(lin.reg1,new.x=NULL,side=1,alpha1, p1)

#4.piemers

temp.dati.x1<-c(80,93,100,82,90,99,81,96,94,93,97,95,100,85,86,87)

katal.dati.x2<-c(8,9,10,12,11,8,8,10,12,11,13,11,8,12,9,12)

viskozit.dati.Y<-c(2256,2340,2426,2293,2330,2368,2250,2409,2364,2379,

2440,2364,2404,2317,2309,2328)

kopa.dati<-data.frame(temp.dati.x1,katal.dati.x2,viskozit.dati.Y)

lin.reg1<-lm(viskozit.dati.Y~temp.dati.x1+katal.dati.x2)

anova(lin.reg1)

xprim1<-c(1,88,9)

X1<-model.matrix(lin.reg1)

H1<-solve(t(X1)%*%X1) #inversias matr.reizin.

betah1<-solve(t(X1)%*%X1)%*%t(X1)%*%viskozit.dati.Y #koeficientu novçrt.

xhb1<-sum(betah1*xprim1)

d1<-sqrt(xprim1%*%H1%*%xprim1)

# rekina atlikumu standartkïûdu (residual standard error)

rse1<-round(sqrt(deviance(lin.reg1)/df.residual(lin.reg1)),2)

#rezultâtu salîdzina ar kopsavilkumu (summary)

summary(lin.reg1)

#veicam datu normalitâtes testu

shapiro.test(viskozit.dati.Y)

lillie.test(viskozit.dati.Y)

qqnorm(viskozit.dati.Y)

qqline(viskozit.dati.Y)

n1<-16

m1<-3

p1<-0.9 #proporcija

alpha1<-0.05 #nozîmîbas lîmenis

qnorm(p1) #kvantile

kr1<-round(qt(1-alpha1,n1-m1,qnorm(p1)*(1/d1)),3)#tolerances faktors

kf1<-d1*kr1
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kopa1<-xhb1+kf1*rse1 #tolerances robeþa

#iebûvçtâs komandas

library(tolerance)

out2<-regtol.int(lin.reg2,new.x=NULL,side=1,alpha, p)

#5.piemers

sarm.dati<-c(28,32,39,rep(40,2),rep(42,3),49,rep(51,2),52,rep(54,2),

55,58,rep(59,2),60,63,66,70,79,82,89,96,118)

sarm.kub<-(sarm.dati)^(1/3) #rekina kubsakni no datiem

vid.sarm<-round(mean(sarm.kub),4)#videja vertiba datu kubsaknem

st.sarm<-round(sd(sarm.kub),4)#dispersija

#normalitates parbaude

library(nortest)

lillie.test(sarm.kub)

library(MASS)

f<-fitdistr(sarm.dati,"gamma") #novertejam parametrus

f$estimate #otrs veids ka novertçt parametrus gamma sad.(shape un rate)

scale<-round(1/0.1612490,3) #iegûstam mçroga parametru

xlab<-paste("Gamma(shape)=",round(f$estimate[[1]],3))

#kvantilu-kvantilu grafiks

qqplot(qgamma(ppoints(sarm.dati),shape=f$estimate[[1]],

rate=f$estimate[[2]]),sarm.dati,main="QQplot(Gamma)",xlab=xlab)

#vienpusejie tolerances faktori(Wilson-Hilferty)

p1<-0.9

alpha1<-0.05

b<-1/sqrt(n)

k11<-round(qt(1-alpha1,n-1,qnorm(p1)*sqrt(n))*b,4)

p2<-0.95

k12<-round(qt(1-alpha1,n-1,qnorm(p2)*sqrt(n))*b,4)

p3<-0.99

k13<-round(qt(1-alpha1,n-1,qnorm(p3)*sqrt(n))*b,4)

#apakðejas tolerances robeþas(Wilson-Hilferty)

L1<-round((vid.sarm-k11*st.sarm)^3,3)

L2<-round((vid.sarm-k12*st.sarm)^3,3)

L3<-round((vid.sarm-k13*st.sarm)^3,3)

#Augðçjâs tol.robeþas(Wilson-Hilferty)

U1<-round((vid.sarm+k11*st.sarm)^3,3)
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U2<-round((vid.sarm+k12*st.sarm)^3,3)

U3<-round((vid.sarm+k13*st.sarm)^3,3)

#divpusejais tolerances faktors(Wilson-Hilferty)

m<-n-1

k21<-round(sqrt(m*qchisq(p1,1,1/n)/qchisq(alpha1,m)),4)

k22<-round(sqrt(m*qchisq(p2,1,1/n)/qchisq(alpha1,m)),4)

k23<-round(sqrt(m*qchisq(p3,1,1/n)/qchisq(alpha1,m)),4)

#divpusejie tolerances intervali(W-H)

round((vid.sarm - k21*st.sarm)^3,3)

round((vid.sarm + k21*st.sarm)^3,3)

round((vid.sarm - k22*st.sarm)^3,3)

round((vid.sarm + k22*st.sarm)^3,3)

round((vid.sarm - k23*st.sarm)^3,3)

round((vid.sarm + k23*st.sarm)^3,3)

##parsniegsanas varbutiba

#apakðeja tol.robeþa

ap.rob<-(vid.sarm-41^(1/3))/(st.sarm/sqrt(n))

b1<-sqrt(n)

#aprekinam kvantiles vertibu

f<-function(xx)(qt(1-alpha1,n-1,xx)-ap.rob)

k<-uniroot(f,c(0,300))

k[[1]]

#tîra kvantiles vertiba bez saknes

k[[1]]/b1

###neparametriskie tolerances intervali

n<-27

m<-n-1

p<-0.75

alpha<-0.05

#rekina divpusejo tolerances faktoru

round(sqrt(m*qchisq(p,1,1/n)/qchisq(alpha,m)),3)

#tolerances intervâli

round((3.8274 - 1.523*0.4298)^3,2)

round((3.8274 + 1.523*0.4298)^3,2)

b<-1/sqrt(n)

#vienpusejais tolerances faktors

round(qt(1-alpha,n-1,qnorm(p)*sqrt(n))*b,3)

#vienpusçjâs tolerances robeþas
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round((3.8274 - 1.083*0.4298)^3,2)

round((3.8274 + 1.083*0.4298)^3,2)

round(qbeta(0.05,22,6),3)#beta kvantilu funkcija
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