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Anotacija

Darba ir apskatitas pedeja laika popularakas neparametriskas regresijas funkcijas nover-
tésanas metodes ar ortogonalam funkcijam un veivletiem. Katrai metodei gan teorétiski,
gan konkretam praktiskam datu problemam apskatita gludinasanas parametra izvele un
regresijas funkcijas novértesana. Ar simulaciju un datu analizi péetitas metozu prieksroci-

bas un trukumi.

Atslegas vardi: veivletu neparametriska regresija, ortogonalu funkciju regresija



Abstract

In this work recently popular nonparametric statistical regression estimation methods
have been considered using orthogonal functions and wavelets. For both methods theore-
tically and practically the estimation for smoothing parameters and regression functions

are considered. Finally simulation study has been made and data examples analysed.

Keywords: wavelet regression, regression with orthogonal functions
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Ievads

Misdienas gandriz katra nozaré ir novérojamas dazada veida sakaribas starp fakto-
riem, lietam, mainigiem lielumiem, ka viena faktora izmaina ietekme citu faktoru. Mate-
matiskaja statistika svariga loma ir klasteru, dispersiju, regresijas, laikrindu u.c. analizei,
kas analize dazadu faktoru ietekmi uz citiem faktoriem. Saja darba tiks apliikota regresiju
analize, lietojot neparametriskas statisktikas metodes.

Ka regresijas analizes pirmsakumu var uzskatit 19. gadsimta sakumu, kad Lezandrs
1805.gada un Gauss 1809.gada publiceja “mazako kvadratu metodi”. Velak 1821.gada
Gauss publicaja arl Gausa-Markova teorému, kura ir loti svariga klasiskas statistikas
regresijas analize.

Regresijas analize ir statistikas metode, ar kuras palidzibu tiek petita un analizeta
sakariba starp atkarigo mainigo, kuru sauc ari par atbildes mainigo, un vienu vai vaira-
kiem neatkarigajiem mainigajiem, kurus savukart sauc par regresoriem vai skaidrojosiem
mainigajiem.

Doti n neatkarigi un vienadi sadaliti noverojumu pari (X1, Y1), (X, Y2),..., (X, Ys),

regresijas modelis ir forma
Yi=r(X;)+e, E(¢) =0, i=1,2,...,n,

kur funkcija r ir nezinama regresijas funkcija un ¢; ir statistiska klada.
Funkcija r principa ir nosacita matematiska ceriba atbildes mainigajam Y pie fiksetas X
vertibas, tas ir,

r(z) =E(Y|X = z).

Klasiskaja statistika parametriskas regresijas modeli funkcija r tiek aplikota kada ie-
prieks noteikta forma. Visbiezak §is funkcijas r forma tiek pienemta ka lineara. Pieméram,
funkcija 7 uzdota forma r(x) = a+bx +e. Saja vienadiba ir divi nezinami parametri, kurus
vajag novertet. Tadejadi funkcijas r novertesanas problema tiek reduceta uz parametru
a un b noverteésanas problemu. So parametru novertéjumus iegist péc mazako kvadra-
tu metodes minimizejot kvadratu atlikumu (rezidiju) summu. Tadel arT 19.gs. termina
“regresija”’ vieta lietoja terminu “mazako kvadratu metode”. Talak, kad parametri ir no-
verteti, tos ievietojot izteiksme r(x) = a+bx, iegust funkcijas r novertejumu 7(z) = a+ba.

Beigas tiek analizéts, vai izveletais modelis ir atbilstoss funkcijai 7.



Savukart neparametriskaja regresija funkcija r netiek aplukota kada ieprieks noteik-
ta forma, bet funkcija tiek novérteta un konstruéta saskana ar informaciju, kuru iegiist
no datiem. Tadeéjadi neparametriskas regresijas metodes nodrosina efektivu un vienkarsu
metodi datu kopas strukturas atrasanai. Neparametriskas regresijas metodes ietver orto-
gonalo rindu novertejumus, kodolu novertejumus, lokalos polinomus, splainus un veivletus.
Visas tikko pieminétajas metodés ir parametrs, kuru sauc par gludinasanas parametru.
Kodolu novértéjumos un lokalajos polinomos tas ir joslas platums, ortogonalajas rindas
tas ir saskaitamo skaits, savukart veivletiem tas ir slieksnis.

Ja §is gludinasanas parametrs ir izveléts par lielu, tad regresijas funkcija var bit
pargludinata. Un pretéji, ja gludinasanas parametrs ir izvéléts par mazu, tad regresijas
likne var but nenogludinata.

Tadejadi viena no neparametriskas regresijas problemam ir optimala gludinasanas pa-
rametra izvéle.

Lidz sim biezak lietotajam regresijas metodém trikums ir “telpiska adaptivitate” un
problemas rodas, kad funkcijas ir telpiski nehomogenas. Telpiski nehomogenas funkcijas ir
tadas funkcijas, kuram gludums mainas atkariba no skaidrojosa mainiga vertibas. Citiem
vardiem, §is funkcijas var raksturot ka funkcijas, kuram ir novérojama partrauktiba vai
citas peksnas izmainas datu struktura, piemeram, lecieni, piki. Tradicionalajam nepa-
rametriskas regresijas metodem biezi radas problema noteikt precizi Sos lecienus, pikus,
jo §1s metodes ir bazetas uz fiksétu telpisku meérogu. Veivletiem piemit laika-frekvences
lokalizacija. Tadejadi veivleti ir telpiski pielagoti, un tiem nav probléemu aproksimét ne-
gaiditus lecienus un pikus.

Veivletu lietojumi neparametriskaja regresija sakas ar Donoho un Johnstone [1], kuri
ieviesa “vieglo” sliekSposanu. Velak paradijas arl cita veida sliekspi un slieksposanas
operatori. Paslaik Sos slieksus jau dazadi kombine, lai iegutu vel labakus regresijas liknes
novertejumus.

ST darba merkis ir:

e aplukot tradicionalas (lidz sim lietotas) un nesen ieviestas (pedejos 10-15 gados)

neparametriskas regresijas metodes nezinamas regresijas funkcijas noveértésanai.

e veicot simulacijas un analizejot realus datus ar programmu R, noteikt metozu prieks-

rocibas un iespéjamos trikumus.



e veikt dazadu neparametrisku regresiju novertejumu salidzinajumu.

Darbs sastav no 6 nodalam. Pirmaja nodala ir izklastita parametriska un nepara-
metriska regresija un to atskiribas. Otraja nodala ir aplikotas divas neparametriskas
regresijas metodes - kodolu regresija un lokala polinomu regresija. Tresaja nodala ir
apskatita REACT metode, kura paradijas saméra nesen - pirms 10 gadiem. Ceturtaja
nodala ir neliels ieskats par veivletiem un aplukota regresijas metode, kura balstita uz
veivletu lietojumiem. Piektaja nodala ir So metozu salidzinasana un analize simuletam
funkcijam un realiem datiem. Pédéja nodala ir izklastiti secinajumi par apskatito metozu
prieksrocibam un trikumiem. Pielikuma atrodas programmas R kodi.

Darba ir 21 attéls un 2 tabulas.



1. Parametriska un neparametriska regresija

1.1. Parametriska regresija

Parametriskas regresijas modeli regresijas funkcija r tiek aplikota ieprieks noteikta
forma un ir defineta ka funkcija Y = (X, ), kur Y ir atkarigais mainigais, X ir viens
vai vairaki neatkarigie mainigie un [ ir nezinami parametri.

Visizplatitakais un praksé biezak lietotais modelis ir linearas regresijas modelis.
Linearas regresijas modelis. Linearas regresijas modeli pieraksta forma
Y=o+ 5X 448X 4, i=1,2,... 0 (1.1)

Modelis vektoru forma

Y =XB+e,
kur
Y, 1 xM x® 0 xW Bo €1
Ao | xM oxP o xP . al e
Y, 1 xY Xé) oox B, €

Matrica X kolonna ar vieniniekiem atbilst konstantes (3, ieklausanai regresijas modeli.

Linearas regresijas modelos svarigi ir sadi pienémumi:
1. skaidrojosie mainigie X ) nav stohastiska rakstura;
2. matrica X ir ar rangu k+1;

3. Be; =0 Ee? =02, Eee; =0, € ~ N(0,021).

Merkis ir novértét modela parametrus 8= (BO, Bi, ... ,Bk)T. Parametru novertéjumus

B iegust pec mazako kvadratu metodes, minimizejot kvadratu atlikumu (rezidiju) summu

n

k
D= X"
5=0

i=1



Ja matricai XX eksiste inversa matrica, tad mazako kvadratu novertejums ir forma
= X'X)"'X"y.

Funkcijas r(z) novertejums punkta X = (Xo, X1,..., X;,)7 ir

Novertetas vertibas r = (7,(Xo), 7n(X1), . . ., 7 (X,)) var pierakstit ka
r=Xp3=1LY,

kur L = X(X"X)™1X" sauc par projekcijas matricu un vektora ¢ = Y —r elementus sauc

par rezidijiem. Matrica L ir simetriska un idempotenta, tas ir, L = LT un L? = L.

1.2. Neparametriska regresija

Neparametriskaja regresija funkcija r netiek aplikota kada ieprieks noteikta forma,
bet tiek konstruéta saskana ar informaciju, kuru iegiist no datiem.
1980-jos un 1990-jos gados tradicionalie neparametriskas regresijas novertejumi parsvara
bija lineari gludinataji (skatit definiciju 1) - kodolu novertejumi, gludinosie splaini.
1990-tajos gados Donoho un Johnstone piedavaja nelinearu aproksimaciju neparametris-

kajai regresijai - veivletu samazinaSanas un veivletu sliekSnosanas novertejumus.

Definicija 1. Funkcijas r novértéjums 7, ir linears gludinatajs, ja katram x eksisté tads

vektors [(x) = (I1(z), ..., 1, (z))T, ka
fAQZE:M@E. (1.2)
Noverteto vertibu vektors r = (7,(X1),..., 7 (X))  un Y = (Yy,...,Y,)T. Tad
r=1>LY,

kur L ir n x n matrica, kuras i-ta rindina ir [(X;)”. Matricu L sauc par gludinasanas

matricu. Tadejadi L;; = [;(x;). i-tas rindinas elementi ir svari, kadi pieskirti Y; veidojot



Tn(X5).
Visas neparametriskas metodes vieno fakts, ka, lai novertétu funkciju r, ir nepiecieSsams
noteikt gludinasanas parametru. Tadeéjadi lielaka probléma neparametriskas regresijas

novertejumos ir pareizi izveleties gludinasanas parametru.

1.3. Regresijas novértéjuma precizitates noteiksana

Gan ar parametrisko, gan ar neparametrisko regresiju tiek novertéeta regresijas funkci-
ja r. Lai noteiktu regresijas funkcijas novertéjuma atbilstibu, visbiezak lieto zaudéjuma

funkciju un risku.

Definicija 2. Funkcija 7,(x) ir funkcijas r(x) novertéjums punkta x. Tad kvadratiskas

kladas zaudéjumu funkcija tiek definéta ar izteiksmi

L(r(x), #n(x)) = (r(z) — 7u(2))*. (1.3)

Definicija 3. Zaudéjuma funkcijas vidéjo vertibu sauc par risku jeb vidéjo kvadratisko

kludu (angliski mean squared error - MSE) un to define ar izteiksmi

MSE = R(r(z),r,(x)) = E(L(r(x), 7.(x))). (1.4)

Veicot parveidojumus, iegtst, ka risks
R(r(x),7a(2)) = (E(Fa(2)) — r(2))* + D(7n (@), (1.5)

kur

E(r,(z)) — r(x) = biass(r,(x)).

Jo mazaka ir R(r(z),7,(z)) vertiba, jo labaks ir novertejums.
Definicija 3 risks definéts ir punkta x. Ja vélas summét risku visam x vértibam, tad lieto

integreto MSE

R(r, i) = / R(r(x), 7 (2))da.

Ka jau ieprieks tika pieminets, tad no gludinasanas parametra izveles ir atkarigs regre-

sijas liknes gludums. Ja dati ir pargludinati, tad vienadiba (1.5) biasa saskaitamais ir liels



un dispersijas saskaitamais ir mazs. Un preteji, ja dati ir nenogludinati, tad biasa saskai-
tamais ir mazs un dispersijas saskaitamais ir liels. So problemu déve par biasa-dispersijas

kompromisu (angliski bias-variance tradeoff) [2].

Risks

.+ Biass kvadrata

o T « Dispersija

<ae+s Nenogludinasana Optimala Pargludinasana sees-
gludinasana

1. att. Biasa-dispersijas kompromiss

Ka redzams 1. attela, lai iegutu labu novertejumu, ir jalidzsvaro biass un dispersija.
To var izdarit minimizéjot risku. Minimizéjot risku tiks atrasts optimalais gludinasanas

parametrs.



2. Kodolu regresija un lokala polinomu regresija

2.1. Kodolu regresija

Definicija 4. Par kodolu sauc tadu gludu funkciju K (x), kurai Vo € R K(x) > 0 un

/K(:p)d:p =1, /xK(:p)d:p =0 un o% = /xQK(:)s)d:)s > 0.

Biezak lietotie kodoli funkciju gludinasana ir:

1. boxcar kodols: K (z) = $1{<1},

2. Gausa (Gaussian) kodols: K(x) = \/% exp ’T“"”Q,

3. Epaneénikova (Epanechnikov) kodols: K(z) = 2(1 — 2?)I{jz<1}-

Sie kodoli redzami 2.att.

(a) Boxcar kodols (b) Gausa kodols (c) Epanec¢nikova kodols

2. att. Kodolu piemeri

Nadaraja-Vatsona kodola regresija

Regresijas likni ir iespejams izteikt ar nosacitajam blivuma funkcijam. Tatad

r(z) =E(Y|X =) = / yf (yl)dy = / gl <“””’j>) dy. (2.1)

fx(

Definicija 5. Ja dots kodols K un joslas platums h > 0, tad kodola blivuma novertejums

ir forma

o= 150w ().



Apgalvojums 1. Ja f nepartraukta punkta x un h — 0, nh — oo, kad n — oo, tad

fula) & f(2).

Noverté blivuma funkcijas f(z,y) un fx(z) ar kodoliem, t.i.,

fulr) = 30K (fv—hX) =Y Kale - X)),

un

fn(fay)zEZKh(l’—Xi)'Kg(?J—Yi)-

[otewan= 3 (55%) [k (457)
1=1
1 n

=~ Z Ky(r — X;) / (sg+ YK (s)ds = % Z Ky(z — X;)Y;. (2.2)

=1

Tadejadi novertetas blivuma funkcijas ievietojot (2.1), iegust, ka regresijas funkcijas
noveérteéjums ir forma
() = " im Fnle = XY 23)
n Zj:l Kp(z — Xj)
Definicija 6 (Nadaraya-Watson(1964)). Nadaraja-Vatsona kodola novertejums regresijas
funkcijai r tiek definéts ar izteiksmi

() = Z li(2)Y;,

kur

K(=)

T K (SR

sauc par svariem, K(+) ir kodols un h > 0 ir joslas platums.

Definicija 7. Risks jeb videja kvadratiska kluda tiek defineta ar izteiksmi

10



Ka ieprieksejas nodalas beigas tika konstatets, tad, lai iegutu optimalo gludinasanas
parametru h, ir jaminimize risks R(h). Bet problema ir tada, ka R(h) ir atkarigs no r(X).

Viens variants ir minimizét risku, kurs ir forma

1=1

Bet $im variantam trikums ir tads, ka Sis novértéjums ir nenogludinats, jo dati tiek
izmantoti divreiz. Vienreiz, lai novéertétu funkciju r, un otreiz, lai novéertétu risku.

Daudz popularaka un prakse biezak lietota tiek krosvalidacija (angliski cross-validation).

Definicija 8. Vienu-atstat-ara (angliski leave-one-out) krosvalidacijas funkcija defineta

ar izteiksmi

CV =R(h) = — Z(Yi — (X)) (2.5)

kur

(@) = Vil ()
j=1

ir novéertejums, kas iegiits izlaizot novérojumu pari (X;,Y;), un

0 ) =1
Lo (®) = l(x)
S@ 7
Tadejadi lineariem gludinatajiem 7, risks ir forma

= 2> (Y 20

Teoréma 2. Risks Nadaraja-Vatsona kodola novértéjumam ir

R(n,7) = %4 ( / a:QK(a:)da:)z / (r"(x) +2r(z) J;(%) >2da:

o? [ K*(x)dx 1 Ty
. /f(x)dx—i—o(h)—f— (W), (2.7)

+
n

Turklat, ja h — 0, nh — oo, EY?2 < 0o, fu(z) >0, tad i,(z) 2 r(z).

Pieradijums atrodams [3].

11



Piezime 3. Lielumu 27”(35)% sauc par dizaina novirzi, jo tas ir atkarigs no x sadalijuma
(x ~ ). Tas nozime, ka biass ir jatigs pret x atrasSanas vietu. Kodolu novertejumiem ir
liela novirze netalu no robezam, to sauc par robezu novirzi. Lietojot lokalo polinomu

regresiju to var uzlabot.

Piezime 4. Ja diference risku vienadojuma (2.7) un pielidzina nullei, tad iegust, ka
optimalais joslas platums h, = O(n‘1/5). Peéc tam So optimalo joslas platumu h, ievietojot
atpakal vienadojuma (2.7), redzams, ka risks R(7,;7) = O(n=4?). Savukart parametriskos

modelos vislielakas ticamibas novértejumu riski tiecas uz 0 ar atrumu n= ",

2.2. Lokala polinomu regresija

Vispirms apskata novertejumu forma #,(z) = a. Minimizejot Y . (V; — a)? iegist,
ka atrisinajums ir konstanta funkcija 7, (z) = Y. Sis novertejums acimredzami nav labs
novertejums funkcijai r(x).

Talak izvelas svarus w;(z) = K((z; — z)/h). Par funkcijas r novértégjumu izvelas tadu

7n(2) = a, kur§ minimizetu sverto kvadratu summu

Zwi(x)(Yi —a).

Minimizésanas rezultata iegiist novértéjumu

Z?:l w;()Y;

Pl = S )

kurs ir kodolu regresijas novertéjums, ja svari ir forma w;(z) = K((x; —x)/h). No Sejienes
seko, ka kodolu novertejums ir lokali konstants novertejums. Tatad lokalas konstantes a
vieta var lietot lokalu polinomu ar kartu p.

Pienemsim, ka x ir kada fikséta vertiba, pie kuras velas novertet r(z). Tad vertibam u,

kuras atrodas x tuvuma, definé polinomu

Py (u,a) =ap+ai(u—2)+ —=(u—2)+ -+ L(u—2).

12



Funkciju r(u) aproksime ar polinomu: r(u) ~ P,(u;a). Noverte a = (ag,as,...,a,)",

izveloties tadu a = (ao, ay, . .., a,) , kurs minimize lokali sverto kvadratu summu

Zu&»(:c)(Yi — Py(Xi;a))”. (2.8)

Piezime 5. Ja p = 0, tad iegust kodolu novértéjumu. Ja p = 1, tad sadu gadijumu sauc
par lokalo linearo regresiju.
Lai atrastu a(z), lietderigi ir problemu parrakstit vektoru forma.

Tatad izteiksmi (2.8) parraksta forma
(Y — X,a)"Wo(Y — X,a), (2.9)

kur W, ir n x n diagonalmatrica, kuras (i,7) elements ir w;(x), un dizaina matrica ir

(z1—=2)P

1 z1—=x P
—_p\P
1 ap—a ... Gz=o°
X, = 2
_p\P
1 x,—x ... %

Minimizéejot (2.9), iegust sverto vismazako kvadratu novertejumu
a(z) = (XIW,X,) ' XTW,Y.
Teoréma 6. Lokalas polinomu regresijas novertéjums tiek definéts ar izteiksmi
() = i li(x)Y;,
i=1

kur 1(z)T = (l(x),. .., 1, (7)),

13



Ir spéka, ka

Teoremas pieradijums atrodams [4].

Apgalvojums 7. Jap =1, tad

kur
(o b;(z)
() Z?:l bj(x)’
(o) = K (0 (Suae) = (6 - 950

Nakama teorema demonstrée, kapéc lokala lineara regresija ir labaka neka kodolu reg-

resija. Pieradijumu var atrast Fan(1992) un Fan un Gijbels (1996).

Teoréma 8. Piepemsim, ka Y; =r(X;) +0(X,)e, i=1,...,n una < X; <b. Pienem-
sim, ka Xy, ..., X, ir izlase no sadalzjuma ar blivuma funkciju f un ka x € (a,b)
1. f(x) >0

2 ir nepartraukti punkta x apkartné

2. f,r" uno
3. h— 0 un nh — oo.

Dotiem X.,..., X, wzpildas sekojosais: lokalajam lLinearajam novértéjumam un kodolu

novertéjumam abiem dispersija ir forma

o ()

9 1
e /K (w)du+ o).

14



Nadaraja- Vatsona kodolu novertejumam biass ir

r'(x) f'(x)

() )/u K(u)du + o(h?),

turpretim lokalajam linearajam novertéjumam ir asimptotiskais biass

hQ%r”(as) /uQK(u)du + o(h?).

Tadejadi lokalais linearais novertejums ir brivs no dizaina biasa. Robezu punktos a
un b Nadaraja-Vatsona kodolu novértéjumam ir asimptotiskais biass ar kartu h, turpreti
lokalajam linearajam novertejumam biass ir ar kartu h%. Tatad lokala lineara novertesana

likvidé robezu biasu.

15



3. Neparametriska regresija ar REACT metodi

Saja nodala tiks apskatita metode, kuru detalizéti attistija Beran un Diimbgen [5],[6].
Vini apzime $o metodi ka REACT, kura veidojas no anglu valodas vardu Risk Estimation
and Adaptation after Coordinate Transfarmation pirmajiem burtiem.

Pirms tiek talak aplikota REACT metode regresijas funkcijas novertésanai, nepiecie-

sams fiksét apziméjumus un pamatjédzienus no funkciju telpu teorijas.

e [P(R) 1< p < oo ir merojamu funkciju telpa un to define

v ={s: [~ i@pds <o},

—00

e L*(R) ir Hilberta telpa. Divu funkciju f € L*(R) un g € L*(R) skalarais reizinajums
tiek definets

(f.g) = / " (@)

e Funkcijas f(z) € L*(R) normu define ar izteiksmi

o0

112 = (F.f) = / (@) da.

—00

e Ar L?0,1] apzimé visu intervala [0, 1] kvadrata integréjamu funkciju telpu.
1
L*0,1] = {f : f(x) =0 jax¢]0,1] un / |f(2)]* dz < +oo}.
0

Definicija 9. Funkciju virkne {¢;}>2, veido L?10,1] ortonormalu bazi, ja izpildas:

0 Jai#j
1 7ja 1= jv
2. Vj H¢J'HL2[0,1] =1,
3. jare L*[0,1] unVj rLlg¢;, tad r =0.

Saja darba ka ortonormala baze tiks lietota kosinusu baze, kura defineta ar izteiksmem
do(z) = 1, ¢;(x) = V2cos(2mjx), j=1,2.... (3.1)
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REACT. Tiek apskatits regresijas modelis
Y, =r(z;) + o€,

kur €; ~ N(0,1) ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi. Tiek pienemts, ka
ir regulars dizains, t.i., x; = i/n, i = 1,...,n. Segmenta [0, 1] ir definéta ortonormala
baze ¢, ¢s,.... Tad funkciju r parraksta ka linearo kombinaciju no ortonormalas bazes

un parametriem

T) = Z 0;6;(x)

kur 0; = fo ¢j(x)r(z)dx.

Funkciju r aproksimé ar galigu summu
x) =Y 00,()
j=1

kas ir r projekcija uz {¢1,..., ¢, }.

Lai novertetu parametrus 6 = (64, ...,0,), tiek ieviests jauns mainigais, kurs ir forma

1 < .
:EE:E@@mjzlg,H. (3.2)
=1

Mainigais Z; ir sadalits pec normala sadalijuma, jo Z; ir lineara kombinacija no Nor-

malajiem sadalijjumiem. Turklat

n

ZE Doi(xi) = :LZr(xZ)qﬁj(x,) ~ /r(x)gzﬁ](x)d:z: =0;. (3.3)

=1

Savukart dispersija ir

-_MZD &@_ Z¢@ /& —%zﬁ (3.4)

Tatad Z; ir neatkarigi un Z; ~ N(0;,02), o2 = %2
Talak tiek ieviests modulators, kas ir vektors b = (by,...,b,), kuram 0 < b; < 1,
j = 1,...,n. Konstants modulators ir forma (b,...,b). Sakartotu apakskopu selekcijas

(angliski nested subset selection) modulators ir forma b = (1,...,1,0,...,0). Monotons
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modulators ir forma 1 > b, > ... > b, > 0.
Konstantu modulatoru kopu apzimé ar Mcong. Sakartotu apakskopu selekcijas modula-
toru kopu apzimeé ar Mygg. Monotonu modulatoru kopu apzimé ar Myon.

0 novertéjumu parraksta lietojot modulatoru
0 =07 = (012, ..., bu7Zy).

Dotam modulatoram b = (b1, ..., b,) funkcijas r novertejums ir
() = 050;(x) = Y b;Z;6;(x). (3.5)
j=1 j=1

leverojot, ka 7, () = Y1) Vils(w), kur lj(x) = & Y77 b;é;(x)¢;(w;), seko, ka novertejums
7, arl ir linears gludinatajs.

Modulatori samazina Z; vertibu tuvak nullei, un §1 samazinasana nodrosina funkcijas
gludumu. Tadéjadi samazinasanas lieluma izveéle atbilst joslas platuma izvéles problémai
kodolu novertejumos. Atskiriba no kodolu novertejumiem ir riska minimizesana. Ja ie-
prieksejas nodalas, lai novertetu risku, tika lietota krosvalidacija, tad tagad krosvalidacijas
vieta lieto SURE - Steina nenovirzitu riska novertéjumu [7].

0= (017, ...,b,7Z,) risku define ar izteiksmi

R(b) = E,

> (b7 — 9j)2] : (3.6)
j=1
Teoréma 9 (Stein). Z ~ N™(0,V). Ar 0 = 0(Z) apzime 0 novertejumu. g(Zy,...,Z,) =
o— 7. Define

R(z) =tr(V)+2tr(VD) + Z g2 (2), (3.7)

kur g; = 6, — Z;. Matricas D (1,7) komponente ir funkcijas g(z1, ..., z,) i-tas komponentes
parcialais atvasinajums pec z;.
Ja g ir diferencéjama, tad

Eo(R(Z)) = R(6,6). (3.8)

Pieradijums. Tiks pieradits gadijuma, kad V = o[.
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Ja X ~ N(p,0?), tad E(g(X)(X — p)) = 0’Eg'(X).
Lidz ar to 0?EyD; = Eyg;(Z; — 0) un

E¢(R(Z)) = no?* + 20° 2”: EyD; + zn:Ee(éz‘ ~Z;)?
i=1 =1
= TLO'2 + QiEg(QZ(Zz - 91)) + iEg(éz - Z 2
i i=1

_ZE(,H—Z+Z—9 ZE99—9 = R(0,0). (3.9)

=1

]

Tatad REACT ideja ir novertet risku R(b) un izveleties tadu b, lai minimizetu noverteto
risku modulatoru kopa M. Minimizéjot Mcons kopa, tiek iegiits James-Stein novertéjums.

Tadejadi REACT ir James-Stein novértéjuma visparinajums.

Teoréma 10. Modulatora b risks ir

292 (1—b;) +—Zb2

R (b) modificets SURE novértejums ir
3 S 2, 00
R(b)=> (7 - )1 =0;)7 4 — >
j=1

J=1

kur 62 ir o? novertejums.

Definicija 10. M ir modulatoru kopa. 6 novertejums ir 0 = (l;lZl, e EnZn), kur b =
(by, ..., b,) minimize R(b) kopa M. Tad REACT funkcijas novertejums ir

T) = Zéﬂ%’(?ﬁ) = Zl;ijd)j(x). (3.10)

Lai ieviestu $o metodi, ir jaatrod tads b, kur§ minimizetu R(b). R(b) minimums kopa

Mcons ir James-Stein novértéjums. Lai minimizétu R(b) kopa Mygg, aprékina R(b)
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katram modulatoram, kurs ir forma (1,...,1,0,...,0). Citiem vardiem sakot, jaatrod

vesels pozitivs skaitlis J, kurs minimizétu

o Jo? - 52
R(J)=*—+ > (Z - )+ (3.11)
j=J+1

Funkcijas r novertejums tad ir forma

Fo(z) = Z Zip;(x).

REACT metodes iss kopsavilkums:
1. define Z; = 13" | Yigi(z;), j=1,...,n.
2. atrod J, kurs minimizé risku R(J), kurs ir uzdots ar vienadojumu (3.11).

3. funkcijas r novertejums ir forma 7, (x) = ijl Zipj(x).
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4. Veivletu regresija

Saja nodala tiks apskatita telpiski nehomogénu funkciju novertesana. Telpiski ne-
homogenas funkcijas ir tadas funkcijas, kuram gludums mainas atkariba no neatkariga
mainiga X vertibas. Sadas funkcijas ir sarezgiti novertet.

Piemeram, apskatam bloku funkciju (3.(a) attels), kuru ieviesa Donoho [8] un kura ir

forma

kur B(z) = %ﬂm, sgn(z) = Iizso0p — I{z<o} un

t =1[0.10,0.13,0.15,0.23,0.25, 0.40, 0.44, 0.65, 0.76, 0.78, 0.81]

h=[4,-53, —4,5 -42,2.1,4.3,—3.1,2.1, —4.2).

Ar Monte Karlo simulaciju palidzibu generé izlasi apjoma n=100 no modela

Y =r(x;) + €, kur ¢, ~ N(0,1) un x; = i/n (3.(b) attels).

20
20

5
15

(a) Bloku funkcija (b) Bloku funkcija un genereta izlase ar
apjomu 100

3. att. Bloku funkcija

Ja regresijas liknes novértésanai lieto lokalo linearo regresiju ar lielu joslas platumu,
tad regresijas likne ir gluda, bet tiek nogludinati lecieni. Savukart, ja lieto mazu joslas
platumu, tad lecieni tiek atrasti, bet lielaka dala regresijas liknes ir oscilejosa (4.attéls).
Lidzigi ir ari, ja lieto ortogonalas funkcijas. Ja lieto ortogonalas funkcijas ar zemakas kar-

tas saskaitamiem, tad tiek izlaisti lecieni. Bet, ja tiek lietoti augstakas kartas saskaitamie,
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tad atrod lecienus, bet regresijas likne ir oscilejosa.

20
20

i
10

(a) Regresijas likne ar lielu joslas pla- (b) Regresijas likne ar mazu joslas pla-
tumu tumu

4. att. Regresijas liknes dazadiem joslas platumiem

Ta ka veivleti ir veidoti telpiski pielagoti, tad tas lauj efektivi novertet nehomogenas

funkcijas, kuram ir partraukumi, piki vai citas datu struktiras izmainas.

4.1. Veivleti

Kaut ari pirmo veivletu Alfred Haar uzkonstrugja jau 1910.gada, nopietnaka veivletu
pétnieciba un analize statistika notikusi tikai pedéjos 15-20 gados. Vardu veivlets ieviesa
Morlet un Grossmann 1980-tajos. Vini lietoja francu valodas vardu ondelette, ar to apzi-
mejot “mazus vilnisus.” Driz péc tam tas tika ievists arT anglu valoda, partulkojot “onde”
uz “wave’, iegustot “wavelet”. Teoriju par veivletiem galvenokart attistija Y.Meyer ar
saviem kolegiem. Savukart S.Mallat 1989.gada izveidoja fast wavelet transform (FWT)
algoritmu, ar kura palidzibu realizacija notiek atrak. Statistika visvairak veivletus petijusi
un lietojusi ir Vidakovic, Ogden, Donoho un Johnstone.

Veivleti ir diezgan jauna bazes funkciju saime, kuru lieto, lai izteiktu un aproksimétu
citas funkcijas. Veivletu koeficienti spéj noteikt datos dazadas funkcijas izmainas, ko ci-
tas metodes varetu izlaist, piemeram, partrauktibu un peksnus pikus. Veivletu galvenas
ipasibas ir ortogonalitate, lokalizacija laika un meroga, ierobezotiba intervala. Ortogo-
nalitate nodrosina, ka datu reprezentacija nenotiks lieka dublésanas, jo informacija, kas
bazéta viena saskaitama ir neatkariga no informacijas, kas bazéta citos saskaitamajos.

Veivleti tiek veidoti no “teva” veivleta ¢ (angliski father wavelet) un “mates” veivleta
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¥ (angliski mother wavelet). Teva veivletu lieto, lai iegutu gludus, zemas frekvences datus,

turprett mates veivleti tiek lietoti, lai iegfitu detalizetus, augstakas frekvences datus.

Definé funkcijas

dir(x) = 2292 — k), j,k € Z, (4.1)
V() = 27220 — k), j k€L (4.2)

Skaitli j sauc par mérogu, skaitlis k ir atrasanas vieta.

Tadejadi funkcijai ¢j, ir tada pati forma ka ¢, bet tai ir cits merogs, jo ta tiek parei-
zinata ar 27/2, un ta ir parbidita par skaitli k.

Ka jau nodalas sakuma pieminets, tad pirmais un vienkarsakais veivlets ir Haar veiv-

lets. Haar teva veivlets definéts ar izteiksmi

1 0<z<1
¢(z) =

0 citur.

Savukart Haar mates veivlets definéts ar izteiksmi

p
1
-1 0<z<3
Y(r) =141 %<x§1
0 citur.
\

Haar veivletiem piemit ipasiba, ka arpus kada noteikta intervala tie ir nulle. Bet Haar
veivletu trakums ir tas, ka tie nav gludi. Ka uzkonstruét lokalizétus, gludus veivletus?
Detalizétak to ir aplukojusi Hardle [9] un Daubechies [10].

Visparigi veivletiem (iznemot Haar veivletus) nav analitiskas uzdosanas formas. Tos
genere lietojot MRA un skaitliskas metodes (detalizetak [10]).

MRA definésanas procesa tiek izmantota Furjé transformacija un inversa Furjé trans-

formacija:

e Funkcijas f Furjé transformacija f* ir

f i) = / e f(z)dx, kur i = v/—1.

o0
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e Ja f* ir absoluti integrejama, tad f iegiist ar inverso Furjé transformaciju

fla) = = /oo ¢ (8 dt.

:% .

Definicija 11. Dotai funkcijai ¢ definé kopas

Vo = {f : f(l’) = Zkezckgb(x_k)vZkeZci < OO}’
Vi ={f(z) =g(22) : g € Vo},
Ve ={f(z) =g(22) : g € V1}

Teiksim, ka funkcija ¢ genere multilimenu analizi (multiresolution analysis (MRA)) telpa
R, ja
Vi € Vi, 520 (4.3)

un

|J ir bliva telpa Ly(€ R). (4.4)

Jj=0
Funkciju ¢ sauks par téva veivletu vai méroga funkciju.
Nosactjums (4.4) nozimé, ka jebkurai funkcijai f € Ly(R) eksiste tada funkciju virkne

fi, fa,. .., kakatra f, € U5 Vi un [|f, — fI] = 0 kad 7 — oo.

Teoréma 11. Ja Vy, Vi, ... ir MRA, kura generéta ar funkciju ¢, tadVj € Z {pi, k € Z}
ir ortonormala baze kopa V.
Teoremas pieradijums atrodams [11].

Pienemsim, ka ir dots MRA. Tad ¢ € Vi, jo ¢ € Vo un Vo C V4. Ta ka {¢y, k € Z}
ir ortonormala baze kopai Vi, funkciju ¢ var izteikt ka linearu kombinaciju no kopas V;
funkcijam

¢(z) = Z ldrr (), (4.5)
k
kur iy = [ ¢(z)p1x(x)dz un Y, I7 < co. Koeficientus {l;,} sauc par meroga koeficientiem.

Piezime 12. Haar veivletiem ly =1, =272 un l;, =0, ja k #0, 1.

Vienadibu (4.5) sauc par divu-meérogu vienadojumu. So vienadibu var parrakst1 forma
¢*(t) = mo(t/2)¢"(t/2),
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kur mo(t) = 3, e /v/2.

Pielietojot so formulu rekursivi, iegiist
¢" (1) = mo(t/2) [ [ mo(t/2%)0".
k=1

Tadejadi, pie dotiem meroga koeficientiem ir iespejams aprékinat ¢*(¢), un tad péc inversas
Furjée transformacijas atrast ¢(t) [11].

Nakamaja teorema paradits, ka no meroga koeficientiem konstruet teva veivletu.

Teoréma 13. Dotiem koeficientiem {l, k € Z} define funkciju

mo(t) = % Zlke_ikt. (4.6)

P* = H mo(t/27)

un funkcija ¢ ir inversa Furjé transformacija no ¢*. Pienemsim, ka

kadiem Ny < Ny un ka
Imo(£)]* + [mo(t + m)|* =1,

un ka mo(t) # 0, [t| < 7/2 un ka eksisté ierobezota funkcija ® tada, ka [ ®(Jul)du < oo
un |p(x)| < ®(|z|) gandriz visiem x.
Tad funkcija ¢ ir téva vewlets, kurs ir nulle arpus intervala No, N7.

Pieradijums atrodams [10].

Talak define kopu Wy, lai ta butu kopas Vj, ortogonals papildinajums kopa Vi ;. Citiem
vardiem, Vf € Vi1 var uzrakstit ka summu f = vy + wg, kur v, € Vi un w € Wy, un vy

un wy, ir ortogonali. Raksta

Viepr = Vi @ Wi

Tadejadi
LR) = Ji=VieWoaW @
k
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Tad mates veivletu define ar izteiksmi
6= VB (- (2 b
k

Tadejadi, lai atrastu atbilstosu pari (¢, ), pietiek atrast teva veivletu ¢. Pec tam

mates veivletu 1) iegtst no teva veivleta.

Teoréma 14. Funkcijas {¢ji, k € Z} veido W; bazi. Funkcijas {¢g, Vi, k € Z,j € L4}
ir ortonormala baze telpa Lo(R).
Sts teoremas pieradijums atrodams [10].

Tadejadi jebkuru funkciju f € Lo var uzrakstit ka
fl@) =" aodor(x) + Y > Bwthin, (4.7)

kur

o= [ fa)im(a)is
tiek saukts par meroga koeficientu un

5= [ Ha)un(o)is

sauc par datalizacijas koficientiem.

Galiga summa
J—12/-1

Frlw) = ag(@) + YD Butin(e). (4.8)

=0 k=0

ir funkcijas f limena J aproksimacija.

Momentu izzuSana. Ja izpildas

/Rw(:c)d:c =0, (4.9)

tad saka, ka funkcijai ¢(x) piemit nullta momenta izzusana. Savukart, ja

/ a*y(z)dr = 0,
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tad funkcijai ¢ (z) piemit k-ta momenta izzusana.

15 2 I
1.0 2¢ 1 2¥
0.5 0
04 -1
05! 2
0 1 2 3 sl 1 2
15 9
30 \
1.0 1 3
05 5
b 1
0.5 , ,
0 2 4 D 0 2
1.0 50 ] 1 5V 1
0.5 | oy :
0
5
05
B 2.4 u6’ 8 Aise® (0 2 1 4
' 1
1.0 70 7V
|
0.5 oﬂ/\
0
el
0.5
0 5 10 -5 0 5
! oV
o —fll—
" ‘1 I n
=) 5 10 15 -5 0 5

5. att.: Teva N un mates N¥ veivletu attéli ar maksimalo skaitu izziidogo momentu “eztremal
phase” veivletu klasei, N=2,3.5,7,9
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6. att.: Vismazakas asimetrijas téva ¢ un mates 1) veivletu atteli ar maksimalo skaitu izzudogo
momentu “least asymmetric” veivletu klasei, N=4,6,8,10

Tadejadi, ja nepiecieSsams uzkonstruet gludu ortonormalu veivletu, jamekle veivlets
Y(z) ar daudz izziidosiem momentiem. So approksimaciju izmantoja Daubechies, ku-
ra uzkonstruéja gludu veivletu klasi. Daubechies veivletam ar kartu N ir N izziidosie
momenti un tas ir ierobezots intervala [0,2N — 1]. Ja palielina N, tad Daubechies veiv-

leti klust gludaki. Daubechies uzkonstrueja divas veivletu klases (skatit 5. un 6. attelu).



Tomer biezak statistika tiek lietoti vismazakas asimetrijas Daubechies veivleti.

4.2. Neparametriska regresija ar veivletiem

Aplikots tiek regresijas modelis
Yi=r(x;)+oe, i=1,2,...,n,

kur ¢; ~ N(0,1). Tapat ka REACT metodes gadijuma tiek pienemts, ka ir fiksets dizains,
proti, #; = i/n. Vel tiek pienemts, ka n = 27, kur J ir pozitivs vesels skaitlis. Sie
pienemumi lauj pielietot Mallata FWT algoritmu.

Gadijumos, kad nav fiksets dizains vai datu skaits nav divnieka pakape, ir nepiecie-
Sams datus modificét. lespé&jami ir vairaki veidi, ka datus modificét, lai apjoms bitu
divnieka pakape. Var nemt tikai esosos pedejos noverojumus, kuri veido divnieka pakapi,
un sakuma noverojumus ignoret. Vai otradak, ignoret beigu noverojumus un nemt tikai
sakuma noveérojumus, kuru apjoms ir divnieka pakape. lespéjama ir ari So pieminéto vei-
du kombinésana. Bet sadi praksé rikojas loti reti. Daudz biezak lieto datu replicésanu,
kopesanu vai interpolaciju. Ideja datu replicesanai ir paplasinat noverojumu skaitu lidz
nakamajai divnieka pakapei ar esoso novérojumu piekopésanu. Datu skaita samazinasanu
lidz tuvakajai mazakai divnieka pakapei veic ar interpolaciju.

Lai novertetu funkciju r ar veivletiem, vispirms funkciju r aproksime ar izvirzijumu

270 -1 J 271
r(@) (@) = D ajsbir T > Y Bithik(x), (4.10)
k=0 Jj=jo k=0

kur ajo . = [ 7(2)jok(x)dz un By = [ r(z)d;(z)dz.
Ta ka reali funkcija r nav zinama, tad Sos koeficientus péc formulam aprekinat nevar.
Tapeéc sie koficienti ir janoveérte.

Koeficientu empiriskai novertesanai lieto izteiksmes
S = =3 dan@)Ys un Dy = =3 ()Y, (4.11)
= - ok(:)Y: un Dy, = — (i) Vi, :
k n & Josk Jk n & Jk

kur S, ir empiriskie merogosanas koeficienti un Dj;, ir empiriskie detalizacijas koeficienti.
Par merogosanas koeficientu novertejumu tiek nemts neparveidots empiriskais mero-

gosanas koeficients, proti, &, = Sk. Savukart, lai novertetu koeficientus (3, tiek lietots
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specials empirisko koeficientu Dj;, samazinaSanas veids, kuru sauc par sliekSposanu. Sie

novertetie koeficienti pec tam tiek ievietoti (4.10) un tiek ieguts funkcijas r novertejums

2J0—1 J 271
() = Y Qiorbion(®) + DD Bisthe(). (4.12)
k=0 i=jo k=0

Veivletu regresija ir lidziga ortogonalo rindu regresijas metodei. Ir tikai divas atskiri-

bas:
e ir cita ortonormala baze;

e tick lietota sliekSnoSana - samazinasanas veids, kura, ja empiriskais detalizacijas

koeficients Dj;, ir mazs, tad Bjk tiek pietuvinats nullei vai parvérsts par nulli.

Veivletu slieksposana. Teva veivletu koeficientu oy, ; novertejumi ir vienadi ar em-
piriskajiem mérogosanas koeficientiem Si. Tiem netiek pielietota nekada veida sliekso-
Sana vai samazinasana. Savukart mates veivletu koeficientu novertéjumi ir bazeti uz
empirisko detalizacijas koeficientu D;;, samazinasanu. Veivletiem tiek pielietota nelineara
samazinasana- slieksnosana, kuru savukart iedala “stipra” sliek§poSana un “vaja” sliek-
snosana.

Koeficientu 3;; novertejumu pec stipras slieksnosanas define ar izteiksmi

N 0 ,Ja |DJ]€| <A
Bk = (4.13)
Djrja |Dj| > A

Savukart pec vajas sliekSnosanas koeficientu 3j; novertejumi tiek defineti ar izteiksmi

P

Djk‘f‘)\ 7jaDjk<—)\

Bix =40 Jja =A< Dy < A (4.14)

Djk_)\ ,jaDjk>)\.
\

Piemeram, 7.attela ir redzama sliekSoSanas veidu atskiriba, ja A = 0.5.
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7. att. Kreisa pusé ir vaja slieksnoSana, laba pusé ir stirpa sliek§nosana

Slieksnosanas algoritms lauj datiem pasiem noteikt, kuri veivletu koeficienti ir no-
zimigi. Stipra sliekSnosana balstas uz principu “paturét” vai “likvidet”, turpretl vajas
slieksnosanas pamata ir “samazinat” vai “likvidet”.

Ka redzams izteiksmes (4.13) un (4.14), koeficientu [, novertesana ir atkariga no
parametra A. Parametru A sauc par slieksni. Ja izvélas loti lielu slieksni, tad koeficientus
saisina par daudz, un veidojas pargludinasana. Un pretéji, ja slieksnis ir par mazu, tad
rekonstruesana tiek pielauti daudz vairak koeficienti, veidojot oscilejosu, nenogludinatu
novertejumu.

Eksiste dazadas metodes ka izvéléties slieksni. Slieksnus var iedalit divas kategorijas.
Ir globalie slieksni, kuros izvelas vienu A\ vertibu, kuru pielieto visiem veivletu koeficien-
tiem visos limenos j. Un ir art lokalie sliekni, kuros katram limenim j izvelas atskirigus
slieknus A;.

Vienkarsakais un visbiezak lietotais slieksnis ir Donoho un Johnstone [12] ieviestais uni-

versalais slieksnis, kura A tiek definéta ar izteiksmi

21
A= gy 2280 (4.15)
n

kur o2 ir sekojoss o novertejums

median (|Dy_1 — median(Dj_1)])
: —. 4.1
Vi 0.6745 (4.16)

o=
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Piezime 15. Sis nav vienigais o novertéjums. Drikst izmantot ari jebkuru citu o no-

vertejumu 62
Savukart no lokaliem sliekspiem visizplatitakais ir slieksnis A;, kuru izvelas ta, lai tas
minimizétu Steina nenovirzitu riska novertejumu, kurs saja gadijuma definéts ar izteiksmi

) A2 _
S =D {% - 2%1 ( B

k=1

< )\j) + min (?k, A?)} : (4.17)
kur n; = 2771 ir parametru skaits j-taja limeni.

Pedejos gados veivletu slieksnosanas tehnikas ir loti attistijjusas. Ir izveidoti jauni

sliek$nu veidi, kuri ir balstiti uz esoso sliekSnu dazadu kombinésanu.
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5. Simulacijas un datu analize

Simulacijas un datu analize tiek lietota statistikas programma R. Programma R uzrak-
stitie kodi (skatit pielikuma) tiek lietoti, lai konstruetu un novertetu regresijas funkciju r
un secinatu, kura no apskatitajam neparametriskas regresijas metodem ir labaka, bet ku-
ru metodi iespéjams nevajadzétu izveleties regresijas funkeijas novertesanai. Saja analize

pétamais objekts ir reali dati un testa funkciju generéti dati.

5.1. Realu datu analize

Saja nodala analizeti tiks “CMB” un “SP500” dati. “CMB” datus var apaksiela-
det Larry Wassermann majas lapa (http : //www.stat.cmu.edu/ ~ larry/all — of —
nonpar /data.html).

CMB (cosmic microwave background radiation) datos (8.attels) X; dati attelo tempe-

ratiuras fluktuacijas frekvenci un Y; dati reprezenté fluktaciju speku katra frekvence.
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|

10000
|

-10000

0 200 400 600 800

8. att. CMB datu izkliedes attéls

Apskatam, kdadus rezultatus iegust lietojot tradicionalds neparametriskas regresijas
metodes - kodolu regresiju un lokalo linearo regresiju. Lai novértétu regresijas funkciju,
nepieciesams atrast optimalo joslas platumu. To atrod minimizejot risku pec krosvalida-

cijas. 9. attela ir redzami riski atkariba no joslas platuma.

33



9720000

9700000
9850000 9900000
L L

9680000
9800000
L

9750000
L

9660000

(a) Risks kodolu regresijas ga- (b) Risks lokalas linearas reg-
dijuma resijas gadijuma

9. att. Riski atkariba no joslas platuma

Tatad kodolu regresijai optimalais joslas platums h=38.6, savukart lokalai linearai
regresijai optimalais joslas platums h=47. Lietojot Sos joslas platumus, regresijas funkcijas

novertejumi ir redzami 10. attela.
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10. att. Regresijas funkcijas novértgjumi CMB datiem

Kodolu un lokalas linearas regresijas novértéjumos visparigi bitiskas atskiribas nav
saskatamas (10.(a)attels). Bet, ja apskatas situaciju robezu galapunktos, tad tur ir redza-
mas atskiribas. Un, ka teorijas apskata jau tika paradits, tad labaks novertejums ir lokali
linearas regresijas metodei, jo regresijas funkcija labak tiek aproksiméta robezu galapun-
ktos, uzlabojot robezu biasu. Tas ari redzams 10.(b) attela, kura ir atteloti noverojumi

intervala X=[0,100].
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Nakama metode, ar kuru tiek analizeti CMB dati, ir REACT metode. Saja gadijuma
gludinasanas parametrs ir saskaitamo skaits rinda. Optimalais saskaitamo skaits tiek
noteikts minimizejot risku nevis pec krosvalidacijas, bet gan minimizéjot izteiksmi (3.11),
kas ir Steina nenovirzits riska novertejums. CMB datiem REACT metodes gadijuma risks
atkariba no saskaitamo skaita ir redzams 11.(a)attela. Tatad optimalais saskaitamo skaits

J ir 41. Regresijas likne kopa ar CMB datiem redzama 11.(b) attéla.
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(a) Risks atkariba no saskaitamo skaita (b) REACT metodes regresija

11. att. REACT metode CMB datiem

Ka redzams 11.(b) attela, tad REACT metodei regresijas novertejums beigas nav
gluds. Tespejams, ka neizpildijas kads no nosacijumiem. Tapeéc tiek parbaudits, vai atli-
kumi ir sadaliti péc Normala sadalijuma. Uzzimgjot Q-Q plot (12. attels), redzams, ka
CMB datiem atlikumi nav sadaliti péc Normala sadalijuma. Tadél REACT metode CMB

datiem nav isti piemerota.

Normal Q-Q Plot
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12. att. Q-Q plot
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CMB datiem n=899 un tas nav divnieka pakape. Lai varétu pielietot diskréto veivletu
tranformaciju, datu skaitu ir nepieciesams palielinat lidz 1024. No sakuma tiek pielietotas
programma R automatiski iebuvetas metodes datu paplasinasanai [13]. Tas ir inversa un

parasta datu parkopesana. Un tad iegutas veivletu regresijas liknes redzamas 13.attela.
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(a) Datu piekopésana spogulattela (b) Regresija ar datiem, kuri piekopéti spogul-
attela
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(c) Datu piekopésana inversa spogulattéla (d) Regresija ar datiem, kuri piekopéti inversa
spogulattéla

13. att. Veivletu regresija CMB datiem

Redzams, ka likne beigas nav gluda, bet ir osciléjosa. Tatad sis datu papildinasanas
metodes nav labas. Cita alternativa ir lietot tikai jau esoSus datus un sadalit tos divas
dalas. Viena dala ir 512 noverojumi no sakuma, bet otra dala ir 512 noveojumi no

beigam. Ideja varetu but apskatit katru dalu atseviski un tad apvienot. Bet ari Seit beigu
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novertejumos likne nav gluda (14. attels).

6000
20000
1

5000
1

4000
1
10000
1

3000
1

2000

1000
-10000

0
1

[S

100 200 300 400 500 400 500 600 700 800 900
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14. att. Veivletu regresija CMB datiem

Tatad jasecina, ka patiesais iemesls nav datu “skaita palielinasanas izvele”, bet gan
tas, ka neizpildas nosacijums par atlikumu normalitati. Vel iemesls ir ar1 heteroskedasti-
tate. Ja sakuma lidz kadam 400 novérojumam ir homoskedastitate, tad péc tam paradas
heteroskedasticitate. Ka so problému risinat? Iespéja varétu bit izvéléties slieksni nevis
globalo (universalo), bet gan lokalo, un ¢ nemt katram limenim savu minimizejot pec
SURE. 2007.gada ir paradijusies arT publikacija par veivletu lietoSanu neparametriskas
regresijas gadijumos, kad ir heteroskedastitate [14]. Bet pagaidam vairak ar teorétiskiem
aprekiniem un mazak ar praktiskiem piemeriem.

Otrs realu datu piemers ir “SP500” dati. SP500 datus var apaksieladet Jianqging
Fan majas lapa (http : //www.or fe.princeton.edu/ ~ jqfan/fan/nls/datasets.html).
SP500 dati ir Standard and Poor’s indeksa dati, kas balstas uz 500 lielako Amerikas
uznemumu akciju svertajam videjam cenam (aptuveni 70% no Amerikas tirgus). Apskatiti
tiks indeksa dati laika posmam no 1998.gada 28.decembra lidz 1999.gada 31.decembrim
(15. attels).
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15. att. Standard and Poor’s indeksa dati

Kodolu regresijas un lokalas linearas regresijas konstruesana Saja gadijuma ir proble-
mas ar joslas platuma noteiksanu, jo krosvalidacija nestrada. Ka redzams 16.(a) attela, ja
izvélesies joslas platumu ar krosvalidaciju, tad notiks nevis gludinasana, bet gan interpo-
lacija. Tas ir tadel, ka dati ir koreleti. Sikak sadas problemas pétijis Jeffrey D.Hart [15].
Savukart izveloties joslas platumu pec Akaikes kriterija, iegiist jau gludaku novertejumu,
bet ar visparéjo krosvalidaciju regresijas likne tiek pat pargludinata. Optimalas regresijas

liknes pie joslas platuma h=11 ir redzamas 16.(b) attéla.
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(a) Krosvalidacija pec dazadam metodem (b) Regresijas liknes pie h=11

16. att. Kodolu un lokalas linearas regresijas funkcijas novertejumi SP500 datiem
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ArT Seit ir redzams, ka robezas labaka ir lokala lineara regresija.

Veivletu regresijas gadijuma datus var lietot uzreiz bez modificésanas, jo ir 256 no-
veérojumi. Regresijas liknes novertésanai lietots tiek vismazakas asimetrijas Daubechies
veivlets. Ka redzams 17. attela, tad regresijas likne, palielinoties izzudoSajiem momen-
tiem, mainas mazliet galapunktos un vidu. Pareja dala ir loti lidzigas. Ta ka pie 10
izzidoSajiem momentiem sakuma paradas novirze, tad jasecina, ka optimalais regresijas

funkcijas noveértejums bis gadijuma, kad ir 4-6 izziidosie momenti.
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17. att. Veivletu novertejumi SP500 datiem

Ka redzams 18. attela, tad novertejums ar 4 izzidosajiem momentiem ir mazliet 1idzigs
lokalas linearas regresijas novértéjumam ar joslas platumu h=11. Ja salidzina stipro
slieksnosanu ar vajo, tad redzams, ka stipra sliekSnosana vairak interpole, turpreti vaja

vairak gludina.
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18. att. Veivletu novertgjumi SP500 datiem

Vel redzams ari, ka, tapat ka lokalds linearas regresijas novértéjumam, ari veivletu
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novertejumam galapunktos nav noverojama robezu novirze.
Pec realu datu analizes jasecina, ka ir gruti izveleties, kura gludinasanas parametra

vertiba ir optimalaka, kurs novértéjums ir labakais.

5.2. Simuléto funkciju analize

Ta ka péc regresijas funkciju novertéjumu attéliem nevar viennozimigi secinat, kura
metode ir labaka, tiek veiktas simulacijas testa funkcijam pie dazadiem izlases apjomiem.
Simuletas funkcijas (19.attels) ir Doppler funkcija un Jumpsine funkcija.

Doppler funkcija ir forma

r(x):msin(ﬂ), 0<z<l1.

z + 0.05

Jumpsine funkcija ir forma

r(x) = 3(sin(4mx) + 0.5 - [{0.3<2<0.5})

0.4

0.2

0.0
[

-0.2

-0.4

(a) Doppler funkcija (b) Jumpsine funkcija

19. att. Testa funkciju istie grafiki

Sis funkcijas ir labas neparametriskas regresijas metozu testésanai, jo tas ir saregziti
novertet. Sis funkcijas ir samera gludas, iznemot dazus lecienus vai krasu liknes formas
izmainu.

Tade] ar $Tm pieminétajam testa funkcijam tiek veiktas simulacijas. Veikto simulaciju

procesu var rakstorot sekojosi:

1. Testa funkcijai f tiek simuléti n novérojumi;
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2. Aprekina vidéjo kvadratisko klidu sai vienai simulacijai

n

MSE = =3 (r(a) = (2

3. Atkarto 1. un 2. punktu m reizes, tadejadi iegistot m MSE vertibas.

4. Aprekina videjo vertibu no visam m iegutajam videjo kvadratisko klidu vertibam

(angliski average mean squared error)

1 m
AMSE = — ) MSE;.
m 1=1

Generéti tiek dati, kuri iegati testa funkcijai pievienojot klidu oe, kur ¢ ~ N(0,1) un
o ir 0.1. Simulacijas noverojumu skaits n ir 64, 128, 256, 512 un 1024, un simulacijas
atkartosanas reizu skaits m = 50.

Sis simulaciju process tiek pielietots Nadaraja-Vatsona kodolu regresijas metodei, lo-
kalai linearajai regresijai, REACT metodei un veivletiem. Simulacijas ar veivletiem tiek
izmantots Daubechies veivlets no vismazakas asimetrijas klases ar 4 izzudosiem momen-
tiem. Ka slieksnis tiek lietots universalais slieksnis. Kodolu novértéjumiem joslas platums
tiek noteikts, minimizgjot risku péc krosvalidacijas. REACT metodé ir viens veids ka no-
saka saskaitamo skaitu, proti, minimize risku pec SURE.

Pirma testa funkcija ir Doppler funkcija. Doppler funkcija ir sinusoida ar mainigu
amplitidu un biezumu. Sis funkcijas novéertesana vislielakas problemas jebkurai metodei
ir sakums, jo tur ir gruti atpazit, kada ir patiesa funkcija un datu struktura. Sis testa

funkcijas regresijas liknes redzamas 20.attela.
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1. tabula AMSE Doppler funkcijai
Metode n=64 n=128 n=256 n=512 n=1024
Kodolu regresija  0.02053 0.01595 0.01156 0.00787 0.00567
Lokala lineara 0.02047 0.01599 0.01160 0.00788 0.00568
REACT 0.01251 0.01116 0.00646 0.00409 0.00267
Veivleti (viegla) 0.02635 0.02905 0.02294 0.01651 0.01172
Veivleti (stipra) 0.01926 0.01846 0.01157 0.00769 0.00479

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Kodolu un lokalas linearas regresijas (b) REACT metodes regresijas noverte-
novertejums jums

0.5

0.0

-05

(c) Veivletu regresijas novertejums

20. att. Regresijas funkcijas novertejumi Doppler funkcijai

Salidzinot regresijas noveértéjumus, pamanams, ka nevienai no metodém pilniba nav
izdevies atpazit sakuma isto likni, jo tur Doppler funkcijai loti mainas frekvence. Vistu-
vako noverejumu istajai funkcijai sakuma deva REACT metode, jo taja ir fikseta precizak
istas liknes oscilacija. Bet trakums atkal REACT metodei ir talakaja novertéjuma. Tur
dazas vietas un jo ipasi beigas likne ir loti oscilejosa. Bet kodolu un veivletu gadijuma
liknes ir loti lidzigas, turklat abas metodes sakuma nefikse frekvencu izmainu.

Simulaciju apkopojums redzams 1. tabula. Skatoties péc rezultatiem, REACT metodes
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rezultati ir vislabakie. Tatad regresijas liknes novertejums ir precizaks, bet ka jau ieprieks
pieminéts un redzams 20.(b) attela, tad regresijas likne nav pietiekosi gluda. Tadel nevar
teikt, ka REACT novértéjums ir vislabakais. Kodolu regresijai, lokalai linearajai regresijai
un veivletiem péc stipras slieksnosanas AMSE rezultati ir lidzigi.

Otra testa funkcija ir Jumpsine funkcija. Sis testa funkcijas regresijas liknes redzamas

21.attéla.

— Nadaraja-Vatsona kodol
--- Lokala lineara
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(a) Kodolu un lokalas linearas regresijas nover- (b) REACT metodes regresijas novértéjums
tejums

— Soft
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(c) Veivletu regresijas novertejums

21. att. Regresijas funkcijas novertéjumi Jumpsine funkcijai

Jumpsine funkcijai kodolu regresijas un lokalas linearas regresijas gadijuma tiek izlaisti
lécieni pie 0.3 un 0.5. Bet pargja dala ir gluda. Savukdart REACT metode un veivleti
fikseja lecienus punktos 0.3 un 0.5. REACT metodei trikums tapat ka Doppler funkcijas
gadijuma ir tas, ka citas regresijas liknes vietas paradijas lieka, nevajadziga oscilacija.

Veivletu gadijuma likne ir gluda.
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2. tabula AMSE Jumpsine funkcijai
Metode n=64 n=128 n=256 n=512 n=1024
Kodolu regresija  42.9802 20.6482 9.7575 8.2246 6.2114
Lokala lineara 42.9239 20.5396 9.7058 8.1991 6.1923
REACT 0.0334 0.0168 0.0094 0.0061 0.0043
Veivleti (viegla) 0.1214  0.0867  0.0652 0.0429 0.0267
Veivleti (stipra) 0.0905  0.0405  0.0267 0.0119 0.0063

Ja skatas AMSE rezultatus 2. tabula, tad Seit neapsaubami vissliktakie rezultati ir
kodolu regresijai un lokalai linearajai regresijai. It ipasi, kad izlases apjoms ir mazs. Kad
apjoms ir lielaks, tad kluda jau samazinas, bet tik un ta kluda ir loti liela salidzinot ar
paréjam metodem. REACT metode lidzigi ka Doppler funkcijas gadijuma pec AMSE
rezultatiem uzrada vismazako kladu, bet ta ka regresijas likne nav gluda, tad es neuz-
skatu, ka tas ir labakais novertejums. Veivletu gadijuma likne ir gluda, kluda ir diezgan
maza un ari lécieni punktos 0.3 un 0.5 tiek fikseti. Tatad tik tiesam telpiski nehomoge-
nam funkcijam veivleti izradas labaki par citam metodem. Tas ir pateicoties telpas-laika
lokalizacijai.

Bet, ka redzejam realos datu piemeros, tad tur lokalas linearas regresijas metode bija
pat labaka neka veivleti un REACT, jo tur datos nebija peksnu lecienu vai biitiskas datu
struktiiras izmainas.

Kuru metodi izveleties ir loti atkarigs no datiem konkretaja situacija. Nevar vienno-

zimigi pateikt, kura metode ir labaka. Visam metodem ir savi trukumi, prieksrocibas.
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6. Secinajumi

Darba tika apskatitas neparametriskas regresijas metodes regresijas funkcijas noverte-
sanai. Apskatitas tradicionalas kodolu regresijas un lokalo polinomu regresijas metodes,
ka arl jaunakas metodes - veivleti un ortogonalo funkciju metode.

Ortogonalu funkciju un veivletu regresijas novertéjumu izteiksme saskaitamie rinda ir
neatkarigi viens no otra, un tadéjadi viens saskaitamais neietekmé to, kada bis likne kaut
kur talak. REACT metodes trukums varétu but ortonormalas bazes izvele. Ja izvelas
kosinusu bazi (ka tas ir Saja darba), tad metode strada labi, bet, lietojot ortogonalus
polinomus, probléma ir ar polinomu kartu, jo bazé ir nepieciesami ortogonali polinomi,
kuriem karta ir vienada ar izlases apjomu. Pie lieliem izlases apjomiem varetu but pagruti
uzkonstruet ortonormalu bazi.

Kodolu regresijas novértéjumam trakums ir robezu novirze galapunktos. Bet So pro-
blemu samazina vai likvideé, ja lieto lokdlos polinomus. Tadéjadi lokalie polinomi ir labaki
neka kodolu regresija, jo tie jau automatiski likvide robezu biasu. Ari veivletiem, kur
metode stradaja korekti, robezu novirzes nebija.

Veivletiem zinams trikums ir prasiba, lai datu skaits ir divnieka pakape. Jo modifice-
jot, parveidojot datus, lai izlases apjoms butu divnieka pakape, palielinas iespejamiba, ka
novertejums varetu but kludains. IzverSot darba rezultatus varetu pardomat, vai ir iespe-
jama kada visparigaka metode datu palielinasanai (samazinasanai) lidz divnieka pakapei.
Darba laika radas cits variants, ka varétu rikoties, ja nav divnieka pakapes. lespéjams,
ka tads variants jau ir izstradats, bet ideja ir nemt m blokus (intervalus), kur m = 27
un katram blokam aprekinat vienu vertibu, kas ir videja vertiba no visiem punktiem, kuri
atrodas konkrétaja bloka.

Ta ka veivletus statistika saka lietot samera nesen, tad vel ir daudz teoretisku proble-
mu, kuras var tikt analizetas. Piemeram, varetu apskatit heteroskedastitates problemu,
kas nesen 2007.gada tikusi apskatita teorétiski. Tomér praktiskam datu problemam sika-
ka analize nav veikta. Veivletu metodes lieto ari laikrindu analizé, it seviski prognozes
veiksana (skatit [16],[17]).

Visam neparametriskas regresijas metodem nav iespéjams viennozimi noteikt gludino-
So parametru neatkarigi no pielietota riska minimizacijas veida. Katra riska funkcija un
ta minimizacija dod savu rezultatu un lidz ar to piedava savu optimalo gludinasanas pa-

rametru. Faktiski butu nepieciesams veikt dzilaku analizi ar simulaciju palidzibu, lietojot
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testa funkcijas. Tomer praktiskos piemeéros vienmer papildus ir javeic ari vizuala datu

analize.
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1. Programmas R kodi

HHuR#H REACT regresija
orto<-function(xdati,ydati)
{
vec<-c()
fii<-function(j,x)
{
f<-1
f[j>1]1<-sqrt(2)*cos ((j-1)*pi*x)
£
}
n<-length(xdati)
zz<-¢c()
zz2<-c ()
for(j in 1:n)
{
zz[jl<-1/n*sum(sapply(1:n,function(i){ydati[i]*fii(j,xdati[i])}))
zz2[j1<-(zz[j1) "2
}
sigma<-1/2/(n-1) *sum((ydati[2:n]-ydati[1l:(n-1)]1)"2)
Risks<-function(J)
{
n<-length(xdati)
J*sigma/n+sum(sapply ((J+1) :n,function(j){max((zz2[jl-sigma/n),0)1}))
}
hhh<-seq(1,length(xdati)-1,by=1)
index<-order (sapply (hhh,Risks)) [1]
novJ<-hhh[index]
ortoNov<-function(J,x){sum(sapply(1:J,function(j){zz[jl*£fii(j,x)}))}
for (k in 1:length(xdati)){
vec[k]<-ortoNov(nov],xdatil[k])

}
vec
}
i Nadaraya-Watson kodolu regresija
nadwatson<-function(xdati,ydati)
{
h<-h.select(xdati,ydati,method="cv")
locpoly(xdati,ydati,bandwidth=h,degree=0,gridsize=length(xdati))
+
i Lokala lineara regresija
linloc<-function(xdati,ydati)
{
h<-h.select(xdati,ydati,method="cv")
locpoly(xdati,ydati,bandwidth=h,degree=1,gridsize=length(xdati))
+
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i Veivletu regresija
# Soft thresholding veivletu regresija
softwavelet<-function(xdati,ydati)
{
vec<-c()
wds<-wd(ydati,filter.number=4,family="DaubLeAsymm",bc="symmetric")
thS.wds<-threshold(wds,type="soft",boundary=TRUE)
trecS<-wr(thS.wds)
vec<-trecS[1:length(xdati)]
vec
}
# Hard thresholding veivletu regresija
hardwavelet<-function(xdati,ydati)
{
vec<-c()
wds<-wd(ydati,filter.number= ,family="DaubLeAsymm", bc="symmetric")
thH.wds<-threshold(wds,type="hard",boundary=TRUE)
trecH<-wr(thH.wds)
vec<-trecH[1:1length(xdati)]
vec

HitHH#H Testa funkcijas
# Dopller funkcija
doppler<-function(x)
{
sqrt (xx(1-x)) *sin(2.1*pi/ (x+0.05))
}
# Bloku funkcija
blocks<-function(x)
{
t<-c(0.10, 0.13, 0.15, 0.23, 0.25, 0.40, 0.44, 0.65, 0.76, 0.78, 0.81)
h<-c(4,-5, 3,-4, 5,-4.2, 2.1, 4.3,-3.1, 2.1,-4.2)
sgn<-function(y)
{
ss<-0
ss[y>0]<-1
ss[y<0]<--1
ss
}
ssgn<-function(z){(1+sgn(z))/2}
summa<-0
for (j in 1:11){summa<-summa+(h[jl*ssgn(x-t[j1))}
summa
}
# JumpSine funkcija
jumpsine<-function(x)
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{
y<-3*(sin(4*pi*x))
y[x>0.3 & x<=0.5]<-3*(sin(4*pi*x)+0.5%1)

y
}

HHHH Simulacijas
library(KernSmooth)

library(sm)

library(wavelets)

library(wavethresh)
testafunkcija<-function(x){doppler(x)}
sigma<-0.1

reizes<-50

for (n in c(32,64,128,256,512,1024))

{

summa . orto<-0

summa . kodols<-0

summa.linloc<-0

summa.soft<-0

summa . hard<-0

xdati<-seq(0,1,len=n)

for (m in 1:reizes)

{
ydati<-sapply(xdati,function(x){testafunkcija(x)+sigma*rnorm(1,0,1)})
ista<-sapply(xdati,function(x){testafunkcija(x)})
mse.orto<-(sum((ista-orto(xdati,ydati))~2))/n
summa . orto<-summa.orto+mse.orto
mse.linloc<-(sum((ista-linloc(xdati,ydati)$y)~2))/n
summa.linloc<-summa.linloc+mse.linloc
mse.kodols<-(sum((ista-nadwatson(xdati,ydati)$y)~2))/n
summa .kodols<-summa.kodols+mse.kodols
mse.soft<-(sum((ista-softwavelet(xdati,ydati))~2))/n
summa.soft<-summa.soft+mse.soft
mse.hard<-(sum((ista-hardwavelet(xdati,ydati))~2))/n
summa.hard<-summa.hard+mse.hard

+

amse.orto<-summa.orto/reizes

amse.linloc<-summa.linloc/reizes

amse.kodols<-summa.kodols/reizes
amse.soft<-summa.soft/reizes
amse.hard<-summa.hard/reizes
cat("n=",n,"AMSE.orto=",amse.orto,"AMSE.linloc=",
amse.linloc,"AMSE.kodols=",amse.kodols,"AMSE.soft=",
amse.soft,"AMSE.hard=",amse.hard,'"\n")

ol
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