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Anotâcija

Darbâ ir apskatîtas pçdçjâ laikâ populârâkâs neparametriskâs regresijas funkcijas novçr-

tçðanas metodes ar ortogonâlâm funkcijâm un veivletiem. Katrai metodei gan teorçtiski,

gan konkrçtâm praktiskâm datu problçmâm apskatîta gludinâðanas parametra izvçle un

regresijas funkcijas novçrtçðana. Ar simulâciju un datu analîzi pçtîtas metoþu priekðrocî-

bas un trûkumi.

Atslçgas vârdi: veivletu neparametriskâ regresija, ortogonâlu funkciju regresija



Abstract

In this work recently popular nonparametric statistical regression estimation methods

have been considered using orthogonal functions and wavelets. For both methods theore-

tically and practically the estimation for smoothing parameters and regression functions

are considered. Finally simulation study has been made and data examples analysed.

Keywords: wavelet regression, regression with orthogonal functions
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Ievads

Mûsdienâs gandrîz katrâ nozarç ir novçrojamas daþâda veida sakarîbas starp fakto-

riem, lietâm, mainîgiem lielumiem, kâ viena faktora izmaiòa ietekmç citu faktoru. Mate-

mâtiskajâ statistikâ svarîga loma ir klâsteru, dispersiju, regresijas, laikrindu u.c. analîzei,

kas analizç daþâdu faktoru ietekmi uz citiem faktoriem. Ðajâ darbâ tiks aplûkota regresiju

analîze, lietojot neparametriskâs statisktikas metodes.

Kâ regresijas analîzes pirmsâkumu var uzskatît 19. gadsimta sâkumu, kad Leþandrs

1805.gadâ un Gauss 1809.gadâ publicçja \mazâko kvadrâtu metodi". Vçlâk 1821.gadâ

Gauss publicâja arî Gausa-Markova teorçmu, kura ir ïoti svarîga klasiskâs statistikas

regresijas analîzç.

Regresijas analîze ir statistikas metode, ar kuras palîdzîbu tiek pçtîta un analizçta

sakarîba starp atkarîgo mainîgo, kuru sauc arî par atbildes mainîgo, un vienu vai vairâ-

kiem neatkarîgajiem mainîgajiem, kurus savukârt sauc par regresoriem vai skaidrojoðiem

mainîgajiem.

Doti n neatkarîgi un vienâdi sadalîti novçrojumu pâri (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn),

regresijas modelis ir formâ

Yi = r(Xi) + εi, E(εi) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

kur funkcija r ir nezinâmâ regresijas funkcija un εi ir statistiskâ kïûda.

Funkcija r principâ ir nosacîtâ matemâtiskâ cerîba atbildes mainîgajam Y pie fiksçtas X

vçrtîbas, tas ir,

r(x) = E(Y |X = x).

Klasiskajâ statistikâ parametriskâs regresijas modelî funkcija r tiek aplûkota kâdâ ie-

priekð noteiktâ formâ. Visbieþâk ðîs funkcijas r forma tiek pieòemta kâ lineâra. Piemçram,

funkcija r uzdota formâ r(x) = a+bx+ε. Ðajâ vienâdîbâ ir divi nezinâmi parametri, kurus

vajag novçrtçt. Tâdçjâdi funkcijas r novçrtçðanas problçma tiek reducçta uz parametru

a un b novçrtçðanas problçmu. Ðo parametru novçrtçjumus iegûst pçc mazâko kvadrâ-

tu metodes minimizçjot kvadrâtu atlikumu (rezidiju) summu. Tâdçï arî 19.gs. termina

\regresija" vietâ lietoja terminu \mazâko kvadrâtu metode". Tâlâk, kad parametri ir no-

vçrtçti, tos ievietojot izteiksmç r(x) = a+bx, iegûst funkcijas r novçrtçjumu r̂(x) = â+b̂x.

Beigâs tiek analizçts, vai izvçlçtais modelis ir atbilstoðs funkcijai r.
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Savukârt neparametriskajâ regresijâ funkcija r netiek aplûkota kâdâ iepriekð noteik-

tâ formâ, bet funkcija tiek novçrtçta un konstruçta saskaòâ ar informâciju, kuru iegûst

no datiem. Tâdçjâdi neparametriskâs regresijas metodes nodroðina efektîvu un vienkârðu

metodi datu kopas struktûras atraðanai. Neparametriskâs regresijas metodes ietver orto-

gonâlo rindu novçrtçjumus, kodolu novçrtçjumus, lokâlos polinomus, splainus un veivletus.

Visâs tikko pieminçtajâs metodçs ir parametrs, kuru sauc par gludinâðanas parametru.

Kodolu novçrtçjumos un lokâlajos polinomos tas ir joslas platums, ortogonâlajâs rindâs

tas ir saskaitâmo skaits, savukârt veivletiem tas ir slieksnis.

Ja ðis gludinâðanas parametrs ir izvçlçts par lielu, tad regresijas funkcija var bût

pârgludinâta. Un pretçji, ja gludinâðanas parametrs ir izvçlçts par mazu, tad regresijas

lîkne var bût nenogludinâta.

Tâdçjâdi viena no neparametriskâs regresijas problçmâm ir optimâla gludinâðanas pa-

rametra izvçle.

Lîdz ðim bieþâk lietotajâm regresijas metodçm trûkums ir \telpiskâ adaptivitâte" un

problçmas rodas, kad funkcijas ir telpiski nehomogçnas. Telpiski nehomogçnas funkcijas ir

tâdas funkcijas, kurâm gludums mainâs atkarîbâ no skaidrojoðâ mainîgâ vçrtîbas. Citiem

vârdiem, ðîs funkcijas var raksturot kâ funkcijas, kurâm ir novçrojama pârtrauktîba vai

citas pçkðòas izmaiòas datu struktûrâ, piemçram, lçcieni, pîíi. Tradicionâlajâm nepa-

rametriskâs regresijas metodçm bieþi radâs problçma noteikt precîzi ðos lçcienus, pîíus,

jo ðîs metodes ir bâzçtas uz fiksçtu telpisku mçrogu. Veivletiem piemît laika-frekvences

lokalizâcija. Tâdçjâdi veivleti ir telpiski pielâgoti, un tiem nav problçmu aproksimçt ne-

gaidîtus lçcienus un pîíus.

Veivletu lietojumi neparametriskajâ regresijâ sâkâs ar Donoho un Johnstone [1], kuri

ieviesa \vieglo" sliekðòoðanu. Vçlâk parâdîjâs arî cita veida sliekðòi un sliekðòoðanas

operatori. Paðlaik ðos sliekðus jau daþâdi kombinç, lai iegûtu vçl labâkus regresijas lîknes

novçrtçjumus.

Ðî darba mçríis ir:

• aplûkot tradicionâlâs (lîdz ðim lietotâs) un nesen ieviestâs (pçdçjos 10-15 gados)

neparametriskâs regresijas metodes nezinâmas regresijas funkcijas novçrtçðanai.

• veicot simulâcijas un analizçjot reâlus datus ar programmu R, noteikt metoþu priekð-

rocîbas un iespçjamos trûkumus.
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• veikt daþâdu neparametrisku regresiju novçrtçjumu salîdzinâjumu.

Darbs sastâv no 6 nodaïâm. Pirmajâ nodaïâ ir izklâstîta parametriskâ un nepara-

metriskâ regresija un to atðíirîbas. Otrajâ nodaïâ ir aplûkotas divas neparametriskâs

regresijas metodes - kodolu regresija un lokâlâ polinomu regresija. Treðajâ nodaïâ ir

apskatîta REACT metode, kura parâdîjâs samçrâ nesen - pirms 10 gadiem. Ceturtajâ

nodaïâ ir neliels ieskats par veivletiem un aplûkota regresijas metode, kura balstîta uz

veivletu lietojumiem. Piektajâ nodaïâ ir ðo metoþu salîdzinâðana un analîze simulçtâm

funkcijâm un reâliem datiem. Pçdçjâ nodaïâ ir izklâstîti secinâjumi par apskatîto metoþu

priekðrocîbâm un trûkumiem. Pielikumâ atrodas programmas R kodi.

Darbâ ir 21 attçls un 2 tabulas.
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1. Parametriskâ un neparametriskâ regresija

1.1. Parametriskâ regresija

Parametriskâs regresijas modelî regresijas funkcija r tiek aplûkota iepriekð noteiktâ

formâ un ir definçta kâ funkcija Y = r(X, β), kur Y ir atkarîgais mainîgais, X ir viens

vai vairâki neatkarîgie mainîgie un β ir nezinâmi parametri.

Visizplatîtâkais un praksç bieþâk lietotais modelis ir lineârâs regresijas modelis.

Lineârâs regresijas modelis. Lineâras regresijas modeli pieraksta formâ

Yi = β0 + β1X
(1)
i + · · ·+ βkX

(k)
i + εi, i = 1, 2, . . . , n. (1.1)

Modelis vektoru formâ

Y = Xβ + ε,

kur

Y =


Y1

Y2

. . .

Yn

 X =


1 X

(1)
1 X

(2)
1 . . . X

(k)
1

1 X
(1)
2 X

(2)
2 . . . X

(k)
2

. . . . . . . . . . . . . . .

1 X
(1)
n X

(2)
n . . . X

(k)
n

 β =


β0

β1

. . .

βk

 ε =


ε1

ε2

. . .

εn

 .

Matricâ X kolonna ar vieniniekiem atbilst konstantes β0 iekïauðanai regresijas modelî.

Lineâras regresijas modeïos svarîgi ir ðâdi pieòçmumi:

1. skaidrojoðie mainîgie X(j) nav stohastiska rakstura;

2. matrica X ir ar rangu k+1;

3. Eεi = 0 Eε2i = σ2, Eεiεj = 0, εi ∼ N(0, σ2I).

Mçríis ir novçrtçt modeïa parametrus β̂ = (β̂0, β̂1, . . . , β̂k)
T . Parametru novçrtçjumus

β̂ iegûst pçc mazâko kvadrâtu metodes, minimizçjot kvadrâtu atlikumu (rezidiju) summu

n∑
i=1

(Yi −
k∑
j=0

X
(j)
i βj)

2.
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Ja matricai XTX eksistç inversâ matrica, tad mazâko kvadrâtu novçrtçjums ir formâ

β̂ = (XTX)−1XTY.

Funkcijas r(x) novçrtçjums punktâ X = (X0, X1, . . . , Xk)
T ir

r̂n(X) =
k∑
j=0

β̂jXj = XT β̂.

Novçrtçtâs vçrtîbas r = (r̂n(X0), r̂n(X1), . . . , r̂n(Xn)) var pierakstît kâ

r = Xβ̂ = LY,

kur L = X(XTX)−1XT sauc par projekcijas matricu un vektora ε̂ = Y −r elementus sauc

par rezidijiem. Matrica L ir simetriska un idempotenta, tas ir, L = LT un L2 = L.

1.2. Neparametriskâ regresija

Neparametriskajâ regresijâ funkcija r netiek aplûkota kâdâ iepriekð noteiktâ formâ,

bet tiek konstruçta saskaòâ ar informâciju, kuru iegûst no datiem.

1980-jos un 1990-jos gados tradicionâlie neparametriskâs regresijas novçrtçjumi pârsvarâ

bija lineâri gludinâtâji (skatît definîciju 1) - kodolu novçrtçjumi, gludinoðie splaini.

1990-tajos gados Donoho un Johnstone piedâvâja nelineâru aproksimâciju neparametris-

kajai regresijai - veivletu samazinâðanas un veivletu sliekðòoðanas novçrtçjumus.

Definîcija 1. Funkcijas r novçrtçjums r̂n ir lineârs gludinâtâjs, ja katram x eksistç tâds

vektors l(x) = (l1(x), . . . , ln(x))T , ka

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi. (1.2)

Novçrtçto vçrtîbu vektors r = (r̂n(X1), . . . , r̂n(Xn))T un Y = (Y1, . . . , Yn)T . Tad

r = LY,

kur L ir n × n matrica, kuras i-tâ rindiòa ir l(Xi)
T . Matricu L sauc par gludinâðanas

matricu. Tâdçjâdi Lij = lj(xi). i-tâs rindiòas elementi ir svari, kâdi pieðíirti Yi veidojot
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r̂n(Xi).

Visas neparametriskâs metodes vieno fakts, ka, lai novçrtçtu funkciju r, ir nepiecieðams

noteikt gludinâðanas parametru. Tâdçjâdi lielâkâ problçma neparametriskas regresijas

novçrtçjumos ir pareizi izvçlçties gludinâðanas parametru.

1.3. Regresijas novçrtçjuma precizitâtes noteikðana

Gan ar parametrisko, gan ar neparametrisko regresiju tiek novçrtçta regresijas funkci-

ja r. Lai noteiktu regresijas funkcijas novçrtçjuma atbilstîbu, visbieþâk lieto zaudçjuma

funkciju un risku.

Definîcija 2. Funkcija r̂n(x) ir funkcijas r(x) novçrtçjums punktâ x. Tad kvadrâtiskâs

kïûdas zaudçjumu funkcija tiek definçta ar izteiksmi

L(r(x), r̂n(x)) = (r(x)− r̂n(x))2. (1.3)

Definîcija 3. Zaudçjuma funkcijas vidçjo vçrtîbu sauc par risku jeb vidçjo kvadrâtisko

kïûdu (angliski mean squared error - MSE) un to definç ar izteiksmi

MSE = R(r(x), r̂n(x)) = E(L(r(x), r̂n(x))). (1.4)

Veicot pârveidojumus, iegûst, ka risks

R(r(x), r̂n(x)) = (E(r̂n(x))− r(x))2 + D(r̂n(x)), (1.5)

kur

E(r̂n(x))− r(x) = biass(r̂n(x)).

Jo mazâka ir R(r(x), r̂n(x)) vçrtîba, jo labâks ir novçrtçjums.

Definîcijâ 3 risks definçts ir punktâ x. Ja vçlas summçt risku visâm x vçrtîbâm, tad lieto

integrçto MSE

R(r, r̂n) =

∫
R(r(x), r̂n(x))dx.

Kâ jau iepriekð tika pieminçts, tad no gludinâðanas parametra izvçles ir atkarîgs regre-

sijas lîknes gludums. Ja dati ir pârgludinâti, tad vienâdîbâ (1.5) biasa saskaitâmais ir liels
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un dispersijas saskaitâmais ir mazs. Un pretçji, ja dati ir nenogludinâti, tad biasa saskai-

tâmais ir mazs un dispersijas saskaitâmais ir liels. Ðo problçmu dçvç par biasa-dispersijas

kompromisu (angliski bias-variance tradeoff ) [2].

1. att. Biasa-dispersijas kompromiss

Kâ redzams 1. attçlâ, lai iegûtu labu novçrtçjumu, ir jâlîdzsvaro biass un dispersija.

To var izdarît minimizçjot risku. Minimizçjot risku tiks atrasts optimâlais gludinâðanas

parametrs.
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2. Kodolu regresija un lokâlâ polinomu regresija

2.1. Kodolu regresija

Definîcija 4. Par kodolu sauc tâdu gludu funkciju K(x), kurai ∀x ∈ R K(x) ≥ 0 un

∫
K(x)dx = 1,

∫
xK(x)dx = 0 un σ2

K =

∫
x2K(x)dx > 0.

Bieþâk lietotie kodoli funkciju gludinâðanâ ir:

1. boxcar kodols: K(x) = 1
2
I{|x|≤1},

2. Gausa (Gaussian) kodols: K(x) = 1√
2π

exp −x
2

2
,

3. Epaneènikova (Epanechnikov) kodols: K(x) = 3
4
(1− x2)I{|x|≤1}.

Ðie kodoli redzami 2.att.

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

(a) Boxcar kodols

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

(b) Gausa kodols

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

(c) Epaneènikova kodols

2. att. Kodolu piemçri

Nadaraja-Vatsona kodola regresija

Regresijas lîkni ir iespçjams izteikt ar nosacîtajâm blîvuma funkcijâm. Tâtad

r(x) = E(Y |X = x) =

∫
yf(y|x)dy =

∫
y
f(x, y)

fX(x)
dy. (2.1)

Definîcija 5. Ja dots kodols K un joslas platums h > 0, tad kodola blîvuma novçrtçjums

ir formâ

f̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)
.
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Apgalvojums 1. Ja f nepârtraukta punktâ x un h → 0, nh → ∞, kad n → ∞, tad

f̂n(x)
p→ f(x).

Novçrtç blîvuma funkcijas f(x, y) un fX(x) ar kodoliem, t.i.,

f̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)
=

1

n

n∑
i=1

Kh (x−Xi) ,

un

f̂n(x, y) =
1

n

n∑
i=1

Kh (x−Xi) ·Kg (y − Yi) .

Tâtad

∫
yf̂n(x, y)dy =

1

n

n∑
i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)∫
y

g
K

(
y − Yi
g

)
=

∣∣∣∣y − Yig
= s

∣∣∣∣ =
1

n

n∑
i=1

Kh(x−Xi)

∫
(sg + Yi)K(s)ds =

1

n

n∑
i=1

Kh(x−Xi)Yi. (2.2)

Tâdçjâdi novçrtçtâs blîvuma funkcijas ievietojot (2.1), iegûst, ka regresijas funkcijas

novçrtçjums ir formâ

r̂h(x) =
n−1

∑n
i=1Kh(x−Xi)Yi

n−1
∑n

j=1Kh(x−Xj)
. (2.3)

Definîcija 6 (Nadaraya-Watson(1964)). Nadaraja-Vatsona kodola novçrtçjums regresijas

funkcijai r tiek definçts ar izteiksmi

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi,

kur

li(x) =
K(x−xi

h
)∑n

j=1K(
x−xj

h
)

sauc par svariem, K(·) ir kodols un h > 0 ir joslas platums.

Definîcija 7. Risks jeb vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda tiek definçta ar izteiksmi

R(h) = E

(
1

n

n∑
i=1

(r̂n(Xi)− r(Xi))
2

)
. (2.4)
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Kâ iepriekðçjâs nodaïas beigâs tika konstatçts, tad, lai iegûtu optimâlo gludinâðanas

parametru h, ir jâminimizç risks R(h). Bet problçma ir tâda, ka R(h) ir atkarîgs no r(X).

Viens variants ir minimizçt risku, kurð ir formâ

R̂(h) =
1

n

n∑
i=1

(r̂n(Xi)− Yi)2.

Bet ðim variantam trûkums ir tâds, ka ðis novçrtçjums ir nenogludinâts, jo dati tiek

izmantoti divreiz. Vienreiz, lai novçrtçtu funkciju r, un otreiz, lai novçrtçtu risku.

Daudz populârâka un praksç bieþâk lietota tiek krosvalidâcija (angliski cross-validation).

Definîcija 8. Vienu-atstât-ârâ (angliski leave-one-out) krosvalidâcijas funkcija definçta

ar izteiksmi

CV = R̂(h) =
1

n

n∑
i=1

(Yi − r̂(−i)(Xi))
2, (2.5)

kur

r̂(−i)(x) =
n∑
j=1

Yjlj,(−i)(x)

ir novçrtçjums, kas iegûts izlaiþot novçrojumu pâri (Xi, Yi), un

lj,(−i)(x) =

0 , j = i,

lj(x)∑
k 6=i lk(x)

, j 6= i.

Tâdçjâdi lineâriem gludinâtâjiem r̂n risks ir formâ

R̂(h) =
1

n

n∑
i=1

(
Yi − r̂n(Xi)

1− Lii

)2

, (2.6)

kur Lii = li(Xi).

Teorçma 2. Risks Nadaraja-Vatsona kodola novçrtçjumam ir

R(r̂n, r) =
h4

4

(∫
x2K(x)dx

)2 ∫ (
r′′(x) + 2r′(x)

f ′(x)

f(x)

)2

dx

+
σ2
∫
K2(x)dx

nh

∫
1

f(x)
dx+ o(

n

h
) + o(h4). (2.7)

Turklât, ja h→ 0, nh→ ∞, EY 2 <∞, fx(x) > 0, tad r̂n(x)
P−→ r(x).

Pierâdîjums atrodams [3].
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Piezîme 3. Lielumu 2r′(x)f
′(x)
f(x)

sauc par dizaina novirzi, jo tas ir atkarîgs no x sadalîjuma

(x ∼ f). Tas nozîmç, ka biass ir jûtîgs pret x atraðanâs vietu. Kodolu novçrtçjumiem ir

liela novirze netâlu no robeþâm, to sauc par robeþu novirzi. Lietojot lokâlo polinomu

regresiju to var uzlabot.

Piezîme 4. Ja diferencç risku vienâdojumâ (2.7) un pielîdzina nullei, tad iegûst, ka

optimâlais joslas platums h∗ = O(n−1/5). Pçc tam ðo optimâlo joslas platumu h∗ ievietojot

atpakaï vienâdojumâ (2.7), redzams, ka risks R(r̂n; r) = O(n−4/5). Savukârt parametriskos

modeïos vislielâkâs ticamîbas novçrtçjumu riski tiecas uz 0 ar âtrumu n−1.

2.2. Lokâlâ polinomu regresija

Vispirms apskata novçrtçjumu formâ r̂n(x) ≡ a. Minimizçjot
∑n

i=1(Yi − a)2 iegûst,

ka atrisinâjums ir konstanta funkcija r̂n(x) = Ȳ . Ðis novçrtçjums acîmredzami nav labs

novçrtçjums funkcijai r(x).

Tâlâk izvçlas svarus wi(x) = K((xi − x)/h). Par funkcijas r novçrtçjumu izvçlas tâdu

r̂n(x) ≡ a, kurð minimizçtu svçrto kvadrâtu summu

n∑
i=1

wi(x)(Yi − a)2.

Minimizçðanas rezultâtâ iegûst novçrtçjumu

r̂n(x) =

∑n
i=1wi(x)Yi∑n
i=1wi(x)

,

kurð ir kodolu regresijas novçrtçjums, ja svari ir formâ wi(x) = K((xi−x)/h). No ðejienes

seko, ka kodolu novçrtçjums ir lokâli konstants novçrtçjums. Tâtad lokâlas konstantes a

vietâ var lietot lokâlu polinomu ar kârtu p.

Pieòemsim, ka x ir kâda fiksçta vçrtîba, pie kuras vçlas novçrtçt r(x). Tad vçrtîbâm u,

kuras atrodas x tuvumâ, definç polinomu

Px(u, a) = a0 + a1(u− x) +
a2

2!
(u− x)2 + · · ·+ ap

p!
(u− x)p.

12



Funkciju r(u) aproksimç ar polinomu: r(u) ≈ Px(u; a). Novçrtç a = (a0, a1, . . . , ap)
T ,

izvçloties tâdu â = (â0, â1, . . . , âp) , kurð minimizç lokâli svçrto kvadrâtu summu

n∑
i=1

wi(x)(Yi − Px(Xi; a))2. (2.8)

Piezîme 5. Ja p = 0, tad iegûst kodolu novçrtçjumu. Ja p = 1, tad ðâdu gadîjumu sauc

par lokâlo lineâro regresiju.

Lai atrastu â(x), lietderîgi ir problçmu pârrakstît vektoru formâ.

Tâtad izteiksmi (2.8) pârraksta formâ

(Y −Xxa)TWx(Y −Xxa), (2.9)

kur Wx ir n× n diagonâlmatrica, kuras (i, i) elements ir wi(x), un dizaina matrica ir

Xx =


1 x1 − x . . . (x1−x)p

p!

1 x2 − x . . . (x2−x)p

p!
...

...
...

...

1 xn − x . . . (xn−x)p

p!

 .

Minimizçjot (2.9), iegûst svçrto vismazâko kvadrâtu novçrtçjumu

â(x) = (XT
xWxXx)

−1XT
xWxY.

Teorçma 6. Lokâlâs polinomu regresijas novçrtçjums tiek definçts ar izteiksmi

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi,

kur l(x)T = (l1(x), . . . , ln(x)),

l(x)T = eT1 (XT
xWxXx)

−1XT
xWx,

eT1 = (1, 0, . . . , 0)T .
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Ir spçkâ, ka

E (r̂n (x)) =
n∑
i=1

li (x) r (Xi) un D (r̂n (x)) = σ2

n∑
i=1

l2i (x) = σ2 ‖l (x)‖2 .

Teorçmas pierâdîjums atrodams [4].

Apgalvojums 7. Ja p = 1, tad

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi,

kur

li(x) =
bj(x)∑n
j=1 bj(x)

,

bi(x) = K

(
Xi − x
h

)
(Sn,2(x)− (Xi − x)Sn,1(x))

un

Sn,j(x) =
n∑
i=1

K

(
xi − x
h

)
(xi − x)j, j = 1, 2.

Nâkamâ teorçma demonstrç, kâpçc lokâlâ lineârâ regresija ir labâka nekâ kodolu reg-

resija. Pierâdîjumu var atrast Fan(1992) un Fan un Gijbels (1996).

Teorçma 8. Pieòemsim, ka Yi = r(Xi) + σ(Xi)ε, i = 1, . . . , n un a ≤ Xi ≤ b. Pieòem-

sim, ka X1, . . . , Xn ir izlase no sadalîjuma ar blîvuma funkciju f un ka x ∈ (a, b)

1. f(x) > 0

2. f , r′′ un σ2 ir nepârtraukti punkta x apkârtnç

3. h→ 0 un nh→∞.

Dotiem X1, . . . , Xn izpildâs sekojoðais: lokâlajam lineârajam novçrtçjumam un kodolu

novçrtçjumam abiem dispersija ir formâ

σ2(x)

f(x)nh

∫
K2(u)du+ o(

1

nh
).
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Nadaraja-Vatsona kodolu novçrtçjumam biass ir

h2(
1

2
r′′(x) +

r′(x)f ′(x)

f(x)
)

∫
u2K(u)du+ o(h2),

turpretîm lokâlajam lineârajam novçrtçjumam ir asimptotiskais biass

h2 1

2
r′′(x)

∫
u2K(u)du+ o(h2).

Tâdçjâdi lokâlais lineârais novçrtçjums ir brîvs no dizaina biasa. Robeþu punktos a

un b Nadaraja-Vatsona kodolu novçrtçjumam ir asimptotiskais biass ar kârtu h, turpretî

lokâlajam lineârajam novçrtçjumam biass ir ar kârtu h2. Tâtad lokâlâ lineârâ novçrtçðana

likvidç robeþu biasu.
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3. Neparametriskâ regresija ar REACT metodi

Ðajâ nodaïa tiks apskatîta metode, kuru detalizçti attîstîja Beran un Dümbgen [5],[6].

Viòi apzîmç ðo metodi kâ REACT, kura veidojas no angïu valodas vârdu Risk Estimation

and Adaptation after Coordinate Transfarmation pirmajiem burtiem.

Pirms tiek tâlâk aplûkota REACT metode regresijas funkcijas novçrtçðanai, nepiecie-

ðams fiksçt apzîmçjumus un pamatjçdzienus no funkciju telpu teorijas.

• Lp(R) 1 ≤ p <∞ ir mçrojamu funkciju telpa un to definç

Lp(R) =

{
f :

∫ ∞
−∞
|f(x)|p dx < +∞

}
.

• L2(R) ir Hilberta telpa. Divu funkciju f ∈ L2(R) un g ∈ L2(R) skalârais reizinâjums

tiek definçts

〈f, g〉 =

∫ ∞
−∞

f(x)g(x)dx.

• Funkcijas f(x) ∈ L2(R) normu definç ar izteiksmi

‖f‖2L2 = 〈f, f〉 =

∫ ∞
−∞
|f(x)|2 dx.

• Ar L2[0, 1] apzîmç visu intervâlâ [0, 1] kvadrâtâ integrçjamu funkciju telpu.

L2[0, 1] =

{
f : f(x) = 0 ja x /∈ [0, 1] un

∫ 1

0

|f(x)|2 dx < +∞
}
.

Definîcija 9. Funkciju virkne {φj}∞j=1 veido L2 [0, 1] ortonormâlu bâzi, ja izpildâs:

1. 〈φi, φj〉 = δi,j =

0 ,ja i 6= j

1 ,ja i = j,

2. ∀j ‖φj‖L2[0,1] = 1,

3. ja r ∈ L2 [0, 1] un ∀j r⊥φj, tad r = 0.

Ðajâ darbâ kâ ortonormâlâ bâze tiks lietota kosinusu bâze, kura definçta ar izteiksmçm

φ0(x) = 1, φj(x) =
√

2cos(2πjx), j = 1, 2. . . . (3.1)
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REACT. Tiek apskatîts regresijas modelis

Yi = r(xi) + σεi,

kur εi ∼ N(0, 1) ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi. Tiek pieòemts, ka

ir regulârs dizains, t.i., xi = i/n, i = 1, . . . , n. Segmentâ [0, 1] ir definçta ortonormâla

bâze φ1, φ2, . . . . Tad funkciju r pârraksta kâ lineâro kombinâciju no ortonormâlas bâzes

un parametriem

r(x) =
∞∑
j=1

θjφj(x),

kur θj =
∫ 1

0
φj(x)r(x)dx.

Funkciju r aproksimç ar galîgu summu

rn(x) ≈
n∑
j=1

θjφj(x),

kas ir r projekcija uz {φ1, . . . , φn}.

Lai novçrtçtu parametrus θ = (θ1, . . . , θn), tiek ieviests jauns mainîgais, kurð ir formâ

Zj =
1

n

n∑
i=1

Yiφj(xi), j = 1, 2, . . . . (3.2)

Mainîgais Zj ir sadalîts pçc normâlâ sadalîjuma, jo Zj ir lineâra kombinâcija no Nor-

mâlajiem sadalîjumiem. Turklât

E(Zj) =
1

n

n∑
i=1

E(Yi)φj(xi) =
1

n

n∑
i=1

r(xi)φj(xi) ≈
∫
r(x)φj(x)dx = θj. (3.3)

Savukârt dispersija ir

D(Zj) =
1

n2

n∑
i=1

D(Yi)φ
2
j(xi) =

σ2

n

1

n

n∑
i=1

φ2
j(xi) ≈

σ2

n

∫
φ2
j(x)dx =

σ2

n
≡ σ2

n. (3.4)

Tâtad Zj ir neatkarîgi un Zj ∼ N(θj, σ
2
n), σ2

n = σ2

n
.

Tâlâk tiek ieviests modulators, kas ir vektors b = (b1, . . . , bn), kuram 0 ≤ bj ≤ 1,

j = 1, . . . , n. Konstants modulators ir formâ (b, . . . , b). Sakârtotu apakðkopu selekcijas

(angliski nested subset selection) modulators ir formâ b = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0). Monotons
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modulators ir formâ 1 ≥ b1 ≥ . . . ≥ bn ≥ 0.

Konstantu modulatoru kopu apzîmç ar MCONS. Sakârtotu apakðkopu selekcijas modula-

toru kopu apzîmç ar MNSS. Monotonu modulatoru kopu apzîmç ar MMON .

θ novçrtçjumu pârraksta lietojot modulatoru

θ̂ = bZ = (b1Z1, . . . , bnZn).

Dotam modulatoram b = (b1, . . . , bn) funkcijas r novçrtçjums ir

r̂n(x) =
n∑
j=1

θ̂jφj(x) =
n∑
j=1

bjZjφj(x). (3.5)

Ievçrojot, ka r̂n(x) =
∑n

i=1 Yili(x), kur li(x) = 1
n

∑n
j=1 bjφj(x)φj(xi), seko, ka novçrtçjums

r̂n arî ir lineârs gludinâtâjs.

Modulatori samazina Zj vçrtîbu tuvâk nullei, un ðî samazinâðana nodroðina funkcijas

gludumu. Tâdçjâdi samazinâðanas lieluma izvçle atbilst joslas platuma izvçles problçmai

kodolu novçrtçjumos. Atðíirîba no kodolu novçrtçjumiem ir riska minimizçðanâ. Ja ie-

priekðçjâs nodaïâs, lai novçrtçtu risku, tika lietota krosvalidâcija, tad tagad krosvalidâcijas

vietâ lieto SURE - Steina nenovirzîtu riska novçrtçjumu [7].

θ̂ = (b1Z1, . . . , bnZn) risku definç ar izteiksmi

R(b) = Eθ

[
n∑
j=1

(bjZj − θj)2

]
. (3.6)

Teorçma 9 (Stein). Z ∼ Nn(θ, V ). Ar θ̂ = θ̂(Z) apzîmç θ novçrtçjumu. g(Z1, . . . , Zn) =

θ̂ − Z. Definç

R̂(z) = tr(V ) + 2tr(V D) +
∑
i

g2
i (z), (3.7)

kur gi = θ̂i−Zi. Matricas D (i, j) komponente ir funkcijas g(z1, . . . , zn) i-tâs komponentes

parciâlais atvasinâjums pçc zj.

Ja g ir diferencçjama, tad

Eθ(R̂(Z)) = R(θ, θ̂). (3.8)

Pierâdîjums. Tiks pierâdîts gadîjumâ, kad V = σI.
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Ja X ∼ N(µ, σ2), tad E(g(X)(X − µ)) = σ2Eg′(X).

Lîdz ar to σ2EθDi = Eθgi(Zi − θ) un

Eθ(R̂(Z)) = nσ2 + 2σ2

n∑
i=1

EθDi +
n∑
i=1

Eθ(θ̂i − Zi)2

= nσ2 + 2
n∑
i=1

Eθ(gi(Zi − θi)) +
n∑
i=1

Eθ(θ̂i − Zi)2

=
n∑
i=1

Eθ(Zi − θi)2 + 2
n∑
i=1

Eθ

(
(θ̂i − Zi)(Zi − θi)

)
+

n∑
i=1

Eθ(θ̂i − Zi)2

=
n∑
i=1

Eθ(θ̂i − Zi + Zi − θi)2 =
n∑
i=1

Eθ(θ̂i − θi)2 = R(θ̂, θ). (3.9)

Tâtad REACT ideja ir novçrtçt riskuR(b) un izvçlçties tâdu b̂, lai minimizçtu novçrtçto

risku modulatoru kopâM.MinimizçjotMCONS kopâ, tiek iegûts James-Stein novçrtçjums.

Tâdçjâdi REACT ir James-Stein novçrtçjuma vispârinâjums.

Teorçma 10. Modulatora b risks ir

R(b) =
n∑
j=1

θ2
j (1− bj)2 +

σ2

n

n∑
j=1

b2j .

R (b) modificçts SURE novçrtçjums ir

R̂(b) =
n∑
j=1

(Z2
j −

σ̂2

n
)+(1− bj)2 +

σ̂2

n

n∑
j=1

b2j ,

kur σ̂2 ir σ2 novçrtçjums.

Definîcija 10. M ir modulatoru kopa. θ novçrtçjums ir θ̂ = (b̂1Z1, . . . , b̂nZn), kur b̂ =

(b̂1, . . . , b̂n) minimizç R̂(b) kopâ M. Tad REACT funkcijas novçrtçjums ir

r̂n(x) =
n∑
j=1

θ̂jφj(x) =
n∑
j=1

b̂jZjφj(x). (3.10)

Lai ieviestu ðo metodi, ir jâatrod tâds b̂, kurð minimizçtu R̂(b). R̂(b) minimums kopâ

MCONS ir James-Stein novçrtçjums. Lai minimizçtu R̂(b) kopâ MNSS, aprçíina R̂(b)
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katram modulatoram, kurð ir formâ (1, . . . , 1, 0, . . . , 0). Citiem vârdiem sakot, jâatrod

vesels pozitîvs skaitlis Ĵ , kurð minimizçtu

R̂(J) =
Jσ̂2

n
+

n∑
j=J+1

(Z2
j −

σ̂2

n
)+. (3.11)

Funkcijas r novçrtçjums tad ir formâ

r̂n(x) =
Ĵ∑
j=1

Zjφj(x).

REACT metodes îss kopsavilkums:

1. definç Zj = 1
n

∑n
i=1 Yiφj(xi), j = 1, . . . , n.

2. atrod Ĵ , kurð minimizç risku R̂(J), kurð ir uzdots ar vienâdojumu (3.11).

3. funkcijas r novçrtçjums ir formâ r̂n(x) =
∑Ĵ

j=1 Zjφj(x).

20



4. Veivletu regresija

Ðajâ nodaïâ tiks apskatîta telpiski nehomogçnu funkciju novçrtçðana. Telpiski ne-

homogçnas funkcijas ir tâdas funkcijas, kurâm gludums mainâs atkarîbâ no neatkarîgâ

mainîgâ X vçrtîbas. Ðâdas funkcijas ir sareþìîti novçrtçt.

Piemçram, apskatam bloku funkciju (3.(a) attçls), kuru ieviesa Donoho [8] un kura ir

formâ

r(x) =
11∑
j=1

h[j] ·B(x− t[j]),

kur B(x) = 1+sgn(x)
2

, sgn(x) = I{x>0} − I{x<0} un

t = [0.10, 0.13, 0.15, 0.23, 0.25, 0.40, 0.44, 0.65, 0.76, 0.78, 0.81]

h = [4,−5, 3,−4, 5,−4.2, 2.1, 4.3,−3.1, 2.1,−4.2].

Ar Monte Karlo simulâciju palîdzîbu ìenerç izlasi apjomâ n=100 no modeïa

Yi = r(xi) + εi, kur εi ∼ N(0, 1) un xi = i/n (3.(b) attçls).
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(b) Bloku funkcija un ìenerçtâ izlase ar
apjomu 100

3. att. Bloku funkcija

Ja regresijas lîknes novçrtçðanai lieto lokâlo lineâro regresiju ar lielu joslas platumu,

tad regresijas lîkne ir gluda, bet tiek nogludinâti lçcieni. Savukârt, ja lieto mazu joslas

platumu, tad lçcieni tiek atrasti, bet lielâkâ daïa regresijas lîknes ir oscilçjoða (4.attçls).

Lîdzîgi ir arî, ja lieto ortogonâlas funkcijas. Ja lieto ortogonâlâs funkcijas ar zemâkas kâr-

tas saskaitâmiem, tad tiek izlaisti lçcieni. Bet, ja tiek lietoti augstâkas kârtas saskaitâmie,
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tad atrod lçcienus, bet regresijas lîkne ir oscilçjoða.

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

● ●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

● ●

● ● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
5

0
5

10
15

20

(a) Regresijas lîkne ar lielu joslas pla-
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(b) Regresijas lîkne ar mazu joslas pla-
tumu

4. att. Regresijas lîknes daþâdiem joslas platumiem

Tâ kâ veivleti ir veidoti telpiski pielâgoti, tad tas ïauj efektîvi novçrtçt nehomogçnas

funkcijas, kurâm ir pârtraukumi, pîíi vai citas datu struktûras izmaiòas.

4.1. Veivleti

Kaut arî pirmo veivletu Alfred Haar uzkonstruçja jau 1910.gadâ, nopietnâka veivletu

pçtniecîba un analîze statistikâ notikusi tikai pçdçjos 15-20 gados. Vârdu veivlets ieviesa

Morlet un Grossmann 1980-tajos. Viòi lietoja franèu valodas vârdu ondelette, ar to apzî-

mçjot\mazus vilnîðus." Drîz pçc tam tas tika ievists arî angïu valodâ, pârtulkojot \onde"

uz \wave', iegûstot \wavelet". Teoriju par veivletiem galvenokârt attîstîja Y.Meyer ar

saviem kolçìiem. Savukârt S.Mallat 1989.gadâ izveidoja fast wavelet transform (FWT)

algoritmu, ar kura palîdzîbu realizâcija notiek âtrâk. Statistikâ visvairâk veivletus pçtîjuði

un lietojuði ir Vidakovic, Ogden, Donoho un Johnstone.

Veivleti ir diezgan jauna bâzes funkciju saime, kuru lieto, lai izteiktu un aproksimçtu

citas funkcijas. Veivletu koeficienti spçj noteikt datos daþâdas funkcijas izmaiòas, ko ci-

tas metodes varçtu izlaist, piemçram, pârtrauktîbu un pçkðòus pîíus. Veivletu galvenâs

îpaðîbas ir ortogonalitâte, lokalizâcija laikâ un mçrogâ, ierobeþotîba intervâlâ. Ortogo-

nalitâte nodroðina, ka datu reprezentâcijâ nenotiks lieka dublçðanâs, jo informâcija, kas

bâzçta vienâ saskaitâmâ ir neatkarîga no informâcijas, kas bâzçta citos saskaitâmajos.

Veivleti tiek veidoti no \tçva" veivleta φ (angliski father wavelet) un \mâtes" veivleta
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ψ (angliskimother wavelet). Tçva veivletu lieto, lai iegûtu gludus, zemas frekvences datus,

turpretî mâtes veivleti tiek lietoti, lai iegûtu detalizçtus, augstâkas frekvences datus.

Definç funkcijas

φjk(x) = 2j/2φ(2jx− k), j, k ∈ Z, (4.1)

ψjk(x) = 2j/2ψ(2jx− k), j, k ∈ Z (4.2)

Skaitli j sauc par mçrogu, skaitlis k ir atraðanâs vieta.

Tâdçjâdi funkcijai φjk ir tâda pati forma kâ φ, bet tai ir cits mçrogs, jo tâ tiek parei-

zinâta ar 2J/2, un tâ ir pârbîdîta par skaitli k.

Kâ jau nodaïas sâkumâ pieminçts, tad pirmais un vienkârðâkais veivlets ir Haar veiv-

lets. Haar tçva veivlets definçts ar izteiksmi

φ(x) =

1 0 ≤ x < 1

0 citur.

Savukârt Haar mâtes veivlets definçts ar izteiksmi

ψ(x) =


−1 0 ≤ x ≤ 1

2

1 1
2
< x ≤ 1

0 citur.

Haar veivletiem piemît îpaðîba, ka ârpus kâda noteikta intervâla tie ir nulle. Bet Haar

veivletu trûkums ir tas, ka tie nav gludi. Kâ uzkonstruçt lokalizçtus, gludus veivletus?

Detalizçtâk to ir aplûkojuði Härdle [9] un Daubechies [10].

Vispârîgi veivletiem (izòemot Haar veivletus) nav analîtiskas uzdoðanas formas. Tos

ìenerç lietojot MRA un skaitliskas metodes (detalizçtâk [10]).

MRA definçðanas procesâ tiek izmantota Furjç transformâcija un inversâ Furjç trans-

formâcija:

• Funkcijas f Furjç transformâcija f ∗ ir

f ∗(t) =

∫ ∞
−∞

e−ixtf(x)dx, kur i =
√
−1.
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• Ja f ∗ ir absolûti integrçjama, tad f iegûst ar inverso Furjç transformâciju

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eixtf ∗(t)dt.

Definîcija 11. Dotai funkcijai φ definç kopas

V0 =
{
f : f(x) =

∑
k∈Z ckφ(x− k),

∑
k∈Z c

2
k <∞

}
,

V1 = {f(x) = g(2x) : g ∈ V0} ,

V2 = {f(x) = g(2x) : g ∈ V1}
...

...

Teiksim, ka funkcija φ ìenerç multilîmeòu analîzi (multiresolution analysis (MRA)) telpâ

R, ja

Vj ⊂ Vj+1, j ≥ 0 (4.3)

un ⋃
j≥0

ir blîva telpâ L2(∈ R). (4.4)

Funkciju φ sauks par tçva veivletu vai mçroga funkciju.

Nosacîjums (4.4) nozîmç, ka jebkurai funkcijai f ∈ L2(R) eksistç tâda funkciju virkne

f1, f2, . . . , ka katra fr ∈
⋃
j≥0 Vj un ‖fr − f‖ → 0 kad r →∞.

Teorçma 11. Ja V0, V1, . . . ir MRA, kura ìenerçta ar funkciju φ, tad ∀j ∈ Z {φjk, k ∈ Z}

ir ortonormâla bâze kopâ Vj.

Teorçmas pierâdîjums atrodams [11].

Pieòemsim, ka ir dots MRA. Tad φ ∈ V1, jo φ ∈ V0 un V0 ⊂ V1. Tâ kâ {φ1k, k ∈ Z}

ir ortonormâla bâze kopai V1, funkciju φ var izteikt kâ lineâru kombinâciju no kopas V1

funkcijâm

φ(x) =
∑
k

lkφ1k(x), (4.5)

kur lk =
∫
φ(x)φ1k(x)dx un

∑
k l

2
k <∞. Koeficientus {lk} sauc par mçroga koeficientiem.

Piezîme 12. Haar veivletiem l0 = l1 = 2−1/2 un lk = 0, ja k 6= 0, 1.

Vienâdîbu (4.5) sauc par divu-mçrogu vienâdojumu. Ðo vienâdîbu var pârrakstî formâ

φ∗(t) = m0(t/2)φ∗(t/2),
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kur m0(t) =
∑

k lke
itk/
√

2.

Pielietojot ðo formulu rekursîvi, iegûst

φ∗(t) = m0(t/2)
∞∏
k=1

m0(t/2
k)φ∗.

Tâdçjâdi, pie dotiem mçroga koeficientiem ir iespçjams aprçíinât φ∗(t), un tad pçc inversâs

Furjç transformâcijas atrast φ(t) [11].

Nâkamajâ teorçmâ parâdîts, kâ no mçroga koeficientiem konstruçt tçva veivletu.

Teorçma 13. Dotiem koeficientiem {lk, k ∈ Z} definç funkciju

m0(t) =
1√
2

∑
k

lke
−ikt. (4.6)

φ∗ =
∞∏
j=1

m0(t/2
j)

un funkcija φ ir inversâ Furjç transformâcija no φ∗. Pieòemsim, ka

1√
2

N1∑
k=N0

lk = 1

kâdiem N0 < N1 un ka

|m0(t)|2 + |m0(t+ π)|2 = 1,

un ka m0(t) 6= 0, |t| ≤ π/2 un ka eksistç ierobeþota funkcija Φ tâda, ka
∫

Φ(|u|)du < ∞

un |φ(x)| ≤ Φ(|x|) gandrîz visiem x.

Tad funkcija φ ir tçva veivlets, kurð ir nulle ârpus intervâla N0, N1.

Pierâdîjums atrodams [10].

Tâlâk definç kopuWk, lai tâ bûtu kopas Vk ortogonâls papildinâjums kopâ Vk+1. Citiem

vârdiem, ∀f ∈ Vk+1 var uzrakstît kâ summu f = vk + wk, kur vk ∈ Vk un w ∈ Wk, un vk

un wk ir ortogonâli. Raksta

Vk+1 = Vk ⊕Wk.

Tâdçjâdi

L2(R) =
⋃
k

Vk = V0 ⊕W0 ⊕W1 ⊕ · · · .
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Tad mâtes veivletu definç ar izteiksmi

ψ =
√

2
∑
k

(−1)k+1l1−kφ(2x− k).

Tâdçjâdi, lai atrastu atbilstoðu pâri (φ, ψ), pietiek atrast tçva veivletu φ. Pçc tam

mâtes veivletu ψ iegûst no tçva veivleta.

Teorçma 14. Funkcijas {φjk, k ∈ Z} veido Wj bâzi. Funkcijas {φk, ψjk, k ∈ Z, j ∈ Z+}

ir ortonormâla bâze telpâ L2(R).

Ðîs teorçmas pierâdîjums atrodams [10].

Tâdçjâdi jebkuru funkciju f ∈ L2 var uzrakstît kâ

f(x) =
∑
k

α0kφ0k(x) +
∞∑
j=0

∞∑
j=0

βjkψjk, (4.7)

kur

α =

∫
f(x)ψ0k(x)dx

tiek saukts par mçroga koeficientu un

βjk =

∫
f(x)ψjk(x)dx

sauc par datalizâcijas koficientiem.

Galîga summa

fJ(x) = αφ(x) +
J−1∑
j=0

2j−1∑
k=0

βjkψjk(x). (4.8)

ir funkcijas f lîmeòa J aproksimâcija.

Momentu izzuðana. Ja izpildâs

∫
R
ψ(x)dx = 0, (4.9)

tad saka, ka funkcijai ψ(x) piemît nulltâ momenta izzuðana. Savukârt, ja

∫
R
xkψ(x)dx = 0,
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tad funkcijai ψ(x) piemît k-tâ momenta izzuðana.

5. att.: Tçva Nφ un mâtes Nψ veivletu attçli ar maksimâlo skaitu izzûdoðo momentu \extremal

phase" veivletu klasei, N=2,3,5,7,9
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6. att.: Vismazâkâs asimetrijas tçva φ un mâtes ψ veivletu attçli ar maksimâlo skaitu izzûdoðo

momentu \least asymmetric" veivletu klasei, N=4,6,8,10

Tâdçjâdi, ja nepiecieðams uzkonstruçt gludu ortonormâlu veivletu, jâmeklç veivlets

ψ(x) ar daudz izzûdoðiem momentiem. Ðo approksimâciju izmantoja Daubechies, ku-

ra uzkonstruçja gludu veivletu klasi. Daubechies veivletam ar kârtu N ir N izzûdoðie

momenti un tas ir ierobeþots intervâlâ [0, 2N − 1]. Ja palielina N , tad Daubechies veiv-

leti kïûst gludâki. Daubechies uzkonstruçja divas veivletu klases (skatît 5. un 6. attçlu).
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Tomçr bieþâk statistikâ tiek lietoti vismazâkâs asimetrijas Daubechies veivleti.

4.2. Neparametriskâ regresija ar veivletiem

Aplûkots tiek regresijas modelis

Yi = r(xi) + σεi, i = 1, 2, . . . , n,

kur εi ∼ N(0, 1). Tâpat kâ REACT metodes gadîjumâ tiek pieòemts, ka ir fiksçts dizains,

proti, xi = i/n. Vçl tiek pieòemts, ka n = 2J , kur J ir pozitîvs vesels skaitlis. Ðie

pieòçmumi ïauj pielietot Mallata FWT algoritmu.

Gadîjumos, kad nav fiksçts dizains vai datu skaits nav divnieka pakâpe, ir nepiecie-

ðams datus modificçt. Iespçjami ir vairâki veidi, kâ datus modificçt, lai apjoms bûtu

divnieka pakâpe. Var òemt tikai esoðos pçdçjos novçrojumus, kuri veido divnieka pakâpi,

un sâkuma novçrojumus ignorçt. Vai otrâdâk, ignorçt beigu novçrojumus un òemt tikai

sâkuma novçrojumus, kuru apjoms ir divnieka pakâpe. Iespçjama ir arî ðo pieminçto vei-

du kombinçðana. Bet ðâdi praksç rîkojas ïoti reti. Daudz bieþâk lieto datu replicçðanu,

kopçðanu vai interpolâciju. Ideja datu replicçðanai ir paplaðinât novçrojumu skaitu lîdz

nâkamajai divnieka pakâpei ar esoðo novçrojumu piekopçðanu. Datu skaita samazinâðanu

lîdz tuvâkajai mazâkai divnieka pakâpei veic ar interpolâciju.

Lai novçrtçtu funkciju r ar veivletiem, vispirms funkciju r aproksimç ar izvirzîjumu

r(x) ≈ rn(x) =
2j0−1∑
k=0

αj0,kφj0,k +
J∑

j=j0

2j−1∑
k=0

βjkψjk(x), (4.10)

kur αj0,k =
∫
r(x)φj0,k(x)dx un βj,k =

∫
r(x)ψjk(x)dx.

Tâ kâ reâli funkcija r nav zinâma, tad ðos koeficientus pçc formulâm aprçíinât nevar.

Tâpçc ðie koficienti ir jânovçrtç.

Koeficientu empîriskai novçrtçðanai lieto izteiksmes

Sk =
1

n

∑
i

φj0,k(xi)Yi un Djk =
1

n

∑
i

ψjk(xi)Yi, (4.11)

kur Sk ir empîriskie mçrogoðanas koeficienti un Djk ir empîriskie detalizâcijas koeficienti.

Par mçrogoðanas koeficientu novçrtçjumu tiek òemts nepârveidots empîriskais mçro-

goðanas koeficients, proti, α̂j0,k = Sk. Savukârt, lai novçrtçtu koeficientus βjk, tiek lietots
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speciâls empîrisko koeficientu Djk samazinâðanas veids, kuru sauc par sliekðòoðanu. Ðie

novçrtçtie koeficienti pçc tam tiek ievietoti (4.10) un tiek iegûts funkcijas r novçrtçjums

r̂n(x) =
2j0−1∑
k=0

α̂j0,kφj0,k(x) +
J∑

j=j0

2j−1∑
k=0

β̂jkψjk(x). (4.12)

Veivletu regresija ir lîdzîga ortogonâlo rindu regresijas metodei. Ir tikai divas atðíirî-

bas:

• ir cita ortonormâla bâze;

• tiek lietota sliekðòoðana - samazinâðanas veids, kurâ, ja empîriskais detalizâcijas

koeficients Djk ir mazs, tad β̂jk tiek pietuvinâts nullei vai pârvçrsts par nulli.

Veivletu sliekðòoðana. Tçva veivletu koeficientu αj0,k novçrtçjumi ir vienâdi ar em-

pîriskajiem mçrogoðanas koeficientiem Sk. Tiem netiek pielietota nekâda veida sliekðo-

ðana vai samazinâðana. Savukârt mâtes veivletu koeficientu novçrtçjumi ir bâzçti uz

empîrisko detalizâcijas koeficientu Djk samazinâðanu. Veivletiem tiek pielietota nelineâra

samazinâðana- sliekðòoðana, kuru savukârt iedala \stiprâ" sliekðòoðana un \vâjâ" sliek-

ðòoðana.

Koeficientu βjk novçrtçjumu pçc stiprâs sliekðòoðanas definç ar izteiksmi

β̂jk =

0 , ja |Djk| < λ

Djk , ja |Djk| ≥ λ.

(4.13)

Savukârt pçc vâjâs sliekðòoðanas koeficientu βjk novçrtçjumi tiek definçti ar izteiksmi

β̂jk =


Djk + λ , ja Djk < −λ

0 , ja −λ ≤ Djk < λ

Djk − λ , ja Djk > λ.

(4.14)

Piemçram, 7.attçla ir redzama sliekðoðanas veidu atðíirîba, ja λ = 0.5.
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7. att. Kreisâ pusç ir vâjâ sliekðòoðana, labâ pusç ir stirpâ sliekðòoðana

Sliekðòoðanas algoritms ïauj datiem paðiem noteikt, kuri veivletu koeficienti ir no-

zîmîgi. Stiprâ sliekðòoðana balstâs uz principu \paturçt" vai \likvidçt", turpretî vâjâs

sliekðòoðanas pamatâ ir \samazinât" vai \likvidçt".

Kâ redzams izteiksmçs (4.13) un (4.14), koeficientu βjk novçrtçðana ir atkarîga no

parametra λ. Parametru λ sauc par slieksni. Ja izvçlas ïoti lielu slieksni, tad koeficientus

saîsina par daudz, un veidojas pârgludinâðana. Un pretçji, ja slieksnis ir par mazu, tad

rekonstruçðanâ tiek pieïauti daudz vairâk koeficienti, veidojot oscilçjoðu, nenogludinâtu

novçrtçjumu.

Eksistç daþâdas metodes kâ izvçlçties slieksni. Sliekðòus var iedalît divâs kategorijâs.

Ir globâlie sliekðòi, kuros izvçlas vienu λ vçrtîbu, kuru pielieto visiem veivletu koeficien-

tiem visos lîmeòos j. Un ir arî lokâlie sliekòi, kuros katram lîmenim j izvçlas atðíirîgus

sliekòus λj.

Vienkârðâkais un visbieþâk lietotais slieksnis ir Donoho un Johnstone [12] ieviestais uni-

versâlais slieksnis, kurâ λ tiek definçta ar izteiksmi

λ = σ̂

√
2 log n

n
, (4.15)

kur σ2 ir sekojoðs σ novçrtçjums

σ̂ =
√
n× median (|DJ−1,k −median(DJ−1,k)|)

0.6745
. (4.16)
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Piezîme 15. Ðis nav vienîgais σ novçrtçjums. Drîkst izmantot arî jebkuru citu σ2 no-

vçrtçjumu σ̂2.

Savukârt no lokâliem sliekðòiem visizplatîtâkais ir slieksnis λj, kuru izvçlas tâ, lai tas

minimizçtu Steina nenovirzîtu riska novçrtçjumu, kurð ðajâ gadîjumâ definçts ar izteiksmi

S(λj) =

nj∑
k=1

[
σ̂2

n
− 2

σ̂2

n
I
(∣∣∣β̃jk∣∣∣ ≤ λj

)
+ min

(
β̃2
jk, λ

2
j

)]
, (4.17)

kur nj = 2j−1 ir parametru skaits j-tajâ lîmenî.

Pçdçjos gados veivletu sliekðòoðanas tehnikas ir ïoti attîstîjuðâs. Ir izveidoti jauni

sliekðòu veidi, kuri ir balstîti uz esoðo sliekðòu daþâdu kombinçðanu.
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5. Simulâcijas un datu analîze

Simulâcijâs un datu analîzç tiek lietota statistikas programma R. Programmâ R uzrak-

stîtie kodi (skatît pielikumâ) tiek lietoti, lai konstruçtu un novçrtçtu regresijas funkciju r

un secinâtu, kura no apskatîtajâm neparametriskâs regresijas metodçm ir labâka, bet ku-

ru metodi iespçjams nevajadzçtu izvçlçties regresijas funkcijas novçrtçðanai. Ðajâ analîzç

pçtâmais objekts ir reâli dati un testa funkciju ìenerçti dati.

5.1. Reâlu datu analîze

Ðajâ nodaïâ analizçti tiks \CMB" un \SP500" dati. \CMB" datus var apakðielâ-

dçt Larry Wassermann mâjas lapâ (http : //www.stat.cmu.edu/ ∼ larry/all − of −

nonpar/data.html).

CMB (cosmic microwave background radiation) datos (8.attçls) Xi dati attçlo tempe-

ratûras fluktuâcijas frekvenci un Yi dati reprezentç fluktâciju spçku katrâ frekvencç.
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8. att. CMB datu izkliedes attçls

Apskatâm, kâdus rezultâtus iegûst lietojot tradicionâlâs neparametriskâs regresijas

metodes - kodolu regresiju un lokâlo lineâro regresiju. Lai novçrtçtu regresijas funkciju,

nepiecieðams atrast optimâlo joslas platumu. To atrod minimizçjot risku pçc krosvalidâ-

cijas. 9. attçlâ ir redzami riski atkarîbâ no joslas platuma.
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9. att. Riski atkarîbâ no joslas platuma

Tâtad kodolu regresijai optimâlais joslas platums h=38.6, savukârt lokâlai lineârai

regresijai optimâlais joslas platums h=47. Lietojot ðos joslas platumus, regresijas funkcijas

novçrtçjumi ir redzami 10. attçlâ.
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(a) Regresija visiem novçrojumiem
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(b) Regresija sâkuma novçrojumiem

10. att. Regresijas funkcijas novçrtçjumi CMB datiem

Kodolu un lokâlâs lineârâs regresijas novçrtçjumos vispârîgi bûtiskas atðíirîbas nav

saskatâmas (10.(a)attçls). Bet, ja apskatâs situâciju robeþu galapunktos, tad tur ir redza-

mas atðíirîbas. Un, kâ teorijas apskatâ jau tika parâdîts, tad labâks novçrtçjums ir lokâli

lineârâs regresijas metodei, jo regresijas funkcija labâk tiek aproksimçta robeþu galapun-

ktos, uzlabojot robeþu biasu. Tas arî redzams 10.(b) attçlâ, kurâ ir attçloti novçrojumi

intervâlâ X=[0,100].
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Nâkamâ metode, ar kuru tiek analizçti CMB dati, ir REACT metode. Ðajâ gadîjumâ

gludinâðanas parametrs ir saskaitâmo skaits rindâ. Optimâlais saskaitâmo skaits tiek

noteikts minimizçjot risku nevis pçc krosvalidâcijas, bet gan minimizçjot izteiksmi (3.11),

kas ir Steina nenovirzîts riska novçrtçjums. CMB datiem REACT metodes gadîjumâ risks

atkarîbâ no saskaitâmo skaita ir redzams 11.(a)attçlâ. Tâtad optimâlais saskaitâmo skaits

Ĵ ir 41. Regresijas lîkne kopâ ar CMB datiem redzama 11.(b) attçlâ.
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(a) Risks atkarîbâ no saskaitâmo skaita
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(b) REACT metodes regresija

11. att. REACT metode CMB datiem

Kâ redzams 11.(b) attçlâ, tad REACT metodei regresijas novçrtçjums beigâs nav

gluds. Iespçjams, ka neizpildîjâs kâds no nosacîjumiem. Tâpçc tiek pârbaudîts, vai atli-

kumi ir sadalîti pçc Normâlâ sadalîjuma. Uzzîmçjot Q-Q plot (12. attçls), redzams, ka

CMB datiem atlikumi nav sadalîti pçc Normâlâ sadalîjuma. Tâdçï REACT metode CMB

datiem nav îsti piemçrota.
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CMB datiem n=899 un tas nav divnieka pakâpe. Lai varçtu pielietot diskrçto veivletu

tranformâciju, datu skaitu ir nepiecieðams palielinât lîdz 1024. No sâkuma tiek pielietotas

programmâ R automâtiski iebûvçtâs metodes datu paplaðinâðanai [13]. Tâs ir inversâ un

parastâ datu pârkopçðana. Un tad iegûtâs veivletu regresijas lîknes redzamas 13.attçlâ.
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(a) Datu piekopçðana spoguïattçlâ
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(b) Regresija ar datiem, kuri piekopçti spoguï-
attçlâ
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(c) Datu piekopçðana inversâ spoguïattçlâ
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(d) Regresija ar datiem, kuri piekopçti inversâ
spoguïattçla

13. att. Veivletu regresija CMB datiem

Redzams, ka lîkne beigâs nav gluda, bet ir oscilçjoða. Tâtad ðîs datu papildinâðanas

metodes nav labas. Cita alternatîva ir lietot tikai jau esoðus datus un sadalît tos divâs

daïâs. Viena daïa ir 512 novçrojumi no sâkuma, bet otra daïa ir 512 novçojumi no

beigâm. Ideja varçtu bût apskatît katru daïu atseviðíi un tad apvienot. Bet arî ðeit beigu
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novçrtçjumos lîkne nav gluda (14. attçls).
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(a) Veivletu regresija 512 novçrojumiem no sâ-
kuma
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(b) Veivletu regresija 512 novçrojumiem no bei-
gâm

14. att. Veivletu regresija CMB datiem

Tâtad jâsecina, ka patiesais iemesls nav datu \skaita palielinâðanas izvçle", bet gan

tas, ka neizpildâs nosacîjums par atlikumu normalitâti. Vçl iemesls ir arî heteroskedasti-

tâte. Ja sâkumâ lîdz kâdam 400 novçrojumam ir homoskedastitâte, tad pçc tam parâdâs

heteroskedasticitâte. Kâ ðo problçmu risinât? Iespçja varçtu bût izvçlçties slieksni nevis

globâlo (universâlo), bet gan lokâlo, un σ̂ òemt katram lîmenim savu minimizçjot pçc

SURE. 2007.gadâ ir parâdîjusies arî publikâcija par veivletu lietoðanu neparametriskâs

regresijas gadîjumos, kad ir heteroskedastitâte [14]. Bet pagaidâm vairâk ar teorçtiskiem

aprçíiniem un mazâk ar praktiskiem piemçriem.

Otrs reâlu datu piemçrs ir \SP500" dati. SP500 datus var apakðielâdçt Jianqing

Fan mâjas lapâ (http : //www.orfe.princeton.edu/ ∼ jqfan/fan/nls/datasets.html).

SP500 dati ir Standard and Poor's indeksa dati, kas balstâs uz 500 lielâko Amerikas

uzòçmumu akciju svçrtajâm vidçjâm cenâm (aptuveni 70% no Amerikas tirgus). Apskatîti

tiks indeksa dati laika posmam no 1998.gada 28.decembra lîdz 1999.gada 31.decembrim

(15. attçls).
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15. att. Standard and Poor's indeksa dati

Kodolu regresijas un lokâlâs lineârâs regresijas konstruçðanâ ðajâ gadîjumâ ir problç-

mas ar joslas platuma noteikðanu, jo krosvalidâcija nestrâdâ. Kâ redzams 16.(a) attçlâ, ja

izvçlçsies joslas platumu ar krosvalidâciju, tad notiks nevis gludinâðana, bet gan interpo-

lâcija. Tas ir tâdçï, ka dati ir korelçti. Sîkâk ðâdas problçmas pçtîjis Jeffrey D.Hart [15].

Savukârt izvçloties joslas platumu pçc Akaikes kritçrija, iegûst jau gludâku novçrtçjumu,

bet ar vispârçjo krosvalidâciju regresijas lîkne tiek pat pârgludinâta. Optimâlâs regresijas

lîknes pie joslas platuma h=11 ir redzamas 16.(b) attçlâ.

0 50 100 150 200 250

12
50

13
00

13
50

14
00

14
50 Pec krosvalidacijas

Pec Akaikes kriterija
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(a) Krosvalidâcija pçc daþâdâm metodçm
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(b) Regresijas lîknes pie h=11

16. att. Kodolu un lokâlâs lineârâs regresijas funkcijas novçrtçjumi SP500 datiem
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Arî ðeit ir redzams, ka robeþâs labâka ir lokâlâ lineârâ regresija.

Veivletu regresijas gadîjumâ datus var lietot uzreiz bez modificçðanas, jo ir 256 no-

vçrojumi. Regresijas lîknes novçrtçðanai lietots tiek vismazâkâs asimetrijas Daubechies

veivlets. Kâ redzams 17. attçlâ, tad regresijas lîkne, palielinoties izzûdoðajiem momen-

tiem, mainâs mazliet galapunktos un vidû. Pârçjâ daïâ ir ïoti lîdzîgas. Tâ kâ pie 10

izzûdoðajiem momentiem sâkumâ parâdâs novirze, tad jâsecina, ka optimâlais regresijas

funkcijas novçrtçjums bûs gadîjumâ, kad ir 4-6 izzûdoðie momenti.
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10 izzudosie momenti

17. att. Veivletu novçrtçjumi SP500 datiem

Kâ redzams 18. attçlâ, tad novçrtçjums ar 4 izzûdoðajiem momentiem ir mazliet lîdzîgs

lokâlâs lineârâs regresijas novçrtçjumam ar joslas platumu h=11. Ja salîdzina stipro

sliekðòoðanu ar vâjo, tad redzams, ka stiprâ sliekðòoðana vairâk interpolç, turpretî vâjâ

vairâk gludina.
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18. att. Veivletu novçrtçjumi SP500 datiem

Vçl redzams arî, ka, tâpat kâ lokâlâs lineârâs regresijas novçrtçjumam, arî veivletu

39



novçrtçjumam galapunktos nav novçrojama robeþu novirze.

Pçc reâlu datu analîzes jâsecina, ka ir grûti izvçlçties, kura gludinâðanas parametra

vçrtîba ir optimâlâkâ, kurð novçrtçjums ir labâkais.

5.2. Simulçto funkciju analîze

Tâ kâ pçc regresijas funkciju novçrtçjumu attçliem nevar viennozîmîgi secinât, kura

metode ir labâkâ, tiek veiktas simulâcijas testa funkcijâm pie daþâdiem izlases apjomiem.

Simulçtas funkcijas (19.attçls) ir Doppler funkcija un Jumpsine funkcija.

Doppler funkcija ir formâ

r(x) =
√
x(1− x) sin

(
2.1π

x+ 0.05

)
, 0 ≤ x ≤ 1.

Jumpsine funkcija ir formâ

r(x) = 3(sin(4πx) + 0.5 · I{0.3<x≤0.5})
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(a) Doppler funkcija
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(b) Jumpsine funkcija

19. att. Testa funkciju îstie grafiki

Ðîs funkcijas ir labas neparametriskâs regresijas metoþu testçðanai, jo tâs ir sareìþîti

novçrtçt. Ðîs funkcijas ir samçrâ gludas, izòemot daþus lçcienus vai krasu lîknes formas

izmaiòu.

Tâdçï ar ðîm pieminçtajâm testa funkcijâm tiek veiktas simulâcijas. Veikto simulâciju

procesu var rakstorot sekojoði:

1. Testa funkcijai f tiek simulçti n novçrojumi;
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2. Aprçíina vidçjo kvadrâtisko kïûdu ðai vienai simulâcijai

MSE =
1

n

n∑
j=1

(r(xj)− r̂(xj))2.

3. Atkârto 1. un 2. punktu m reizes, tâdçjâdi iegûstot m MSE vçrtîbas.

4. Aprçíina vidçjo vçrtîbu no visâm m iegûtajâm vidçjo kvadrâtisko kïûdu vçrtîbâm

(angliski average mean squared error)

AMSE =
1

m

m∑
i=1

MSEi.

Ìenerçti tiek dati, kuri iegûti testa funkcijai pievienojot kïûdu σε, kur ε ∼ N(0, 1) un

σ ir 0.1. Simulâcijâs novçrojumu skaits n ir 64, 128, 256, 512 un 1024, un simulâcijas

atkârtoðanas reiþu skaits m = 50.

Ðis simulâciju process tiek pielietots Nadaraja-Vatsona kodolu regresijas metodei, lo-

kâlai lineârajai regresijai, REACT metodei un veivletiem. Simulâcijâs ar veivletiem tiek

izmantots Daubechies veivlets no vismazâkâs asimetrijas klases ar 4 izzûdoðiem momen-

tiem. Kâ slieksnis tiek lietots universâlais slieksnis. Kodolu novçrtçjumiem joslas platums

tiek noteikts, minimizçjot risku pçc krosvalidâcijas. REACT metodç ir viens veids kâ no-

saka saskaitâmo skaitu, proti, minimizç risku pçc SURE.

Pirmâ testa funkcija ir Doppler funkcija. Doppler funkcija ir sinusoîda ar mainîgu

amplitûdu un bieþumu. Ðîs funkcijas novçrtçðanâ vislielâkâs problçmas jebkurai metodei

ir sâkums, jo tur ir grûti atpazît, kâda ir patiesâ funkcija un datu struktûra. Ðîs testa

funkcijas regresijas lîknes redzamas 20.attçlâ.
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1. tabula AMSE Doppler funkcijai
Metode n=64 n=128 n=256 n=512 n=1024

Kodolu regresija 0.02053 0.01595 0.01156 0.00787 0.00567
Lokâlâ lineârâ 0.02047 0.01599 0.01160 0.00788 0.00568

REACT 0.01251 0.01116 0.00646 0.00409 0.00267
Veivleti (vieglâ) 0.02635 0.02905 0.02294 0.01651 0.01172
Veivleti (stiprâ) 0.01926 0.01846 0.01157 0.00769 0.00479
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(b) REACT metodes regresijas novçrtç-
jums
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(c) Veivletu regresijas novçrtçjums

20. att. Regresijas funkcijas novçrtçjumi Doppler funkcijai

Salîdzinot regresijas novçrtçjumus, pamanâms, ka nevienai no metodçm pilnîbâ nav

izdevies atpazît sâkumâ îsto lîkni, jo tur Doppler funkcijai ïoti mainâs frekvence. Vistu-

vâko novçrçjumu îstajai funkcijai sâkumâ deva REACT metode, jo tajâ ir fiksçta precîzâk

îstâs lîknes oscilâcija. Bet trûkums atkal REACT metodei ir tâlâkajâ novçrtçjumâ. Tur

daþâs vietâs un jo îpaði beigâs lîkne ir ïoti oscilçjoða. Bet kodolu un veivletu gadîjumâ

lîknes ir ïoti lîdzîgas, turklât abas metodes sâkumâ nefiksç frekveòèu izmaiòu.

Simulâciju apkopojums redzams 1. tabulâ. Skatoties pçc rezultâtiem, REACTmetodes

42



rezultâti ir vislabâkie. Tâtad regresijas lîknes novçrtçjums ir precîzâks, bet kâ jau iepriekð

pieminçts un redzams 20.(b) attçlâ, tad regresijas lîkne nav pietiekoði gluda. Tâdçï nevar

teikt, ka REACT novçrtçjums ir vislabâkais. Kodolu regresijai, lokâlai lineârajai regresijai

un veivletiem pçc stiprâs sliekðòoðanas AMSE rezultâti ir lîdzîgi.

Otrâ testa funkcija ir Jumpsine funkcija. Ðîs testa funkcijas regresijas lîknes redzamas

21.attçlâ.

●
●
●●
●●
●●●
●

●

●●
●

●

●●

●
●●

●
●

●●

●●
●●

●

●

●
●

●●
●
●
●

●
●
●
●
●●●●
●●●

●
●
●

●

●●
●●

●
●
●●
●

●●

●
●●
●●
●

●●

●

●

●

●●
●
●●
●●●●
●

●

●●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●
●●●
●

●
●

●
●●
●●●

●
●●
●

●
●

●

●
●●●●●●

●
●

●

●

●
●●

●
●●●

●

●
●●

●

●
●

●
●

●●
●●
●
●
●
●

●

●
●●
●
●

●

●●●
●
●●●●

●●

●

●

●

●
●
●
●
●
●
●
●
●

●
●
●
●●●●
●●

●
●●

●

●
●●
●
●
●●●

●
●
●
●

●●●●●●

●●●

●

●

●

●
●
●
●●●●
●

●●

●●●●
●
●●
●

●
●●●
●●●●●
●

●

●
●
●
●●
●●●
●

●

●

●●●●
●

●●●
●

●●
●
●
●

●
●
●●
●●

●

●

●●
●●
●●●
●
●
●●
●

●

●●

●

●●●

●

●

●●
●
●●
●

●

●●●

●

●●

●

●
●
●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●●●

●●
●●
●●
●●

●
●●
●
●●

●

●
●
●
●

●●
●●

●●
●
●

●●
●
●
●
●●
●
●●●
●
●●●

●

●
●
●

●
●●

●
●●
●
●
●
●●●
●
●

●●
●

●●●●
●●

●

●●

●
●
●

●
●
●
●
●●
●

●

●●●

●
●●
●
●

●

●

●
●
●

●

●

●●
●●
●
●
●
●
●
●●
●●
●
●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●●
●
●●●
●
●
●●
●
●

●

●

●●●●●

●

●

●●●●●●
●●
●●

●●
●●
●
●●●●

●
●●●

●
●

●●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●
●

●
●●
●
●

●
●
●●

●
●
●

●
●

●●
●
●
●●
●

●

●

●
●●●

●
●
●●
●●
●

●
●
●

●
●

●
●●●
●

●
●●
●
●
●●
●
●
●

●

●
●●
●●●
●
●
●●
●

●
●

●
●●

●

●
●●
●●
●
●

●

●●
●

●
●
●●●●
●●
●
●

●●

●
●

●●
●

●●●
●
●
●
●
●●●
●

●

●

●
●●
●
●●
●

●
●
●
●
●
●

●

●

●

●●
●●●●

●

●●

●●

●

●

●●
●
●

●

●

●●
●
●
●●

●

●
●
●

●

●

●

●
●
●

●●●●
●

●

●●

●●●

●
●●
●

●
●
●
●●●●
●

●

●

●

●
●
●

●

●
●
●

●

●

●●
●●
●
●

●
●
●
●

●

●●

●

●

●
●
●●
●
●

●●●●
●●

●

●●

●

●
●●●
●●

●
●

●

●

●
●

●
●●

●
●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●●●
●
●

●

●●
●●●●
●
●

●

●●
●●

●
●
●●●●
●●
●
●

●

●

●●
●●
●

●

●
●

●

●●●
●
●
●
●●●●

●

●●●

●●
●●●
●
●

●
●

●
●
●●

●
●
●
●
●

●
●●

●
●
●

●

●

●

●●●

●

●

●●

●

●
●●
●
●

●
●
●

●
●

●
●●
●●●
●
●

●

●
●●●
●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●
●

●

●●

●
●●

●

●
●

●

●
●●
●●●
●●
●

●

●●

●
●
●●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●
●
●●

●

●
●●
●
●●

●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●

●
●●●

●
●●●
●●
●●

●
●
●●
●
●

●

●

●●

●
●●●

●
●
●

●

●●
●

●

●
●
●
●●
●●

●

●

●
●
●

●
●

●●

●

●
●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

Nadaraja−Vatsona kodolu
Lokala lineara

(a) Kodolu un lokâlâs lineârâs regresijas novçr-
tçjums
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(b) REACT metodes regresijas novçrtçjums
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(c) Veivletu regresijas novçrtçjums

21. att. Regresijas funkcijas novçrtçjumi Jumpsine funkcijai

Jumpsine funkcijai kodolu regresijas un lokâlâs lineârâs regresijas gadîjumâ tiek izlaisti

lçcieni pie 0.3 un 0.5. Bet pârçjâ daïa ir gluda. Savukârt REACT metode un veivleti

fiksçja lçcienus punktos 0.3 un 0.5. REACT metodei trûkums tâpat kâ Doppler funkcijas

gadîjumâ ir tas, ka citâs regresijas lîknes vietâs parâdîjâs lieka, nevajadzîga oscilâcija.

Veivletu gadîjumâ lîkne ir gluda.
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2. tabula AMSE Jumpsine funkcijai
Metode n=64 n=128 n=256 n=512 n=1024

Kodolu regresija 42.9802 20.6482 9.7575 8.2246 6.2114
Lokâlâ lineârâ 42.9239 20.5396 9.7058 8.1991 6.1923

REACT 0.0334 0.0168 0.0094 0.0061 0.0043
Veivleti (vieglâ) 0.1214 0.0867 0.0652 0.0429 0.0267
Veivleti (stiprâ) 0.0905 0.0405 0.0267 0.0119 0.0063

Ja skatâs AMSE rezultâtus 2. tabulâ, tad ðeit neapðaubâmi vissliktâkie rezultâti ir

kodolu regresijai un lokâlai lineârajai regresijai. It îpaði, kad izlases apjoms ir mazs. Kad

apjoms ir lielâks, tad kïûda jau samazinâs, bet tik un tâ kïûda ir ïoti liela salîdzinot ar

pârçjâm metodçm. REACT metode lîdzîgi kâ Doppler funkcijas gadîjumâ pçc AMSE

rezultâtiem uzrâda vismazâko kïûdu, bet tâ kâ regresijas lîkne nav gluda, tad es neuz-

skatu, ka tas ir labâkais novçrtçjums. Veivletu gadîjumâ lîkne ir gluda, kïûda ir diezgan

maza un arî lçcieni punktos 0.3 un 0.5 tiek fiksçti. Tâtad tik tieðâm telpiski nehomogç-

nâm funkcijâm veivleti izrâdâs labâki par citâm metodçm. Tas ir pateicoties telpas-laika

lokalizâcijai.

Bet, kâ redzçjâm reâlos datu piemçros, tad tur lokâlâs lineârâs regresijas metode bija

pat labâka nekâ veivleti un REACT, jo tur datos nebija pçkðòu lçcienu vai bûtiskas datu

struktûras izmaiòas.

Kuru metodi izvçlçties ir ïoti atkarîgs no datiem konkrçtajâ situâcijâ. Nevar vienno-

zîmîgi pateikt, kura metode ir labâkâ. Visâm metodçm ir savi trûkumi, priekðrocîbas.
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6. Secinâjumi

Darbâ tika apskatîtas neparametriskâs regresijas metodes regresijas funkcijas novçrtç-

ðanai. Apskatîtas tradicionâlâs kodolu regresijas un lokâlo polinomu regresijas metodes,

kâ arî jaunâkas metodes - veivleti un ortogonâlo funkciju metode.

Ortogonâlu funkciju un veivletu regresijas novçrtçjumu izteiksmç saskaitâmie rindâ ir

neatkarîgi viens no otra, un tâdçjâdi viens saskaitâmais neietekmç to, kâda bûs lîkne kaut

kur tâlâk. REACT metodes trûkums varçtu bût ortonormâlâs bâzes izvçle. Ja izvçlas

kosinusu bâzi (kâ tas ir ðajâ darbâ), tad metode strâdâ labi, bet, lietojot ortogonâlus

polinomus, problçma ir ar polinomu kârtu, jo bâzç ir nepiecieðami ortogonâli polinomi,

kuriem kârta ir vienâda ar izlases apjomu. Pie lieliem izlases apjomiem varçtu bût pagrûti

uzkonstruçt ortonormâlu bâzi.

Kodolu regresijas novçrtçjumam trûkums ir robeþu novirze galapunktos. Bet ðo pro-

blçmu samazina vai likvidç, ja lieto lokâlos polinomus. Tâdçjâdi lokâlie polinomi ir labâki

nekâ kodolu regresija, jo tie jau automâtiski likvidç robeþu biasu. Arî veivletiem, kur

metode strâdâja korekti, robeþu novirzes nebija.

Veivletiem zinâms trûkums ir prasîba, lai datu skaits ir divnieka pakâpe. Jo modificç-

jot, pârveidojot datus, lai izlases apjoms bûtu divnieka pakâpç, palielinâs iespçjamîba, ka

novçrtçjums varçtu bût kïûdains. Izvçrðot darba rezultâtus varçtu pârdomât, vai ir iespç-

jama kâda vispârîgâka metode datu palielinâðanai (samazinâðanai) lîdz divnieka pakâpei.

Darba laikâ radâs cits variants, kâ varçtu rîkoties, ja nav divnieka pakâpes. Iespçjams,

ka tâds variants jau ir izstrâdâts, bet ideja ir òemt m blokus (intervâlus), kur m = 2J

un katram blokam aprçíinât vienu vçrtîbu, kas ir vidçjâ vçrtîba no visiem punktiem, kuri

atrodas konkrçtajâ blokâ.

Tâ kâ veivletus statistikâ sâka lietot samçrâ nesen, tad vçl ir daudz teorçtisku problç-

mu, kuras var tikt analizçtas. Piemçram, varçtu apskatît heteroskedastitâtes problçmu,

kas nesen 2007.gadâ tikusi apskatîta teorçtiski. Tomçr praktiskâm datu problçmâm sîkâ-

ka analîze nav veikta. Veivletu metodes lieto arî laikrindu analîzç, it seviðíi prognozes

veikðanâ (skatît [16],[17]).

Visâm neparametriskâs regresijas metodçm nav iespçjams viennozîmi noteikt gludino-

ðo parametru neatkarîgi no pielietotâ riska minimizâcijas veida. Katra riska funkcija un

tâ minimizâcija dod savu rezultâtu un lîdz ar to piedâvâ savu optimâlo gludinâðanas pa-

rametru. Faktiski bûtu nepiecieðams veikt dziïâku analîzi ar simulâciju palîdzîbu, lietojot
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testa funkcijas. Tomçr praktiskos piemçros vienmçr papildus ir jâveic arî vizuâla datu

analîze.
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1. Programmas R kodi

##### REACT regresija

orto<-function(xdati,ydati)

{

vec<-c()

fii<-function(j,x)

{

f<-1

f[j>1]<-sqrt(2)*cos((j-1)*pi*x)

f

}

n<-length(xdati)

zz<-c()

zz2<-c()

for(j in 1:n)

{

zz[j]<-1/n*sum(sapply(1:n,function(i){ydati[i]*fii(j,xdati[i])}))

zz2[j]<-(zz[j])^2

}

sigma<-1/2/(n-1)*sum((ydati[2:n]-ydati[1:(n-1)])^2)

Risks<-function(J)

{

n<-length(xdati)

J*sigma/n+sum(sapply((J+1):n,function(j){max((zz2[j]-sigma/n),0)}))

}

hhh<-seq(1,length(xdati)-1,by=1)

index<-order(sapply(hhh,Risks))[1]

novJ<-hhh[index]

ortoNov<-function(J,x){sum(sapply(1:J,function(j){zz[j]*fii(j,x)}))}

for (k in 1:length(xdati)){

vec[k]<-ortoNov(novJ,xdati[k])

}

vec

}

##### Nadaraya-Watson kodolu regresija

nadwatson<-function(xdati,ydati)

{

h<-h.select(xdati,ydati,method="cv")

locpoly(xdati,ydati,bandwidth=h,degree=0,gridsize=length(xdati))

}

##### Lokala lineara regresija

linloc<-function(xdati,ydati)

{

h<-h.select(xdati,ydati,method="cv")

locpoly(xdati,ydati,bandwidth=h,degree=1,gridsize=length(xdati))

}
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##### Veivletu regresija

# Soft thresholding veivletu regresija

softwavelet<-function(xdati,ydati)

{

vec<-c()

wds<-wd(ydati,filter.number=4,family="DaubLeAsymm",bc="symmetric")

thS.wds<-threshold(wds,type="soft",boundary=TRUE)

trecS<-wr(thS.wds)

vec<-trecS[1:length(xdati)]

vec

}

# Hard thresholding veivletu regresija

hardwavelet<-function(xdati,ydati)

{

vec<-c()

wds<-wd(ydati,filter.number= ,family="DaubLeAsymm",bc="symmetric")

thH.wds<-threshold(wds,type="hard",boundary=TRUE)

trecH<-wr(thH.wds)

vec<-trecH[1:length(xdati)]

vec

}

##### Testa funkcijas

# Dopller funkcija

doppler<-function(x)

{

sqrt(x*(1-x))*sin(2.1*pi/(x+0.05))

}

# Bloku funkcija

blocks<-function(x)

{

t<-c(0.10, 0.13, 0.15, 0.23, 0.25, 0.40, 0.44, 0.65, 0.76, 0.78, 0.81)

h<-c(4,-5, 3,-4, 5,-4.2, 2.1, 4.3,-3.1, 2.1,-4.2)

sgn<-function(y)

{

ss<-0

ss[y>0]<-1

ss[y<0]<--1

ss

}

ssgn<-function(z){(1+sgn(z))/2}

summa<-0

for (j in 1:11){summa<-summa+(h[j]*ssgn(x-t[j]))}

summa

}

# JumpSine funkcija

jumpsine<-function(x)
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{

y<-3*(sin(4*pi*x))

y[x>0.3 & x<=0.5]<-3*(sin(4*pi*x)+0.5*1)

y

}

##### Simulacijas

library(KernSmooth)

library(sm)

library(wavelets)

library(wavethresh)

testafunkcija<-function(x){doppler(x)}

sigma<-0.1

reizes<-50

for (n in c(32,64,128,256,512,1024))

{

summa.orto<-0

summa.kodols<-0

summa.linloc<-0

summa.soft<-0

summa.hard<-0

xdati<-seq(0,1,len=n)

for (m in 1:reizes)

{

ydati<-sapply(xdati,function(x){testafunkcija(x)+sigma*rnorm(1,0,1)})

ista<-sapply(xdati,function(x){testafunkcija(x)})

mse.orto<-(sum((ista-orto(xdati,ydati))^2))/n

summa.orto<-summa.orto+mse.orto

mse.linloc<-(sum((ista-linloc(xdati,ydati)$y)^2))/n

summa.linloc<-summa.linloc+mse.linloc

mse.kodols<-(sum((ista-nadwatson(xdati,ydati)$y)^2))/n

summa.kodols<-summa.kodols+mse.kodols

mse.soft<-(sum((ista-softwavelet(xdati,ydati))^2))/n

summa.soft<-summa.soft+mse.soft

mse.hard<-(sum((ista-hardwavelet(xdati,ydati))^2))/n

summa.hard<-summa.hard+mse.hard

}

amse.orto<-summa.orto/reizes

amse.linloc<-summa.linloc/reizes

amse.kodols<-summa.kodols/reizes

amse.soft<-summa.soft/reizes

amse.hard<-summa.hard/reizes

cat("n=",n,"AMSE.orto=",amse.orto,"AMSE.linloc=",

amse.linloc,"AMSE.kodols=",amse.kodols,"AMSE.soft=",

amse.soft,"AMSE.hard=",amse.hard,"\n")

}
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