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Ievads

Darba apliikota standarta Brauna kustiba, frakcionala Brauna kustiba
un to rakstrojosie lielumi.

1785. gada Jan Ingenhousz aprakstija akmenoglu dalinu neregularo kus-
tibu uz alkohola virsmas. Tomeér Brauna kustiba tradicionali tiek uzskatita
ka botanika Roberta Brauna atklajums 1827. gada. Brauns ar mikroskopu
petija pukes Clarkia pulchella ziedputekspu dalinas uzvedibu tdeni. Kad
vins atkartoja eksperimentu ar neorganiskam vielam, vins izsledza domu, ka
kustiba ir saistita ar dabiskiem procesiem, lai gan kustibas izcelsme bija vel
jaizskaidro.

Pirmais cilveks, kurs aprakstija matematika Brauna kustibu bija Thor-
vald N. Thiele 1880. gada raksta par mazako kvadratu metodi. 1900. gada
vinam sekoja Louis Bachelier, kur§ sava doktora darba ”Spekulaciju teori-
ja” veica akciju un opciju tirgus stohastisko analizi. Tomeér tie bija Alberts
Einsteins (1905) un Marian Smoluchowski (1906), kas neatkarigi atrisinaja
fiziku probléemu un pieradija atomu un molekulu eksistenci. Einsteins pa-
redzeja, ka Brauna kustibas dalina skiduma temperatura 7' ir aprakstita ar
difuzijas koeficientu D = kgT'/b, kur kp ir Bolcmana konstante un b ir da-
linas linearas berzes koeficients. Sakuma Einsteina formula tika apsaubita
un Svedberg 1906. un 1907. gada, ka arl Henri 1908. gada veica vaira-
kus eksperimentus, kas deva rezultatus, ka dalinas parvietojumi ir vairakas
reizes lielaki, neka sanaca Einsteinam. Bet tomeér Einsteina formulu apstip-
rinaja Chaidesaigues (1908) un Perrin (1909) veiktie eksperimenti. Einsteina
teorijas atziSsana radija karstuma kinétiskas teorijas progresu. Vel vairak -
Einsteins paradija, ka kustiba ir paredzama tiesi no termala lidzsvara kiné-
tiska modela.

Brauna kustibai ir loti plass pielietojums vairakas zinatnés - fizika, bio-
logija, ekonomika. Viens no popularakajiem pielietojumiem ir akciju tirgus
cenas modelésana. Frakcionalajai Brauna kustibai ir plasi pielietojumi fi-
nanses, fizika, inzeniertehiskajas kominukacijas un bioinzenierija. Piemeram,
bioinzenierija frakcionalo Brauna kustibu pielieto, lai modelétu plausu, nieru
un sirds rajona asins plasmas sadalijumu.



Si darba merkis ir iepazities ar Brauna kustibu, tas ipasibam un meto-
dem, ka parbaudit, vai dotais process ir Brauna kustiba. Darba izmantosu
Latvijas Universitates fizikas magistranta Martina Kozlovska eksperimenta-
li iegutus bakteriofaga PF1 datus, kas ieguti ar atras videokameras metodi.
Salidzinasu tos ar simuleto Brauna kustibu, un noskaidrosu, vai dotie fizika
iegttie dati ir Brauna kustiba. Noteiksu ari dalinas videjo kvadratisko par-
vietojumu un salidzinasu iegiitos rezultatus ar rezultatiem, kas tika iegtita
fizika magistra darba.

Pirmaja nodala aprakstits, kas ir Brauna kustiba, tas galvenas ipasibas.
Otraja nodala aprakstita stacionaru procesu spektrala blivuma funkcija. Tre-
Saja nodala aprakstita periodogramma un Diskréta Furjée transformacija. Ce-
turtaja nodala apskatita frakcionala Brauna kustiba un frakcionalais Gausa
troksnis, ka art Hursta parametrs. Piektaja nodala aprakstita R/S statistika.
Sesta nodala ir praktiskais pielietojums, kura parbaudu, vai izpildas Brauna
kustibas 1pasibas, aplikoju peridogrammas, spektrus un pielietoju R/S sta-
tistiku Hursta parametra novértésanai. Pielikuma ievietots R programmas

kods.



1. Brauna kustibas definicija un pirmas ipa-
Sibas

Saja nodala apskatisim viendimensionalo jeb linearo Brauna kustibu.
Saksim ar Paul Levy’s Brauna kustibas konstrukciju un apskatisim divas
pamatipasibas- nepartrauktibu un diferencéjamibu. Ka ari Brauna kustibas
kovariaciju un koreletas Brauna kustibas.

1.1. Paul Levy’s Brauna kustibas konstrukcija

Brauna kustiba ir ciesi saistita ar normalo sadaljjumu. Atcerésimies, ka

gadijuma lielums X ir normali sadalits ar videjo vertibu p un variaciju o2,

Ja

1 0 w-w?
P{X >z} = \/W/ e~ 5t du,

visiem z € R .

Definicija 1. [1] Stohastisku procesu no realam véertibam {B(t) : t > 0}
sauc par (linearu) Brauna kustibu ar sakumu punkta x € R, ja izpildas:

1. B(0) =,

2. procesam eksiste neatkarigi pieaugumi, t.i., visiem 0 <t; <t <--- <
t, pieaugumi B(t,) — B(t,—1), B(tn,—1) — B(tn_2),..., B(t2) — B(ty) ir
neatkarigi gadijuma lielumi,

3. visiem ¢ > 0 un h > 0 pieaugumi B(t 4+ h) — B(t) ir normali sadaliti ar
matematisko ceribu nulle un dispersiju h,

4. funkcija t — B(t) nepartraukta gandriz drosi.
Funkciju {B(t) : t > 0} sauc par standarta Brauna kustibu, ja z = 0.

Par stohastiska procesa {B(t) : t > 0} kritisko sadalijumu sauc visu
ierobezotas dimensijas gadijuma vektoru sadalijumu

(B(tl),B(tQ), .. .,B(tn>>, visiem 0 <t <t < <Ky



Lai aprakstitu sos kopejos sadalijumus, ir pietiekami aprakstit B(0) kopéjo
sadaljjumu un visus pieaugumus

(B(t1) — B(0), B(ts) — B(t), ..., B(t,) — B(t,_1)) visiem
0<t <ty <-v <ty

Tas ir tas, kas ir aprakstits Brauna kustibas definicija pirmajos tris punktos,
kuri apraksta Brauna kustibas kritiskos sadalijumus. Tomer pedejais punkts
(gandriz drosa nepartrauktiba) ari ir kritisks, jo tehniski kopa {w € € :
t — B(t,w) nepartraukta} neatrodas o—algebra, kas genereta no gadijuma
vektoriem (B(t1), B(t2),...,B(t,)), n € N.

Piemeérs 1. Pienemsim, ka B ir Brauna kustiba un U ir neatkarigs gadijuma
lielums, kas vienmerigi sadalits kopa [0, 1]. Tad procesam {B(t) : t > 0}, kas
definets ka
- B(t), jat#U
0, jat =U,

ir tadi pasi kristiskie sadalijumi ka Brauna kustibai, bet tas ir partraukts,
ja B(U) # 0, tas ir, ar varbutibu viens, un tadejadi sis process nav Brauna
kustiba.

1.2. Brauna kustibas nepartrauktiba

Brauna kustibas definicija jau pieprasa, lai izlases funkcijas biitu nepar-
trauktas gandriz drosi. Tas nozime, ka izlases funkcijas intervala [0, 1] (vai
kada cita kompakta intervala) ir vienmerigi nepartrauktas, tas ir, eksiste ta-
da (gadijuma) funkcija ¢ ar limp0p(h) = 0, kas ir nepartrauktibas modulis
funkcijai B : [0,1] — R, tada, ka

B(t+h) — B(t
limsup sup [B(t+ 1) ®) <1 (1)
RlO  0<t<1—h w(h)

Bet vai ir iespéjams iegiit sadu robezu ar noteiktu funkcijuy, tas ir, vai Brau-
na kustibai eksiste tads nepartrauktibas modulis, kas nav gadijuma lielums?
Teroema parada, ka atbilde ir ja.

Teoréma 1. Fksite konstante C' > 0 tada, ka gandriz drosi, visiem pietieka-
mi maziem h > 0 un vistem 0 <t < 1—h,

|B(t+h) — B(t)| < C\/hlog(1/h).



Pieradijums 1. Pieradijums seko no Levy konstrukcijas Brauna kustibai.
Mes reprezentéejam Brauna kustibu ka rindu

B(t) = Y Fult).

kur katra F, ir gabaliem nepartraukta lineara funkcija. Funkcijai F,, gan-
driz visur eksisté atvasinajums, un péc Borel-Cantelli lemmas [1] | F,||le <
cy/n27"2, jebkuram ¢ > \/2log 2 eksisté (gadijuma) N € N tads, ka visiem
n >N,

2| Fr oo
N o

Tagad katram t,t + h € [0,1] , izmantojot vidéjas vertibas teoréemu,

00 l 00
[B(t+h) = B)| <Y |F(t+h) = Fu()] <D hllFlle + Y 2] Fulloe-
n=0 n=0

n=~0+1

Tagad, izmantojot || Fyl|ee < c/n27™2, visiem ¢ > N meés iegistam, ka tas
ir terobeZots ar

N J4 0o
RY I Flloe +2¢h Y /22 4+2¢ Y /2,
n=0 n=N

n=~0+1

Mes pienemam, ka h ir gadijuma lielums un tik mazs, lai pirmais saskaita-
mais batu mazaks, neka \/hlog(1/h) un, ka €, kas definéts ka 2=° < h <
21 parsniedz N. Pie $adas { izvéles art otrais un tresais saskaitamais ir
ierobezots ar konstantu skaitli \/hlog(1/h), jo abam summam lielakie saskai-
tamie ir dominéeti. Ta mes iegustam vienadojumu (1) ar noteiktu funkciju

o(h) = C\/hlog(1/h).

Si augséja robeza ir loti tuvu optimalajam atrisindjumam. Nakosaja teo-
réma apskatita apakseja robeza apliecina, ka nepieciesams tikai noteikt pre-
cizu kontantes vertibu.

Teoréma 2. Katrai konstantei ¢ < /2, gandriz drodi, katram ¢ > 0 eksiste
O0<h<eunte|0,1—h], ka izpildas

|B(t + h) — B(t)| > cy/hlog(1/h).
Pieradijums 2.

skatit [1].



1.3. Brauna kustibas nediferencéjamiba

Apgalvojums 3. Intervala [a,b] Brauna kustiba nav monotona gandriz drosi
visiem 0 < a < b < 00.

Pieradijums 3. Sakuma fikse intervalu |a,b]. Ja [a,b] ir monotonitates
intervals, tas ir, ja B(s) < B(t) visiem a < s <t < b, tad mes izvelamies
skaitlus a = a; < -+ - < ayq1 = b un sadalam [a, b] n apaksintervalos [a;, a; 1]
Visiem pieaugumiem B(a;) — B(a;+1) ir vienadas zimes. Ta ka pieaugumi ir
neatkarigi, tad varbatiba intervala monotonitates ir 2-27", un, nemot n — 0o,
varbatiba, ka intervals [a,b] ir monotonitates intervals, ir 0. Tatad nav tada
monotonitates intervala ar raciondaliem galapunktiem.

Lai runatu par Brauna kustibas diferencéjamibu, més izmantosim latka -
inversijas triku, lai sasaistitu diferencéjaibu laika ¢ = 0 ar ilgtermina ipasibu.
S1 1pasiba ir saistita ar Lielo skaitlu likumu:

Gandriz drosi Bls
im 20 _ .
t—oo T

Sis likums apgalvo, ka Brauna kustiba aug lenak, neka lineari. Savukart
nakosais apgalvojums parada, ka limsup pieaugums B(t) ir atraks, neka Vi

Apgalvojums 4. Gandriz drosi
B(n)

lim sup Bl = 400 un liminf = —00. (2)

n—00 \/ﬁ n—0o0 \/ﬁ

Pieradijumam izmantosim Hewitt-Savage 0-1 likumu apmainamiem noti-

kumiem.

Definicija 2. Pienemsim, ka X7, X, ... ir gadijuma lielumu virkne varbi-
tibu telpa (€2, F,P), un kopa A sastav no virkném

(X1, Xy, € A} € F.
Notikumu {X7, X, -+ € A} sauc par apmainamu, ja
{X17X27 RS A} C {X017X027 e A}

visam galigam permutacijam o : N — N. Seit ar galigam permutacijam
saprotam, ka o ir bijekcija ar g, = n visiem pietiekami lieliem n.



Lemma 1. (Hewitt-Savage 0-1 likums). Ja A ir apmainams notikums neat-
karigai, identiski sadalitai virknei, tad P(A) ir 0 vai 1.

Pieradijums 4. Péc Fatou’s lemmas,

P{B(n) > cv/n bezgaligi biezi} > limsupP{B(n) > c\/n}.
n—oo
Péc méerojamibas ipasibas, imsup izteiksme ir vienada ar P{B(1) > ¢}, kas
ir pozitivs skaitlis. Piepemsim, ka X, = B(n) — B(n — 1), un atzimésim, ka

{B(n) > c\/n bezgaligi biezi} = {Z X; > cv/n bezgaligi biezi}
j=1
i apmainams notikums. Tadejadi Hewitt-Savage 0-1 likums parada, ka ar
varbatibu viens, B(n) > c\/n bezgaligi bieZi. Panpemot skelumu visiem poziti-
vajiem, veselajiem c iegastam pirmo apgalvojuma dalu, un otro dalu pierada
analogt.

Funkcijai f meés definésim augSéjo un apakséjo labo atvasinajumu

D*f(t) = limsup f{t+h) - f(1)
hl0 h

Y

un
D.f(t) = liminf J(+ h])l -

Teoréma 5. (Laika inversija). Pienemsim, ka {B(t) : t > 0} ir standarta
Brauna kustiba. Tad process {X(t) : t > 0}, kas definéets ka

0, kadt = 0,

X(t) = (3)
tB(1/t), kadt >0,

ar? ur standarta Brauna kustiba.

Pieradijums 5. Skatit [1] .

Tagad paradisim, ka katram fiksétam ¢ Brauna kustiba nav diferencéjama
laika momenta ¢ gandriz drosi. Tam mes izmantosim (2) un laika inversiju.

Teoréma 6. Fiksejam t > 0. Tad gandriz drosi Brauna kustiba nav diferen-
cejama laika t. Vel vairak, D*B(t) = 400 un D,B(t) = —oc.



Pieradijums 6. Uzdotajai standarta Brauna kustibai B més konstruéjam
Brauna kustibu X, izmantojot laika inversiju (3). Tad

X(z) —X(0)

1 B
D*X(0) > limsup —2———— > limsup v/nX (=) = limsup ()
n

)
n—oo n n—oo n—oo \/H

ir bezgaligs pec (2). Lidzigi D, X(0) = —oo paradot, ka X nav diferencéjaa
punkta 0. Tagad piepemsim, kat > 0 ir patvaligs un {B(t) : t > 0} ir Brauna
kustiba. Tad X (s) = B(t + s) — B(t) define standarta Brauna kustibu un X
diferencéjamniba punkta 0 ir vienada ar B diferencéjamibu laika t.

1.4. Brauna kustibas kovariacija
Aplikosim kovariaciju Brauna kustibai laika momentos s un t, kur s < t.
Cov[B(s), B(t)] = E[{B(s) — E[B(s)]H{B(t) — E[B®)]}] =
E[B(s)B(t) — B(s)E{B(t)} — E{B(s)} B(t) + E{B(s)} E{B(t)}]. (4)

Péc standarta Brauna kustibas ipasibam, F{B(s)} = 0 un E{B(t)} = 0.
Tad vienadojumu (4) var parrakstit ka

Cov[B(s), B(t)] = E{B(s)B(t)}

levérojam, ka laika intervali [0, s] un [0,¢] parklajas. Izsakam B(t) ka sum-
mu no neatkarigiem gadijuma lielumiem B(s) un pieauguma {B(t) — B(s)},
B(t) = B(s) + {B(t) — B(s)}. Tad

E[B(s)B(t)] = E[B(s)*+B(s){ B(t)—B(s)}] = E[B(s)*|+ E[B(s){ B(t)—B(s)}].

Neatkaribas del otro saskaitamo var uzraksti ka matematisko ceribu reizina-
jumu

E[B(s)B(t)] = E[B(s)*] + E[B(s)|E[B(t) — B(s)] =5 +0-0 = s.
Ta ka s < t, tad min{s,t} = s. Tatad jebkuriem s un ¢
Cov[B(s), B(t)] = min{s, t}.

Ja laika intervali [t1,%e] un [ts,ts4) neparklajas, tad pieaugumi AB(t;) =
B(ts) — B(t1) un AB(t3) = B(ty) — B(t3) ir neatkarigi. Tapéc

E[{B(t2)=B(t1)}{B(ta)=B(ls)}] = E[B(l2)=B(11)|E[B(t1) = B(t5)] = 0-0 = 0

Turpretim

E[B(t)B(t3)] = t1 # E[B(t1)|E[B(t3)].

10



2. Spektrala blivuma funkcija

[4] Ja v(h) ir stacionara procesa {z;} autokovariaciju funkcija un ta ap-
mierina nevienadibu

> (k)| < o, (5)

h=—o00
tad
/2
v(h) —/ TN f(w)dw, b= 0,41, +2, ... (6)
—1/2
un procesa {x,} spektrala blivuma funkcija ir
flw)= Y y(h)e™" —1/2<w<1/2. (7)
h=—o0

Spektrala blivuma funkcija ir analoga sadalijjuma blivuma funkcijai. Tas, ka
v(h) > 0 garante, ka

(1) f(w) >0, visiem w,
(2) flw) = f(=w),
3) flw+1) = flw).

Pedeja 1pasiba norada, ka spektrala blivuma funkcija ir para funkcija ar pe-
riodu 1. Kad izpildas (5), autokovariaciju funkcija v(h) un spektrala blivuma
funkcija f(w) satur vienu un to pasu informaciju, tac¢u ta ir izteikta dazados
veidos. Autokovariaciju fukcija informaciju par procesu {z,} izsaka, izman-
tojot lagus, bet spektrala blivuma funkcija - izmantojot ciklus. Parsvara
izmantojam frekvences w, kas apraksta ciklus laika vieniba, tac¢u dazkart
frekvenci izsaka ka A\ = 27w, kas izsaka radianus laika vieniba.
Autokovariaciju funkcija (6) un spektrala blivuma funkcija (7) ir Furje transor-
macyju paris.

3. Periodogramma un Diskréta Furjé Transfor-
macija

Definicija 3. [4] Ja doti dati x4, ..., x,, tad par diskréto Furjé transfor-

maciju(DFT) sauc

d(w;) =n"t2Y Jwem? e, (8)

t=1

11



kad j =0,1,...,n — 1, kur frekvences w; = j/n sauc par Furjé jeb funda-
mentalajam frekvencem.

Dazkart ir noderigi izmantot inverso DFT:

-n -1/2 Z d 2mwj
kurt=1,...,n
Tagad definesim periodogrammu, izmantotjot DFT.
Definicija 4. Ja doti dati x4,...,z,, tad par periodogrammu sauc
I(w;) = |d(wj)]%, (9)
kad j =0,1,2,...,n— 1.
Japiezime, ka I(0) = nz, kur Z ir izlases videja vertiba. Ja ), | exp(—2miw;t) =

0, kad j # 0, varam uzrakstit DF'T ka

d(Wj) _ n—1/2 Z(xt _ j)e—%-iwjt’

kad j # 0. Tad, kad 57 # 0

I(w;) = |d(w))]* =n"" Z Z (2 — ) (15 — T)e2ms(t=9) =
t=1 s=1
n—1 n— |h|
=—(n-1) t=1
n—1 .
e Z ,y(h)e—Qﬂ'iwjh, (10)
h=—(n-1)
kur v(Ah) ir izlases autokovariaciju funkcija:
. n—h
(k) =n"! Z(It+h — &)(z: — T).
t=1

12



4. Frakcionala Brauna kustiba un frakciona-
lais Gausa troksnis

4.1. Definicijas un 1pasibas

Definicija 5. [5] Tadu Gausa procesu By = {Bg(t) : 0 < t < oo} ar
0 < H < 1 sauc par frakcionalo Brauna kustibu (fBm), ja izpildas sadas
ipasibas:

e By (t) ir stacionari pieaugumi;

e By(0) =0un E(Bg(t)) =0 visiem ¢t > 0;
e E(By)*(t) = t*¥ visiem t > 0;

e By(t) ir Gausa sadalijums visiem ¢ > 0.

H ir fBm Hursta parametrs. Vienmer pienemsim, ka apskatam ne-
partrauktas trajektorijas By (t). No pirmajam tris fBm ipasibam seko, ka
kovariaciju funkcija ir

1

7(s,1) = B(Bu(s)Bu(t)) = o{t™" + " — (¢ —5)*"} (11)

visiem 0 < s < t. Ta ka Gausa procesiem vidéja vértiba un kovariaciju
struktiira nosaka galigdimensionalo sadalijumu, tapéc, no (11) meés secinam,
ka procesam {Bg(at) : 0 < t < oo} un {a?By(t) : 0 < t < co} ir vienadi
galigdimensionalie sadalijjumi. Tatad frakcionala Brauna kustiba ar Hursta
parametru H ir sev lidziga ar Hursta parametru H. Frakcionala Brauna kus-
tiba ir vienigais Gausa process ar stacionariem pieaugumiem, kur§ ir sev
lidzigs.

Definicija 6. Pieaugumu procesu X = {X; : k = 0,1,...} sauc par frak-
cionalo Gausa troksni, ja

Xy = By(k+1) — By(k).

Frakcionalais Gausa troksnis ir frakcionalas Brauna kustibas pieaugumi.
Procesam X, ir standartnormalais sadalijums visiem k, bet kopuma nepastav
neatkariba, jo procesa autokovariaciju funkcija v(k) ir

1
(k) = Sllk = 127 = 20k + [k + 117] (12)

visiem k € Z.

13



e Ja H = 1/2, tad kovariacijas ir 0 (iznemot gadijumu, kad & = 0). Ta
ir standarta Brauna kustiba, kuras pieaugumu ir neatkarigi;

e Ja H < 1/2, tad kovariacijas ir negativas;

e Ja H > 1/2, tad kovariacijas ir pozitivas.

4.2. Frakcionalas Brauna kustibas spektrs

[3] Ta ka fBm ar 0 < H < 1 nav stacionara, strikti runajot, procesam
By (t) nav spektrala blivuma. Tomer, ja mes definejam spektralo blivumu ka
periodogrammas sagaidamas vértibas robezu (novérojumu intervals tiecas uz
bezgalibu), mes ieguistam spektralo bliwvumu

fr(w) o |w|72H+Y2) kad w — 0. (13)

Tapat, ja meés definejam kovariaciju funkciju C(7) ka izlases kovariacijas
sagaidamas vertibas robezu, iegustam

C(1) o< 7" kad 7 — 0. (14)

Frakcionalais Gausa trokspa process (kas ir stacionars) ir iegiits, nemot
atvasinajumu no fBm, un tapéc var tikt uztverts ka vél viena fBm ar para-
metru H, kas samazinats par 1. Mes varam interget un diferencet, cik daudz
reizes velamies. Sada veida mes varam definet fBm By (t) jebkuram realam
H. Frakcionalais Gausa troksnis ir fBm process ar H < 0. Ja mes diferen-
céjam B /(t), kas ir standarta Brauna kustiba, tad iegistam Balta troksna
procesu B_y,(t). Tatad Baltajam troksim atbilst H = —1/2.

Katram d € (—1/2,1/2), ja meés definejam fBm ar H = d — 1/2, tad
diskrets process { By (t)}2° _ . ir ilglaicigas atminas process ar atminas para-
metru d. Tad formulas (13) un (14) reducejas uz f(w) o< |w| 2%, kad w — 0
un ¢ o< 7241 kad r — oo.

Tris svarigi specgadijumi:

’ Process ‘ H ‘ d ‘ Spektralais blivums ‘
Standarta Brauna kustiba | 1/2 | 1 o |w| 2
Baltais troksnis -1/21 0 konstants
71/ f troksnis” 0 |1/2 x 1/|wl

1.tabula
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5. R/S statistika

[6] Hidrologs Hursts (1951) R/S statistiku apraksta, vadoties pec Nilas
upes problemas. Vins velejas normalizet Nilas upes plusmu. Tiek pienemts,
ka apskatamais laika intervals ir diskrets un nav nekadu tudenstilpnes kratu-
ves zudumu (iztavikosana, nolpude utt.). Meés velamies sasniegt idealo upes
tilpumu. Citiem vardiem sakot, sasniegt, ka @idens izplide ir vienmeériga un
ka laika t + k£ ddens kratuve ir tik pat pilna ka laika ¢, un ka tddenstilpne
nekad neparplust.

Ar X, apzimesim tudens iepludi laika ¢, un Y; = g=1 X; ir kopeja udens
ieplide lidz laika bridim j. Tad idealais adens tilpums tiek aprakstits ka

R(t k) = Ofil?gi[ﬁﬂ‘ —Yi— E()/t—i—k =Y - Oglilgk[}/t_‘—i —Y,— EO/;M —-Y;)] (15)

Standartizets R(t, k) ir S(t, k), kas izskatas sadi:

t+k
S(t,k) = |k i (Xi — Xen)?, (16)

i=t+1

kur X;p = k7! Efifﬂ X;. Attiecibu

R(t, k)
St k)

R/S = (17)

sauc par R/S statistiku. Hursts grafiski atteloja log(R/S) pret dazadam
k vertibam un noveroja, ka lieliem k, log(R/S) atrodas apkartne taisnai linijai
ar slipumu % Hursts novéroja, ka Nilas upes datiem un citiem hidrologisiem,
geofizikaliem un klimatalogiskiem datiem, R/S uzvedas ka konstante reiz k7
visiem H > 1/2. To sauc par Hursta efektu. Tatad lieliem k,

1
log E[R/S]) ~ a+ Hlogk, kur H > 5

Teoréma 7. Piepem, ka X; ir tads, ka X? ir ergodisks un t= Zi:l X
konverge vaja nozimé uz frakcionalo Brauna kustibu, kad t — oo. Tuad,
wisiem k — oo,

kHR/S —4 €,

kur & ir nedegeneréts gadijuma lielums.
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Tas nozime, ka grafika log R/S pret log k punkti bus vienmerigi izkaisiti
ap taisni ar slipumu H. Ilglaicigas atminas gadijuma ap H > 1/2, preteja
gadijuma ap H = 1/2. Si metode ir plasi izmantota, tacu tai ir savi triokumi.
Piemeram, loti liela nozime ir k izvelei. Lietojot dazadas k vertibas vien-
ai datu kopai, iespejams iegut krasi atskirigus H novertejumus, pat arpus
intervala 0 < H < 1.
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6. Praktiskais pielietojums

Darba tiks apskatiti bakteriofaga PF1 dati, kas iegiti ar atras videoka-
meras metodi. Petisim paraugu, kurs tika izgatavots, atjaucot baketriofagu
PF1 ar TE bufferskidumu koncentracija 1 : 5. Tika veikti 55 dazadi mérijumi
un noteiktas dalinas kustibas izmainas = un y koordinates vienas sekundes
laika ar laika atstarpi 1/2000. Parsvara aplikosim koordinatu x.

Merkis ir noskaidrot, vai dota dalina ir Brauna kustiba. Apréekiniem izman-
tosim datorprogrammu R.

Lai parliecinatos, vai dalina ir Brauna kustiba, nepieciesams parbaudit,
vai izpildas Brauna kustibas ipasibas. Papildus tam, més simulésim Brauna
kustibu apjoma N = 2000, lai varétu salidzinat iegttos rezultatus ar simulé-
tas Brauna kustibas rezultatiem.

Izvelesimies 1. no 55 merjjumiem (turpak- Dati 1) un petisim dalinas
parvietojumus pa koorinatu x. Ka ari simulesim Brauna kustibu apjoma
N = 2000, lai salidzindtu rezultatus. Abi procesi redzami 1.attela.

Dati1
< -
o
© —
o 4
% —
- T T T T T
0 500 1000 1500 2000
Simul.Br.kust
<
P —
o
<@ ]
w
=

0 500 1000 1500 2000

l.attels: Dati 1 (apjoma N=2000) un Simuleta Brauna kustiba (N=2000)
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Parbaudisim procesu pieaugumu neatkaribu ar y2-testu, kura kods R
programma atrodams pielikuma.Veicot y?-testu, ieguvu rezultatus, kas re-
dzami 2.tabula. Tatad secinu, ka abiem procesiem izpildas neatkaribas ipa-

siba.
Process Statistikas vertiba | p-vertiba
Dati 1 148.1 0.874
Simul.Br.kust. 129.9 0.988
2.tabula

Parbaudisim abu procesu pieaugumi stacionaritati ar ADF un KPSS tes-
tu, kas iebiiveti programma R automatiski. Rezultati redzami 3.tabula. Se-
cinu, ka abiem procesiem pieaugumi ir stacionari.

Process ADF vertiba | p-vertiba | KPSS vértiba | p- vértiba

Dati 1 -13.9 0.01 0.013 0.1

Simul.Br.kust. -11.7 0.01 0.046 0.1
3.tabula

Talak parbaudisim procesu pieaugumu normalitati.
Shapiro-Wilk un Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) testus, ka ari kvantilu-

kvantilu grafikus grafiskai salidzinasanai.

Tam izmantosim

Process ‘ Lillie tests ‘ p-vertiba ‘ Shapiro tests ‘ p- vertiba

Dati 1 0.0146 0.3795 0.9989 0.2843

Simul.Br.kust. 0.0145 0.3905 0.9994 0.8257
4.tabula
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2.attels: Kvantilu - kvantilu grafiks Datiem 1 (N=2000) un Simulétai
Brauna kustibai N=2000

No kvantilu - kvantilu grafikiem secinu, ka normala sadalijuma kvantile
labi aproksimé gan procesa Dati 1, gan Simulétas Brauna kustibas pieau-
gumus. Arl péc Shapiro -Wilk un Lilliefors testu rezultatiem nevienam no
procesiem nevaram noraidit hipotézi par pieaugumu normalo sadalijumu.

Ta ka procesam Dati 1 izpildas pieaugumu neatkariba, stacionaritate un
normalitate, §ie dati vareétu but Brauna kustiba. Aplikosim vel paris veidus,
ka parliecinaties, vai process ir Brauna kustiba.

Konstruésim periodogrammas lokalas regresijas novértéjumu un tad uz-
zimesim vienlaicigas ticamibas joslas teoretiskajam spektram. No teorijas
zinam, ka nestacionariem procesiem (ka Brauna kustiba) neeksiste spektrala
blivuma funkcijas. Tac¢u, ja més to definéjam ka periodogrammas sagaidamas
vertibas robezu, tad standarta Brauna kustibai spektrala blivuma funkcija
proporcionala |w|™2, kad w — 0.

3.attela redzamas procesu Dati 1 un Simulétas Brauna kustibas periodog-
rammas.
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3.attels: Dati 1 (N=2000) un Simulétas Brauna kustibas (N=2000)
periodogrammas

4.attela redzam simulétas Brauna kustibas teorétiska spektra novértéju-
mu ar ticamibas joslam. Sarkana linija arT ir teoretiskais spektrs. Rausti-
tas linijas ir vienlaicigas ticamibas intervals. Taisne zila krasa aproksime
teorétisko spektru ar standarta Brauna kustibas virziena koeficientu —2 un
lw| = 0.00001. 3.attela varam parliecinaties, ka periodogrammas sagaidamas
vertibas robeza varétu bit apméram 0.00001.

logly1]

log(x1)

4.attels: Simuletas Brauna kustibas (N=2000) nogludinata periodogramma
ar ticamibas joslam
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b.attela redzam Dati 1 teoretiska spektra novertejumu, kas ir sarkana
linija. To salidzinosi labi aproksimeé zala taisne, tacu tas slipuma koeficients
ir —1.5 un |w| = 0.000028. Taisne zila krasa ir ar slipuma koeficienu —2
un |w| = 0.0000028. No ka mes secinam, ka Dati 1 nav standarta Brauna
kustiba.

logfy)

log(x)

S.attels: Dati 1 (N=2000) nogludinata periodogramma ar ticamibas joslam

Uzzimeésim periodogrammas un teorétisko spektru novértéjumus ar tica-
mibas joslam vél 4 dazadiem datiem no fizika darba. Izvelesos 2., 3., 4. un
5.merjumu.
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6.attels: 2.merjjums (N=2000), ta periodogramma un Simuléta Brauna
kustiba (N=2000) un tas periodogramma
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7.attels: 2.merfjuma (N=2000) teoretiska spektra noverejums un ticamibas
joslas. Zilas linijas virziena koeficiens -2, zalas -1.5
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8.attels: 3.merjjums (N=2000), ta periodogramma un Simuléta Brauna
kustiba (N=2000) un tas periodogramma
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9.attels: 3.merjjuma (N=2000) teoretiska spektra noverejums un ticamibas
joslas. Zilas linijas virziena koeficiens -2, zalas -1.3

23



=
N~ -
L5 o
- (=T
o
B 7 0
L= G
o
-1
T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 1] 500 1000 1500 2000
F
- @
= =
s 2 2 B
[ 2
w w s
g i
: 5
T T T T T T 2 q T T T T T
00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
frekvence frekvence

10.attels: 4.merijums (N=2000), ta periodogramma un Simuléta Brauna
kustiba (N=2000) un tas periodogramma
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11.attels: 4.merijuma (N=2000) teorétiska spektra noverejums un ticamibas
joslas. Zilas linijas virziena koeficiens -2, zalas -1.5

24



154.1
|
2.0

153.8
|
1.0

153.5
I
0o
1

T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

1e-01
1
1e+00
1

spektrs
spektrs

1e-05
1e-04

T T T T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05

frekvence frekvence

12.attéls: 5.merijums (N=2000), ta periodogramma un Simuléta Brauna
kustiba (N=2000) un tas periodogramma
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13.attels: 5.merijuma (N=2000) teorétiska spektra noverejums un ticamibas
joslas. Zilas linijas virziena koeficiens -2, zalas -1.3

Ka redzams attelos 5.-13., tad bakteriofags PF1 nav standarta Brauna
kustiba, jo zila taisne (kas visos ieprieksejos grafikos ir ar virziena koeficienu
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-2, kas atbilst standarta Brauna kustibai) nesakrit ar teorétiska spektra no-
vertéjumiem pirmajiem 5 mérjjumiem un pat neieklaujas ticamibas joslas.

Vel viens veids, ka parbaudit, vai process ir Brauna kustiba, ir R/S sta-
tistika. Tur lielu nozimi spele Hursta parametrs. Un, ka zinams no teorijas,
standarta Brauna kustibai tas ir 1/2. To arf parbaudisim. Sis metodes prog-
rammas kods atrodams pielikuma.

No sakuma simulésim Brauna kustibu apjoma N = 2048. Sadu apjo-
mu izvelos tadel, ka R/S statistikas aprekinasanas metode tiek izmantotas
divnicka pakapes (algoritmu skatit [7]). Saja gadijuma 2''. Tiek aprekina-
ta lineara regresija caur punktiem log, k un log, R/S, uzzimets grafiks, un
linija, kas iet caur siem punktiem, ir ar slipumu, kas ari ir Hursta parametrs.

10

log2(k)
14.attels R/S metode simulétajai Brauna kustibai. N=2048, H=1.010658
Lidzigu grafiku ka 14.attela iegistam arl mérjjumiem 1.-5. (Lai gan vini
ir apjoma N = 2000, kas nav divnieka pakape). So pasu metodi pielietoju

ari simuletas Brauna ksutibas pieaugumiem un pirmo piecu merijumu pieau-
gumiem. Rezultati ar novertetajiem Hursta parametriem redzami 5.tabula.
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Process Hursta parametrs procesam | Hursta parametrs procesa pieaugumiem

Simul.Br.kust. 1.010658 0.5253318

1.merijjums 0.965931 0.3495352

2.merfjjums 0.9515632 0.2672857

3.méerjjums 0.9843428 0.3325164

4. merfjjums 1.014313 0.378321

5.merijjums 1.015534 0.324811
b.tabula

Redzam, ka simuléetas Brauna Kustibas pieaugumiem H = 1/2. Tacu ne-
vienam no 1.-5.mérfjjuma pieaugumiem Hursta parametrs nav tuvu 0.5, kas
varétu liecinat, ka baketriofaga PF1 dati tiesam nav standarta Brauna kus-
tiba. Tacu, iespéjams, tie ir frakcionala Brauna kustiba. Tapéc parbaudisim
1.-5.merfjuma pieaugumu neatkaribu ar y>-testu.

Process Statistikas vertiba | p-vertiba

1l.meérfjjums 148.1 0.874

2.mérjjums 189.9628 0.1287883

3.merjjums 397.1658 0

4. merfjums 337.5063 0

5.merjjums 144.6254 0.9128919
6.tabula

Ja mes vienmer varetu noraidit hipotezi par pieaugumu neatkaribu, tad
bakteriofaga PF1 dati varetu but frakcionala Brauna kustiba (jo tas pieau-
gumi ir neatkarigi tikai gadijuma, kad process ir standarta Brauna kustiba).
Tacu, ka redzam 6.tabula, neko viennozimigi nevar pateikt par datu neatka-
ribu - dazreiz hipotéze janoraida, dazreiz né. Tatad nevar pienemt ari to, ka
bakteriofaga PF1 dati ir frakcionala Brauna kustiba.

Magistranta Martina Kozlovska darba tika aplakoti bakteriofaga PF1 vi-
dejie kvadratiskie parvietojumi. Lai to izdaritu, nepieciesams apliikot visus
55 merijumus pa koorinatam z un y apjoma N = 2000. Videjo kvadratisko
parvietojumu aprekina péc formulas

AR*(T

N—1
o . 2
N - ; Ttyr xt (xt—l-T xt) ]7
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kur 7 ir solis.
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15.attels: Bakteriofaga PF1 videjie kvadratiskie parvietojumi. N=2000

15.attela redzam visu 55 mérjjumu kvadratiskos parvietojumus (melnas
linijas). Sarkana linija ir videja vertiba kvadratiskajiem parvietojumiem.
Grafika ir parveidots merogs. Tas tika darits ar noliku, lai iegitu tadu
pasu soli 7 ka fizika darba. Vinam izdevas videjo kvadratisko parvietojumu
aprakstit ar pakapes funkciju AR%*(7) = a - 7°. Vins ieguva rezultatus, ka
koncentracijai 1 : 5 a ~ 0.003 un b =~ 0.6. Koeficients b man sanaca tads pats,
bet a ~ 0.000015. Pakapes funkcija ar parametriem a un b redzama 15.attela
zala krasa. No grafika redzams, ka ta slikti aproksime videjo kvadratisko
parvietojumu. Iespéjams, ka Sada pakapes funkcija tomeér nav labaka, kas
apraksta videjo kvadratisko parvietojumu bakteriofagam PF1.
Lai salidzinatu rezultatus, simuléju Brauna kustibu 55 reizes apjoma N =
2000 un aprekinaju videjo kavdratisko parvietojumu. Ka redzams 16. attela,
Brauna kustibas kvadratiskie parvietojumi izskatas lidzigi, tacu ari vinus
slikti apraksta pakapes funkcija zala krasa.
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16.attels: Brauna kustibas vidéjie kvadratiskie parvietojumi. N=2000

29



Secinajumi

Kursa darba aprakstita Brauna kustiba un frakcionala Brauna kustiba, $o
procesu raksturojosie lielumi - Hursta parametrs, periodogramma, spektrs,
R/S statistika. Tika apskatiti bakteriofaga PF1 dati un simuleta standar-
ta Brauna kustiba. Tika parbaudits, vai datiem izpildas Brauna kustibas
ipasibas un rezultati salidzinati ar simuleto Brauna kustibu. Ipagiba par pie-
augumu neatkaribu, stacionaritati un normalitati izpildijas. Tacu uzziméjot
periodogrammu un spektru, secinaju, ka dati tomér nav standarta Brauna
kustiba. Aprekinot Hursta parametru ar R/S metodi ari parliecinajos, ka ne
datiem, ne to atlikumiem H # 1/2. Tapat baketriofaga PF1 dati nav ari
frakcionala Brauna kustiba, jo tas pieaugumi nebija atkarigi.

Aprekinaju ari baketriofaga PF1 videjo kvadratisko parvietojumu visiem
55 merijjumiem pa abam kooridnatam x un y un, uzzimejot to, secinu, ka
pakapes funkcija ar® to neapraksta ipasi precizi. Ka ari 55 reizes simulétai
Brauna kustibai tada pasa apjoma N = 2000 videjos kvadratiskos parvieto-
jumus §1 pakapes funkcija neapraksta.
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R programmas kods

HARBRBRBRRRBARRRRBR#ER HI-kvadrata tests neatkaribai

d <- scan(file=’D:/documents/KursaDarbs/Tiridati/video2k_2/1-005_01/5.txt’) #nolasa
d

dif<-diff(d) #starpibas

dif

datil<-c()
dati2<-c()
datt<-c(dif)
datt

N<-length(dif)
N

for (i in 1:N/2){
datii[il<-datt[i]

¥

datil

for (i in 1:N/2){
dati2[i]<-datt[N/2+i]
¥

dati2

chisq.test.ind<-function(x,y)
{
n<-length(x)
r<-floor(sqrt(n/5))
apj<-floor(n/r)
xs<-sort (x)

x0<-(xs[apj*(1:(r-1)) 1 + xs[apj*(1:(r-1))+1 1 )/2

ys<-sort (y)
yO<-(yslapj*(1:(r-1)) 1 + yslapj*(1:(r-1))+1 1 )/2
sel<-function(z,z0,i)
{
if (i==1)
return(z<=z0[1])
if (i==r)
return(z>z0[r-1])
return(z>z0[i-11&z<=2z0[i])
}
nu<-matrix(nrow=r,ncol=r)
for (i in 1:r)
for (j in 1:r)
nuli, jl<-length(x[sel(x,x0,i)&sel(y,y0,3)]1 )
xi<-rowSums (nu)
eta<-colSums (nu)
qi<-xi/n
gl<-eta/n
pl<-matrix(nrow=r,ncol=r)
for (i in 1:r)
for (j in 1:r)
pili,j1<-qi[il*g1[i]
pl
X2<-sun( (nu-n*p1) ~2/ (a*p1))
p.value<-1-pchisq (X2, (r-1)"2)
list(X2=X2,p.value=p.value, (r-1)"2)
}

chisq.test.ind(datil,dati2)
#######stacionaritate

adf.test (difl)
kpss.test (difl)

######E normalitate

lillie.test (dif)
shapiro.test (dif)
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######## R/S metode

set.seed (1)

Simul.Br.kust <- BM(N=2048)[1:2048] #Simuléta Brauna kustiba
dati<-Simul.Br.kust

n<-length(dati)

#dati<-diff(d1)

#n<-length(dati)

f.range<-function(n,tau,dati)

{

sum(dati[1:n]-mean(datil1:taul))

}
f.range2<-Vectorize(f.range,vectorize.args="n")
RS.range<-function(dati)

{

n<-length(dati)
rez<-max(f.range2(1:length(dati),length(dati),dati))-min(f.range2(1:length(dati),length(dati),dati))
rez/sd(dati)

}

n<-length(dati)

RS.ave<-function(dati,m)

{

nn<-length(dati)/m

rez<-c()

for (i in 1:m)

{
rez[i]<-RS.range(dati[((i-1)*nn+1):(i*nn)])
¥

mean(rez)

¥

mean (c(RS.range(dati[1:(n/2)]),RS.range(dati[(n/2+1):n])))
RS.ave<-Vectorize (RS.ave,vectorize.args="m")

x.data<-3:11
y-data<-sort(log(RS.ave(dati,c(1,2,4,8,16,32,64,128,256)) ,base=2))
plot (x.data,y.data,xlab="1og2(N)",ylab="10og2(R/S)")
fit<-1n(y.data"x.data)

fit$coef

abline (fit$coef [[1]1],fit$coef [[2]])
h.nov<-1m(y.data"x.data)$coef [[2]]

h.nov
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