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Ievads

Darbâ aplûkota standarta Brauna kustîba, frakcionâlâ Brauna kustîba
un to rakstrojoðie lielumi.

1785. gadâ Jan Ingenhousz aprakstîja akmeòogïu daïinu neregulâro kus-
tîbu uz alkohola virsmas. Tomçr Brauna kustîba tradicionâli tiek uzskatîta
kâ botâniía Roberta Brauna atklâjums 1827. gadâ. Brauns ar mikroskopu
pçtîja puíes Clarkia pulchella ziedputekðòu daïiòas uzvedîbu ûdenî. Kad
viòð atkârtoja eksperimentu ar neorganiskâm vielâm, viòð izslçdza domu, ka
kustîba ir saistîta ar dabiskiem procesiem, lai gan kustîbas izcelsme bija vçl
jâizskaidro.

Pirmais cilvçks, kurð aprakstîja matemâtikâ Brauna kustîbu bija Thor-
vald N. Thiele 1880. gada rakstâ par mazâko kvadrâtu metodi. 1900. gadâ
viòam sekoja Louis Bachelier, kurð savâ doktora darbâ "Spekulâciju teori-
ja" veica akciju un opciju tirgus stohastisko analîzi. Tomçr tie bija Alberts
Einðteins (1905) un Marian Smoluchowski (1906), kas neatkarîgi atrisinâja
fiziíu problçmu un pierâdîja atomu un molekulu eksistenci. Einðteins pa-
redzçja, ka Brauna kustîbas daïiòa ðíîdumâ temperatûrâ T ir aprakstîta ar
difûzijas koeficientu D = kBT/b, kur kB ir Bolcmaòa konstante un b ir da-
ïiòas lineârâs berzes koeficients. Sâkumâ Einðteina formula tika apðaubîta
un Svedberg 1906. un 1907. gadâ, kâ arî Henri 1908. gadâ veica vairâ-
kus eksperimentus, kas deva rezultâtus, ka daïiòas pârvietojumi ir vairâkas
reizes lielâki, nekâ sanâca Einðteinam. Bet tomçr Einðteina formulu apstip-
rinâja Chaidesaigues (1908) un Perrin (1909) veiktie eksperimenti. Einðteina
teorijas atzîðana radîja karstuma kinçtiskâs teorijas progresu. Vçl vairâk -
Einðteins parâdîja, ka kustîba ir paredzama tieði no termâlâ lîdzsvara kinç-
tiskâ modeïa.

Brauna kustîbai ir ïoti plaðs pielietojums vairâkâs zinâtnçs - fizikâ, bio-
loìijâ, ekonomikâ. Viens no populârâkajiem pielietojumiem ir akciju tirgus
cenas modelçðana. Frakcionâlajai Brauna kustîbai ir plaði pielietojumi fi-
nansçs, fizikâ, inþeniertehiskajâs kominukâcijâs un bioinþenierijâ. Piemçrâm,
bioinþenierijâ frakcionâlo Brauna kustîbu pielieto, lai modelçtu plauðu, nieru
un sirds rajona asins plûsmas sadalîjumu.
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Ðî darba mçríis ir iepazîties ar Brauna kustîbu, tâs îpaðîbâm un meto-
dçm, kâ pârbaudît, vai dotais process ir Brauna kustîba. Darbâ izmantoðu
Latvijas Universitâtes fizikas maìistranta Mârtiòa Kozlovska eksperimentâ-
li iegûtus bakteriofâga PF1 datus, kas iegûti ar âtrâs videokameras metodi.
Salîdzinâðu tos ar simulçto Brauna kustîbu, un noskaidroðu, vai dotie fiziía
iegûtie dati ir Brauna kustîba. Noteikðu arî daïiòas vidçjo kvadrâtisko pâr-
vietojumu un salîdzinâðu iegûtos rezultâtus ar rezultâtiem, kas tika iegûta
fiziía maìistra darbâ.

Pirmajâ nodaïâ aprakstîts, kas ir Brauna kustîba, tâs galvenâs îpaðîbas.
Otrajâ nodaïâ aprakstîta stacionâru procesu spektrâlâ blîvuma funkcija. Tre-
ðajâ nodaïâ aprakstîta periodogramma un Diskrçtâ Furjç transformâcija. Ce-
turtajâ nodaïâ apskatîta frakcionâlâ Brauna kustîba un frakcionâlais Gausa
troksnis, kâ arî Hursta parametrs. Piektajâ nodaïâ aprakstîta R/S statistika.
Sestâ nodaïa ir praktiskais pielietojums, kurâ pârbaudu, vai izpildâs Brauna
kustîbas îpaðîbas, aplûkoju peridogrammas, spektrus un pielietoju R/S sta-
tistiku Hursta parametra novçrtçðanai. Pielikumâ ievietots R programmas
kods.
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1. Brauna kustîbas definîcija un pirmâs îpa-

ðîbas

Ðajâ nodaïâ apskatîsim viendimensionâlo jeb lineâro Brauna kustîbu.
Sâksim ar Paul Levy's Brauna kustîbas konstrukciju un apskatîsim divas
pamatîpaðîbas- nepârtrauktîbu un diferencçjamîbu. Kâ arî Brauna kustîbas
kovariâciju un korelçtas Brauna kustîbas.

1.1. Paul Levy's Brauna kustîbas konstrukcija

Brauna kustîba ir cieði saistîta ar normâlo sadalîjumu. Atcerçsimies, ka
gadîjuma lielums X ir normâli sadalîts ar vidçjo vçrtîbu µ un variâciju σ2,
ja

P{X > x} =
1√

2πσ2

∫ ∞
x

e−
(u−µ)2

2σ2 du,

visiem x ∈ R .

Definîcija 1. [1] Stohastisku procesu no reâlâm vçrtîbâm {B(t) : t ≥ 0}
sauc par (lineâru) Brauna kustîbu ar sâkumu punktâ x ∈ R, ja izpildâs:

1. B(0) = x,

2. procesam eksistç neatkarîgi pieaugumi, t.i., visiem 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤
tn pieaugumi B(tn)− B(tn−1), B(tn−1)− B(tn−2), . . . , B(t2)− B(t1) ir
neatkarîgi gadîjuma lielumi,

3. visiem t ≥ 0 un h > 0 pieaugumi B(t+ h)−B(t) ir normâli sadalîti ar
matemâtisko cerîbu nulle un dispersiju h,

4. funkcija t 7→ B(t) nepârtraukta gandrîz droði.

Funkciju {B(t) : t ≥ 0} sauc par standarta Brauna kustîbu, ja x = 0.

Par stohastiska procesa {B(t) : t ≥ 0} kritisko sadalîjumu sauc visu
ierobeþotas dimensijas gadîjuma vektoru sadalîjumu

(B(t1), B(t2), . . . , B(tn)), visiem 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn.
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Lai aprakstîtu ðos kopçjos sadalîjumus, ir pietiekami aprakstît B(0) kopçjo
sadalîjumu un visus pieaugumus

(B(t1)−B(0), B(t2)−B(t1), . . . , B(tn)−B(tn−1)) visiem
0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn.

Tas ir tas, kas ir aprakstîts Brauna kustîbas definîcijâ pirmajos trîs punktos,
kuri apraksta Brauna kustîbas kritiskos sadalîjumus. Tomçr pçdçjais punkts
(gandrîz droða nepârtrauktîba) arî ir kritisks, jo tehniski kopa {ω ∈ Ω :

t 7→ B(t, ω) nepârtraukta} neatrodas σ−algebrâ, kas ìenerçta no gadîjuma
vektoriem (B(t1), B(t2), . . . , B(tn)), n ∈ N.

Piemçrs 1. Pieòemsim, ka B ir Brauna kustîba un U ir neatkarîgs gadîjuma
lielums, kas vienmçrîgi sadalîts kopâ [0, 1]. Tad procesam {B̃(t) : t ≥ 0}, kas
definçts kâ

B̃(t) =

{
B(t), ja t 6= U,

0, ja t = U,

ir tâdi paði kristiskie sadalîjumi kâ Brauna kustîbai, bet tas ir pârtraukts,
ja B(U) 6= 0, tas ir, ar varbûtîbu viens, un tâdçjâdi ðis process nav Brauna
kustîba.

1.2. Brauna kustîbas nepârtrauktîba

Brauna kustîbas definîcija jau pieprasa, lai izlases funkcijas bûtu nepâr-
trauktas gandrîz droði. Tas nozîmç, ka izlases funkcijas intervâlâ [0, 1] (vai
kâdâ citâ kompaktâ intervâlâ) ir vienmçrigi nepârtrauktas, tas ir, eksistç tâ-
da (gadîjuma) funkcija ϕ ar limh↓0ϕ(h) = 0, kas ir nepârtrauktîbas modulis

funkcijai B : [0, 1]→ R, tâda, ka

lim sup
h↓0

sup
0≤t≤1−h

|B(t+ h)−B(t)|
ϕ(h)

≤ 1. (1)

Bet vai ir iespçjams iegût ðâdu robeþu ar noteiktu funkcijuϕ, tas ir, vai Brau-
na kustîbai eksistç tâds nepârtrauktîbas modulis, kas nav gadîjuma lielums?
Teroçma parâda, ka atbilde ir jâ.

Teorçma 1. Eksitç konstante C > 0 tâda, ka gandrîz droði, visiem pietieka-

mi maziem h > 0 un visiem 0 ≤ t ≤ 1− h,

|B(t+ h)−B(t)| ≤ C
√
h log(1/h).
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Pierâdîjums 1. Pierâdîjums seko no Levy konstrukcijas Brauna kustîbai.

Mçs reprezentçjam Brauna kustîbu kâ rindu

B(t) =
∞∑
n=0

Fn(t),

kur katra Fn ir gabaliem nepârtraukta lineâra funkcija. Funkcijai Fn gan-

drîz visur eksistç atvasinâjums, un pçc Borel-Cantelli lemmas [1] ‖Fn‖∞ <

c
√
n2−n/2, jebkuram c >

√
2 log 2 eksistç (gadîjuma) N ∈ N tâds, ka visiem

n > N ,

‖F ′n‖∞ ≤
2‖Fn‖∞

2−n
≤ 2c
√
n2n/2.

Tagad katram t, t+ h ∈ [0, 1] , izmantojot vidçjâs vçrtîbas teorçmu,

|B(t+ h)−B(t)| ≤
∞∑
n=0

|Fn(t+ h)− Fn(t)| ≤
∑̀
n=0

h‖F ′n‖∞ +
∞∑

n=`+1

2‖Fn‖∞.

Tagad, izmantojot ‖Fn‖∞ < c
√
n2−n/2, visiem ` > N mçs iegûstam, ka tas

ir ierobeþots ar

h
N∑
n=0

‖F ′n‖∞ + 2ch
∑̀
n=N

√
n2n/2 + 2c

∞∑
n=`+1

√
n2−n/2.

Mçs pieòemam, ka h ir gadîjuma lielums un tik mazs, lai pirmais saskaitâ-

mais bûtu mazâks, nekâ
√
h log(1/h) un, ka `, kas definçts kâ 2−` < h ≤

2−`+1, pârsniedz N . Pie ðâdas ` izvçles arî otrais un treðais saskaitâmais ir

ierobeþots ar konstantu skaitli
√
h log(1/h), jo abâm summâm lielâkie saskai-

tâmie ir dominçti. Tâ mçs iegûstam vienâdojumu (1) ar noteiktu funkciju

ϕ(h) = C
√
h log(1/h).

Ðî augðçjâ robeþa ir ïoti tuvu optimâlajam atrisinâjumam. Nâkoðajâ teo-
rçmâ apskatîtâ apakðçjâ robeþa apliecina, ka nepiecieðams tikai noteikt pre-
cîzu kontantes vçrtîbu.

Teorçma 2. Katrai konstantei c <
√

2, gandrîz droði, katram ε > 0 eksistç

0 < h < ε un t ∈ [0, 1− h], ka izpildâs

|B(t+ h)−B(t)| ≥ c
√
h log(1/h).

Pierâdîjums 2.

skatît [1].
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1.3. Brauna kustîbas nediferencçjamîba

Apgalvojums 3. Intervâlâ [a, b] Brauna kustîba nav monotona gandrîz droði

visiem 0 < a < b <∞.

Pierâdîjums 3. Sâkumâ fiksç intervâlu [a, b]. Ja [a, b] ir monotonitâtes

intervâls, tas ir, ja B(s) ≤ B(t) visiem a ≤ s ≤ t ≤ b, tad mçs izvçlamies

skaitïus a = a1 ≤ · · · ≤ an+1 = b un sadalâm [a, b] n apakðintervâlos [ai, ai+1].

Visiem pieaugumiem B(ai)−B(ai+1) ir vienâdas zîmes. Tâ kâ pieaugumi ir

neatkarîgi, tad varbûtîba intervâla monotonitâtei ir 2·2−n, un, òemot n→∞,

varbûtîba, ka intervâls [a, b] ir monotonitâtes intervâls, ir 0. Tâtad nav tâda

monotonitâtes intervâla ar racionâliem galapunktiem.

Lai runâtu par Brauna kustîbas diferencçjamîbu, mçs izmantosim laika -

inversijas triku, lai sasaistîtu diferencçjaîbu laikâ t = 0 ar ilgtermiòa îpaðîbu.
Ðî îpaðîba ir saistîta ar Lielo skaitïu likumu:

Gandrîz droði

lim
t→∞

B(t)

t
= 0.

Ðis likums apgalvo, ka Brauna kustîba aug lçnâk, nekâ lineâri. Savukârt
nâkoðais apgalvojums parâda, ka limsup pieaugums B(t) ir âtrâks, nekâ

√
t.

Apgalvojums 4. Gandrîz droði

lim sup
n→∞

B(n)√
n

= +∞ un lim inf
n→∞

B(n)√
n

= −∞. (2)

Pierâdîjumam izmantosim Hewitt-Savage 0-1 likumu apmainâmiem noti-
kumiem.

Definîcija 2. Pieòemsim, ka X1, X2, . . . ir gadîjuma lielumu virkne varbû-
tîbu telpâ (Ω,F ,P), un kopa A sastâv no virknçm

{X1, X2, · · · ∈ A} ∈ F .

Notikumu {X1, X2, · · · ∈ A} sauc par apmainâmu, ja

{X1, X2, · · · ∈ A} ⊂ {Xσ1, Xσ2, · · · ∈ A}

visâm galîgâm permutâcijâm σ : N → N. Ðeit ar galîgâm permutâcijâm
saprotam, ka σ ir bijekcija ar σn = n visiem pietiekami lieliem n.
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Lemma 1. (Hewitt-Savage 0-1 likums). Ja A ir apmainâms notikums neat-

karîgai, identiski sadalîtai virknei, tad P(A) ir 0 vai 1.

Pierâdîjums 4. Pçc Fatou's lemmas,

P{B(n) > c
√
n bezgalîgi bieþi} ≥ lim sup

n→∞
P{B(n) > c

√
n}.

Pçc mçrojamîbas îpaðîbas, lim sup izteiksme ir vienâda ar P{B(1) > c}, kas
ir pozitîvs skaitlis. Pieòemsim, ka Xn = B(n)−B(n− 1), un atzîmçsim, ka

{B(n) > c
√
n bezgalîgi bieþi} = {

n∑
j=1

Xj > c
√
n bezgalîgi bieþi}

ir apmainâms notikums. Tâdçjâdi Hewitt-Savage 0-1 likums parâda, ka ar

varbûtîbu viens, B(n) > c
√
n bezgalîgi bieþi. Paòemot ðíçlumu visiem pozitî-

vajiem, veselajiem c iegûstam pirmo apgalvojuma daïu, un otro daïu pierâda

analogi.

Funkcijai f mçs definçsim augðçjo un apakðçjo labo atvasinâjumu

D∗f(t) = lim sup
h↓0

f(t+ h)− f(t)

h
,

un

D∗f(t) = lim inf
h↓0

f(t+ h)− f(t)

h
.

Teorçma 5. (Laika inversija).Pieòemsim, ka {B(t) : t ≥ 0} ir standarta

Brauna kustîba. Tad process {X(t) : t ≥ 0}, kas definçts kâ

X(t) =

{
0, kad t = 0,

tB(1/t), kad t > 0,
(3)

arî ir standarta Brauna kustîba.

Pierâdîjums 5. Skatît [1] .

Tagad parâdîsim, ka katram fiksçtam t Brauna kustîba nav diferencçjama
laikâ momentâ t gandrîz droði. Tam mçs izmantosim (2) un laika inversiju.

Teorçma 6. Fiksçjam t ≥ 0. Tad gandrîz droði Brauna kustîba nav diferen-

cçjama laikâ t. Vçl vairâk, D∗B(t) = +∞ un D∗B(t) = −∞.
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Pierâdîjums 6. Uzdotajai standarta Brauna kustîbai B mçs konstruçjam

Brauna kustîbu X, izmantojot laika inversiju (3). Tad

D∗X(0) ≥ lim sup
n→∞

X( 1
n
)−X(0)

1
n

≥ lim sup
n→∞

√
nX(

1

n
) = lim sup

n→∞

B(n)√
n
,

ir bezgalîgs pçc (2). Lîdzîgi D∗X(0) = −∞ parâdot, ka X nav diferencçjaa

punktâ 0. Tagad pieòemsim, ka t > 0 ir patvaïîgs un {B(t) : t ≥ 0} ir Brauna
kustîba. Tad X(s) = B(t+ s)−B(t) definç standarta Brauna kustîbu un X

diferencçjamnîba punktâ 0 ir vienâda ar B diferencçjamîbu laikâ t.

1.4. Brauna kustîbas kovariâcija

Aplûkosim kovariâciju Brauna kustîbai laika momentos s un t, kur s < t.

Cov[B(s), B(t)] = E[{B(s)− E[B(s)]}{B(t)− E[B(t)]}] =

E[B(s)B(t)−B(s)E{B(t)} − E{B(s)}B(t) + E{B(s)}E{B(t)}]. (4)

Pçc standarta Brauna kustîbas îpaðîbâm, E{B(s)} = 0 un E{B(t)} = 0.
Tad vienâdojumu (4) var pârrakstît kâ

Cov[B(s), B(t)] = E{B(s)B(t)}

Ievçrojam, ka laika intervâli [0, s] un [0, t] pârklâjas. Izsakam B(t) kâ sum-
mu no neatkarîgiem gadîjuma lielumiem B(s) un pieauguma {B(t)−B(s)},
B(t) = B(s) + {B(t)−B(s)}. Tad

E[B(s)B(t)] = E[B(s)2+B(s){B(t)−B(s)}] = E[B(s)2]+E[B(s){B(t)−B(s)}].

Neatkarîbas dçï otro saskaitâmo var uzrakstî kâ matemâtisko cerîbu reizinâ-
jumu

E[B(s)B(t)] = E[B(s)2] + E[B(s)]E[B(t)−B(s)] = s+ 0 · 0 = s.

Tâ kâ s < t, tad min{s, t} = s. Tâtad jebkuriem s un t

Cov[B(s), B(t)] = min{s, t}.

Ja laika intervâli [t1, t2] un [t3, t4] nepârklâjas, tad pieaugumi ∆B(t1) =

B(t2)−B(t1) un ∆B(t3) = B(t4)−B(t3) ir neatkarîgi. Tâpçc

E[{B(t2)−B(t1)}{B(t4)−B(t3)}] = E[B(t2)−B(t1)]E[B(t4)−B(t3)] = 0·0 = 0

Turpretim
E[B(t1)B(t3)] = t1 6= E[B(t1)]E[B(t3)].
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2. Spektrâlâ blîvuma funkcija

[4] Ja γ(h) ir stacionâra procesa {xt} autokovariâciju funkcija un tâ ap-
mierina nevienâdîbu

∞∑
h=−∞

|γ(h)| <∞, (5)

tad

γ(h) =

∫ 1/2

−1/2
e2πiωhf(ω)dω, h = 0,±1,±2, . . . (6)

un procesa {xt} spektrâlâ blîvuma funkcija ir

f(ω) =
∞∑

h=−∞

γ(h)e−2πiωh, −1/2 ≤ ω ≤ 1/2. (7)

Spektrâlâ blîvuma funkcija ir analoga sadalîjuma blîvuma funkcijai. Tas, ka
γ(h) ≥ 0 garantç, ka

(1) f(ω) ≥ 0, visiem ω,

(2) f(ω) = f(−ω),

(3) f(ω + 1) = f(ω).

Pçdçjâ îpaðîba norâda, ka spektrâlâ blîvuma funkcija ir pâra funkcija ar pe-
riodu 1. Kad izpildâs (5), autokovariâciju funkcija γ(h) un spektrâlâ blîvuma
funkcija f(ω) satur vienu un to paðu informâciju, taèu tâ ir izteikta daþâdos
veidos. Autokovariâciju fukcija informâciju par procesu {xt} izsaka, izman-
tojot lagus, bet spektrâlâ blîvuma funkcija - izmantojot ciklus. Pârsvarâ
izmantojam frekvences ω, kas apraksta ciklus laika vienîbâ, taèu daþkârt
frekvenci izsaka kâ λ = 2πω, kas izsaka radiânus laika vienîbâ.
Autokovariâciju funkcija (6) un spektrâlâ blîvuma funkcija (7) ir Furjç transor-
mâciju pâris.

3. Periodogramma un Diskrçtâ Furjç Transfor-

mâcija

Definîcija 3. [4] Ja doti dati x1, . . . , xn, tad par diskrçto Furjç transfor-

mâciju(DFT) sauc

d(ωj) = n−1/2
n∑
t=1

xte
−2πiωjt, (8)
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kad j = 0, 1, . . . , n− 1, kur frekvences ωj = j/n sauc par Furjç jeb funda-

mentâlajâm frekvencçm.

Daþkârt ir noderîgi izmantot inverso DFT:

xt = n−1/2
n−1∑
j=0

d(ωj)e
2πiωjt,

kur t = 1, . . . , n.
Tagad definçsim periodogrammu, izmantotjot DFT.

Definîcija 4. Ja doti dati x1, . . . , xn, tad par periodogrammu sauc

I(ωj) = |d(ωj)|2, (9)

kad j = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Jâpiezîmç, ka I(0) = nx̄, kur x̄ ir izlases vidçjâ vçrtîba. Ja
∑n

t=1 exp(−2πiωjt) =

0, kad j 6= 0, varam uzrakstît DFT kâ

d(ωj) = n−1/2
n∑
t=1

(xt − x̄)e−2πiωjt,

kad j 6= 0. Tad, kad j 6= 0

I(ωj) = |d(ωj)|2 = n−1
n∑
t=1

n∑
s=1

(xt − x̄)(xs − x̄)e−2πiωj(t−s) =

= n−1
n−1∑

h=−(n−1)

n−|h|∑
t=1

(xt+|h| − x̄)(xt − x̄)e−2πiωjh =

=
n−1∑

h=−(n−1)

ˆγ(h)e−2πiωjh, (10)

kur ˆγ(h) ir izlases autokovariâciju funkcija:

ˆγ(h) = n−1
n−h∑
t=1

(xt+h − x̄)(xt − x̄).
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4. Frakcionâlâ Brauna kustîba un frakcionâ-

lais Gausa troksnis

4.1. Definîcijas un îpaðîbas

Definîcija 5. [5] Tâdu Gausa procesu BH = {BH(t) : 0 ≤ t ≤ ∞} ar
0 < H < 1 sauc par frakcionâlo Brauna kustîbu (fBm), ja izpildâs ðâdas
îpaðîbas:

• BH(t) ir stacionâri pieaugumi;

• BH(0) = 0 un E(BH(t)) = 0 visiem t ≥ 0;

• E(BH)2(t) = t2H visiem t ≥ 0;

• BH(t) ir Gausa sadalîjums visiem t > 0.

H ir fBm Hursta parametrs. Vienmçr pieòemsim, ka apskatâm ne-
pârtrauktas trajektorijas BH(t). No pirmajâm trîs fBm îpaðîbâm seko, ka
kovariâciju funkcija ir

γ(s, t) = E(BH(s)BH(t)) =
1

2
{t2H + s2H − (t− s)2H} (11)

visiem 0 < s < t. Tâ kâ Gausa procesiem vidçjâ vçrtîba un kovariâciju
struktûra nosaka galîgdimensionâlo sadalîjumu, tâpçc, no (11) mçs secinâm,
ka procesam {BH(at) : 0 < t < ∞} un {aHBH(t) : 0 < t < ∞} ir vienâdi
galîgdimensionâlie sadalîjumi. Tâtad frakcionâlâ Brauna kustîba ar Hursta
parametru H ir sev lîdzîga ar Hursta parametru H. Frakcionâlâ Brauna kus-
tîba ir vienîgais Gausa process ar stacionâriem pieaugumiem, kurð ir sev
lîdzîgs.

Definîcija 6. Pieaugumu procesu X = {Xk : k = 0, 1, . . . } sauc par frak-
cionâlo Gausa troksni, ja

Xk = BH(k + 1)−BH(k).

Frakcionâlais Gausa troksnis ir frakcionâlâs Brauna kustîbas pieaugumi.
ProcesamXk ir standartnormâlais sadalîjums visiem k, bet kopumâ nepastâv
neatkarîba, jo procesa autokovariâciju funkcija γ(k) ir

γ(k) =
1

2
[|k − 1|2H − 2|k|2H + |k + 1|2H ] (12)

visiem k ∈ Z.
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• Ja H = 1/2, tad kovariâcijas ir 0 (izòemot gadîjumu, kad k = 0). Tâ
ir standarta Brauna kustîba, kuras pieaugumu ir neatkarîgi;

• Ja H < 1/2, tad kovariâcijas ir negatîvas;

• Ja H > 1/2, tad kovariâcijas ir pozitîvas.

4.2. Frakcionâlâs Brauna kustîbas spektrs

[3] Tâ kâ fBm ar 0 < H < 1 nav stacionâra, strikti runâjot, procesam
BH(t) nav spektrâlâ blîvuma. Tomçr, ja mçs definçjam spektrâlo blîvumu kâ
periodogrammas sagaidâmas vçrtîbas robeþu (novçrojumu intervâls tiecas uz
bezgalîbu), mçs iegûstam spektrâlo blîvumu

fH(ω) ∝ |ω|−2(H+1/2) kad ω → 0. (13)

Tâpat, ja mçs definçjam kovariâciju funkciju C(τ) kâ izlases kovariâcijas
sagaidâmâs vçrtîbas robeþu, iegûstam

C(τ) ∝ τ 2H kad τ →∞. (14)

Frakcionâlais Gausa trokðòa process (kas ir stacionârs) ir iegûts, òemot
atvasinâjumu no fBm, un tâpçc var tikt uztverts kâ vçl viena fBm ar para-
metru H, kas samazinâts par 1. Mçs varam intergçt un diferencçt, cik daudz
reizes vçlamies. Ðâdâ veidâ mçs varam definçt fBm BH(t) jebkuram reâlam
H. Frakcionâlais Gausa troksnis ir fBm process ar H ≤ 0. Ja mçs diferen-
cçjam B1/2(t), kas ir standarta Brauna kustîba, tad iegûstam Baltâ trokðòa
procesu B−1/2(t). Tâtad Baltajam troksim atbilst H = −1/2.

Katram d ∈ (−1/2, 1/2), ja mçs definçjam fBm ar H = d − 1/2, tad
diskrçts process {BH(t)}∞t=−∞ ir ilglaicîgâs atmiòas process ar atmiòas para-
metru d. Tad formulas (13) un (14) reducçjas uz f(ω) ∝ |ω|−2d, kad ω → 0

un cr ∝ r2d−1, kad r →∞.

Trîs svarîgi specgadîjumi:

Process H d Spektrâlais blîvums

Standarta Brauna kustîba 1/2 1 ∝ |ω|−2

Baltais troksnis -1/2 0 konstants
"1/f troksnis" 0 1/2 ∝ 1/|ω|

1.tabula

14



5. R/S statistika

[6] Hidrologs Hursts (1951) R/S statistiku apraksta, vadoties pçc Nîlas

upes problçmas. Viòð vçlçjâs normalizçt Nîlas upes plûsmu. Tiek pieòemts,
ka apskatâmais laika intervâls ir diskrçts un nav nekâdu ûdenstilpnes krâtu-
ves zudumu (iztavikoðana, nolpûde utt.). Mçs vçlamies sasniegt ideâlo upes
tilpumu. Citiem vârdiem sakot, sasniegt, ka ûdens izplûde ir vienmçrîga un
ka laikâ t + k ûdens krâtuve ir tik pat pilna kâ laikâ t, un ka ûdenstilpne
nekad nepârplûst.
Ar Xi apzîmçsim ûdens ieplûdi laikâ i, un Yj =

∑j
i=1Xi ir kopçjâ ûdens

ieplûde lîdz laika brîdim j. Tad ideâlais ûdens tilpums tiek aprakstîts kâ

R(t, k) = max
0≤i≤k

[Yt+i−Yt−
i

k
(Yt+k−Yt)]− min

0≤i≤k
[Yt+i−Yt−

i

k
(Yt+k−Yt)] (15)

Standartizçts R(t, k) ir S(t, k), kas izskatâs ðâdi:

S(t, k) =

√√√√k−1
t+k∑
i=t+1

(Xi − X̄t,k)2, (16)

kur X̄t,k = k−1
∑t+k

i=t+1Xi. Attiecîbu

R/S =
R(t, k)

S(t, k)
(17)

sauc par R/S statistiku. Hursts grafiski attçloja log(R/S) pret daþâdâm
k vçrtîbâm un novçroja, ka lieliem k, log(R/S) atrodas apkârtnç taisnai lînijai
ar slîpumu 1

2
. Hursts novçroja, ka Nîlas upes datiem un citiem hidroloìisiem,

ìeofizikâliem un klimataloìiskiem datiem, R/S uzvedas kâ konstante reiz kH

visiem H > 1/2. To sauc par Hursta efektu. Tâtad lieliem k,

logE[R/S] ≈ a+H log k, kurH >
1

2
.

Teorçma 7. Pieòem, ka Xt ir tâds, ka X2
t ir ergodisks un t−H

∑t
s=1Xs

konverìç vâjâ nozîmç uz frakcionâlo Brauna kustîbu, kad t → ∞. Tad,

visiem k →∞,

k−HR/S →d ξ,

kur ξ ir nedeìenerçts gadîjuma lielums.
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Tas nozîmç, ka grafika log R/S pret log k punkti bûs vienmçrîgi izkaisîti
ap taisni ar slîpumu H. Ilglaicîgâs atmiòas gadîjumâ ap H > 1/2, pretçjâ
gadîjumâ ap H = 1/2. Ðî metode ir plaði izmantota, taèu tai ir savi trûkumi.
Piemçram, ïoti liela nozîme ir k izvçlei. Lietojot daþâdas k vçrtîbas vien-
ai datu kopai, iespçjams iegût krasi atðíirîgus H novçrtçjumus, pat ârpus
intervâla 0 < H < 1.
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6. Praktiskais pielietojums

Darbâ tiks apskatîti bakteriofâga PF1 dati, kas iegûti ar âtrâs videoka-
meras metodi. Pçtîsim paraugu, kurð tika izgatavots, atjaucot baketriofâgu
PF1 ar TE bufferðíîdumu koncentrâcijâ 1 : 5. Tika veikti 55 daþâdi mçrîjumi
un noteiktas daïiòas kustîbas izmaiòas x un y koordinâtçs vienas sekundes
laikâ ar laika atstarpi 1/2000. Pârsvarâ aplûkosim koordinâtu x.
Mçríis ir noskaidrot, vai dotâ daïiòa ir Brauna kustîba. Aprçíiniem izman-
tosim datorprogrammu R.

Lai pârliecinâtos, vai daïiòa ir Brauna kustîba, nepiecieðams pârbaudît,
vai izpildâs Brauna kustîbas îpaðîbas. Papildus tam, mçs simulçsim Brauna
kustîbu apjomâ N = 2000, lai varçtu salîdzinât iegûtos rezultâtus ar simulç-
tâs Brauna kustîbas rezultâtiem.

Izvçlçsimies 1. no 55 mçrîjumiem (turpâk- Dati 1) un pçtîsim daïiòas
pârvietojumus pa koorinâtu x. Kâ arî simulçsim Brauna kustîbu apjomâ
N = 2000, lai salîdzinâtu rezultâtus. Abi procesi redzami 1.attçlâ.

1.attçls: Dati 1 (apjomâ N=2000) un Simulçtâ Brauna kustîba (N=2000)
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Pârbaudîsim procesu pieaugumu neatkarîbu ar χ2-testu, kura kods R
programmâ atrodams pielikumâ.Veicot χ2-testu, ieguvu rezultâtus, kas re-
dzami 2.tabulâ. Tâtad secinu, ka abiem procesiem izpildâs neatkarîbas îpa-
ðîba.

Process Statistikas vçrtîba p-vçrtîba

Dati 1 148.1 0.874
Simul.Br.kust. 129.9 0.988

2.tabula

Pârbaudîsim abu procesu pieaugumi stacionaritâti ar ADF un KPSS tes-
tu, kas iebûvçti programmâ R automâtiski. Rezultâti redzami 3.tabulâ. Se-
cinu, ka abiem procesiem pieaugumi ir stacionâri.

Process ADF vçrtîba p-vçrtîba KPSS vçrtîba p- vçrtîba

Dati 1 -13.9 0.01 0.013 0.1
Simul.Br.kust. -11.7 0.01 0.046 0.1

3.tabula

Tâlâk pârbaudîsim procesu pieaugumu normalitâti. Tam izmantosim
Shapiro-Wilk un Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) testus, kâ arî kvantiïu-
kvantiïu grafikus grafiskai salîdzinâðanai.

Process Lillie tests p-vçrtîba Shapiro tests p- vçrtîba

Dati 1 0.0146 0.3795 0.9989 0.2843
Simul.Br.kust. 0.0145 0.3905 0.9994 0.8257

4.tabula
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2.attçls: Kvantiïu - kvantiïu grafiks Datiem 1 (N=2000) un Simulçtai
Brauna kustîbai N=2000

No kvantiïu - kvantiïu grafikiem secinu, ka normâlâ sadalîjuma kvantile
labi aproksimç gan procesa Dati 1, gan Simulçtâs Brauna kustîbas pieau-
gumus. Arî pçc Shapiro -Wilk un Lilliefors testu rezultâtiem nevienam no
procesiem nevaram noraidît hipotçzi par pieaugumu normâlo sadalîjumu.

Tâ kâ procesam Dati 1 izpildâs pieaugumu neatkarîba, stacionaritâte un
normalitâte, ðie dati varçtu bût Brauna kustîba. Aplûkosim vçl pâris veidus,
kâ pârliecinâties, vai process ir Brauna kustîba.

Konstruçsim periodogrammas lokâlâs regresijas novçrtçjumu un tad uz-
zîmçsim vienlaicîgâs ticamîbas joslas teorçtiskajam spektram. No teorijas
zinâm, ka nestacionâriem procesiem (kâ Brauna kustîba) neeksistç spektrâlâ
blîvuma funkcijas. Taèu, ja mçs to definçjam kâ periodogrammas sagaidâmâs
vçrtîbas robeþu, tad standarta Brauna kustîbai spektrâlâ blîvuma funkcija
proporcionâla |ω|−2, kad ω → 0.

3.attçlâ redzamas procesu Dati 1 un Simulçtâs Brauna kustîbas periodog-
rammas.
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3.attçls: Dati 1 (N=2000) un Simulçtâs Brauna kustîbas (N=2000)
periodogrammas

4.attçlâ redzam simulçtâs Brauna kustîbas teorçtiskâ spektra novçrtçju-
mu ar ticamîbas joslâm. Sarkanâ lînija arî ir teorçtiskais spektrs. Raustî-
tâs lînijas ir vienlaicîgâs ticamîbas intervâls. Taisne zilâ krâsâ aproksimç
teorçtisko spektru ar standarta Brauna kustîbas virziena koeficientu −2 un
|ω| = 0.00001. 3.attçlâ varam pârliecinâties, ka periodogrammas sagaidâmâs
vçrtîbas robeþa varçtu bût apmçram 0.00001.

4.attçls: Simulçtâs Brauna kustîbas (N=2000) nogludinâtâ periodogramma
ar ticamîbas joslâm
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5.attçlâ redzam Dati 1 teorçtiskâ spektra novçrtçjumu, kas ir sarkanâ
lînija. To salîdzinoði labi aproksimç zaïâ taisne, taèu tâs slîpuma koeficients
ir −1.5 un |ω| = 0.000028. Taisne zilâ krâsâ ir ar slîpuma koeficienu −2

un |ω| = 0.0000028. No kâ mçs secinâm, ka Dati 1 nav standarta Brauna
kustîba.

5.attçls: Dati 1 (N=2000) nogludinâtâ periodogramma ar ticamîbas joslâm

Uzzîmçsim periodogrammas un teorçtisko spektru novçrtçjumus ar tica-
mîbas joslâm vçl 4 daþâdiem datiem no fiziía darba. Izvçlçðos 2., 3., 4. un
5.mçrîjumu.
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6.attçls: 2.mçrîjums (N=2000), tâ periodogramma un Simulçta Brauna
kustîba (N=2000) un tâs periodogramma

7.attçls: 2.mçrîjuma (N=2000) teorçtiskâ spektra novçrçjums un ticamîbas
joslas. Zilâs lînijas virziena koeficiens -2, zaïâs -1.5
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8.attçls: 3.mçrîjums (N=2000), tâ periodogramma un Simulçta Brauna
kustîba (N=2000) un tâs periodogramma

9.attçls: 3.mçrîjuma (N=2000) teorçtiskâ spektra novçrçjums un ticamîbas
joslas. Zilâs lînijas virziena koeficiens -2, zaïâs -1.3
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10.attçls: 4.mçrîjums (N=2000), tâ periodogramma un Simulçta Brauna
kustîba (N=2000) un tâs periodogramma

11.attçls: 4.mçrîjuma (N=2000) teorçtiskâ spektra novçrçjums un ticamîbas
joslas. Zilâs lînijas virziena koeficiens -2, zaïâs -1.5
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12.attçls: 5.mçrîjums (N=2000), tâ periodogramma un Simulçta Brauna
kustîba (N=2000) un tâs periodogramma

13.attçls: 5.mçrîjuma (N=2000) teorçtiskâ spektra novçrçjums un ticamîbas
joslas. Zilâs lînijas virziena koeficiens -2, zaïâs -1.3

Kâ redzams attçlos 5.-13., tad bakteriofâgs PF1 nav standarta Brauna
kustîba, jo zilâ taisne (kas visos iepriekðçjos grafikos ir ar virziena koeficienu
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-2, kas atbilst standarta Brauna kustîbai) nesakrît ar teorçtiskâ spektra no-
vçrtçjumiem pirmajiem 5 mçrîjumiem un pat neiekïaujas ticamîbas joslâs.

Vçl viens veids, kâ pârbaudît, vai process ir Brauna kustîba, ir R/S sta-
tistika. Tur lielu nozîmi spçlç Hursta parametrs. Un, kâ zinâms no teorijas,
standarta Brauna kustîbai tas ir 1/2. To arî pârbaudîsim. Ðîs metodes prog-
rammas kods atrodams pielikumâ.

No sâkuma simulçsim Brauna kustîbu apjomâ N = 2048. Ðâdu apjo-
mu izvçlos tâdçï, ka R/S statistikas aprçíinâðanas metodç tiek izmantotas
divnieka pakâpes (algoritmu skatît [7]). Ðajâ gadîjumâ 211. Tiek aprçíinâ-
ta lineârâ regresija caur punktiem log2 k un log2R/S, uzzîmçts grafiks, un
lînija, kas iet caur ðiem punktiem, ir ar slîpumu, kas arî ir Hursta parametrs.

14.attçls R/S metode simulçtajai Brauna kustîbai. N=2048, H=1.010658

Lîdzîgu grafiku kâ 14.attçlâ iegûstam arî mçrîjumiem 1.-5. (Lai gan viòi
ir apjomâ N = 2000, kas nav divnieka pakâpe). Ðo paðu metodi pielietoju
arî simulçtâs Brauna ksutîbas pieaugumiem un pirmo piecu mçrîjumu pieau-
gumiem. Rezultâti ar novçrtçtajiem Hursta parametriem redzami 5.tabulâ.
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Process Hursta parametrs procesam Hursta parametrs procesa pieaugumiem

Simul.Br.kust. 1.010658 0.5253318
1.mçrîjums 0.965931 0.3495352
2.mçrîjums 0.9515632 0.2672857
3.mçrîjums 0.9843428 0.3325164
4.mçrîjums 1.014313 0.378321
5.mçrîjums 1.015534 0.324811

5.tabula

Redzam, ka simulçtâs Brauna Kustîbas pieaugumiem H ≈ 1/2. Taèu ne-
vienam no 1.-5.mçrîjuma pieaugumiem Hursta parametrs nav tuvu 0.5, kas
varçtu liecinât, ka baketriofâga PF1 dati tieðâm nav standarta Brauna kus-
tîba. Taèu, iespçjams, tie ir frakcionâlâ Brauna kustîba. Tâpçc pârbaudîsim
1.-5.mçrîjuma pieaugumu neatkarîbu ar χ2-testu.

Process Statistikas vçrtîba p-vçrtîba

1.mçrîjums 148.1 0.874
2.mçrîjums 189.9628 0.1287883
3.mçrîjums 397.1658 0
4.mçrîjums 337.5063 0
5.mçrîjums 144.6254 0.9128919

6.tabula

Ja mçs vienmçr varçtu noraidît hipotçzi par pieaugumu neatkarîbu, tad
bakteriofâga PF1 dati varçtu bût frakcionâlâ Brauna kustîba (jo tâs pieau-
gumi ir neatkarîgi tikai gadîjumâ, kad process ir standarta Brauna kustîba).
Taèu, kâ redzam 6.tabulâ, neko viennozîmîgi nevar pateikt par datu neatka-
rîbu - daþreiz hipotçze jânoraida, daþreiz nç. Tâtad nevar pieòemt arî to, ka
bakteriofâga PF1 dati ir frakcionâlâ Brauna kustîba.

Maìistranta Mârtiòa Kozlovska darbâ tika aplûkoti bakteriofâga PF1 vi-
dçjie kvadrâtiskie pârvietojumi. Lai to izdarîtu, nepiecieðams aplûkot visus
55 mçrîjumus pa koorinâtâm x un y apjomâ N = 2000. Vidçjo kvadrâtisko
pârvietojumu aprçíina pçc formulas

∆R2(τ) =
1

N − τ

N−τ∑
t=1

[(xt+τ − xt)2 + (xt+τ − xt)2],
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kur τ ir solis.

15.attçls: Bakteriofâga PF1 vidçjie kvadrâtiskie pârvietojumi. N=2000

15.attçlâ redzam visu 55 mçrîjumu kvadrâtiskos pârvietojumus (melnâs
lînijas). Sarkanâ lînija ir vidçjâ vçrtîba kvadrâtiskajiem pârvietojumiem.
Grafikâ ir pârveidots mçrogs. Tas tika darîts ar nolûku, lai iegûtu tâdu
paðu soli τ kâ fiziía darbâ. Viòam izdevâs vidçjo kvadrâtisko pârvietojumu
aprakstît ar pakâpes funkciju ∆R2(τ) = a · τ b. Viòð ieguva rezultâtus, ka
koncentrâcijai 1 : 5 a ≈ 0.003 un b ≈ 0.6. Koeficients b man sanâca tâds pats,
bet a ≈ 0.000015. Pakâpes funkcija ar parametriem a un b redzama 15.attçlâ
zaïâ krâsâ. No grafika redzams, ka tâ slikti aproksimç vidçjo kvadrâtisko
pârvietojumu. Iespçjams, ka ðâda pakâpes funkcija tomçr nav labâkâ, kas
apraksta vidçjo kvadrâtisko pârvietojumu bakteriofâgam PF1.
Lai salîdzinâtu rezultâtus, simulçju Brauna kustîbu 55 reizes apjomâ N =

2000 un aprçíinâju vidçjo kavdrâtisko pârvietojumu. Kâ redzams 16. attçlâ,
Brauna kustîbas kvadrâtiskie pârvietojumi izskatâs lîdzîgi, taèu arî viòus
slikti apraksta pakâpes funkcija zaïâ krâsâ.

28



16.attçls: Brauna kustîbas vidçjie kvadrâtiskie pârvietojumi. N=2000
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Secinâjumi

Kursa darbâ aprakstîta Brauna kustîba un frakcionâlâ Brauna kustîba, ðo
procesu raksturojoðie lielumi - Hursta parametrs, periodogramma, spektrs,
R/S statistika. Tika apskatîti bakteriofâga PF1 dati un simulçta standar-
ta Brauna kustîba. Tika pârbaudîts, vai datiem izpildâs Brauna kustîbas
îpaðîbas un rezultâti salîdzinâti ar simulçto Brauna kustîbu. Îpaðîba par pie-
augumu neatkarîbu, stacionaritâti un normalitâti izpildîjâs. Taèu uzzîmçjot
periodogrammu un spektru, secinâju, ka dati tomçr nav standarta Brauna
kustîba. Aprçíinot Hursta parametru ar R/S metodi arî pârliecinâjos, ka ne
datiem, ne to atlikumiem H 6= 1/2. Tâpat baketriofâga PF1 dati nav arî
frakcionâlâ Brauna kustîba, jo tâs pieaugumi nebija atkarîgi.

Aprçíinâju arî baketriofâga PF1 vidçjo kvadrâtisko pârvietojumu visiem
55 mçrîjumiem pa abâm kooridnâtâm x un y un, uzzîmçjot to, secinu, ka
pakâpes funkcija aτ b to neapraksta îpaði precîzi. Kâ arî 55 reizes simulçtai
Brauna kustîbai tâdâ paðâ apjomâ N = 2000 vidçjos kvadrâtiskos pârvieto-
jumus ðî pakâpes funkcija neapraksta.
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R programmas kods
###################### Hî-kvadrâta tests neatkarîbai

d <- scan(file='D:/documents/KursaDarbs/Tiridati/video2k_2/1-005_01/5.txt') #nolasa

d

dif<-diff(d) #starpîbas

dif

dati1<-c()

dati2<-c()

datt<-c(dif)

datt

N<-length(dif)

N

for (i in 1:N/2){

dati1[i]<-datt[i]

}

dati1

for (i in 1:N/2){

dati2[i]<-datt[N/2+i]

}

dati2

chisq.test.ind<-function(x,y)

{

n<-length(x)

r<-floor(sqrt(n/5))

apj<-floor(n/r)

xs<-sort(x)

x0<-(xs[apj*(1:(r-1)) ] + xs[apj*(1:(r-1))+1 ] )/2

ys<-sort(y)

y0<-(ys[apj*(1:(r-1)) ] + ys[apj*(1:(r-1))+1 ] )/2

sel<-function(z,z0,i)

{

if(i==1)

return(z<=z0[1])

if(i==r)

return(z>z0[r-1])

return(z>z0[i-1]&z<=z0[i])

}

nu<-matrix(nrow=r,ncol=r)

for (i in 1:r)

for (j in 1:r)

nu[i,j]<-length(x[sel(x,x0,i)&sel(y,y0,j)] )

xi<-rowSums(nu)

eta<-colSums(nu)

q1<-xi/n

g1<-eta/n

p1<-matrix(nrow=r,ncol=r)

for (i in 1:r)

for (j in 1:r)

p1[i,j]<-q1[i]*g1[i]

p1

X2<-sum((nu-n*p1)^2/(n*p1))

p.value<-1-pchisq(X2,(r-1)^2)

list(X2=X2,p.value=p.value,(r-1)^2)

}

chisq.test.ind(dati1,dati2)

#######stacionaritâte

adf.test(dif1)

kpss.test(dif1)

####### normalitâte

lillie.test(dif)

shapiro.test(dif)
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######## R/S metode

set.seed(1)

Simul.Br.kust <- BM(N=2048)[1:2048] #Simulçtâ Brauna kustîba

dati<-Simul.Br.kust

n<-length(dati)

#dati<-diff(d1)

#n<-length(dati)

f.range<-function(n,tau,dati)

{

sum(dati[1:n]-mean(dati[1:tau]))

}

f.range2<-Vectorize(f.range,vectorize.args="n")

RS.range<-function(dati)

{

n<-length(dati)

rez<-max(f.range2(1:length(dati),length(dati),dati))-min(f.range2(1:length(dati),length(dati),dati))

rez/sd(dati)

}

n<-length(dati)

RS.ave<-function(dati,m)

{

nn<-length(dati)/m

rez<-c()

for (i in 1:m)

{

rez[i]<-RS.range(dati[((i-1)*nn+1):(i*nn)])

}

mean(rez)

}

mean(c(RS.range(dati[1:(n/2)]),RS.range(dati[(n/2+1):n])))

RS.ave<-Vectorize(RS.ave,vectorize.args="m")

x.data<-3:11

y.data<-sort(log(RS.ave(dati,c(1,2,4,8,16,32,64,128,256)),base=2))

plot(x.data,y.data,xlab="log2(N)",ylab="log2(R/S)")

fit<-lm(y.data~x.data)

fit$coef

abline(fit$coef[[1]],fit$coef[[2]])

h.nov<-lm(y.data~x.data)$coef[[2]]

h.nov
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