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Anotâcija

Darbâ ir aplûkota vispârîgâ pârbîdes funkcija divu izlaðu gadîjumâ un ranþçtu izlaðu pie-

lietojums. Ðîs izlases ieviesa McIntyre 1952. gadâ kâ metodi, kas bûtiski samazina datu

apsekojumu izmaksas. Tomçr ranþçtas izlases var pielietot arî liela datu apjoma gadî-

jumos. Izrâdâs, ka pârbîdes funkcija cieði saistîta gan ar statistikâ pazîstamo lokâcijas

modeli, gan ar { kvantiïu-kvantiïu grafikiem. Darbâ tiek pârbaudîts lokâcijas un lokâcijas-

skalçðanas modelis, konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas vispârîgai pârbîdes funkcijai,

vertikâlâs pârbîdes funkcijai, kvantiïu starpîbas funkcijai, kvantiïu-kvantiïu (Q-Q) grafi-

kiem un varbûtîbu-varbûtîbu (P-P) grafikiem. Darba mçríi ir salîdzinât savâ starpâ ðîs

pieejas, kâ arî pielietot ranþçtâs izlases praktiskâm datu problçmâm.

Atslçgas vârdi: pârbîdes funkcija, strukturâlo attiecîbu modeïi, ranþçtas izlases



Abstract

Thesis contains analysis of general shift function in the two-sample case and application

of ranked set sampling. Ranked set sampling was introduced by McIntyre in 1952 as a

cost-effective survey sampling method, yet ranked set sampling can be applied for data

reduction as well. It turns out that the general shift function is closely connected to

location model and quantile-quantile plot. The location model and the location-scale

model have been tested by constructing simultaneous confidence bands for the general

shift function, the vertical shift function, quantile distance function, quantile-quantile

plot (Q-Q) and probability-probability plot (P-P). The goal of this study is to compare

these methods and apply ranked set sampling on real problems.

Keywords: general shift function, structural relationship models, ranked set sampling
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Apzîmçjumi

F, G izlaðu teorçtiskâs sadalîjuma funkcijas

Fn, Gm izlaðu empîriskâs sadalîjuma funkcijas

N(µ, σ2) normâli sadalîts gadîjuma lielums ar vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2

d−→ konverìence pçc sadalîjuma

SRS vienkârða gadîjuma izlase

RSS ranþçta izlase

BRSS balansçta ranþçta izlase

Xk×m balansçta ranþçta izlase apjomâ k ·m

X[r]i i-tais izmçrîtais elements ar rangu r

RE relatîvâ efektivitâte

MSE vidçjâ kvadrâtiskâ kïûda

ARE asimptotiskâ relatîvâ efektivitâte

UMVUE minimâlais dispersijas nenovirzîts novçrtçjums
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Ievads

Medicînâ un farmâcijâ, ievieðot jaunus medikamentus, ir svarîgi noteikt, vai visiem

populâcijas locekïiem jauno zâïu iedarbîba dod uzlabojumus. Ðajâ gadîjumâ populârâkie

testi nesniegs atbildi uz ðo jautâjumu. Piemçram, t-tests divu izlaðu gadîjumâ pârbauda

hipotçzi par vidçjo vçrtîbu vienâdîbu, bet nesniedz informâciju par sagaidâmo uzlabo-

jumu. Atbildi par iespçjamo uzlabojumu var saòemt, pârbaudot hipotçzi par lokâcijas

modeli starp kontroles grupu un eksperimentâlo grupu, neinteresçjoties par konkrçtu sa-

dalîjuma funkciju veidu.

Pieòemsim, ka dotas divas neatkarîgas izlases X1, X2, . . . , Xn un Y1, Y2, . . . , Ym ar sa-

dalîjuma funkcijâm attiecîgi F un G. Starp ðîm izlasçm pastâv lokâcijas modelis, ja

F (x) = G(x+ θ), x ∈ R,

kur θ ir lokâcijas parametrs. Lokâcijas modelis ir Freitag unMunk [1] definçto strukturâlo

modeïu speciâlgadîjums.

Pastâv vairâkas iespçjas lokâcijas modeïa pârbaudei. Viena no tâm ir konstruçt vien-

laicîgâs ticamîbas joslas paðam parametram θ. Doksum un Sievers savâ publikâcijâ [2]

definç vispârîgo pârbîdes funkciju

∆(x) = G−1(F (x))− x, x ∈ R. (0.1)

Konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas ðai funkcijai, iespçjams pârbaudît ne tikai lokâ-

cijas modeli, bet arî { lokâcijas-skalçðanas modeli.

Alternatîva pieeja lokâcijas modeïa analîzç ir atòemt no otrâs izlases lokâcijas para-

metru, iegûstot sadalîjuma funkciju Gθ(x) un veikt divu sadalîjuma funkciju vienâdîbas

pârbaudiH0 : F (x) = Gθ(x). Ðajâ gadîjumâ var izmantot klasisko Kolmogorova-Smirnova

testu, vai arî { konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas varbûtîbu-varbûtîbu (P-P) un

kvantiïu-kvantiïu (Q-Q) grafikiem. Pirms veikt hipotçþu pârbaudi lokâcijas parametrs

θ ir jânovçrtç. Ðo pieeju ir pçtîjis savâ diplomdarbâ Cielçns [3].

Cita pieeja ir konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas doto izlaðu kvantiïu starpîbas

funkcijai. Ðo funkciju ir apskatîjuði P. Laake, K. Laake un R. Aaberge savâ publikâcijâ [4].

Ðai funkcijai ticamîbas joslas var konstruçt, arî izmantojot empîriskâs ticamîbas (EL)

metodi, ko savâ disertâcijâ ir aprakstîjis Valeinis [5].

Ghosh un Tiwari savâ publikâcijâ [6] apskatîja ne tikai vispârîgo pârbîdes funkci-

ju (0.1), bet arî { vertikâlo pârbîdes funkciju Λ(t) = G(F−1(t))− t, t ∈ [0, 1] un piedâvâja
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ar tâs palîdzîbu pârbaudît vertikâlo pârbîdi. Hipotçzes pârbaude par lokâcijas modeli ir

nepiecieðama iepriekðçjo preparâtu un jauno preparâtu iedarbîbas salîdzinâjumâ, ekspe-

rimentos ar dzîvniekiem, jaunu ârstniecîbas metoþu ievieðanâ u. c.

McIntyre 1952. gadâ savâ publikâcijâ [7] piedâvâja jaunu datu apsekojumu metodi, kas

pazîstama kâ ranþçtu izlaðu veidoðana. Ðî metode ïauj, samazinot apsekojumu izmaksas,

iegût izlasi, kas labi reprezentç populâciju. Pçdçjo 20 gadu laikâ interese par ðo metodi ir

pieaugusi. Mûsdienâs ranþçtas izlases tiek izmantotas arî liela izlases apjoma gadîjumos.

Ghosh un Tiwari savâ publikâcijâ [6] apskatîja ranþçtu izlaðu pielietojumu divu izlaðu

problçmâs.

Diplomdarba mçríi ir veikt grafisko hipotçþu pârbaudi par lokâcijas modeli reâlâm

datu problçmâm, izmantojot daþâdas pieejas { konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas

pârbîdes funkcijai, vertikâlâs pârbîdes funkcijai, varbûtîbu-varbûtîbu un kvantiïu-kvantiïu

grafikiem, kâ arî { kvantiïu starpîbas funkcijai, un salîdzinât ðîs pieejas savâ starpâ, kâ

arî pielietot ranþçtâs izlases reâlâm datu problçmâm. Ðiem mçríiem tiek izmantota brîv-

pieejas programma R.

Darbs sastâv no trim nodaïâm un pielikuma. Pirmajâ nodaïâ tiek apskatîta vispârîgâ

pârbîdes funkcija un sniegts priekðstats par strukturâlo modeïiem, hipotçþu pârbaudi fik-

sçta lokâcijas parametra gadîjumâ, hipotçþu pârbaudi, izmantojot varbûtîbu-varbûtîbu,

kvantiïu-kvantiïu grafikus, vertikâlo pârbîdes funkciju un kvantiïu starpîbas funkciju. Ot-

rajâ nodaïâ tiek apskatîts ranþçtu izlaðu pielietojums hipotçþu pârbaudç par lokâcijas

modeli un to raðanâs vçsture. Treðâ nodaïa veltîta grafiskai hipotçþu pârbaudei par lokâ-

cijas modeli trim reâlâm datu problçmâm. Divi datu piemçri tika izmantoti no Doksum

un Sievers [2] un Doksum [8] publikâcijâm, viens datu piemçrs tika iegûts no ASV Na-

cionâlâ Veselîbas Statistikas centra (http://www.cdc.gov/nchs). Pielikumâ atrodams

programmas R kods.
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1. PÂRBÎDES FUNKCIJA

Pieòemsim, ka X1, X2, . . . , Xn ir neatkarîgi vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar teo-

rçtisko sadalîjuma funkciju F un Y1, Y2, . . . , Ym ir neatkarîgi vienâdi sadalîti gadîjuma

lielumi ar teorçtisko sadalîjuma funkciju G. Savâ publikâcijâ Doksum un Sievers [2] ap-

skatîja ðo izlaðu vispârîgo pârbîdes funkciju ∆(x). Lai ieviestu pârbîdes funkcijas jçdzienu,

ðajâ nodaïâ vispirms tiks apskatîti divu izlaðu strukturâlo attiecîbu modeïi un to hipotç-

þu pârbaudes iespçjas. Pçc tam tiks definçta pârbîdes funkcija un apskatîtas iespçjas tâs

pielietojumam hipotçþu pârbaudç par divu izlaðu lokâcijas un lokâcijas-skalçðanas modeli,

kâ arî { tiks apskatîta vçl viena alternatîva ðîs hipotçþu pârbaudes iespçja.

1.1. Strukturâlo attiecîbu modeïi

Statistikâ ïoti svarîga problçma ir divu izlaðu salîdzinâðana un pârbaude, vai starp tâm

eksistç kâda sakarîba. Jçdziens strukturâlie attiecîbu modeïi parâdîjâs salîdzinoði nesen

2005. gada Freitag un Munk publikâcijâ [1]. Ðie modeïi ir veidoti kâ vispârinâjums un

sevî ietver divas problçmas { lokâcijas skalçðanas modeli un Lçmaòa alternatîvo modeli.

Definîcija 1. Starp divu izlaðu X1, . . . , Xn un Y1, . . . , Ym sadalîjuma funkcijâm F un G

pastâv lokâcijas modelis, ja

F (x) = G(x+ θ), (1.1)

kur θ ir lokâcijas parametrs.

Definîcija 2. Starp divu izlaðu X1, . . . , Xn un Y1, . . . , Ym sadalîjuma funkcijâm F un G

pastâv lokâcijas-skalçðanas modelis, ja

F (x) = G

(
x− µ
σ

)
, x ∈ R, (1.2)

kur σ ir skalçðanas parametrs un µ { lokâcijas parametrs.

Ja σ = 1, tad saka, ka starp divu izlaðu sadalîjuma funkcijâm pastâv lokâcijas modelis,

ja µ = 0, tad saka, ka starp izlaðu sadalîjuma funkcijâm pastâv skalçðanas modelis.

Definîcija 3. Par kvantiïu funkciju F−1 sauc sadalîjuma funkcijas F kreiso inverso fun-

kciju, kas tiek definçta

F−1(t) = inf{x : F (x) ≥ t}, t ∈ [0, 1], x ∈ R. (1.3)
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Definîcija 4. Par empîrisko sadalîjuma funkciju sauc funkciju

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

IXi≤x, (1.4)

kur Xi ir izlases elementi, n { izlases apjoms un

IXi≤x =

1, Xi ≤ x

0, Xi > x

.

Empîriskâ kvantiïu funkcija F−1
n ir attiecîgi empîriskâs sadalîjuma funkcijas Fn kreisâ

inversâ funkcija:

F−1
n (t) = inf{x : Fn(x) ≥ t}, t ∈ [0, 1], x ∈ R. (1.5)

Vienâdojumu (1.2) var ekvivalenti izteikt arî ar kvantiïu funkcijâm:

F−1(t) = σG−1(t) + µ, t ∈ [0, 1]. (1.6)

Definîcija 5. Starp divu izlaðu X1, . . . , Xn un Y1, . . . , Ym sadalîjuma funkcijâm F un G

pastâv Lçmaòa alternatîvais modelis, ja

F (x) = 1− (1−G(x))1/h, x ∈ R, h > 0.

Izmantojot kvantiïu funkcijas, iegûst

F−1 = G−1(1− (1− t)h), t ∈ [0, 1]. (1.7)

Strukturâlo attiecîbu modeïi, kas izteikti ar kvantiïu funkcijâm, kâ (1.6) un (1.7), var tikt

pârveidoti vispârçjâ formâ. Pieòemsim, ka sadalîjuma funkcijas F un G ir no funkciju

klases

F2 = {F : F ir sadalîjuma funkcija un
∫
t2dF <∞}.

Definîcija 6. [1] Pieòemsim, ka H ⊆ Rl un φ1 : R × H → R, φ2 : [0, 1] × H →

[0, 1]. Funkcijas F un G ir saistîtas ar strukturâlu attiecîbu, kuru veido φ1 un φ2, ja

(F,G) ∈ Uφ1,φ2 =: U , kur modeïu klase U tiek definçta kâ

U :=
{

(F,G) ∈ F2 ×F2 | ∃h ∈ H : F−1(t) = φ1(G−1(φ2(t, h)), h), t ∈ [0, 1]
}
.

No definîcijas 6 izriet, ka izvçloties φ1(x, (h1, h2)T ) = h1 +h2x un φ2(t, h) ≡ t, tiek iegûts

lokâcijas-skalçðanas modelis, bet izvçloties φ1(x, h) ≡ x un φ2(t, h) = 1 − (1 − t)h tiek

iegûts Lçmaòa alternatîvais modelis.
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Parametra h novçrtçjumam tiek izmantots Mallova attâlums [9], ar kuru var tikt

aprçíinâts attâlums starp kvantiïu funkcijâm. Vispârîgâ gadîjumâ teorçtiskais parametrs

h0 strukturâlo attiecîbu modelim tiek aprçíinâts

h0 = argminh∈H

{
1

b− a

∫ b

a

F−1(t)− φ1(G−1(φ2(t, h)))2dt

}
.

Teorçtiskâs funkcijas aizvietojot ar to empîriskajâm versijâm, iegûst parametra novçrtç-

jumu.

1.1.1. Hipotçþu pârbaude fiksçta lokâcijas parametra gadîjumâ

Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar teorç-

tisko sadalîjuma funkciju F un Y1, . . . , Yn ir neatkarîgi vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar

teorçtisko sadalîjuma funkciju G. Divu izlaðu sadalîjuma funkciju vienâdîbas pârbaudei

var izmantot Kolmogorova-Smirnova testu divu izlaðu gadîjumam. Testa statistika tiek

uzdota ðâdi:

D = sup
x

√
nm

n+m
|Fn(x)−Gm(x)|,

kur n un m ir izlaðu apjomi, bet Fn un Gm { izlaðu empîriskâs sadalîjuma funkcijas

(skat. (1.4)).

Kolmogorova-Smirnova testu var izmantot hipotçþu pârbaudei par lokâcijas modeli.

Ðajâ gadîjumâ var definçt sadalîjuma funkciju Gθ(x) = G(x) − θ, ko iegûst otrâs izlases

sadalîjuma funkcijai atòemot lokâcijas parametru θ, un veikt hipotçþu pârbaudi:

H0 : F (x) = Gθ(x)

H1 : F (x) 6= Gθ(x) (1.8)

1.1.2. Varbûtîbu-varbûtîbu un kvantiïu-kvantiïu grafiku pielietojums empî-

riskajos procesos

Cielçns [3] savâ diplomdarbâ ir pçtîjis iespçju pârbaudît hipotçzi par lokâcijas mo-

deïa eksistenci, konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas varbûtîbu-varbûtîbu (P-P) un

kvantiïu-kvantiïu (Q-Q) grafikiem.

Definîcija 7. Par varbûtîbu-varbûtîbu grafiku sauc funkciju F (G−1(t)), 0 < t < 1.

Aizstâjot abu izlaðu sadalîjuma funkcijas ar to empîriskajâm versijâm (1.4) un (1.5),

iegûst empîrisko P-P grafiku.
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1. att.: Empîrisko P-P grafiku piemçri sadalîjuma likumiem N(0, 1) un N(µ, σ). Ìenerçto

izlaðu apjomi n = 100.

1. attçlâ redzams, ka varbûtîbu-varbûtîbu grafiki vienmçr atrodas intervâlâ (0, 1). Ja

izlaðu sadalîjuma likumi ir vienâdi, tad empîriskais P-P grafiks ir tuvs taisnei y = t (a).

Ja izlaðu sadalîjuma likumi ir no vienas klases, bet otrâs izlases matemâtiskâ cerîba ir

lielâka nekâ pirmâs izlases matemâtiskâ cerîba, tad grafiks noliecas virs diagonâles (b). Ja

otrâs izlases matemâtiskâ cerîba ir mazâka nekâ pirmâs izlases matemâtiskâ cerîba, tad

grafiks noliecas zem diagonâles (c). Gadîjumâ, ja izlaðu sadalîjuma likumi ir no vienas

klases, bet atðíiras dispersija, tad grafiks atrodas gan virs diagonâles, gan zem tâs (d).

Palielinot izlases apjomu, empîriskais varbûtîbu-varbûtîbu grafiks tiecas uz teorçtisko.

Ðo grafiku starpîbu normç ar
√
n, lai pçtîtu to pie daþâdiem izlaðu apjomiem, un iegûst

empîrisko procesu divu izlaðu gadîjumâ.

Definîcija 8. [10] Par empîrisko varbûtîbu-varbûtîbu procesu sauc

∆nm(t) =
√
n sup

0<t<1
|Fn(G−1

m (t))− F (G−1(t))|.
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Definîcija 9. Par kvantiïu-kvantiïu grafiku sauc funkciju F−1(G(x)), x ∈ R.

Aizstâjot abu izlaðu sadalîjuma funkcijas ar to empîriskajâm versijâm (1.4) un (1.5),

iegûst empîrisko Q-Q grafiku.

Definîcija 10. [10] Par empîrisko kvantiïu-kvantiïu procesu sauc

δnm(x) =
√
n sup
−∞<x<+∞

|f(F−1(G(x)))(F−1
n (Gm(x))− F−1(G(x)))|. (1.9)

Izmantojot ðo procesu asimptotiskos sadalîjumus, var iegût kritisko vçrtîbu c pie fik-

sçta nozîmîbas lîmeòa α (skat. [3]).

Ticamîbas joslas tiek konstruçtas ðâdi:

1. P-P grafikam:

P

(
Fn(G−1

m (t))− c√
n
≤ F (G−1(t)) ≤ Fn(G−1

m (t)) +
c√
n

)
= 1− α, ∀t ∈ (0, 1);

2. Q-Q grafikam:

P

(
F−1
n (Gm(x))− c√

nf(F−1(G(x)))
≤ F−1(G(x)) ≤

F−1
n (Gm(x)) +

c√
nf(F−1(G(x)))

)
= 1− α, ∀x ∈ R.

Apgalvojums 1. Ja nulles hipotçze (1.8) ir spçkâ, tad P-P procesam ∆nm izpildâs

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F (G−1(t))− t)− (B(n)(t) +

√
n

m
B(m)(t))| > ε) = 0 g.d.

Apgalvojums 2. Ja nulles hipotçze (1.8) ir spçkâ, tad Q-Q procesam δnm izpildâs

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
−∞<x<+∞

|
√
nf(x)(F−1

n (Gm(x))− x)− (B(n)(G(x))+√
n

m
B(m)(G(x)))| > ε) = 0 g.d.

Definîcija 11. Stohastisku procesu {X(t) : t ∈ T} sauc par Gausa procesu, ja

∀t1, . . . , tn ∈ T vektoram (X(t1), X(t2), . . . , X(tn)) ir daudzdimensionâlais normâlais sa-

dalîjums.

Definîcija 12. Stohastisku procesu {W (t) : t ≥ 0} sauc par Brauna kustîbu ar sâkumu

punktâ x ∈ R, ja
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1. W (0) = x;

2. pieaugumi W (ti)−W (ti−1) ir neatkarîgi ∀ti, i = 1, 2 . . . , n;

3. ∀t ≥ 0 un ∀h > 0 : W (t+ h)−W (t) ∼ N(0, h);

4. funkcija t 7→ W (t) ir nepârtraukta gandrîz droði.

Ja x = 0, tad {W (t) : t ≥ 0} sauc par standarta Brauna kustîbu.

Definîcija 13. Par Brauna tiltu sauc Gausa procesu {B(t) : t ∈ [0, 1]}, kura kovariâciju

struktûra ir cov(B(s), B(t)) = s(1 − t), s < t. Ðî procesa asimptotiskais sadalîjums ir

tâds pats, kâ W (t)− tW (1) sadalîjums, kur W (t) { standarta Brauna kustîba.

Redzams, ja H0 ir spçkâ, abu procesu ∆nm un δnm asimptotiskais sadalîjums ir divu

neatkarîgu Brauna tiltu summa. Ðâdam sadalîjumam var aprçíinât kritisko vçrtîbu un

konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas P-P un Q-Q grafikiem. Veicot simulâcijas pie

α = 0.05, kritiskâ vçrtîba iznâca 1.88.

Hipotçze H0 par divu izlaðu sadalîjumu vienâdîbu tiek noraidîta, ja P-P grafikam

konstruçtâs ticamîbas joslas neiekïauj taisni y = t, t ∈ [0, 1], kâ arî gadîjumâ, kad

Q-Q grafikam konstruçtâs ticamîbas joslas neiekïauj taisni y = x, x ∈ R.

Lai konstruçtu vienlaicîgâs ticamîbas joslas kvantiïu-kvantiïu grafikam, nepiecieðams

novçrtçt pirmâs izlases blîvuma funkciju. To ir iespçjams izdarît, izmantojot blîvuma

funkcijas neparametrisko kodolu gludinâðanas metodi.

Blîvuma funkcijas neparametriskâ kodolu gludinâðanas metode

Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar nezinâmu

sadalîjuma funkciju F (x) un blîvuma funkciju f(x) = F ′(x). Zinâms, ka histogramma

aproksimç teorçtisko blîvuma funkciju, neatkarîgi no sadalîjuma veida. Pçc definîcijas

f(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
.

Aizstâjot sadalîjuma funkciju F ar tâs novçrtçjumu Fn (1.4), iegûst

f̂(x) = lim
h→0

Fn(x+ h)− Fn(x)

h
.

Atmetot robeþu, iegûst blîvuma funkcijas novçrtçjumu

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

I{x<Xi≤x+h},

10



kur h ir joslas platums, kas ir atkarîgs no izlases apjoma n, un

I{x<Xi≤x+h} =

1, Xi ∈ (x, x+ h]

0, Xi 6∈ (x, x+ h]
.

Izvçloties intervâlu simetriski pret punktu x, iegûst

f̂(x) =
1

n

n∑
i=1

1

2h
I{|x−Xi|<h} =

1

nh

n∑
i=1

1

2
I{|x−Xi

h |<1}.

Definîcija 14. Pieòemsim, ka K ir kodols un h ir joslas platums, tad par gludinâto

blîvuma funkciju sauc funkciju

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
, (1.10)

kur K ir kâda sadalîjuma funkcija, saukta par kodolu.

Ðîs idejas autors ir Rosenblatt [11]. Kodolu funkcijas piemçri:

1. Vienmçrîgais kodols K(u) =
1

2
I{−1≤u≤1};

2. Normâlais jeb Gausa kodols K(u) =
1√
2π
e−

u2

2 ;

3. Bi-kvadrâtiskais kodols K(u) =
15

16
(u2 − 1)2I{|u|≤1}.

Vispârîgâ gadîjumâ bûtiskâkie pieòçmumi: h→ 0, nh→∞, kad n→∞,

1.
∫
K(u)du = 1;

2.
∫
uK(u)du = 0;

3.
∫
u2K(u)du <∞.

Praksç pielietojot blîvuma funkcijas neparametrisko kodolu gludinâðanas metodi pa-

stâv divas problçmas { kodola K un joslas platuma h izvçle. Izrâdâs, ka svarîgâka ir joslas

platuma h izvçle, ko parâda 2. attçls.

Tika simulçti dati no normâlâ sadalîjuma ar parametriem 0 un 1 un pielietota nepa-

rametriskâ kodolu gludinâðanas metode blîvuma funkcijas novçrtçjumam, izvçloties daþâ-

dus joslas platumus h. Redzams, ka izvçloties pârâk mazu vai pârâk lielu joslas platumu,

blîvuma funkcijas novçrtçjums nav pietiekami labs. Literatûrâ sastopamas daþâdas h no-

vçrtçðanas metodes, no kurâm pazîstamâkâs ir krosvalidâcijas un ievietoðanas metodes.

h izvçlei skat. [12].
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2. att.: Histogramma un tâs neparametriskais novçrtçjums izmantojot kodolu gludinâðanu

ar Gausa kodolu un daþâdâm joslas platuma h izvçlçm.

Pârbaudîsim hipotçzi par divu izlaðu sadalîjumu funkciju vienâdîbu, izmantojot

varbûtîbu-varbûtîbu un kvantiïu-kvantiïu grafikus. Izlases X ∼ N(0, 1) un Y ∼ N(1.5, 1)

satur neatkarîgi ìenerçtus gadîjuma lielumus apjomâ n = 100. 3. attçlâ redzami izlaðu

empîriskie varbûtîbu-varbûtîbu (pa labi) un kvantiïu-kvantiïu (pa kreisi) grafiki ar vien-

laicîgâs ticamîbas joslâm. Tâ kâ diagonâles neiekïaujas ticamîbas joslâs, tad hipotçze par

abu sadalîjumu funkciju vienâdîbu tiek noraidîta.
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3. att. Noraidîtas hipotçzes piemçrs, X ∼ N(0, 1), Y ∼ N(1.5, 1), n = 100, α = 0.05.

4. attçlâ redzami izlaðu X ∼ N(2, 2) un Y ∼ N(2, 2) empîriskie varbûtîbu-varbûtîbu

12



(pa labi) un kvantiïu-kvantiïu (pa kreisi) grafiki ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm. Tâ kâ

diagonâles iekïaujas ticamîbas joslâs, tad hipotçze par abu sadalîjumu funkciju vienâdîbu

netiek noraidîta.
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4. att. Nenoraidîtas hipotçzes piemçrs, X ∼ N(2, 2), Y ∼ N(2, 2), n = 100, α = 0.05.

1.2. Pârbîdes funkcijas vienlaicîgâs ticamîbas joslas

Doksum un Sievers savâ publikâcijâ [2] lokâcijas modeïa F (x) = G(x + θ), ∀x vietâ

aplûkoja vispârîgu gadîjumu F (x) = G(x+ ∆(x)) kâdai funkcijai ∆(x), kuru nosauca par

vispârîgu pârbîdes funkciju.

Definîcija 15. Par divu izlaðuX1, . . . , Xn un Y1, . . . , Ym ar sadalîjuma funkcijâm attiecîgi

F un G vispârîgo pârbîdes funkciju sauc funkciju

∆(x) = G−1(F (x))− x, x ∈ R. (1.11)

Izlaðu sadalîjuma funkciju F un G vienâ ievietojot to empîriskâs versijas Fn un Gm, iegûst

empîrisko pârbîdes funkciju

∆̂(x) = G−1
m (Fn(x))− x, x ∈ R.

Gadîjumâ, kad pastâv lokâcijas modelis, ∆(x) = θ.

Teorçma 3. [8] Pieòemsim, ka sadalîjuma funkcijai G(x) ir nepârtraukts atvasinâjums

g(x), kurð apmierina nevienâdîbu 0 < g(x) <∞. Tad

√
n+m

[
∆̂(x)−∆(x)

]
d−→ B(F (x))

g(G−1(F (x)))
√
λ(1− λ)

, (1.12)

kur λ ∈ [0, 1], λN =
n

N
un λN → λ, kad n→∞, un B ir Brauna tilts (skat. definîciju 13).

13



Vispârîgo pârbîdes funkciju ïoti bieþi pielieto medicînâ, ievieðot jaunas zâles. Tâpçc

Doksum un Sievers savâ publikâcijâ [2] izvirzîja ðâdus jautâjumus:

1. Vai jauno zâïu iedarbîba ir pozitîva visiem populâcijas locekïiem, t. i.,

∀x : ∆(x) > 0?

2. Ja uz pirmo jautâjumu atbilde ir noraidoða, tad kâdai populâcijas daïai zâïu iedar-

bîba ir pozitîva, t. i., {x : ∆(x) > 0}?

3. Vai pastâv lokâcijas modelis, t. i., vai ∃ θ tâda, ka ∀x : ∆(x) = θ?

4. Ja uz iepriekðçjo jautâjumu atbilde ir noraidoða, vai eksistç α un β tâdi, ka ∀x :

∆(x) = α + βx?

Uz ðiem jautâjumiem atbildes var sniegt pârbîdes funkcijas ∆(x) vienlaicîgâs ticamîbas

joslas (∆∗(x),∆∗(x)).

1. Jauno zâïu iedarbîba ir pozitîva visiem populâcijas locekïiem, ja ∀x : ∆∗(x) > 0.

2. Jauno zâïu iedarbîba ir pozitîva tai populâcijas daïai, kurai {x : ∆∗(x) > 0}.

3. Lokâcijas modelis nepastâv, t. i., neeksistç ðâda θ, ja nav tâdas horizontâlas taisnes,

kura ietilpst ticamîbas joslâs.

4. Ðâdi α un β neeksistç, ja nav tâdas taisnes, kura ietilpst ticamîbas joslâs.

Ievieð apzîmçjumus N = n + m un M = nm/N . Doksum un Sievers [2] apskatîja divas

ticamîbas joslu konstruçðanas iespçjas. Pirmâ no tâm balstîta uz Kolmogorova-Smirnova

statistiku

T (Fn, Gm) = DN =
√
M sup

x
|Fn(x)−Gm(x)|.

Teorçma 4. [2] Pârbîdes funkcijas ∆(x) 1− α vienlaicîgâs ticamîbas joslas tiek uzdotas(
G−1
m

(
Fn(x)− KS,α√

M

)
− x,G−1

m

(
Fn(x) +

KS,α√
M

)
− x
)
, x ∈ R, (1.13)

kur KS,α ir izvçlçts no Kolmogorova-Smirnova tabulâm tâ, lai P (Dn ≤ KS,α) = 1− α.

Ðîs ticamîbas joslas sauc par S ticamîbas joslâm un apzîmç ar (S∗(x), S∗(x)). Ievieð apzî-

mçjumus:

• [t] { skaitïa t veselâ daïa;

• 〈t〉 { vismazâkais veselais skaitlis, kurð ir lielâks vai vienâds ar t;
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• X1 < . . . < Xn un Y1 < . . . < Ym { izlaðu X un Y statistikas;

• Y (j) = −∞(j < 0), Y (j) =∞(j ≥ m+ 1).

Izmantojot ieviestos apzîmçjumus S ticamîbas joslas (1.13) var pârrakstît:

(S∗(x), S∗(x)) =

(
Y

{〈
m

(
i

n
− KS,α√

M

)〉}
− x, Y

{[
m

(
i

n
+
KS,α√
M

)]
+ 1

}
− x
)
,

∀x ∈ [X(i), X(i+ 1)), i = 0, 1, . . . , n un X(0) = −∞, X(n+ 1) =∞.

Doksum un Sievers publikâcijâ [2] apskatîja arî vienlaicîgâs ticamîbas joslas, kas bal-

stîtas uz svçrto suprçma normas statistiku:

WN = WN(Fn, Gm) =
√
M sup
{x:a≤Fn(x)≤b}

|Fn(x)−Gm(x)|
Ψ(HN(x))

,

kur HN(x) = λFn(x) + (1− λ)Gm(x), λ = n/N un 0 ≤ a < b ≤ 1.

Izvçloties Ψ(t) =
√
t(1− t), katram x iegûst aptuveni vienâdu svaru tâdâ nozîmç, ka

√
M(Fn(x)−Gm(x))

Ψ(HN(x))

ir asimptotiskâ dispersija neatkarîgi no x. Risinot nevienâdîbu |WN(Fn, Gm)| ≤ K attie-

cîbâ pret Gm un ievietojot Ψ(t) =
√
t(1− t), iegûst

(Gm(x)− Fn(x))2 ≤ K2(λFn(x) + (1− λ)Gm(x))
1− (λFn(x) + (1− λ)Gm(x))

M
, (1.14)

∀x ∈ {x : a ≤ Fn(x) ≤ b}.

Apzîmç c = K2/M, u = Fn(x) un v = Gm(x). Tad (1.14) var pârrakstît kâ d(v) ≤ 0, kur

d(v) = (1 + c(1− λ)2)v2 − (2u− c(1− λ)(2λu− 1))v + u2 − cλu+ cλ2u2.

Tâ kâ v2 > 0, d(v) ≤ 0 tad un tikai tad, ja v atrodas starp divâm reâlâm vienâdojuma

d(v) = 0 saknçm.

Teorçma 5. [2] Ja PF=G(WN ≤ K) = 1 − α, tad uz WN ar Ψ(t) =
√
t(1− t) balstîtas

pârbîdes funkcijas ∆(x) vienlaicîgâs ticamîbas joslas tiek uzdotas

(G−1
m (h−(Fn(x)))− x,G−1

m (h+(Fn(x)))− x), x ∈ {x : a ≤ Fn(x) ≤ b},

kur

h±(u) =
u+ 1

2
c(1− λ)(1− 2λu)± 1

2

√
c2(1− λ)2 + 4cu(1− u)

1 + c(1− λ)2
.

un c =
K2

M
.

Ðîs ticamîbas joslas sauc par W ticamîbas joslâm un apzîmç ar (W∗(x),W ∗(x)).
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5. att. Vienlaicîgâs ticamîbas joslas pârbîdes funkcijai.

5. attçlâ redzams izlaðu X ∼ N(1, 2) un Y ∼ N(0, 4) pârbîdes funkcijas novçrtçjums

ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm. Sarkanajâ krâsâ attçlotas (S∗(x), S∗(x)) vienlaicîgâs ti-

camîbas joslas un zaïâ krâsâ { (W∗(x),W ∗(x)) vienlaicîgâs ticamîbas joslas. Redzams,

ka (W∗(x),W ∗(x)) joslas galos ir ðaurâkas par (S∗(x), S∗(x)) joslâm. Tâ kâ neviena ho-

rizontâla taisne neietilpst ticamîbas joslâs, tad var izdarît secinâjumu, ka starp izlasçm

X un Y nepastâv lokâcijas modelis. Starp ðîm izlasçm var pastâvçt lokâcijas-skalçðanas

modelis, jo var atrast taisni, kas iekïaujas ðajâs ticamîbas joslâs.
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6. att. Vienlaicîgâs ticamîbas joslas pârbîdes funkcijai.

6. attçlâ redzams izlaðu X ∼ N(0, 2) un Y ∼ N(1, 2) pârbîdes funkcijas novçrtçjums

16



ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm. Sarkanajâ krâsâ attçlotas (S∗(x), S∗(x)) vienlaicîgâs

ticamîbas joslas un zaïâ krâsâ { (W∗(x),W ∗(x)) vienlaicîgâs ticamîbas joslas. Ðajâ ga-

dîjumâ nevaram noraidît hipotçzi par lokâcijas modeli starp ðîm izlasçm, jo var atrast

horizontâlu taisni, kas ietilpst ticamîbas joslâs. Tâpat redzams, ka pârbîdes funkcija ∆(x)

ir tuva taisnei y = 1, tâtad ðo izlaðu lokâcijas parametrs θ = 1, kas atbilst patiesîbai.

1.3. Kvantiïu starpîbas funkcija

Izrâdâs, ka pârbaudît hipotçzi par lokâcijas modeli (1.8) var, konstruçjot vienlaicîgâs

ticamîbas joslas divu kvantiïu funkciju starpîbai. P. Laake, K. Laake un R. Aaberge

1985. gadâ savâ publikâcijâ [4], analizçjot saikni starp hospitalizâciju un mirstîbu, definçja

kvantiïu starpîbas funkciju:

Λ(t) = F−1(t)−G−1(t), 0 ≤ t ≤ 1. (1.15)

Atzîmçsim, ka ∫ 1

0

Λ(t)dt = E(X)− E(Y ).

Atcerçsimies, ka Doksum un Sievers savâ publikâcijâ [2] definçja pârbîdes funkciju

∆(x) = G−1(F (x)) − x, kas patiesîbâ ir horizontâlais attâlums starp F un G attiecîgajâ

punktâ x. Acîmredzami Λ(F (x)) = −∆(x).

Kvantiïu funkcijas aizvietojot ar to empîriskajâm versijâm (1.5), iegûstam Λ(t) novçr-

tçjumu

Λ̂(t) = F−1
n (t)−G−1

m (t), 0 ≤ t ≤ 1.

Tiek izmantots, ka
√
n|F−1

n (t) − F−1(t)| un
√
m|G−1

m (t) − G−1(t)| konverìç uz Gausa

procesu (skat. definîciju 11).

Tiek pieòemts, ka f(x) un g(y) ir F (x) un G(y) nepârtraukti atvasinâjumi, kas ap-

mierina 0 < f(x) < ∞ un 0 < g(y) < ∞. Ar B1(t) un B2(t) tiek apzîmçti Brauna tilti

(skat. definîciju 13).

Apgalvojums 6.
√
n|F−1

n (t)− F−1(t)| d−→ B1(t)

f(F−1(t))
.

Apgalvojums 7.
√
m|G−1

m (t)−G−1(t)| d−→ B2(t)

g(G−1(t))
.

Ja n,m→∞ tâ, ka
n

N
→ θ, kur N = n+m, tad

√
N |Λ̂(t)− Λ(t)| =

√
N

n

√
n|F−1

n (t)− F−1(t)| −
√
N

m

√
m|G−1

m (t)−G−1(t)|,
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kas nozîmç
√
N |Λ̂(t)− Λ(t)| d−→ 1√

θ

B1(t)

f(F−1(t))
− 1√

1− θ
B2(t)

g(G−1(t))
. (1.16)

Tas, savukârt, nozîmç, ka
√
N |Λ̂(t)− Λ(t)| asimptotiskâ dispersija ir

k2(t) =

{
1

θf 2(F−1(t))
+

1

(1− θ)g2(G−1(t))

}
t(1− t).

Turpmâk, pçtot ðo problçmu, publikâcijâ [4] tiek izdarîts pieòçmums, ka otrâs izlases

sadalîjuma funkcija G ir zinâma. Lîdz ar to tiek salîdzinâta izlase, kuras sadalîjuma

funkcija ir zinâma, ar izlasi, kuras sadalîjuma funkcija nav zinâma. Ðajâ gadîjuma iegûst

√
n|Λ̂(t)− Λ(t)| =

√
n|F−1

n (t)− F−1(t)|

un
√
n|Λ̂(t)− Λ(t)| d−→ B1(t)

f(F−1(t))
.

Gadîjumâ, kad G ir zinâms,
√
n|Λ̂(t)− Λ(t)| asimptotiskâ dispersija ir

γ2(t) =
1

f 2(F−1(t))
t(1− t).

Tâs nezinâmâ daïa ir f 2(F−1(t)). Blîvuma funkcijas novçrtçjumam var pielietot (1.10).

Sadalîjuma funkciju F var novçrtçt, integrçjot gludinâto blîvuma funkciju.

Izmanto Kolmogorova-Smirnova statistiku
√
n sup

t
|Fn(F−1(t))− t| un iegûst

√
n sup

t
|Fn(F−1(t))− t| =

√
n sup

t
|Fn(Λ(t) +G−1(t))− t|.

No tâ seko

P (
√
n sup

t
|Fn(Λ(t) +G−1(t))− t| ≤ k) = 1− α,

un kvaniïu starpîbas funkcijas Λ(t) vienlaicîgâs ticamîbas joslas tiek uzdotas(
F−1
n

(
t− k√

n

)
−G−1(t), F−1

n

(
t+

k√
n

)
−G−1(t)

)
,

kur k ir Kolmogorova-Smirnova statistikas (1− α) kvantile.

Tomçr praktiskajos pçtîjumos izlasçm sadalîjuma funkcija G bieþi vien nav zinâma,

tâpçc ðî pieeja vairâkumos gadîjumu nebûs derîga. Tâ kâ nav zinâms robeþsadalîjums,

jâizmanto suprçma statistika

sup
0<t<1

√
N |Λ̂(t)− Λ(t)|. (1.17)
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Simuleta robezsadalijuma histogramma, n=100
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7. att.: Statistikas (1.17) robeþsadalîjuma histogrammas. (a) un (c) gadîjumâ robeþsa-

dalîjumi iegûti, simulçjot izlases apjomâ 100 un 500 ar normâlo sadalîjumu N(0, 1) un

N(1, 1), bet (b) un (d) gadîjumâ robeþsadalîjumi iegûti, butstrapojot izlases X ∼ N(0, 1)

un Y ∼ N(1, 1).

7. attçls parâda robeþsadalîjuma problemâtiku { palielinot n, tas konverìç aizvien

tâlâk. Tâpçc ðo statistiku pielietot nevar, jâmeklç cita pieeja, lai konstruçtu vienlaicîgâs

ticamîbas joslas kvantiïu starpîbas funkcijai.

Radâs ideja statistiku (1.17) reizinât ar f(F−1(t)) lîdzîgi kâ Q-Q procesa gadîjumâ

(1.9):

sup
0<t<1

f(F−1(t))
√
N |Λ̂(t)− Λ(t)|. (1.18)

Lîdz ar to no (1.16) iegûst

f(F−1(t))
√
N |Λ̂(t)− Λ(t)| d−→ 1√

θ
B1(t)− B2(t)√

1− θ
f(F−1(t))

g(G−1(t))
.

Ja H0 (1.8) ir spçkâ, tad
f(F−1(t))

g(G−1(t))
= const. Ðajâ gadîjumâ empîriskâ procesa robeþ-

sadalîjums bûs divu Brauna tiltu summa (skat. definîciju 13). Reâlâs datu problçmâs

pirmâs izlases blîvuma funkcija nav zinâma, tâpçc tâ ir jânovçrtç, izmantojot (1.10).
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8. att. Statistikas (1.18) histogramma.

8. attçlâ redzamas statistikas (1.18) robeþsadalîjuma histogrammas, kas iegûtas butstra-

pojot izlases X ∼ N(0, 1) un Y ∼ N(1, 1). Redzam, ka ðis empîriskais process nekonverìç

aizvien tâlâk, palielinot izlaðu apjomu n.
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2. PÂRBÎDES FUNKCIJA RANÞÇTÂM IZLASÇM

Statistikas jomâ nopietnas problçmas rada gadîjumi, kad datu apsekojumi ir dârgi

un/vai laikietilpîgi. 1952. gadâ McIntyre [7] piedâvâja izlases metodi, kas kïuva pazîs-

tama kâ ranþçtu izlaðu (RSS) veidoðana. RSS veidoðanas procedûra piedâvâ efektîvu

veidu, kâ samazinot izmaksas, iegût reprezentatîvu izlasi. Ilgus gadus ðî metode netika

plaði pielietota, interese par tâs efektivitâti pieauga tikai pçdçjo 20 gadu laikâ. Kopð tâ

laika oriìinâlâ McIntyre ideja tikusi pilnveidota. Ghosh un Tiwari savâ 2007. gada pub-

likâcijâ [6] piedâvâ izmantot ranþçtas izlases hipotçzes par divu izlaðu lokâcijas modeli

pârbaudei. Ðajâ nodaïâ tiks apskatîtas ranþçtas izlases, to raðanâs vçsture un veidoðanas

procedûra, kâ arî { pielietojums divu izlaðu problçmâs. Tiks izmantota Chen, Bai un

Sinha grâmata [13].

2.1. Ranþçtu izlaðu veidoðana

Ranþçtu izlaðu veidoðanas priekðnosacîjums ir pieòçmums, ka pçtâmâs izlases apakð-

izlases elementi var tikt sakârtoti augoðâ secîbâ bez reâliem mçrîjumiem, izmantojot lçtas

metodes.

Apskatîsim McIntyre [7] ieviesto ranþçtu izlaðu veidoðanas procedûru. Pirmkârt, tiek

izvçlçta vienkârða k-elementu gadîjuma izlase. Neveicot reâlus mçrîjumu, ðos k elementus

sakârto augoðâ secîbâ un izvçlas mazâko elementu, lai veiktu mçrîjumus. Pârçjie elementi

netiek reâli izmçrîti. Nâkamâ k-elementu vienkârða gadîjuma izlase tiek izvçlçta. Tieði

tâpat, neveicot reâlus mçrîjumus, k elementus sakârto augoðâ secîbâ, tikai ðoreiz izvçlas

otru mazâko elementu, lai veiktu reâlus mçrîjumus. Process tiek turpinâts, lîdz no pçdçjâs

k-elementu apakðizlases tiek izvçlçts un reâli izmçrîts k-tais elements. Ðis process tiek

saukts par ciklu. Lai gan vienâ ciklâ tiek izmantoti k2 elementi, tikai k no tiem tiek reâli

izmçrîti. Atkârtojot ciklu m reizes, iegûstam balansçtu ranþçtu izlasi (BRSS) apjomâ

N = mk.

Mode, Conquest unMarker [14] apskatîja piemçru, kad ASV Meþa dienests veica Klusâ

okeâna Ziemeïrietumu straumju platîbas mçrîðanu. Ðo platîbu var novçrtçt vizuâli, vai

arî { veikt precîzu mçrîðanu. Mode, Conquest un Marker [14] uzskatâmi attçloja ranþçtu

izlaðu veidoðanas lietderîbu gadîjumâ, kad pçtîjuma budþets ïauj veikt precîzus mçrîjumus

tikai trim apgabaliem. 9. attçlâ redzama ranþçtu izlaðu veidoðanas procedûra gadîjumâ,

kad k = 3 un m = 1. Pelçkâ krâsâ iekrâsoti mçrîðanai izvçlçtie apgabali. Ranþçtu izlaðu

veidoðanas procedûra vispârîgâ gadîjumâ ilustrçta 10. attçlâ.
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1. apakðizlase

2. apakðizlase

3. apakðizlase

Izmantotie elementi un izvçlçtie elementi (pelçkâ krâsâ)

9. att. Ranþçtu izlaðu veidoðanas procedûra, k = 3, m = 1.

Ranþçtu izlaðu veidoðanas procedûrâ kopumâ tiek izmantoti N ·k elementi, bet tikai N

no tiem tiek reâli izmçrîti. Procedûras rezultâtâ tiek iegûta balansçta ranþçta izlase (2.1).

Ja katras kolonas elementi ir sakârtoti, tad procedûra tiek saukta par perfektu, pretçjâ

gadîjumâ { par nepilnîgu. Pirmajâ gadîjumâ lieto apzîmçjumu X(r)i, otrajâ gadîjumâ

attiecîgi { X[r]i. Ar X[r]i (X(r)i) apzîmç i-to izmçrîto elementu ar rangu r.

Ranþçtu izlaðu veidoðana ir piemçrota gadîjumos, kad pçtâmo objektu sakârtoðana

augoðâ secîbâ ir lçtâka, nekâ katra objekta reâla izmçrîðana.

Piemçrs 1. Ranþçtas izlases tika izmantotas ganîbu kapacitâtes novçrtçðanai fermâs. Ða-

jâ gadîjumâ izlases elementi ir ganîbu kvadrâti. Katra kvadrâta mçrîðana sevî ietver zâles

nopïauðanu, þâvçðanu un barîbas nosvçrðanu, kas ir laikietilpîgi un postoði. Taèu ganîbu

kvadrâtus var novçrtçt pieredzçjis speciâlists. Ðâdâ situâcijâ ranþçtu izlaðu veidoðana var

bûtiski palielinât efektivitâti.

Piemçrs 2. Ranþçtas izlases tika izmantotas krûmu fitomasas novçrtçðanai Apalaèu ozolu

meþâ. Ðajâ gadîjumâ izlase sevî ietvçra katra veìetatîvâ tipa skaitu nejauði izvçlçtos

meþaudzes blokos. Neliela daudzuma bloku vizuâla sarindoðana augoðâ kârtîbâ bija viegli

izdarâma.
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1. cikls

X(1)11 ≤ X(2)11 ≤ . . . ≤ X(k)11 ⇒ X(1)1

X(1)21 ≤ X(2)21 ≤ . . . ≤ X(k)21 ⇒ X(2)1

...

X(1)k1 ≤ X(2)k1 ≤ . . . ≤ X(k)k1 ⇒ X(k)1

2. cikls

X(1)12 ≤ X(2)12 ≤ . . . ≤ X(k)12 ⇒ X(1)2

X(1)22 ≤ X(2)22 ≤ . . . ≤ X(k)22 ⇒ X(2)2

...

X(1)k2 ≤ X(2)k2 ≤ . . . ≤ X(k)k2 ⇒ X(k)2

. . .

m. cikls

X(1)1m ≤ X(2)1m ≤ . . . ≤ X(k)1m ⇒ X(1)m

X(1)2m ≤ X(2)2m ≤ . . . ≤ X(k)2m ⇒ X(2)m

...

X(1)km ≤ X(2)km ≤ . . . ≤ X(k)km ⇒ X(k)m

10. att. Ranþçtu izlaðu veidoðanas procedûra

X[1]1 X[1]2 . . . X[1]m

X[2]1 X[2]2 . . . X[2]m

. . . . . . . . . . . .

X[k]1 X[k]2 . . . X[k]m

(2.1)

Piemçrs 3. Ranþçtas izlases var tikt izmantotas atseviðíos medicînas pçtîjumos. Piemç-

ram, nosakot noteiktu medicînas mçrîjumu normas robeþas, kas parasti sevî ietver dârgus

laboratorijas testus. Ranþçtas izlases tika izmantotas bilirubîna normas robeþu noteikða-

nai jaundzimuðo asinîs. Lai noteiktu ðâdas robeþas, jâòem asins paraugi no izlasç iekïau-

tajiem jaundzimuðajiem un jâtestç laboratorijâ. No otras puses, nelielam skaitam bçrnu

bilirubîna lîmeòa noteikðana var tikt veikta, apskatot zîdaiòus. Ja viòu seja, krûðkurvis

un pârçjâ íermeòa daïa ir dzeltenîga, bilirubîna lîmenis asinîs ir paaugstinâts. Ranþçtâm

izlasçm ir potenciâls pielietojums klîniskajos pçtîjumos. Parasti pacienta piedalîðanâs iz-

maksas klîniskajos pçtîjumos ir ïoti augstas. Taèu pacientus, kuri piedalîsies pçtîjumos,

var izvçlçties, izmantojot ranþçtu izlaðu tehniku, pamatojoties uz daþâdu informâciju,

piemçram, vecumu, svaru, augumu, asinsspiediena lîmeni, slimîbas vçsturi u.c., ko var

iegût ar salîdzinoði nenozîmîgâm izmaksâm.
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2.2. Sakârtoðanas mehânismi

Ranþçtu izlaðu veidoðanas procedûrâ esam ieguvuði BRSS (2.1). Jâatzîmç, ka elementi

X[r]i ir savstarpçji neatkarîgi un tie X[r]i, kas atrodas vienâ rindâ, ir vienâdi sadalîti. Sâ-

kotnçjâs izlases blîvuma funkcijas un sadalîjuma funkcijas apzîmçsim attiecîgi ar f un F .

Iegûstam

f(r)(x) =
k!

(r − 1)!(k − r)!
F r−1(x)[1− F (x)]k−rf(x).

Viegli pârliecinâties, ka visiem x

f(x) =
1

k

k∑
r=1

f(r)(x). (2.2)

Vienâdîba (2.2) norâda uz RSS veidoðanas procedûras pamatotîbu.

Sakârtoðanas mehânismu sauc par atbilstoðu, ja katram x ir spçkâ fundamentâls vien-

âdojums:

F (x) =
1

k

k∑
r=1

F[r](x).

Apskatîsim citus sakârtoðanas mehânismus:

1. Nepilnîgs sakârtoðanas mehânisms

Gadîjumâ, kad pastâv sakârtoðanas mehânisma kïûdas, f(r) nav statistikas ar rangu r

blîvuma funkcija. Tomçr var izteikt attiecîgo sadalîjuma funkciju F[r]:

F[r](x) =
k∑
s=1

psrF(s)(x),

kur psr apzîmç varbûtîbu, ar kâdu s-tai (skaitliskai) statistikai tiek pieðíirts rangs r.

Ja ðîs (kïûdu) varbûtîbas viena balansçtas ranþçtas izlases cikla robeþâs ir vienâdas,

tad
k∑
s=1

psr =
k∑
r=1

psr = 1. Tâtad

1

k

k∑
r=1

F[r](x) =
1

k

k∑
r=1

k∑
s=1

psrF(s)(x) =
1

k

k∑
s=1

(
k∑
r=1

psr

)
F(s)(x) = F (x).

2. Daudzdimensiju izlases, kas iegûtas sakârtojot vienu no mainîgajiem.

Tiks apskatîts divdimensiju gadîjums. Pieòemsim, ka jâveic secinâjumi, balstoties

uz X un Y kopîgo sadalîjumu. Arî ðajâ gadîjumâ var tikt pielietota ranþçtu izlaðu

veidoðanas shçma. Izlaðu elementi tiek sakârtoti, balstoties uz vienu no mainîgajiem,

piemçram, Y . Procedûras otrajâ solî tiek izmçrîti abu mainîgo izvçlçtie elementi.
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Ar f(x, y) apzîmçsim X un Y kopîgo blîvuma funkciju, ar f[r](x, y) { X[r] un Y[r]

kopîgo blîvuma funkciju. Varam rakstît

f[r](x, y) = fX|Y[r](x | y)g[r](y)

un

f(x, y) =
1

k

k∑
r=1

f[r](x, y).

2.3. Matemâtiskâs cerîbas novçrtçjums

Ar h(x) apzîmçsim jebkuru funkciju no x. Ar µh apzîmçsim h(X) matemâtisko cerîbu,

t. i., µh = Eh(X). Apskatîsim µh novçrtçjumu, izmantojot ranþçtas izlases. Par h(x) var

izvçlçties daþâdas funkcijas, piemçram:

1. h(x) = xl kur l = 1, 2, ...;

2. h(x) = I{x ≤ c}, kur I{·} ir indikâtorfunkcija;

3. h(x) =
1

λ
K

(
t− x
λ

)
, kur K ir dotâ funkcija un λ { dotâ konstante.

Pieòemsim, ka eksistç h(X) dispersija. µh novçrtçjumu definç sekojoði:

µ̂h·RSS =
1

mk

k∑
r=1

m∑
i=1

h(X[r]i).

Teorçma 8. [13] Pieòemsim, ka ranþçtas izlases sakârtoðanas mehânisms ir atbilstoðs.

Tad,

1. Matemâtiskâs cerîbas novçrtçjums ir nenovirzîts, t. i., Eµ̂h·RSS = µh.

2. V ar(µ̂h·RSS) ≤
σ2
h

mk
, kur σ2

h apzîmç h(X) dispersiju, un nevienâdîba ir stingra, ja

sakârtoðanas mehânisms ir pilnîbâ nejauðs.

3. Kad m→∞,
√
mk(µ̂h·RSS − µh)→ N(0, σ2

h·RSS),

kur

σ2
h·RSS =

1

k

k∑
r=1

σ2
h[r]

un σ2
h[r] ir h(X[r]i) dispersija.
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Teorçmas 8 pierâdîjums atrodams Chen, Bai un Sinha grâmatâ [13].

Zinâms, ka
σ2
h

mk
ir µh novçrtçjuma, kas balstîts uz vienkârðu gadîjuma izlasi ar apjomu

mk, dispersija. Teorçma 8 parâda, ka µh novçrtçjumam, kas balstîts uz ranþçtu izlasi,

vienmçr bûs mazâka dispersija nekâ novçrtçjumam, kas balstîts uz vienkârðu gadîjuma

izlasi.

Automâtiski tiek pieòemts, ka ranþçtu izlaðu veidoðanas procedûras izmaksas ir nie-

cîgas. Salîdzinâsim statistikas procedûras, kas balstîta uz ranþçtu izlasi ar apjomu mk,

efektivitâti ar statistikas procedûras, kas balstîta uz vienkârðu gadîjuma izlasi ar apjomu

mk, efektivitâti. Ar µ̂h·SRS apzîmçsim vienkârðas gadîjuma izlases ar apjomu mk vidçjo

vçrtîbu. Ranþçtas izlases µh novçrtçjuma relatîvo efektivitâti attiecîbâ pret vienkârðu

gadîjuma izlasi definç ðâdi:

RE(µ̂h·RSS, µ̂h·SRS) =
Var(µ̂h·SRS)
Var(µ̂h·RSS)

. (2.3)

Teorçma 8 parâda, ka RE(µ̂h·RSS, µ̂h·SRS) ≥ 1.

Pçtot relatîvo efektivitâti, iegûstam:

σ2
h·RSS =

1

k

k∑
r=1

σ2
h[r]

=
1

k

k∑
r=1

(E
[
h(X[r])

]2 − [Eh(X[r])
]2

)

=
1

k

k∑
r=1

E
[
h(X[r])

]2 − µ2
h + µ2

h −
1

k

k∑
r=1

[
Eh(X[r])

]2
= σ2

h −
1

k

k∑
r=1

(µh[r] − µh)2. (2.4)

Lîdz ar to relatîvo efektivitâti var izteikt sekojoði:

RE(µ̂h·RSS, µ̂h·SRS) =
σ2
h

σ2
h·RSS

=

[
1−

1
k

∑k
r=1(µh[r] − µh)2

σ2
h

]−1

.

No pçdçjâs izteiksmes izriet { kamçr pastâv vismaz viens r tâds, ka µh[r] 6= µh, relatîvâ

efektivitâte ir lielâka par 1.

McIntyre [7] veica sekojoðu pieòçmumu: ranþçtas izlases relatîvâ efektivitâte, kas bal-

stîta uz vienkârðu gadîjuma izlasi, populâcijas matemâtiskâs cerîbas novçrtçjumam atro-

das starp 1 un (k + 1)/2, kur k ir izlases apjoms. Tomçr pamatâ esoðajam sadalîjumam

kïûstot asimetriskam, relatîvâ efektivitâte samazinâs. Takashi un Wakimoto [15] parâ-

dîja, ka gadîjumâ, kad sakârtoðana ir perfekta,
1

k

k∑
r=1

σ2
h[r], kâ funkcija no k, dilst, ja k

pieaug, kas nozîmç, ka pieaugot izlases apjomam k, relatîvâ efektivitâte palielinâs.
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2.4. Ranþçtu izlaðu pielietojums pârbîdes funkcijai

Lai gan sâkotnçji McIntyre [7] ieviesa ranþçðanas procedûru ar nolûku samazinât iz-

maksas bezgalîgu populâciju izlaðu apsekojumos, ar laiku ðo metodi sâka pielietot arî

gadîjumos, kad statistikas programmâm ir grûti apstrâdât apsekotâs izlases to lielo apjo-

mu dçï.

Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir neatkarîgu un vienâdi sadalîtu gadîjuma lielumu izlase ar

sadalîjuma funkciju F un Y1, . . . , Ym { neatkarîgu un vienâdi sadalîtu gadîjuma lielumu

izlase ar sadalîjuma funkciju G.

Savâ publikâcijâ [6] Ghosh un Tiwari apskatîja ne tikai horizontâlo pârbîdes funkciju

(1.11), bet arî vertikâlo pârbîdes funkciju.

Definîcija 16. Par divu izlaðu X1, . . . , Xn un Y1, . . . , Ym vertikâlo pârbîdes funkciju sauc

funkciju

Λ(t) = G(F−1(t))− t, 0 ≤ t ≤ 1. (2.5)

Ðeit F−1(t) ir X1, . . . , Xn kvantiïu funkcija (skat. (1.3)).

Atðíirîbâ no vispârîgâs pârbîdes funkcijas, kas definç horizontâlo attâlumu starp izlaðu

sadalîjuma funkcijâm, vertikâlâ pârbîdes funkcija definç vertikâlo attâlumu starp izlaðu

sadalîjuma funkcijâm.

Pieòemsim, ka ranþçðanas procedûras rezultâtâ no sâkotnçjâs izlases X1, . . . , Xn tika

iegûta balansçta ranþçta izlase

Xk1×m1 =



X(1)1 X(1)2 . . . X(1)m1

X(2)1 X(2)2 . . . X(2)m1

. . . . . . . . . . . .

X(k1)1 X(k1)2 . . . X(k1)m1


, (2.6)

un no Y1, . . . , Ym tika iegûta balansçta ranþçta izlase

Yk2×m2 =



Y(1)1 Y(1)2 . . . Y(1)m2

Y(2)1 Y(2)2 . . . Y(2)m2

. . . . . . . . . . . .

Y(k2)1 Y(k2)2 . . . Y(k2)m2


. (2.7)

Ievieð apzîmçjumus M1 = k1 ·m1, M2 = k2 ·m2, M = M1 +M2, q1 =
m1

M1

, q2 =
m2

M2

.

Chen, Bai un Sinha [13] definçja izlases sadalîjuma funkciju

F (x) =
1

k1

k1∑
i=1

F(i)(x), (2.8)
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kur F(i)(x) ir uz F balstîta X(i) empîriskâ sadalîjuma funkcija. Ðîs funkcijas empîriskâ

versija ir

F̂(i)(x) =
1

m1

m1∑
j=1

IX(i)j≤x.

Lîdz ar to var definçt (2.8) empîrisko versiju

F̂ (x) =
1

k1

k1∑
i=1

F̂(i)(x).

Tâpat definç otrai izlasei:

G(x) =
1

k2

k2∑
i=1

G(i)(x), (2.9)

kur G(i)(x) ir uz G balstîta Y(i) empîriskâ sadalîjuma funkcija. Ðîs funkcijas empîriskâ

versija ir

Ĝ(i)(x) =
1

m2

m2∑
j=1

IY(i)j≤x.

Lîdz ar to var definçt (2.9) empîrisko versiju

Ĝ(x) =
1

k2

k2∑
i=1

Ĝ(i)(x).

Teorçma 9. [6] Neatkarîgâm balansçtâm ranþçtâm izlasçm Xk1×m1 un Yk2×m2 no sadalî-

jumiem attiecîgi F un G, kad min(m1,m2)→∞,√
k1m1 + k2m2(∆̂−∆)

d−→ Z∆

g(G−1(F ))
,

kur Z∆ ir Gausa process ar ðâdu kovariâciju struktûru

K∆(x, y) =
1

λ

(
F (min(x, y))− 1

k1

k1∑
i=1

F(i)(x)F(i)(y)

)

+
1

1− λ

(
G(min(x, y))− 1

k2

k2∑
i=1

G(i)(x)G(i)(y)

)

un
k1m1

k1m1 + k2m2

→ λ.

Doksum (1974) [8] teorçma 3 ir Ghosh teorçmas 9 speciâlgadîjums, kad k1 = k2 = 1,

m1 = n un m2 = m.

Piezîme 10. Tâ kâ

1

k

k∑
i=1

F 2
(i)(x) ≥

(
1

k

k∑
i=1

F(i)(x)

)2

= F 2(x), ∀x,

tad

K∆,BRSS(x, x) ≤ K∆,SRS(x, x).
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Tâtad horizontâlâs pârbîdes funkcijas ∆(x) punktveida ticamîbas joslas, kas konstruç-

tas, izmantojot balansçtu ranþçtu izlasi (BRSS), bûs ðaurâkas nekâ tâs, kas konstruçtas,

izmantojot vienkârðu gadîjuma izlasi (SRS).

Teorçma 11. [6] Neatkarîgâm balansçtâm ranþçtâm izlasçm Xk1×m1 un Yk2×m2 no sada-

lîjumiem attiecîgi F un G, kad min(m1,m2)→∞,

√
k1m1 + k2m2(Λ̂− Λ)

d−→ ZΛ,

kur ZΛ ir Gausa process ar kovariâciju struktûru

KΛ(x, y) =
g(F−1(x)) · g(F−1(y))

f(F−1(x)) · f(F−1(y))
· 1

λ
·(

min(x, y)− 1

k1

k1∑
i=1

F(i)(F
−1(x)) · F(i)(F

−1(y))

)

+
1

1− λ

(
G(F−1(min(x, y)))− 1

k2

k2∑
i=1

G(i)(F
−1(x)) ·G(i)(F

−1(y))

)
,

kur x, y ∈ (0, 1).

Arî vertikâlâs pârbîdes funkcijas Λ(t) punktveida ticamîbas joslas, kas konstruçtas,

izmantojot balansçtu ranþçtu izlasi (BRSS), bûs ðaurâkas nekâ tâs, kas konstruçtas, iz-

mantojot vienkârðu gadîjuma izlasi (SRS).
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3. PRAKTISKAIS PIELIETOJUMS

Ðajâ nodaïâ tiks apskatîts teorijas pielietojums praktisku datu problçmâm, salîdzinâtas

daþâdas hipotçzes par lokâcijas modeli pârbaudes iespçjas, kâ arî tiks pielietotas ranþçtas

izlases reâliem datiem.

3.1. Ozona ietekme uz svara pieaugumu

Kâ pirmie tiks izmantoti dati no [2] publikâcijas. Tika veikts eksperiments, ar mçríi

noteikt ozona nevçlamo iedarbîbu uz dzîvu organismu. Pirmâ izlase X satur informâciju

par 23 þurku svara pieaugumu pçc septiòu dienu uzturçðanâs bezozona vidç (kontroles

grupa).

41.1 38.4 24.4 25.9 21.9 18.3 13.1 27.3 28.5 -16.9 26.0

17.4 21.8 15.4 27.4 19.2 22.4 17.7 26.0 29.4 21.4 26.6 22.7

Otrâ izlase Y satur datus par 22 þurku svara pieaugumu pçc septiòu dienu uzturçðanâs

ozona vidç (eksperimentâlâ grupa).

10.1 6.1 20.4 7.3 14.3 15.5 -9.9 6.8 28.2 17.9 -9.0,

-12.9 14.0 6.6 12.1 15.7 39.9 -15.9 54.6 -14.7 44.1 -9.0
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11. att. X un Y sadalîjuma funkcijas.

11. attçlâ melnâ krâsâ attçlota kontroles grupas X gludinâtâ empîriskâ sadalîjuma

funkcija un sarkanâ krâsâ attçlota eksperimentâlâs grupas Y gludinâtâ empîriskâ sadalî-

juma funkcija. Ðîs funkcijas iegûtas, pielietojot blîvuma funkcijas neparametrisko kodolu

gludinâðanas metodi, izmantojot Gausa kodolu.
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Pârbaudîsim hipotçzi (1.8) par lokâcijas modeli, izmantojot varbûtîbu-varbûtîbu un

kvantiïu-kvantiïu grafikus ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm pie nozîmîbas lîmeòa

α = 0.05. θ̂ = −11.4 tika novçrtçta kâ abu izlaðu empîrisko vidçjo vçrtîbu starpîba. Rezul-

tâti redzami 12. attçlâ. Redzams, ka varbûtîbu-varbûtîbu grafika vienlaicîgâs ticamîbas

joslas hipotçzi par lokâcijas modeli nenoraida, jo tajâs ietilpst taisne y = t, t ∈ [0, 1], bet

kvantiïu-kvantiïu grafika vienlaicîgâs ticamîbas joslas hipotçzi noraida, jo y = x, x ∈ R

iziet ârpus tâm. Q-Q grafika vienlaicîgâs ticamîbas joslas ietekmç pirmâs izlases blîvuma

funkcija.
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12. att. X un Y empîriskie P-P un Q-Q grafiki ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm.

Veicot hipotçþu pârbaudi par lokâcijas modeli (1.8) pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05, iz-

mantojot Kolmogorova-Smirnova testu, p-vçrtîba iznâca 0.5957. Tâ kâ p-vçrtîba ir lielâka

par nozîmîbas lîmeni α, tad hipotçzi (1.8) nevar noraidît.

Lai pârbaudîtu hipotçzi par lokâcijas modeli un lokâcijas-skalçðanas modeli, tika kons-

truçts izlaðuX un Y pârbîdes funkcijas novçrtçjums ∆̂(x) = G−1
m (Fn(x))−x ar vienlaicîgâs

ticamîbas joslâm pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05 pçc Doksum un Sievers [2]. Rezultâti

redzami 13. attçlâ (a). Sarkanâ krâsâ attçlotas (S∗(x), S∗(x)) joslas, un zaïâ krâsâ {

(W∗(x),W ∗(x)) joslas. Hipotçze par lokâcijas modeli netiek noraidîta, jo varam atrast

horizontâlu taisni, kas ietilpst gan (S∗(x), S∗(x)) joslâs, gan (W∗(x),W ∗(x)) joslâs. Pâr-

bîdes funkcijas novçrtçjums ∆̂(x) râda, ka ozona ietekmç þurkas vidçjais svara pieaugums

tiek samazinâts, ko apstiprina arî 14. attçlâ redzamais kastu grafiks, tomçr liels svara

pieaugums kontroles grupâ eksperimenta grupâ kïûst vçl lielâks, ko apstiprina 13. attçlâ

(b) redzamie abu izlaðu empîriskie kvantiïu grafiki.

Ghosh un Tiwari savâ publikâcijâ [6] piedâvâ konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas,

butstrapojot kritisko vçrtîbu. Tomçr ðajâ gadîjumâ rodas tâdas paðas problçmas kâ ar
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kvantiïu starpîbas funkcijas robeþsadalîjumu { palielinot n, tas konverìç aizvien tâlâk.

Ðiem datiem nav nepiecieðamîbas pielietot ranþçtas izlases, jo datu apjoms nav liels

un statistikas programmâm nesagâdâ grûtîbas.
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13. att.: Pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm un abu izlaðu

empîriskie kvantiïu grafiki.

14. att. Kastu grafiki izlasçm X un Y .

Pârbaudît hipotçzi par lokâcijas modeli var arî izmantojot kvantiïu starpîbas

funkciju (1.15). 15. attçlâ redzams kvantiïu starpîbas funkcijas novçrtçjums ar vien-

laicîgâs ticamîbas joslâm, kas konstruçtas, izmantojot empîriskâs ticamîbas (EL) metodi.

Vienlaicîgâs ticamîbas joslas noraida hipotçzi par lokâcijas modeli, jo nav tâdas horizon-

tâlas taisnes, kas ietilpst ðajâs joslâs. Mçìinot konstruçt ticamîbas joslas, izmantojot

statistiku (1.18), joslas iznâca pârâk platas, lîdz ar to izmantot tâs hipotçþu pârbaudei

nebija jçgas.
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15. att. Ticamîbas joslas kvantiïu starpîbas funkcijas novçrtçjumam.

Ghosh un Tiwari [6] apskatîja ne tikai horizontâlo pârbîdes funkciju (1.11), bet arî

vertikâlo pârbîdes funkciju (2.5). Vertikâlâs pârbîdes funkcijas novçrtçjums X un Y izla-

sçm apskatâms 16. attçlâ. Redzams, ka hipotçze par vertikâlo pârbîdi netiek noraidîta,

jo var atrast horizontâlu taisni, kas ietilpst ticamîbas joslâs.
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16. att. Vertikâlâs pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm.

Pârbaudot hipotçzi par lokâcijas modeli izlasçm X un Y , kvantiïu-kvantiïu grafika un

kvantiïu starpîbas funkcijas gadîjumâ hipotçze tiek noraidîta, tomçr kvantiïu starpîbas

funkcija nenoraida hipotçzi par lokâcijas-skalçðanas modeli. Varbûtîbu-varbûtîbu grafika

un vispârîgâs pârbîdes funkcijas gadîjumâ hipotçze par lokâcijas modeli netiek noraidîta.

Arî Kolmogorova-Smirnova tests nenoraida hipotçzi par lokâcijas modeli. Tâpat netiek

noraidîta vertikâlâ pârbîde starp izlasçm X un Y .

33



3.2. Tuberkulozes nûjiòu ietekme uz organismu

Nâkamie tiks izmantoti dati no [8] publikâcijas. Eksperimenta laikâ 60 jûrascûciòas

saòçma tuberkulozes nûjiòu devu. Izlase X satur datus par 65 jûrascûciòu dzîves ilgumu

dienâs (kontroles grupa), un izlase Y satur datus par 60 jûrascûciòu dzîves ilgumu dienâs

pçc tuberkulozes nûjiòu saòemðanas (eksperimenta grupa).

17. attçlâ melnâ krâsâ attçlota kontroles grupas X gludinâtâ empîriskâ sadalîjuma

funkcija un sarkanâ krâsâ attçlota eksperimentâlâs grupas Y gludinâtâ empîriskâ sada-

lîjuma funkcija. Tâpat kâ iepriekð, ðîs funkcijas iegûtas, pielietojot blîvuma funkcijas

neparametrisko kodolu gludinâðanas metodi, izmantojot Gausa kodolu.
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17. att. X un Y sadalîjuma funkcijas.

Lai pârbaudîtu hipotçzi (1.8) par sadalîjumu F (x) un Gθ(x) vienâdîbu var izman-

tot P-P un Q-Q grafikus un konstruçt tiem vienlaicîgâs ticamîbas joslas, kâ arî { veikt

Kolmogorova-Smirnova testu. Ðajâ gadîjumâ θ̂ = −108 tika novçrtçta kâ abu izlaðu vidçjo

vçrtîbu starpîba. 18. attçlâ redzami varbûtîbu-varbûtîbu un kvantiïu-kvantiïu grafiki ar

vienlaicîgâs ticamîbas joslâm. Redzams, ka P-P grafiks hipotçzi (1.8) noraida, jo taisne

y = t, t ∈ [0, 1] iziet ârpus ticamîbas joslâm, bet Q-Q grafiks ðo hipotçzi nenoraida, jo

taisne y = x, x ∈ R ietilpst vienlaicîgâs ticamîbas joslâs.
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18. att. X un Y empîriskie P-P un Q-Q ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm.

Pârbaudot hipotçzi par lokâcijas modeli (1.8) pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05, izman-

tojot Kolmogorova-Smirnova testu, p-vçrtîba iznâca 0.0004. Tâ kâ p-vçrtîba ir mazâka

par nozîmîbas lîmeni α, tad hipotçze (1.8) tiek noraidîta.

Ar mçríi pârbaudît hipotçzi par lokâcijas modeli un lokâcijas-skalçðanas modeli, tika

konstruçts izlaðu X un Y pârbîdes funkcijas novçrtçjums ∆̂(x) = G−1
m (Fn(x)) − x ar

vienlaicîgâs ticamîbas joslâm pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05 pçc Doksum un Sievers [2].

Rezultâti redzami 19. attçlâ (a). Sarkanâ krâsâ attçlotas (S∗(x), S∗(x)) joslas, un zaïâ

krâsâ { (W∗(x),W ∗(x)) joslas. Ðajâ gadîjumâ hipotçze par lokâcijas modeli tiek noraidîta,

nav tâdas horizontâlas taisnes, kas ietilpst vienlaicîgâs ticamîbas joslâs. Tomçr lokâcijas-

skalçðanas modelis netiek noraidîts, jo var atrast taisni, kas ietilpst ticamîbas joslâs. Tâ

kâ W∗(x) < 0, ∀x, tad pçc Doksum tuberkulozes nûjiòas negatîvi ietekmç jûrascûciòu

dzîves ilgumu, ko apstiprina arî 20. attçlâ redzamie izlaðu kastu grafiki.

Ðiem datiem nav nepiecieðamîbas pielietot ranþçtas izlases, jo datu apjoms nav liels

un statistikas programmâm nesagâdâ grûtîbas.
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19. att.: Pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm un empîriskie

kvantiïu grafiki.

20. att. Kastu grafiki izlasçm X un Y .

Hipotçzes pârbaudei par lokâcijas modeli var izmantot arî kvantiïu starpîbas

funkciju (1.15). Tiks izmantotas ticamîbas joslas, pielietojot EL metodi. Mçìinot kons-

truçt ticamîbas joslas, izmantojot statistiku (1.18), lîdzîgi kâ ar datiem par ozona ietekmi

uz organismu, joslas iznâca pârâk platas, lîdz ar to izmantot tâs hipotçþu pârbaudei nebija

jçgas. Kâ redzams 21. attçlâ, hipotçze par lokâcijas modeli tiek noraidîta.
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21. att. Ticamîbas joslas kvantiïu starpîbas funkcijas novçrtçjumam.

Vertikâlâs pârbîdes funkcijas (2.5) novçrtçjums ar ticamîbas joslâm redzams 22. attçlâ.

Kritiskâ vçrtîba iegûta ar butstrapa metodi. Ðajâ gadîjumâ hipotçze par to, ka starp

izlasçm pastâv vertikâlâ pârbîde, netiek noraidîta, jo var atrast horizontâlu taisni, kas

ietilpst ticamîbas joslâs.
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22. att. Vertikâlâs pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm.

Pârbaudot hipotçzi par lokâcijas modeli izlasçm X un Y , kvantiïu-kvantiïu grafika

vienlaicîgâs ticamîbas joslas hipotçzi nenoraida, visos pârçjos gadîjumos hipotçze tika

noraidîta. Vertikâlâs pârbîdes funkcijas ticamîbas joslas nenoraida hipotçzi, ka starp

izlasçm X un Y pastâv vertikâlâ pârbîde.
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3.3. Prostatas specifiskâ antigçna pârbaudes testa ievieðanas ie-

tekme uz mirstîbu no prostatas vçþa

Savâ publikâcijâ [6] Ghosh un Tiwari salîdzinâja mirstîbu ASV no prostatas vçþa

pirms un pçc prostatas specifiskâ antigçna (PSA) pârbaudes testa ievieðanas. Ðis tests ti-

ka ieviests 90. gadu vidû. Tâ efektivitâti var pârbaudît, salîdzinot mirstîbas no prostatas

vçþa koeficientus pirms un pçc pârbaudes testa ievieðanas. Tika iegûti dati no ASV Na-

cionâlâ Veselîbas Statistikas Centra (http://www.cdc.gov/nchs), kas satur informâciju

pa apgabaliem par mirstîbu no prostatas vçþa uz 100000 iedzîvotâjiem. Datu iegûðanai

nepiecieðamâ programma pieejama http://seer.cancer.gov/seerstat/. Apgabali ar

neesoðu koeficientu vai nulles koeficientu tika ignorçti. Rezultâtâ X satur datus par 2687

apgabaliem laika posmâ no 1990. lîdz 1992. gadam, un Y satur datus par 2619 apga-

baliem laika posmâ no 1999. lîdz 2001. gadam. Izlaðu empîriskâs sadalîjuma funkcijas

attçlotas 23. attçlâ. Aplûkojot sadalîjuma funkcijas var izdarît pieòçmumu, ka starp ðîm

izlasçm varçtu pastâvçt lokâcijas modelis.
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23. att. X un Y sadalîjuma funkcijas.

24. attçlâ redzami X un Y kastu grafiki. Ðajos grafikos ir redzams, ka gan X, gan Y

satur daudz izlecçjus.
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24. att. X un Y kastu grafiki.

Lai pârbaudîtu hipotçzi (1.8) par abu sadalîjumu vienâdîbu var izmantot P-P un

Q-Q grafikus un konstruçt tiem vienlaicîgâs ticamîbas joslas. Ðajâ gadîjumâ θ̂ = −2.7

tika novçrtçta kâ abu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîba. 25. attçlâ redzams empîriskais

varbûtîbu-varbûtîbu grafiks ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm. Redzams, ka joslas ir pârâk

ðauras un hipotçþu pârbaudi veikt nav iespçjams. Tam par iemeslu ir lielie izlaðu apjomi.

Tâ kâ empîriskais P-P grafiks ir ïoti tuvs diagonâlei, tad var izteikt pieòçmumu, ka F (x)

un Gθ(x) sadalîjuma likumi ir vienâdi, tas nozîmç, ka starp izlaðu X un Y sadalîjuma

funkcijâm F un G pastâv lokâcijas modelis.

Izlaðu X un Y Q-Q grafikam vienlaicîgâs ticamîbas konstruçt neizdevâs, jo tâs ir at-

karîgas no pirmâs izlases blîvuma funkcijas, bet izlases lielâ apjoma dçï neizdevâs iegût

kvantiïu funkcijas novçrtçjumu, izmantojot blîvuma funkcijas neparametrisko gludinâða-

nas metodi.
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25. att. X un Y empîriskais P-P grafiks ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm.

Veicot hipotçþu pârbaudi par lokâcijas modeli (1.8) pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05,

izmantojot Kolmogorova-Smirnova testu, p-vçrtîba iznâca 0.0007. Tâ kâ p-vçrtîba ir ma-

zâka par nozîmîbas lîmeni α, tad hipotçze (1.8) tiek noraidîta. Iespçjams, pie vainas

lielais izlaðu apjoms.

Pielietosim ranþçtâs izlases, kâ to iesaka darît Ghosh un Tiwari [6]. Ranþçtâ izlase

reprezentç sâknotnçjo izlasi daudz labâk nekâ vienkârða gadîjuma izlase. To apstiprina

26. attçlâ redzamâs histogrammas ar blîvuma funkciju novçrtçjumiem. (a) gadîjumâ re-

dzama sâkotnçjâs izlases X histogramma, (b) gadîjumâ redzama no X iegûtâs balansçtâs

ranþçtâs izlases (BRSS) ar apjomu k · m = 100 histogramma un (c) gadîjumâ { no X

iegûtâs vienkârðâs gadîjuma izlases (SRS) ar apjomu 100 histogramma.

26. att.: Sâkotnçjâs izlases, ranþçtas izlases un vienkârðas gadîjuma izlases histogrammas

ar blîvuma funkcijas novçrtçjumu.
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Ranþçðanas procedûras rezultâtâ no X tika iegûta izlase X10×10 apjomâ k ·m = 100 un

no Y tika iegûta izlase Y10×10 apjomâ k ·m = 100. Pârbaudîsim hipotçzi (1.8) par ðo izlaðu

lokâcijas modeli. Lîdzîgi kâ gadîjumâ ar sâkotnçjiem datiem no otrâs izlases empîriskâs

sadalîjuma funkcijas atòem θ̂ = −2.7. Ranþçto izlaðu empîriskie varbûtîbu-varbûtîbu un

kvantiïu-kvantiïu grafiki ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm redzami 27. attçlâ. Redzams, ka

gan taisne y = x, x ∈ R, Q-Q grafika gadîjumâ, gan taisne y = t, t ∈ [0, 1], P-P grafika

gadîjumâ, ietilpst ticamîbas joslâs, tâtad hipotçze par lokâcijas modeli netiek noraidîta.

Tâ kâ ranþçtâs izlases labi reprezentç sâkotnçjâs izlases, tad var apgalvot, ka arî hipotçze

par X un Y lokâcijas modeli netiek noraidîta.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

5 10 15 20 25 30 35

10
15

20
25

30

27. att.: Ranþçto izlaðu X10×10 un Y10×10 empîriskie P-P un Q-Q grafiki ar vienlaicîgâs

ticamîbas joslâm.

Veicot hipotçþu pârbaudi par lokâcijas modeli (1.8) pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05

ranþçtâm izlasçm X10×10 un Y10×10, izmantojot Kolmogorova-Smirnova testu, p-vçrtîba

iznâca 0.9671. Tâ kâ p-vçrtîba ir lielâka par nozîmîbas lîmeni α, tad hipotçze (1.8) netiek

noraidîta. Zinâms, ka ranþçtâs izlases labi reprezentç sâkotnçjo izlasi, lîdz ar to var

apgalvot, ka hipotçze par X un Y lokâcijas modeli netiek noraidîta.

Nâkamais solis { pârbaudît hipotçzi par lokâcijas un lokâcijas-skalçðanas modeli.

28. attçlâ (a) redzams pârbîdes funkcijas novçrtçjums ∆̂(x) = G−1
m (Fn(x)) − x

ar (S∗(x), S∗(x)) (sarkanâ krâsâ) un (W∗(x),W ∗(x)) (zaïâ krâsâ) vienlaicîgâs ticamîbas

joslâm pçc Doksum un Sievers [2]. Atkal sastopamies ar lielâ datu apjoma problçmu {

gan S, gan W joslas pârâk tuvu pietuvojas paðam pârbîdes funkcijas novçrtçjumam, lîdz

ar to hipotçþu pârbaudi veikt nav iespçjams. Redzams, ka funkcija pie x > 30 sâk dîvaini

uzvesties un ticamîbas joslas sâk tiekties uz bezgalîbu. Pie vainas varçtu bût 24. attçlâ

41



redzamie izlecçji. 28. attçlâ (b) redzami izlaðu X un Y empîriskie kvantiïu grafiki.

Arî ðajâ gadîjumâ pielietosim ranþçtâs izlases, kâ to iesaka darît Ghosh un Tiwari [6].

Ranþçðanas procedûras rezultâtâ no X tika iegûta izlase X10×30 apjomâ k ·m = 300 un

no Y tika iegûta izlase Y10×30 apjomâ k · m = 300. Ranþçto izlaðu X10×30 un Y10×30

pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm redzams 29. attçlâ. Tâ

kâ var atrast horizontâlu taisni, kas iekïaujas vienlaicîgâs ticamîbas joslâs, tad hipotçze

par lokâcijas modeli izlasçm X10×30 un Y10×30 netiek noraidîta. Tâ kâ ranþçtâs izlases labi

reprezentç sâkotnçjâs izlases, tad var apgalvot, ka arî hipotçze par lokâcijas modeli starp

izlasçm X un Y arî netiek noraidîta. Pie tam, tâ kâ pârbîdes funkcijas novçrtçjums ∀x ir

negatîvs, var izdarît secinâjumu, ka visiem x ir novçrojams mirstîbas no prostatas vçþa

samazinâjums.
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28. att.: Pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm un empîriskie

kvantiïu grafiki.

Pârbaudîsim hipotçzi par lokâcijas modeli, izmantojot kvantiïu starpîbas funkciju.

30. attçlâ redzams kvantiïu starpîbas funkcijas novçrtçjums izlasçm X un Y ar vienlaicî-

gâs ticamîbas joslâm, izmantojot empîriskâs ticamîbas metodi. Redzams, ka vienlaicîgâs

ticamîbas joslas ir pârâk ðauras hipotçþu pârbaudes veikðanai. Arî ðoreiz tam par iemeslu

kalpo lielais datu apjoms.

Izmantojot sakârtoðanas procedûru, tika izveidotas balansçtas ranþçtas izlases X10×10

un Y10×10. Ðo izlaðu kvantiïu starpîbas funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas

joslâm redzams 31. attçlâ. Tâ kâ var atrast horizontâlu taisni, kas ietilpst ðajâs joslâs,

tad hipotçze par lokâcijas modeli izlasçm X10×10 un Y10×10 netiek noraidîta. Zinâms,

ka ranþçtâs izlases labi reprezentç sâkotnçjos datus, tâtad netiek noraidîta hipotçze par
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lokâcijas modeli izlasçm X un Y .

5 10 15 20 25

−
10

−
5

0
5

10

(a)

S joslas
W joslas

29. att. Ranþçtu izlaðu pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas joslâm.

30. att.: Sâkotnçjo izlaðu kvantiïu starpîbas funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamî-

bas joslâm.

Konstruçjot Ghosh un Tiwari piedâvâtâs vertikâlâs pârbîdes funkcijas novçrtçjumu ar

vienlaicîgâs ticamîbas joslâm, redzams, ka hipotçze par vertikâlo pârbîdi tiek noraidîta

(skat. 32. attçlu).

Ranþçtu izlaðu X10×10 un Y10×10 vertikâlâs pârbîdes funkcijas novçrtçjums redzams

33. attçlâ. Acîmredzami ðajâ gadîjumâ hipotçze par vertikâlo pârbîdi netiek noraidîta.
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31. att.: Ranþçtu izlaðu kvantiïu starpîbas funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas

joslâm.
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32. att.: Sâkotnçjo datu vertikâlâs pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamî-

bas joslâm.
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33. att.: Ranþçtu izlaðu vertikâlâs pârbîdes funkcijas novçrtçjums ar vienlaicîgâs ticamîbas

joslâm.
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Ðo datu analîze uzskatâmi parâda ranþçtu izlaðu metodes lietderîbu liela datu apjo-

ma gadîjumos. Pielietojot Kolmogorova-Smirnova testu, P-P grafiku, vispârîgo pârbîdes

funkciju, kvantiïu starpîbas funkciju un to vienlaicîgâs ticamîbas joslas lokâcijas modeïa

hipotçþu pârbaudç, hipotçze tika noraidîta, kaut gan aplûkojot 23. attçlâ redzamâs X

un Y empîriskâs sadalîjuma funkcijas, kâ arî 28. attçlâ (b) redzamâs empîriskâs kvantiïu

funkcijas, var izdarît pieòçmumu, ka starp ðîm izlasçm tomçr pastâv lokâcijas modelis.

Pielietojot ranþçtâs izlases, nevienâ no augstâk minçtajiem gadîjumiem hipotçze par lo-

kâcijas modeli netika noraidîta.
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Secinâjumi

Darbâ tika apskatîta vispârîgâ pârbîdes funkcija divu izlaðu gadîjumâ, ranþçtas iz-

lases un to pielietojums divu izlaðu problçmâs. Izmantojot reâlu datu piemçrus, tika

salîdzinâtas daþâdas lokâcijas modeïa grafiskâs hipotçþu pârbaudes metodes { vienlaicî-

go ticamîbas joslu konstruçðana vispârîgai pârbîdes funkcijai pçc Doksum un Sievers [2],

kvantiïu-kvantiïu un varbûtîbu-varbûtîbu grafikiem pçc Cielçna [3], kvantiïu starpîbas

funkcijai, izmantojot empîriskâs ticamîbas (EL) metodi, pçc Valeiòa [5] un vertikâlâs

pârbîdes funkcijai pçc Ghosh un Tiwari [6].

Izmantojot statistiku (1.17), radâs problçmas ar robeþsadalîjumu { palielinot izlaðu

apjomu, tas konverìçja aizvien tâlâk, tâpçc radâs ideja pielietot statistiku (1.18), lîdzîgi

kâ kvantiïu-kvantiïu procesa gadîjumâ. Mçìinot konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas

kvantiïu starpîbas funkcijai, izmantojot ðo statistiku, tâs iznâca pârâk platas, lîdz ar to

hipotçþu pârbaudi veikt neizdevâs.

Pielietojot P-P un Q-Q grafiku vienlaicîgâs ticamîbas joslas hipotçþu pârbaudç reâlâm

datu problçmâm, redzams, ka ðai metodei ir savi trûkumi. Pirmkârt, sâkumâ ir jânovçrtç

lokâcijas parametrs θ, otrkârt, tâ neïauj pârbaudît hipotçzi par lokâcijas-skalçðanas mo-

deli. Ðajâ darbâ θ iespçjamie novçrtçjumi netika apskatîti, hipotçþu pârbaudç izvçloties

lokâcijas parametru kâ izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbu.

Doksum un Sievers [2] piedâvâtâm pârbîdes funkcijas vienlaicîgâs ticamîbas joslâm S

un W un empîriskâs ticamîbas metodei kvantiïu starpîbas funkcijai [5] ir savas priekðro-

cîbas. Tâs dod iespçju pârbaudît hipotçzi par gan par lokâcijas modeli, gan par lokâcijas-

skalçðanas modeli, kâ arî iepriekð nav jânovçrtç lokâcijas parametrs. Verikâlâ pârbîdes

funkcija ïauj pârbaudît hipotçzi par divu izlaðu sadalîjumu funkciju vertikâlo pârbîdi.

Ranþçtu izlaðu pielietojums reâlâm datu problçmâm sevi pilnîbâ attaisnoja. Treðajâ

datu piemçrâ no empîriskâs sadalîjuma funkcijas un empîriskâs kvantiïu funkcijas re-

dzams, ka starp izlasçm pastâv lokâcijas modelis, tomçr veicot hipotçþu pârbaudes, radâs

problçmas lielâ datu apjoma dçï. Vairâkos gadîjumu vienlaicîgâs ticamîbas joslas iznâ-

ca pârâk ðauras un hipotçþu pârbaudi veikt neizdevâs, gadîjumâ ar varbûtîbu-varbûtîbu

grafika vienlaicîgajâm ticamîbas joslâm radâs grûtîbas novçrtçt blîvuma funkciju. Tomçr

iegûstot balansçtâs ranþçtâs izlases, augstâk minçtâs problçmas neradâs un tika veiktas

hipotçþu pârbaudes, kas nenoraidîja hipotçzi par lokâcijas modeli.

Darbu turpinot, var analizçt ranþçtas izlases un to pielietojumu statistikâ un zinâtnç,

to kâ arî turpinât pçtît kvantiïu starpîbas funkcijas vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruç-
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ðanu, meklçt pieejas grafiskai hipotçþu pârbaudei un salîdzinât tâs savâ starpâ.
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Pielikums

Izveidoto programmu kods

########Ranþçtu izlaðu veidoðana############

a<-scan(file="Mortality rates 1990-1992.txt")

b<-scan(file="Mortality rates 1999-2001.txt")

k<-10

m<-10

z<-c()

y<-c()

BRSS1<-c()

BRSS2<-c()

for (i in 1:m){

for (j in 1:k){

x<-sort(sample(a,k,replace=F))

y[j]<-x[j]}

BRSS1<-c(BRSS1,y)}

for (i in 1:m){

for (j in 1:k){

u<-sort(sample(b,k,replace=F))

z[j]<-z[j]}

BRSS2<-c(BRSS2,u)}

###########Hipotçþu pârbaude, izmantojot P-P un Q-Q grafikus############

par(mfrow=c(1,2))

theta<-mean(dati2)-mean(dati1)

dati2<-dati2-theta

#PP grafiks ar vienlaicigas ticamibas joslam

c<-1.88

Fn1<-ecdf(dati1)

xx<-seq(0,1,by=0.01)

plot(xx,Fn1(quantile(dati2,probs=xx,type=1)),"s",xlab="",ylab="",main="",

ylim=c(0.01,1),xlim=c(0.01,1))

points(xx,Fn1(quantile(dati2,probs=xx,type=1))+c/sqrt(n),type="s",col="green")

points(xx,Fn1(quantile(dati2,probs=xx,type=1))-c/sqrt(n),type="s",col="green")

abline(0,1,lwd=2)
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h<-bw.nrd(dati1)

dens<-function(x){1/(n*h)*sum(dnorm((x-dati1)/h))}

dens<-Vectorize(dens)

sad.fun<-function(x){integrate(dens,-10,x)$value}

sad.fun<-Vectorize(sad.fun)

quant.fun<-function(x){

uniroot(function(z) sad.fun(z)-x,c(-1000,1000))$root}

quant.fun<-Vectorize(quant.fun)

x<-seq(min(dati1),max(dati1),by=0.01)

konst<-dens(quant.fun(sad.fun(x)))

#QQ grafiks ar vienlaicigas ticamibas joslam

plot(x,quantile(dati2,ecdf(dati1)(x),type=1),type="s",xlab="",ylab="",main="")

points(x,quantile(dati2,ecdf(dati1)(x),type=1)+c/(sqrt(n)*konst),type="s",

col="magenta")

points(x,quantile(dati2,ecdf(dati1)(x),type=1)-c/(sqrt(n)*konst),type="s",

col="magenta")

abline(0,1,lwd=2)

##########Doksuma ticamîbas joslas############

######S joslas##########

n<-length(dati1)

m<-length(dati2)

N<-m+n

M<-m*n/N

K<-1.36

x<-seq(min(dati2),max(dati2),by=0.01)

punkti.1<-function(x) ecdf(dati1)(x)-K/sqrt(M)

punkti.1<-Vectorize(punkti.1)

punkti1<-punkti.1(x)

punkti11<-punkti1[!punkti1<0]

x1<-x[punkti1>=0]

punkti.2<-function(x) ecdf(dati1)(x)+K/sqrt(M)

punkti.2<-Vectorize(punkti.2)

punkti2<-punkti.2(x)

x2<-x[punkti2<=1]
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punkti22<-punkti2[!punkti2>1]

par(mfrow=c(1,2))

plot(x,quantile(dati2,ecdf(dati1)(x),type=1)-x,type="l",xlim=c(-4,6),

ylim=c(-10,10))

abline(0,0)

lines(x1,quantile(dati2,punkti11,type=1)-x1,col="red")

lines(x2,quantile(dati2,punkti22,type=1)-x2,col="red")

######W joslas#########

K.W<-3.02

c<-K.W^2/M

lambda<-m/N

x<-seq(min(dati2),max(dati2),by=0.01)

h.pluss<-function(u) (u+0.5*c*(1-lambda)*(1-2*lambda*u)+0.5*(c^2*

(1-lambda)^2+4*c*u*(1-u))^0.5)/(1+c*(1-lambda)^2)

h.pluss<-Vectorize(h.pluss)

h.minuss<-function(u) (u+0.5*c*(1-lambda)*(1-2*lambda*u)-0.5*(c^2*

(1-lambda)^2+4*c*u*(1-u))^0.5)/(1+c*(1-lambda)^2)

h.minuss<-Vectorize(h.minuss)

punktiW.1<-function(y) h.minuss(ecdf(dati1)(y))

punktiW.2<-function(z) h.pluss(ecdf(dati1)(z))

punkti1.W<-punktiW.1(x)

punktiW1<-punkti1.W[!punkti1.W<0]

x11<-x[punkti1.W>=0]

punkti2.W<-punktiW.2(x)

punktiW2<-punkti2.W[!punkti2.W>1]

x22<-x[punkti2.W<=1]

lines(x11,quantile(dati2,punktiW1,type=1)-x11,col="green")

lines(x22,quantile(dati2,punktiW2,type=1)-x22,col="green")

###########EL metode#################

library(EL)

EL.plot("qdiff",dati2,dati1,main="",conf.level=0.95,xlim=c(0,0.9),ylim=c(-5,5))

tt<-seq(0.01, 0.99, length=30)

ee<-quantile(dati1,tt)-quantile(dati2,tt)
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points(tt,ee)

##########Vertikâlâ pârbîdes funkcija##################

B.sak1<-c()

apjoms1<-100

N<-n+m

alpha<-0.05

FF1<-ecdf(dati2)

for (kk in 1:1000){

dati1.b<-sort(sample(dati1,replace=T))

dati2.b<-sort(sample(dati2,replace=T))

FF<-ecdf(dati2)

FF.xx<-ecdf(dati2.b)

xx<-seq(0,1,by=0.001)

B.sak1[kk]<-max(sqrt(N)*abs(FF.xx(quantile(dati1.b,probs=xx,type=1))-

FF(quantile(dati1,probs=xx,type=1))))

}

B.sak1<-sort(B.sak1)

c<-B.sak1[1000*(1-alpha)]

xx<-seq(0,1,by=0.01)

gal1<-min(FF(quantile(dati1,probs=xx,type=1))-xx-c/sqrt(N))

gal2<-max(FF(quantile(dati1,probs=xx,type=1))-xx+c/sqrt(N))

plot(xx,FF(quantile(dati1,probs=xx,type=1))-xx,type="l",ylim=c(gal1,gal2),

xlab="",ylab="")

lines(xx,FF(quantile(dati1,probs=xx,type=1))-xx-c/sqrt(N),col="magenta")

lines(xx,FF(quantile(dati1,probs=xx,type=1))-xx+c/sqrt(N),col="magenta")
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Diplomdarbs \Pârbîdes funkcija divu izlaðu gadîjumâ" izstrâdâts LU Fizikas un Ma-
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Darbs iesniegts Matemâtikas nodaïâ

(datums)

Dekâna pilnvarotâ persona: vecâkâ metodiíe Dzintra Holsta

(paraksts)

Darbs aizstâvçts Valsts pârbaudîjuma komisijas sçdç

prot. Nr.
(datums)

Komisijas sekretâre: lektore Baiba Âboltiòa

(paraksts)
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