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Anotâcija

Ðajâ darbâ teorçtiski tiek analizçti jauktie procesi pçc daþâdiem vâji atkarîgiem jaukto

procesu koeficientiem, kâ arî apskatîts praktiskais pielietojums statistikâ - jaukto procesu

blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçðana ar kodolu gludinâðanu, hipotçþu par jaukto

procesu sadalîjumu pârbaude (Bikela - Rozenblata tests un Neimaòa tests).

Atslçgas vârdi: Jauktie procesi, neparametriskâ statistika, vâjâ atkarîba.



Abstract

In this work mixing processes theoretically have been analysed using weak dependence

coefficients. Application for mixing processes in nonparametric statistics are discussed

specifically density and regression estimation using kernel smoothing method, goodness-

of-fit tests (Bickel - Rosenblatt test and Neymann test).

Keywords: Mixing proceses, nonparametric statistics, weak dependence.
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Apzîmçjumi

Z veselo skaitïu kopa,

R reâlo skaitïu kopa,

N(0, σ2) normâlais sadalîjums ar matemâtisko cerîbu 0 un dispersiju σ2,

U(0, 1) vienmçrîgais sadalîjums segmentâ (0, 1),

C2,d(b) telpa, kur ja funkcija f ∈ C2,d(b), d argumenta funkcija f ir nepârtraukta, div-

reiz atvasinâma un ‖ f ‖∞≤ b, ‖ f (2) ‖∞≤ b, kur f (2) ir otrâs pakâpes parciâlais

atvasinâjums un b konstante,

I{|x|≤1} ir indikâtorfunkcija, tas ir, I{|x|≤1} =

 1, ja |x| ≤ 1

0, ja |x| > 1
,

→d konverìence pçc sadalîjuma,

→p konverìence pçc varbûtîbas,

→g.d gandrîz droðâ konverìence,

un ' vn nozîmç to, ka eksistç tâdas konstantes c1 un c2, ka 0 < c1vn < un < c2vn pietiekoði

lieliem n.
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Ievads

Klasiskâ asimtotiskâ teorija statistikâ ir balstîta uz centrâlo robeþteorçmu un lielo

skaitïu likumu neatkarîgu gadîjuma lielumu virknçm. Pçc lielâ skaitïa likuma izlases

vidçjâ vçrtîba X̄ = n−1
∑n

i=1Xi, kur Xi (i = 1, 2, ..., n) ir vienâdi sadalîti neatkarîgi

gadîjuma lielumi un n - izlases apjoms, tiecas uz konstantu vçrtîbu µ = EX, kad n→∞.

Savukârt pçc Centrâlâs robeþteorçmas gadîjumu lielumu summa ir asimptotiski normâli

sadalîta. Precîzâk
√
n(X̄ − µ)

σ
→d N(0, 1),

kur σ = DX.

Tomçr praksç bieþi dati ir atkarîgi, tâdçï nepiecieðams analizçt lielo skaitïu likumu

un centrâlo robeþteorçmu vispârçjâ gadîjumâ. Ðajâ darbâ tiks analizçti jauktie procesi,

kas vispârîgi pçta gadîjuma lielumu atkarîbas struktûru. Jauktos procesus (vai jaukto

gadîjumu lielumu virknes) sauc arî par vâji atkarîgiem jeb îslaicîgâs atmiòas procesiem

(Short-Memory proceses), jo asimtotiski tie ir neatkarîgi. Pazîstamâkie jaukto procesu

piemçri ir lineârie un nelineârie ARIMA procesi, GARCH procesi, Markova íçdes, Gausa

procesi u.c.

Galvenais darba mçríis ir veikt jaukto procesu teorçtisko analîzi, kâ arî apskatît to

praktisko pielietojumu statistikâ. Procesu atkarîbas struktûra tiek pçtîta pçc daþâdiem

vâji atkarîgiem jaukto procesu koeficientiem, kurus 1956.gadâ ieviesa amerikâòu mate-

mâtiíis M.Rozenblats. Visbieþâk apskatîtais jaukto procesu koeficients ir α koeficients.

Pieòemsim, ka dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ), kur Ω ir elementâro notikumu kopa, F - σ

- algebra un P - varbûtîbu mçrs. Starp divâs σ-algebrâm A ⊂ F un B ⊂ F , α koeficients

tiek definçts sekojoði

α(A,B) = sup
A∈A,B∈B

| P (A ∩B)− P (A)P (B) |.

Ja σ algebras A un B ir neatkarîgas, tad α(A,B) = 0.

Neparametriskâs statistikas lekciju kursâ tika apskatîts, kâ neatkarîgiem vienâdi sada-

lîtiem datiem var novçrtçt blîvuma funkciju un regresijas funkciju ar kodolu gludinâðanu.

Maìistra darba ietvaros tiks veikta neparametriskâs statistikas analîze jauktajiem proce-

siem. 1956.gadâ Rozenblats parâdîja pie kâdiem nosacîjumiem strâdâ neparametriskâ

blîvuma funkcijas novçrtçðana neatkarîgi vienâdi sadalîtiem datiem. Jaukto procesu
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gadîjumâ ðos nosacîjumus ir ïoti grûti pârbaudît. Tomçr parasti dati tiek modelçti ar

literatûrâ pazîstamiem modeïiem, kâ piemçram, ARIMA, GARCH modeïiem, kuriem li-

teratûrâ ir pierâdîts, ka nosacîjumi neparametriskâjâm metodçm izpildâs. 1.attçlâ ir

attçlots jauktâ procesa Xt = (5Xt−1)/(1 + 0.9Xt−1) + εt, (εt ∼ N(0, 1)) blîvuma funkcijas

kodolu novçrtçjums.

1. att.: Apjomâ 200 ìenerçta izlase no procesa Xt = (5Xt−1)/(1 + 0.9Xt−1) + εt, (εt ∼

N(0, 1)) ar blîvuma funkcijas novçrtçjumu, izmantojot kodolu gludinâðanas metodi.

Neparametrisko regresijas funkcijas novçrtçjumu ar kodolu gludinâðanas metodi neat-

karîgiem vienâdi sadalîtiem datiem 1964.gadâ ieviesa Nadaraja un Vatsons, bet samçrâ

nesen 1991.gadâ Bosq un 1994.gadâ Rhomari parâdîja to arî jauktajiem procesiem. Laik-

rindâm viens no svarîgâkajiem regresijas pielietojumiem ir prognozes veikðana.

Klasiskajâ literatûrâ pazîstamâkie gadîjuma lieluma sadalîjuma hipotçþu pârbaudes

testi ir χ2 jeb Pîrsona, Kolmogorova - Smirnova, Ðapiro - Vilka, Bikela - Rozenblata,

Neimaòa testi, kas strâdâ neatkarîgiem vienâdi sadalîtiem gadîjuma lielumiem. Turpretî

jauktajiem procesiem samçrâ nesen tikai 2000.gadâ tika atklâts Bikela - Rozenblata tests

un 2009.gadâ Neimaòa tests, kas arî darbâ tiks teorçtiski apskatîti.

Darbâ tiks apskatîti arî ilglaicîgâs atmiòas procesi (Long-Memory proceses) un salîdzi-

nâti ar jauktajiem jeb îslaicîgâs atmiòas procesiem. Atðíirîbâ no jauktajiem procesiem,

kam raksturîgs eksponenciâls autokovariâciju dilðanas âtrums, ilglaicîgâs atmiòas proce-

siem autokovariâcijas dilst ïoti lçni. 1989.gadâ Diebolds un Rudebuðs saskatîja ilglaicîgâs

atmiòas procesa îpaðîbas datos, kas atspoguïoja ikceturkòa ASV nacionâlo kopproduk-
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tu. Baillie, Chungs un Tieslau 1985.gadâ atklâja, ka ilglaicîgâs atmiòas procesa îpaðîbas

piemît ASV patçriòa cenu indeksa inflâcijai kâdâ noteiktâ laika periodâ.

Darbs sastâv no èetrâm nodaïâm. Pirmajâ nodaïâ tiek definçti jaukto procesu koefi-

cienti un to îpaðîbas, kâ arî tiek apskatîti jaukto procesu koeficienti piemçri, kad divdi-

mensiju gadîjuma lielums pieòem tikai divas vçrtîbas. Otrajâ nodaïâ tiek apskatîta Er-

godiskâ teorija un Centrâlâ robeþteorçma jauktajiem procesiem. Daþâdas jaukto procesu

laikrindas, kâ arî ilglaicîgâs atmiòas procesi tiek definçti treðajâ nodaïâ. Jaukto proce-

su pielietojums statistikâ tiek apskatîts ceturtajâ nodaïâ. Darba nobeigumâ ir apkopoti

secinâjumi.
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1. Jauktie procesi

Jauktos procesus definç ar jaukto procesu koeficientiem, tâdçï ðajâ nodaïâ tiks pçtîtas

to galvenâs îpaðîbas, kâ arî tiks apskatîti vairâki piemçri, kâ ðie jaukto procesu koefi-

cienti tiek aprçíinâti divdimensiâliem gadîjuma lielumiem, kas pieòem tikai divas vçrtîbas.

Vispârîgâ gadîjumâ jaukto procesu koeficientus aprçíinât ir samçrâ sareþìîti.

1.1. Jaukto procesu koeficienti un to îpaðîbas

Definîcija 1. Par gadîjuma procesu sauc gadîjuma lieluma saimi (Xt, t ∈ Z), kas uzdota

varbûtîbu telpâ (Ω,F , P ).

Gadîjuma procesa visu iespçjamo vçrtîbu kopu S sauc par gadîjuma procesa stâvokïa

kopu, tas ir, X : Ω 7→ S. Ja kopa S ∈ Z+, tad procesu (Xt, t ∈ Z) sauc par diskrçtu, ja

kopa S ∈ R+, tad process (Xt, t ∈ Z) ir nepârtraukts.

Definîcija 2. Par gadîjuma lielumu X, Y korelâcijas koeficientu sauc lielumu

Corr(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
D(X)

√
D(Y )

=
EXY − EX · EY√

EX2 − (EX)2
√
EY 2 − (EY )2

,

kur DX un DY ir dispersijas, Cov(X, Y ) ir kovariâcijas koeficients.

Pieòemsim, ka dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ), A un B ir σ-algebras, A,B ⊂ F .

Definçsim atkarîbas koeficientus starp divâm σ-algebrâm A un B sekojoðâ veidâ:

α(A,B) = sup
A∈A,B∈B

| P (A ∩B)− P (A)P (B) |; (1.1.1)

φ(A,B) = sup
A∈A,B∈B

| P (B | A)− P (B) |, P (A) > 0; (1.1.2)

ψ(A,B) = sup
A∈A,B∈B

∣∣∣∣ P (A ∩B)

P (A)P (B)
− 1

∣∣∣∣, P (A) > 0, P (B) > 0; (1.1.3)
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ρ(A,B) = sup
f∈L2(A),g∈L2(B)

| Corr(f, g) |; (1.1.4)

β(A,B) = sup
A∈A,B∈B

1

2

I∑
i=1

J∑
j=1

| P (Ai ∩Bj)− P (Ai)P (Bj) |, (1.1.5)

kur {A1, A2, ..., AI} un {B1, B2, ..., BJ} ir neðíeïoðas kopas, kas sadala Ω, ∀i Ai ∈ A un

∀j Bj ∈ B.

Definîcija 3. Pieòemsim, ka dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ). σ-algebra A ir separabla, ja

eksistç tâda bezgalîga vai sanumurçjama virkne A1, A2, .... ∈ A, ka A ir mazakâ σ-algebra

notikumu telpâ Ω, kas satur visus ðos notikumus A1, A2, ...

Apgalvojums 1. Pieòemsim, ka dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ), A ⊂ F un B ⊂ F . Ja

B ir separabla un eksistç regulâra nosacîtâ varbûtîba P (B|A, B ∈ B), tad

β(A,B) = E

[
sup
B∈B
|P (B|A)− P (B)|

]
. (1.1.6)

Pierâdîjums. Skatît [[1], 89.lpp].

Pieòemsim (Xt, t ∈ Z) ir gadîjumu lielumu virkne no varbûtîbu telpas (Ω,F , P ), ∀J, L

(−∞ ≤ J ≤ L ≤ ∞), definçsim σ-algebru FLJ = σ(Xk, J ≤ k ≤ L). Jaukto procesu

atkarîbas koeficienti ∀n procesam (Xt, t ∈ Z) tiek definçti sekojoði:

α(n) = sup
J∈Z

α(FJ−∞,F∞J+n);

β(n) = sup
J∈Z

β(FJ−∞,F∞J+n);

ρ(n) = sup
J∈Z

ρ(FJ−∞,F∞J+n);

φ(n) = sup
J∈Z

φ(FJ−∞,F∞J+n);

ψ(n) = sup
J∈Z

ψ(FJ−∞,F∞J+n).

Definîcija 4. Saka, ka process (Xt, t ∈ Z) ir

1. α jauktais process, ja α(n)→ 0, kad n→∞;

2. β jauktais process, ja β(n)→ 0, kad n→∞;

3. ρ jauktais process, ja ρ(n)→ 0, kad n→∞;

4. φ jauktais process, ja φ(n)→ 0, kad n→∞;
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5. ψ jauktais process, ja ψ(n)→ 0, kad n→∞.

Piezîme 2. No ðîs definîcijas kïûst skaidrs kâpçc jauktos procesus sauc par vâji atkarîgiem

- asimtotiski atkarîbas koeficienti tiecas uz nulli. Kâ zinâms σ - algebras raksturo infor-

mâciju par procesu (Xt, t ∈ Z). Jaukto procesu koeficienti, kas definçti tieði σ - algebrâm

tiecas uz nulli. Tas nozîmç, ka informâcija (varbûtiskais procesa raksturs) par procesa

paðreizçjo uzvedîbu nav atkarîga no informâcijas pçc liela laika perioda.

Aplûkosim daþas jaukto procesu koeficientu îpaðîbas, kas bûs nepiecieðamas turpmâka-

jâ analîzç.

Sekojoða diagramma ilustrç sakarîbas starp jaukto procesu koeficientiem.

↗ β jauktais ↘

ψ jauktais → φ jauktais α jauktais process

↘ ρ jauktais ↗

Pamatosim ðo diagrammu, jo tâ parâda, ka jebkurð ψ, φ, β, ρ jauktais process ir arî

α jauktais process. Tieði ðî iemesla dçï robeþteorçmas, blîvuma funkcijas novçrtçðana ar

kodolu gludinâðanas metodi apskatîtas visbieþâk tieði α jauktajiem procesiem, jo tas ir

vispârîgs process. Lai pamatotu ðo diagrammu, vispirms nepiecieðams izanalizçt daþas

jaukto procesu îpaðîbas.

Apgalvojums 3. Ja A, A0, B un B0 ir σ-algebras tâdas, ka A0 ⊂ A un B0 ⊂ B, tad

izpildâs sekojoði apgalvojumi:

α(A0,B0) ≤ α(A,B);

β(A0,B0) ≤ β(A,B);

ρ(A0,B0) ≤ ρ(A,B);

φ(A0,B0) ≤ φ(A,B);

ψ(A0,B0) ≤ ψ(A,B).

Pierâdîjums. Skatît [[1], 27.lpp un 68.lpp].
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Teorçma 4. Pieòemsim, ka ir dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ) un A,B ⊂ F , tad

1. izpildâs sekojoðas nevienâdîbas:

a) 0 ≤ α(A,B) ≤ 4−1; b) 0 ≤ β(A,B) ≤ 1; c) 0 ≤ ρ(A,B) ≤ 1;

d) 0 ≤ φ(A,B) ≤ 1; e) 0 ≤ ψ(A,B) ≤ ∞.

2. ekvivalenti sekojoði apgalvojumi:

a) σ-algebras A,B ir neatkarîgas; b) α(A,B) = 0; c) β(A,B) = 0;

d) ρ(A,B) = 0; e) φ(A,B) = 0; f) ψ(A,B) = 0.

Pierâdîjums. Skatît [[1], 68.lpp].

Lemma 5. Ir spçkâ divi apgalvojumi

a) ∀i ∈ {1, 2, ...I} izpildâs nevienâdîba
J∑
j=1

| P (Ai ∩Bj)− P (Ai)P (Bj) |≤ 2P (Ai)φ(A,B);

b) ∀j ∈ {1, 2, ...J} izpildâs nevienâdîba
I∑
i=1

| P (Ai ∩Bj)− P (Ai)P (Bj) |≤ 2P (Bj)φ(A,B).

Pierâdîjums.

Pierâdîsim a) apgalvojumu. Pieòemsim, ka i = 1.

Ja P (A1) = 0, a) apgalvojums izpildâs, tâdçï pierâdîsim gadîjumam, ka P (A1) > 0.

Definçsim kopu S, kas sastâv no visiem j ∈ {1, 2, ..., J} tâ, P (Bj | A1) − P (Bj) ≥ 0,

kopu T , kas sastâv no visiem j ∈ {1, 2, ..., J} tâ, ka P (Bj | A1)−P (Bj) < 0, un notikumus

C = ∪j∈SBj un D = ∪j∈TBj.

Tad
J∑
j=1

| P (A1 ∩Bj)− P (A1)P (Bj) | =
J∑
j=1

| P (A1)P (Bj | A1)− P (Bj) |

= P (A1)

[∑
j∈S

[P (Bj | A1)− P (Bj)]

−
∑
j∈T

[P (Bj | A1)− P (Bj)]

]
= P (A1)[[P (C | A1)]− [P (D | A1)]

≤ P (A1)[φ(A,B) + φ(A,B)]

= 2P (A1)φ(A,B).
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a) apgalvojums ir pierâdîts gadîjumam, kad i = 1, bet tâdâ paðâ veidâ varam pierâdît

∀i. b) apgalvojumu var pierâdît lîdzîgi a) apgalvojumam (skatît [[1], 74.lpp]).

Tagad tiks pamatota augstâk minçtâ diagramma.

Apgalvojums 6. Pieòemsim, ka ir dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ) un A,B ⊂ F , tad

izpildâs sekojoðas nevienâdîbas:

1. 2α(A,B) ≤ β(A,B) ≤ φ(A,B) ≤ 1

2
ψ(A,B);

2. 4α(A,B) ≤ ρ(A,B) ≤ ψ(A,B).

Pierâdîjums. Pieòemsim, ka A un B ir divas notikumu kopas. Tâ kâ

P (A ∩B) + P (Ac ∩B) = P (B) = P (A)P (B) + P (Ac)P (B),

tad

P (Ac ∩B) + P (Ac)P (B) = − [P (A ∩B) + P (A)P (B)] . (1.1.7)

Ja P (A) > 0, tad

P (B | A)− P (B) = − [P (Bc | A)− P (Bc)] . (1.1.8)

Pierâdîsim nevienâdîbu 2α(A,B) ≤ β(A,B).

Pieòemsim, ka A ∈ A un B ∈ B. Sadalâm Ω neðíçïoðâs kopâs {A1, A2} un {B1, B2}

tâ, ka A1 = A, A2 = Ac, B1 = B, B2 = Bc, tad pçc (1.1.5) un (1.1.7) vienâdîbas

β(A,B) ≥ 1

2

2∑
i=1

2∑
j=1

| P (Ai ∩Bj)− P (Ai)P (Bj) |

=
1

2
(| P (A1 ∩B1)− P (A1)P (B1) |

+ | P (A1 ∩B2)− P (A1)P (B2) |

+ | P (A2 ∩B1)− P (A2)P (B1) |

+ | P (A2 ∩B2)− P (A2)P (B2) |)

=
1

2
(4 | P (A ∩B)− P (A)P (B) |)

= 2 | P (A ∩B)− P (A)P (B) |

= 2α(A,B).

Pierâdîsim nevienâdîbu β(A,B) ≤ φ(A,B).

Pieòemsim, ka {A1, ..., AI} un {B1, ..., BJ} veido notikumu kopu Ω tâ, ka ∀i Ai ∈ A

un ∀j Bj ∈ B.

Tâkâ 5.lemma apgalvo, ka ∀i ∈ {1, 2, ...I}
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J∑
j=1

| P (Ai ∩Bj)− P (Ai)P (Bj) |≤ 2P (Ai)φ(A,B),

tad katru pusi, summçjot pa ∀i, iegûsim, ka

I∑
i=1

J∑
j=1

| P (Ai ∩Bj)− P (Ai)P (Bj) |≤ 2φ(A,B)

un, ja iegûstâs nevienâdîbas katru pusi vçl pareizinâs ar 2−1, iegûsim, ka

β(A,B) ≤ φ(A,B).

Pierâdîsim nevienâdîbu φ(A,B) ≤ (1/2)ψ(A,B).

Ir zinâms, ka, ja P (B) ≥ 1/2, tad P (Bc) ≤ 1/2. No (1.1.8) vienâdîbas seko, ka

φ(A,B) = sup
A∈A,B∈B

| P (B | A)− P (B) |, P (A) > 0, P (B) ≤ 1/2.

Pieòemsim, ka A ∈ A, B ∈ B, P (A) > 0 un 0 < P (B) ≤ 1/2, tad

1

2
ψ(A,B) =

1

2
sup

A∈A,B∈B
| P (A ∩B)

P (A)P (B)
− 1 |≥ P (B) | P (A ∩B)

P (A)P (B)
− 1 |=

= |P (B |A)− P (B)| = φ(A,B).

Tâkâ P (B |A)− P (B) = − [P (Bc |A)− P (Bc)], tad vienâdîba

φ(A,B) ≤ (1/2)ψ(A,B)

bûs spçkâ arî gadîjumam, kad P (B) > 1/2.

Pierâdîsim nevienâdîbu 4α(A,B) ≤ ρ(A,B).

Pieòemsim, ka A ∈ A un B ∈ B.

α(A,B) = sup
A∈A,B∈B

| P (A ∩B)− P (A)P (B) |= sup
A∈A,B∈B

Cov(IA, IB) =

=
√
D(IA)

√
D(IB) sup

A∈A,B∈B
Corr(IA, IB) ≤

√
D(IA)

√
D(IB)ρ(A,B),

kur IA un IB ir indikâtorfunkcija.

Tâkâ ∀x ∈ [0, 1] (x ∈ R) x− x2 ≤ 1/4, tad

D(IA) = (P (A)(1− P (A))) ≤ 1

4
, D(IB) = (P (B)(1− P (B))) ≤ 1

4
,

tâdejâdi α(A,B) = (1/4)ρ(A,B).

Nevienâdîbas ρ(A,B) ≤ ψ(A,B) pierâdîjumu skatît [[1], 76.lpp].
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1.2. Jaukto procesu analîze un piemçri, kad gadîjuma

lielums pieòem tikai divas vçrtîbas

Ja gadîjuma lielums pieòem tikai divas vçrtîbas, tad jaukto procesu koeficientus ir

daudz vienkârðâk aprçíinât. Ðajâ nodaïâ apskatîsim, kâ no vispârçjiem atkarîbas koefi-

cientiem, kas definçti σ - algebrâm, pâriet uz samçrâ vienkârðiem matemâtiskiem mod-

eïiem un aprçíiniem.

Apgalvojums 7. Pieòemsim, ka X un Y ir gadîjuma lielumi, kur katrs pieòem tikai

divas vçrtîbas, tad

α(σ(X), σ(Y )) =
1

2
β(σ(X), σ(Y )) =| P (X = s, Y = t)− P (X = s)P (Y = t) |, (1.2.1)

kur s (vai t) ir viena no iespçjamâm vçrtîbâm, kuru pieòem gadîjuma lielums X (vai Y )

un

ρ(σ(X), σ(Y )) =| Corr(X, Y ) | . (1.2.2)

Pierâdîjums. Definçsim notikumus A0 = {X = s} un B0 = {Y = t}, tad

σ(X) = {Ω, ∅, A0, A
c
0}, σ(Y ) = {Ω, ∅, B0, B

c
0}.

Pçc vienâdîbas (1.1.7)

| P (A ∩B)− P (A)P (B) |=



| P (A0 ∩B0)− P (A0)P (B0) |,

ja A = A0 vai Ac0, B = B0 vai Bc
0;

0, ja A = Ω vai ∅;

0, ja B = Ω vai ∅.

Tâdçï

α(σ(X), σ(Y )) =| P (A0 ∩B0)− P (A0)P (B0) |.

Lîdzîgi var aprçíinât (skatît [[1], 87.lpp])

β(σ(X), σ(Y )) = 2 | P (A0 ∩B0)− P (A0)P (B0) |.

Pierâdîsim vienâdîbu (1.2.2). Pieòemsim, ka V un W ir patvaïîgi gadîjuma lielumi, kas

ir mçrojami attiecîgi ar σ-algebrâm σ(X) un σ(Y ).

Pieòemsim, ka s un s
′
ir divas iespçjamâs vçrtîbas, ko pieòem gadîjumu lielums X.

Vçrtîbas u un u
′
pieòem gadîjuma lielums V notikumam

13



A0 = {X = s} vai Ac0 = {X = s
′}.

Pieòemsim, ka q un r ir tâdi reâli skaitïi, ka lînija y = qY + r iet caur punktiem (s, u) un

(s
′
, u
′
). Tad V = qX + r.

Lîdzîgi W = cY + d, kur arî c un d ir reâli skaitïi.

Tâtad

Corr(V,W ) =


Corr(X,Y), ja qc>0;

-Corr(X,Y), ja qc<0;

0, ja qc=0.

Tâdçï Corr(V,W ) ≤| Corr(X, Y ) |. Tâkâ V un W ir patvaïîgas un σ(X) un σ(Y )

mçrojamas, tad Corr(V,W ) =| Corr(X, Y ) |= ρ(σ(X), σ(Y )).

Definîcija 5. Par gadîjuma lielumu X, Y marginâlajiem sadalîjumiem sauc gadîjuma

lielumu atseviðíu komponenðu varbûtîbu sadalîjumi.

P (X = x) =
∑
y

P (Y = y,X = x),

kur P (Y = y,X = x) ir gadîjuma lielumu X, Y kopçjais sadalîjums.

Apskatîsim daþus piemçrus, kuros parâdîts, kâ tiek aprçíinâti jaukto procesu koefi-

cienti divdimensiju gadîjuma lielumam, kas pieòem tikai divas vçrtîbas 0 un 1.

Piemçrs 1. Tika izmantota literatûra [[1], 100.lpp].

Pieòemsim, ka 0 ≤ ε ≤ 1 un X, Y ir gadîjuma lielumi ar sekojoðiem gadîjuma lielumu

X, Y kopçjiem sadalîjumiem:

P (X = Y = 0) = P (X = Y = 1) =
1 + ε

4
,

P (X = 0, Y = 1) = P (X = 1, Y = 0) =
1− ε

4
.

Iegûsim gadîjumu lielumu X un Y marginâlos sadalîjumus

P (X = 0) = P (X = 0, Y = 0) + P (X = 0, Y = 1) =
1 + ε

4
+

1− ε
4

=
1

2
.

Lîdzîgi

P (X = 1) = P (Y = 0) = P (Y = 1) =
1

2
.

Iegûsim gadîjumu lielumu X un Y varbûtîbu nosacîtos sadalîjumus
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P (X = 0 | Y = 0) =
P (X = 0, Y = 0)

P (Y = 0)
=

2(1 + ε)

4
=

1 + ε

2
.

Lîdzîgi

P (X = 1 | Y = 1) = P (Y = 0 | X = 0) = P (Y = 1 | X = 1) =
1 + ε

2
;

P (X = 1 | Y = 0) = P (Y = 0 | X = 1) = P (Y = 1 | X = 0)

= P (X = 0 | Y = 1) =
1 + ε

2
.

Tad iegûstam, ka

α(σ(X), σ(Y )) =| P (X = 0, Y = 1) − P (X = 0)P (Y = 1) |=
∣∣∣∣1− ε4

− 1

2
· 1

2

∣∣∣∣ =
ε

4
;

β(σ(X), σ(Y )) = | P (X = 0, Y = 1)− P (X = 0)P (Y = 1) |

+ | P (X = 1, Y = 0)− P (X = 1)P (Y = 0) |

+ | P (X = 0, Y = 0)− P (X = 0)P (Y = 0) |

+ | P (X = 1, Y = 1)− P (X = 1)P (Y = 1) |

= 2

∣∣∣∣1− ε2
− 1

4

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣1 + ε

2
− 1

4

∣∣∣∣ =
ε

2
;

φ(σ(X), σ(Y )) = sup
i,j
| P (Y = j|X = i)− P (Y = j) |

=| P (Y = 1|X = 1)− P (Y = j) |= 2(1 + ε)

4
− 1

2
=
ε

2
;

ψ(σ(X), σ(Y )) =

∣∣∣∣ sup
i,j

P (X = i, Y = j)

P (X = i)P (Y = j)
− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ P (X = 1, Y = 1)

P (X = 1)P (Y = 1)
− 1

∣∣∣∣ =
4(1 + ε)

4
− 1 = ε;

ρ(σ(X), σ(Y )) =| Corr(X, Y ) |= E(XY )− E(X)E(Y )√
E(X2)− (E(X))2

√
E(Y 2)− (E(Y ))2

= ε,

jo

E(XY ) =
1 + ε

4
, EX = EY = EX2 = EY 2 =

1

2
.

Varam redzçt, ka izpildâs arî 6.apgalvojums.
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Piemçrs 2. Tika izmantota literatûra [[1], 100.lpp].

Pieòemsim, ka 0 < ε ≤ 1/2 un X, Y ir gadîjuma lielumi ar sekojoðiem gadîjuma

lielumu X, Y kopçjiem sadalîjumiem:

P (X = Y = 0) = 1− ε,

P (X = 1, Y = 1) = ε.

Tad iegûstam, ka

α(σ(X), σ(Y )) =| P (X = 1, Y = 1) − P (X = 1)P (Y = 1) |=| ε − ε2 |= ε(1 − ε);

β(σ(X), σ(Y )) = 2α(σ(X), σ(Y )) = 2ε(1− ε);

φ(σ(X), σ(Y )) = sup
i,j
| P (Y = j|X = i)− P (Y = j) |

= sup
i,j

∣∣∣∣P (Y = j,X = i)

P (X = i)
− P (Y = j)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣P (Y = 1, X = 1)

P (X = 1)
− P (Y = 1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣εε − ε
∣∣∣∣ = 1− ε;

ψ(σ(X), σ(Y )) =

∣∣∣∣ sup
i,j

P (X = i, Y = j)

P (X = i)P (Y = j)
− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ P (X = 1, Y = 1)

P (X = 1)P (Y = 1)
− 1

∣∣∣∣ =
1− ε
ε

;

ρ(σ(X), σ(Y )) =| Corr(X, Y ) |= E(XY )− E(X)E(Y )√
E(X2)− (E(X))2

√
E(Y 2)− (E(Y ))2

= 1,

jo E(XY ) = EX = EY = EX2 = EY 2 = ε.

Ja ε ir mazs, tad arî α(σ(X), σ(Y )) un β(σ(X), σ(Y )) bûs mazi, bet ψ(σ(X), σ(Y ))

bûs liels.

Piemçrs 3. Tika izmantota literatûra [[1], 101.lpp].

Pieòemsim, ka 0 < ε ≤ 1/2 un X, Y ir gadîjuma lielumi ar sekojoðiem gadîjuma

lielumu X, Y kopçjiem sadalîjumiem:

P (X = Y = 0) = 1− ε, P (X = 0, Y = 1) = 0,
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P (X = 1, Y = 0) = ε− ε2 un P (X = 1, Y = 1) = ε2.

Iegûsim gadîjumu lielumu X un Y marginâlos sadalîjumus

P (X = 0) = 1− ε; P (Y = 0) = 1− ε2; P (X = 1) = ε; P (Y = 1) = ε2.

Tad iegûstam, ka

α(σ(X), σ(Y )) =| P (X = 1, Y = 1)− P (X = 1)P (Y = 1) |= ε2 − ε3;

β(σ(X), σ(Y )) = 2(ε2 − ε3);

φ(σ(X), σ(Y )) = sup
i,j
| P (Y = j|X = i)− P (Y = j) |

= sup
i,j

∣∣∣∣P (Y = j,X = i)

P (X = i)
− P (Y = j)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣P (Y = 1, X = 1)

P (X = 1)
− P (Y = 1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣εε − ε
∣∣∣∣ = ε− ε2;

ψ(σ(X), σ(Y )) =

∣∣∣∣ sup
i,j

P (X = i, Y = j)

P (X = i)P (Y = j)
− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ P (X = 1, Y = 1)

P (X = 1)P (Y = 1)
− 1

∣∣∣∣ =
1− ε
ε

;

ρ(σ(X), σ(Y )) =| Corr(X, Y ) |= E(XY )− E(X)E(Y )√
E(X2)− (E(X))2

√
E(Y 2)− (E(Y ))2

=
ε2 − ε3

√
ε− ε2

√
ε2 − ε4

,

jo E(XY ) = ε2 EX = EX2 = ε EY = EY 2 = ε2.

Ja ε ir ïoti mazs, tad α(σ(X), σ(Y )), β(σ(X), σ(Y )) un φ(σ(X), σ(Y )) arî ir mazi, bet

ψ(σ(X), σ(Y )) ir liels.
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2. Ergodiskâ teorçma un Centrâlâ

robeþteorçma

Ðajâ nodaïâ tiks apskatîta Ergodiskâ un Centrâlâ robeþteorçma stacionâriem α jauk-

tajiem procesiem. Lai attçlotu bieþi jaukto procesu gadîjumâ lietoto bloku tehniku, îsi

tiks ieskicçts pierâdîjums Centrâlajai robeþteorçmai. Dinamiskâm sistçmâm ergodiskâ

teorçma apraksta to uzvedîbu ilgâ laika periodâ. Ðî îpaðîba ir vâjâka kâ jaukto procesu

îpaðîba. Ergodisko teorçmu var uzskatît kâ Lielo skaitïu likuma vispârinâjumu.

2.1. Ergodiskâ teorçma

Lai apskatîtu Ergodisko teorçmu, sâkumâ nepiecieðams apskatît daþas definîcijas.

Pieòemsim, ka ir dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ).

Definîcija 6. T : Ω → Ω ir mçru saglabâjoða transformâcija, ja tâ ir F -mçrojama un

∀A ∈ F P (T−1A) = P (A).

No 6.definîcijas seko, ka ∀n P (T−nA) = P (A).

Definîcija 7. Kopa A ∈ F ir stacionâra saskaòâ ar T , ja T−1A = A. 0 < P (A) < 1.

Pieòemsim, ka X(ω) = (Xk(ω), k ∈ Z), X(ω) = ω, tad f(X(ω)) = f(ω). ∀j un

∀ω ∈ Ω definçsim T j(X(ω)) = (Xj−k, k ∈ Z) (j = 1, 2, ...).

Definîcija 8. Mçrojama funkcija f ir stacionâra, ja ∀ω f(Tω) = f(ω). Kopa A ir

stacionâra tad un tikai tad, ja indikâtorfunkcija IA ir stacionâra.

Definîcija 9. T ir ergodiska, ja σ-algebra F sastâv no netukðâm stacionârâm kopâm.
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Teorçma 8. [Ergodiskâ teorçma]

Pieòemsim, ka T ir mçru saglabâjoða transormâcija varbûtîbu telpâ (Ω,F , P ) un f ir

mçrojama un integrçjama, T ir ergodiska. Tad

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(T k−1ω) = Ef(ω)

ar varbûtîbu 1.

Ðî ir klasiskâ teorçma (Georga Birkhofa [1932]). Tai ir vairâkas formas, bieþi ðo teorçmu

sauc arî par "Birkhofa Ergodisko teorçmu".

Pierâdîjums. Skatît [[2], 314.lpp]

Piezîme 9. Ja f = IA, tad

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

IA(T k−1ω) = E(IA(ω))

un ergodiskâ gadîjumâ

IA(ω) = P (A).

ar varbûtîbu 1.

2.2. Centrâlâs robeþteorçmas

Definîcija 10. Procesu (Xt, t ∈ Z) sauc par stacionâru, ja procesa galîgi dimensionâlie

sadalîjumi paliek nemainîgi pie patvaïîgas laika nobîdes, t.i,

FXt1+s,...,Xtn+s(X1, ..., Xn) = FXt1 ,...,Xtn (X1, ..., Xn) ∀n, ∀s.

Pieòemsim, ka (Xt, t ∈ Z) ir α-jauktais process ar stacionâru sadalîjumu. Definçsim

Sn = X1 +X2 + ...+Xn un pieòemsim, ka eksistç γ(k) = Corr(Xt+k, Xt), kur k ∈ Z.

Teorçma 10. Pieòemsim, ka izpildâs vismaz viens no sekojoðiem apgalvojumiem

1. | EXt |σ<∞ un
∑

j≥1 α(j)1−2/σ <∞ kâdâm konstantçm σ > 2;

2. P (| Xt |< C) = 1 kâdâm kosntantçm C > 0 un
∑

j≥1 α(j) <∞,

tad ∑
j≥1

| γ(j) |<∞
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un

1

n
D(Sn)→ γ(0) + 2

∞∑
j=1

γ(j),

kad n→∞.

Pierâdîjums. Skatît [[3], 74.lpp].

Apgalvojums 11. Pieòemsim, ka (Xt, t ∈ Z) α jauktais process ar stacionâru sadalîjumu

un EXt = 0. Pieòemsim, ka α jauktais procesu koeficients ir formâ (1.1.1) un q ≥ 2.

Tad

|E(Sqn)| ≤ Cnq/2,

kur C ir konstante, ja izpildâs viens no sekojoðiem apgalvojumiem

1. E|Xt| <∞ kâdam σ > q un α(n) = O(n−
σq

2(σ−q) );

2. P (|Xt| < C1) = 1 kâdâm konstantçm C1 un α(n) = O(n−
q
2 ).

Pierâdîjums. Skatît [[3], 72.lpp].

Apgalvojums 12. Pieòemsim, ka α jauktais procesu koeficients ir formâ (1.1.1), ξ1,...,ξk

ir gadîjuma lielumi, kuri pieòem kompleksas vçrtîbas (k ≥ 2), ar σ-algebrâm F j1i1 , ...,F
jk
ik
.

Pieòemsim, ka ∀l = 1, ..., k − 1 il+1 − jl ≥ k un ∀l = 1, ..., k jl ≥ il un P (|ξl| ≤ 1) = 1.

Tad

|E(ξ1, ..., ξk)− E(ξ1)...E(ξk)| ≤ 16(k − 1)α(n)

Pierâdîjums. Skatît [[1], 32.lpp].

Nodefinçsim Lindeberga nosacîjumu. Pieòemsim, ka ir dota gadîjumu lielumu

virkne X1, X2, ..., Xn, E(Xi) = 0, σi2(Xi) ir ierobeþota,

Sn ≡ X1 +X2 + . . .+Xn

un

sn
2 ≡

n∑
i=1

σi
2.

Pieòemsim, ka

Λn(ε) ≡
n∑
k=1

∫
|Xk|≥snε

(
Xk

sn

)2

dP
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∀ε > 0, tad Lindeberga nosacîjums ir

lim
n→∞

Λn(ε) = 0

∀ε > 0.

Teorçma 13. [Lindeberga-Levi teorçma]

Pieòemsim, ka dota gadîjuma lielumu virkne X1, X2, ..., Xn, σi
2(Xi) ir ierobeþota,

E(Xi) = 0,

Sn ≡ X1 +X2 + . . .+Xn,

sn
2 ≡

n∑
i=1

σi
2,

un izpildâs Lindeberga nosacîjums ∀ε > 0, tad

Sn
sn
→ N(0, σ2),

kad n→∞.

Pierâdîjums. Skatît [[2], 359.lpp].

Tagad tiks apskatîta un pierâdîta centrâlâ robeþteorçma α jauktajiem procesiem.

Teorçma 14. Pieòemsim, ka EXt = 0 un

σ2 = γ(0) + 2
∞∑
j=1

γ(j) (σ2 ≥ 0),

tad

Sn√
n
→d N(0, σ2),

ja izpildâs vismaz viens no sekojoðajiem apgalvojumiem

1. | EXt |σ<∞ un
∑

j≥1 α(j)1−2/σ <∞ kâdâm konstantçm σ > 2;

2. P (| Xt |< C) = 1 kâdâm kosntantçm C > 0 un
∑

j≥1 α(j) <∞.

Pierâdîjums. Pierâdîsim tikai 2.apgalvojumu. 1.apgalvojuma pierâdîjumu skatît [[4],

34.lpp].

Lai izmantotu mazo un lielo bloku argumentus, sadalîsim kopu {1, ..., n} 2kn + 1

apakðkopâs ar lielo bloku argumentiem apjomâ ln un ar mazo bloku argumentiem apjomâ

sn un beidzamâ atlikusî kopa apjomâ n− kn(ln + sn), kur ln un sn ir tâdi, ka
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sn →∞,
sn
ln
→ 0,

ln
n
→ 0 un kn =

[
n

ln + sn

]
= O(sn).

Piemçram, ja ∀r > 2 mçs izvçlçsimies ln = O(n
r−1
r ) un sn = O(n

1
r ),

tad kn = O(n
1
r ) = O(sn). ∀j = 1, ..., kn definçsim

ξj =

jln+(j−1)sn∑
i=(j−1)(ln+sn)+1

Xi, ηj =

j(ln+sn)∑
i=jln+(j−1)sn

Xi un ζ =
n∑

i=kn(ln+sn)+1

Xi

ξj (j = 1, 2, ..., ln) ir lielais bloks un ηj (j = 1, 2, ..., sn) ir mazais bloks, bet ζ ir atlikuðais

lielums, kas netika iekïauts ne mazajâ ne lielajâ blokâ.

Atzîmçsim, ka α(n) = o(n−1) un ((knsn)/n)→ 0.

No 11.apgalvojuma seko, ka

1

n
E

(
kn∑
j=1

ηj

)2

→ 0.

Tâdâ veidâ

1√
n
Sn =

1√
n

(
kn∑
j=1

ξj +
kn∑
j=1

ηj + ζ

)
=

1√
n

kn∑
j=1

ξj + op(1).

No 12.apgalvojuma seko, ka∣∣∣∣E
{
exp

(
it√
n

kn∑
j=1

ξj

)}
−

kn∏
j=1

E

{
exp

(
itξj√
n

)} ∣∣∣∣ ≤ 16(kn − 1)α(sn)→ 0.

Izmantojot 10.teorçmas 2.nosacîjumu, iegûstam, ka l−1Eξ2
1 → σ2 un

1

n

kn∑
j=1

Eξ2
j =

knln
n
· 1

ln
Eξ2

1 → σ2.

No 11.apgalvojuma seko, ka

E
{
ξ2
1I
(
|ξ1| ≥ εσn

1
2

)}
≤ E {ξ4

1}P
{
|ξ1| ≥ εσn

1
2

}
≤ Cln

1

nε2σ2
Eξ2

1 = O

(
l2n
n

)
.

Varam redzçt, ka izpildâs Lindeberga nosacîjums

1

n

kn∑
j=1

E
{
ξ2
j I
(
|ξj| ≥ εσn

1
2

)}
= O

(
knl

2
n

n2

)
= O

(
ln
n

)
→ 0.

Un no 13.teorçmas seko, ka

kn∏
j=1

E

(
e
itξj√
n

)
→ e−

t2σ2

2 .
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3. Jauktie procesi - stacionâras

lineâras un nelineâras laikrindas

Praksç ir ïoti grûti pârbaudît vai dati ir jauktais process, bet ja zinâms modelis pçc

kâda tie ir modelçti, tad jaukto procesu nosacîjumus iesçjams pârbaudît. Tâdçï ðajâ

nodaïâ tiks apskatîtas stacionâras lineâras un nelineâras jaukto procesu laikrindas, kâ arî

tiks analizçti ilglaicîgâs atmiòas procesi. Pazîstamâkie jaukto procesu modeïi ir lineâri

un nelineâri ARIMA, ARCH, GARCH modeïi, Markova íçdes u.c. (skat. [5]).

3.1. Markova íçdes

Teorçtiskajâ analîzç tiks izmantota literatûra [[1], 7.nodaïa, [6] un [2], 8.nodaïa].

Definîcija 11. Virkne {Xn, n ∈ Z} veido Markova íçdi vai Markova procesu, ja

P (Xn = j | X0 = k0, X1 = k1, ..., Xn−2 = kn−2, Xn−1 = i)

= P (Xn = j | Xn−1 = i) = pnij,

kur pni,j ir pârejas varbûtîba no i un j viena soïa laikâ n-tajâ solî,
∑

i p
n
i,j = 1, i, j, kl ∈ S,

S- procesa stâvokïu kopa.

Definîcija 12. Pârejas varbûtîbu matrica P Markova íçdçm ir n × n matrica , kuras

(i, j) elements ir pij. Matricu P sauc par stohastisku matricu, kur

a) 0 ≤ pij ≤ 1, kur i = 1, 2, ...n un j = 1, 2, ..., n,

b)
n∑
j=1

pi,j = 1, kur i = 1, 2, ..., n.

Definîcija 13. Markova íçde ir nereducçjama, ja ∀i, j pni,j > 0, pretçjâ gadîjumâ Markova

íçde ir reducçjama.
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Definîcija 14. Par stâvokïa i periodu d = di sauc lielâko kopîgo dalîtâju izteiksmei

{n ≥ 0 : pni,i > 0}. Markova íçdi sauc par neperiodisku, ja ∀i di = 1.

Pieòemsim, ka Markova íçdes sâkotnçjâ varbûtîba ir πi, kas apmierina vienâdîbu∑
i∈S

πipi,j = πj, kur j ∈ S,

tad pçc indukcijas seko, ka∑
i∈S

πip
n
i,j = πj, kur j ∈ S un n = 0, 1, 2, ....

Ja πi = P (X0 = i), tad ∑
i∈S

πip
n
i,j = P (Xn = j).

Definîcija 15. Varbûtîbu vektoru π sauc par stacionâru sadalîjumu pârejas matricai P ,

ja πP = π.

Teorçma 15. Pieòemsim, ka X = {Xn, n ∈ Z} ir Markova íçde ar stacionâru sadalîju-

mu, tad ∀n ir spçkâ sekojoði apgalvojumi:

a) α(n) = α(F0
0 ,Fnn ) ; b) β(n) = β(F0

0 ,Fnn ) ; c) ρ(n) = ρ(F0
0 ,Fnn ) ;

d) φ(n) = φ(F0
0 ,Fnn ) ; e) ψ(n) = ψ(F0

0 ,Fnn ) .

Pierâdîjums. Skatît [[1], 206.lpp].

Var redzçt, ka jaukto procesu koeficienti ir atkarîgi tikai no gadîjuma lieluma sâkotnçjâ

un beidzamâ stâvokïa.

Teorçma 16. Pieòemsim, ka X = {Xn, n ∈ Z} ir Markova íçde ar stacionâru sadalîjumu

un sanumurçjamu stâvokïâ kopu S, µ ir (invariants) marginâlais sadalîjums.

Pieòemsim, ka ∀i ∈ S µi = P (X0 = i) > 0. Ja X ir nereducçjama un neperiodiska, tad

izpildâs sekojoði apgalvojumi:

1. ∀j ∈ S lim
n→∞

pnj,i = lim
n→∞

P (Xn = i | X0 = j) = µi;

2. ∀j ∈ S lim
n→∞

∑
i∈S

| P (Xn = i | X0 = j)− µi |= 0.

Pierâdîjums. Teorçmas 1.daïas pierâdîjumu skatît [[2], 125.lpp] un teorçmas 2.daïas

pierâdîjums seko no teorçmas 1.daïas.
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Teorçma 17. [Dominçjoðâ konverìence]

Pieòemsim, ka mums dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ) un gadîjumu lielumu virkne -

(Xn, n ∈ Z) (Xn ∈ F , n ∈ Z) un gadîjuma lielums Y (Y ∈ F) Ja |Xn| ≤ Y , kur gadîjuma

lielums Y ir tâds, ka ∀n EY <∞ un Xn →p X, kad n→∞, tad arî EXn → EX.

Pierâdîjums. Skatît [[2], 77.lpp]

Definîcija 16. Pieòesim, ka T ir mçru-saglabâjoða transormâcija varbûtîbu telpâ (Ω,F , P ).

Stacionâra gadîjumu lielumu virkne X = (Xn, n ∈ Z) sauc par jaukto procesu ergodiskâ

nozîmç, ja

lim
n→∞

P (X ∈ A ∩ T−nB) = P (X ∈ A)P (X ∈ B) , ∀A,B ∈ F

Teorçma 18. Pieòemsim, ka X = (Xn, n ∈ Z) ir Markova íçde ar stacionâru sadalîjumu

un sanumurçjamu stâvokïa kopu S. Tad sekojoðie apgalvojumi ir ekvivalenti:

a) X ir nereducçjama un neperiodiska;

b) X ir jauktais process ergodiskâ nozîmç;

c) α(n)→ 0 , kad n→∞;

d) β(n)→ 0 , kad n→∞.

Pierâdîjums. Pieòemsim, ka µ ir marginâlais sadalîjums. ∀i ∈ S µi > 0. Acîmredzami

ir d)⇒ c)⇒ b), tâdçï jâpierâda tikai, ka b)⇒ a) un a)⇒ d).

Pierâdîsim, ka b) ⇒ a). Pieòemsim, ka b) apgalvojums izpildâs, i, j ∈ S, tad no b)

apgalvojuma seko, ka

µiP (Xn = j | X0 = i) = P (Xn = j,X0 = i)→ µiµj > 0,

kad n→∞. Tâdejâdi

∀nP (Xn = j | X0 = i) = pni,j > 0, (3.1.1)

kas parâda, ka Markova íçde X ir nereducçjama (13.definîcija). Pierâdîsim, ka Markova

íçde X ir arî neperiodiska no pretçjâ.

Pieòemsim, ka Markova íçde X ir periodiska ar periodu d > 1. Paòemsim patvaïîgu

stâvokli i ∈ S. Stâvoklis i ir ar periodu d. Ir redzams, ka P (Xn = i | X0 = i) = 0,

kas ir pretrunîga ar (3.1.1) nevienâdîbu. Tâdçï mûsu pieòçmums, ka Markova íçde X ir

periodiska, ir aplams. Markova íçde X ir neperiodiska.
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Pierâdîsim, ka a)⇒ d). Pieòemsim, ka a) agalvojums izpildâs, tad pçc 16.teorçmas seko,

ka

∀j µj
∑
i∈S

| P (Xn = i | X0 = j)− µi |→ 0,

kad n→∞. Arî ∀j ∈ S

µj
∑
i∈S

| P (Xn = i | X0 = j)− µi |≤ µj
∑
i∈S

| P (Xn = i | X0 = j) + µi |= 2µj.

Kamçr
∑

j∈S 2µj = 2 <∞, tad pçc dominçjoðâs konverìences (17.teorçma) izriet, ka

∑
j∈S

µj
∑
i∈S

| P (Xn = i | X0 = j)− µi |→ 0, (3.1.2)

kad n→∞. Izmantojot vienâdîbu (1.1.5) un 15.teorçmas b) apgalvojumu, iegûstam, ka

β(n) = β(σ(X0), σ(Xn))

=
1

2

∑
j∈S

∑
i∈S

| P (X0 = j,Xn = i)− P (X0 = j)P (X0 = i) |

=
1

2

∑
j∈S

∑
i∈S

| P (X0 = j,Xn = i)− µjµi |

=
1

2

∑
j∈S

µj
∑
i∈S

| P (Xn = i | X0 = j)− µi | .

Tad no (3.1.2) vienâdîbas izriet, ka β(n) → 0, kad n → ∞, kas pçc 4.definîcijas 2.ap-

galvojuma nozîmç, ka process X ir β jauktais process.

Teorçma 19. Pieòemsim, ka X = {Xn, n ∈ Z} ir Markova íçde ar stacionâru sadalîjumu

un bezgalîgu stâvokïa kopu S. Tad sekojoðie apgalvojumi ir ekvivalenti:

a) X ir nereducçjama un neperiodiska;

b) X ir jauktais process ergodiskâ nozîmç;

c) α(n)→ 0 , kad n→∞;

d) ψ → 0 , kad n→∞

Pierâdîjums. Skatît lieratûru [[1], 220.lpp].

No 18. un 19.teorçmas izriet, ka jebkura nereducçjama, neperiodiska Markova íçde ar

sanumurçjamu vai bezgalîgu stâvokïa kopu ir α jauktais process.

Apskatîsim vienu piemçru, kur parâdîts, kâ aprçíina jaukto procesu koeficientus Marko-

va íçdçm.
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Piemçrs 4. Tika izmantota literatûra [[7], 176.lpp un [1], 215.lpp].

Pieòemsim, ka 0 ≤ ε ≤ 1 un X = (Xn, n ∈ Z) ir Markova íçde ar stacionâru sadalîju-

mu, ar stâvokïa kopu S = {0, 1}, ar marginalajiem sadalîjumiem

P (X0 = 0) = P (X0 = 1) =
1

2

un viena soïa pârejas varbûtîbu matricu

P =

 (1/2)(1 + ε) (1/2)(1− ε)

(1/2)(1− ε) (1/2)(1 + ε)

.

∀n > 0 n-soïu pârejas varbûtîbu matrica

P n =

 (1/2)(1 + εn) (1/2)(1− εn)

(1/2)(1− εn) (1/2)(1 + εn)

.

Aprçíinâsim kopçjos varbûtîbu sadalîjumus

P (X0 = 0, X1 = 0) = P (X0 = 1, X1 = 1)

= P (X1 = 1 | X0 = 1)P (X0 = 1) =
1 + εn

2
· 1

2
=

1 + εn

4
;

P (X0 = 0, X1 = 1) = P (X0 = 1, X1 = 0) =
1 + εn

4
.

Tad iegûstam, ka

α(n) = α(F0
0 ,Fnn ) = |P (X0 = 0, X1 = 1)− P (X0)P (X1 = 1)|

=

∣∣∣∣1− εn4
− 1

2
· 1

2

∣∣∣∣ =
εn

4
;

β(n) = β(F0
0 ,Fnn ) =| P (X0 = 0, X1 = 1)− P (X0 = 0)P (X1 = 1) |

+ | P (X0 = 1, X1 = 0)− P (X0 = 1)P (X1 = 0) |

+ | P (X0 = 0, X1 = 0)− P (X0 = 0)P (X1 = 0) |

+ | P (X0 = 1, X1 = 1)− P (X0 = 1)P (X1 = 1) |

= 2

∣∣∣∣1− εn2
− 1

4

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣1 + εn

2
− 1

4

∣∣∣∣ =
εn

2
;

φ(n) = φ(F0
0 ,Fnn ) = sup

i,j
| P (X1 = j|X0 = i)− P (X1 = j) |

=| P (X1 = 1|X0 = 1)− P (X1 = j) |= 2(1 + εn)

4
− 1

2
=
εn

2
;
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ψ(n) = ψ(F0
0 ,Fnn ) =

∣∣∣∣ sup
i,j

P (X0 = i,X1 = j)

P (X0 = i)P (X1 = j)
− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ P (X0 = 1, X1 = 1)

P (X0 = 1)P (X1 = 1)
− 1

∣∣∣∣ =
4(1 + εn)

4
− 1 = εn;

ρ(n) = ρ(F0
0 ,Fnn ) =| Corr(X0, X1) |

=
E(X0X1)− E(X0)E(X1)√

E(X2
0 )− (E(X0))2

√
E(X2

0 )− (E(X1))2
= εn,

jo

E(X0X1) =
1 + εn

4
, EX0 = EX1 = EX2

0 = EX2
1 =

1

2
.

Ja n→ 0, tad α(n)→ 0, β(n)→ 0, φ(n)→ 0, ρ(n)→ 0 un ψ(n)→ 0. Markova íçde

X ir jauktais process.

3.2. ARMA modeïi

Definîcija 17. Laikrinda (Xt, t ∈ Z) ir modelçta pçc ARMA(p,q) (autoregresîvâ vidçji

slîdoðâ) modeïa, ja tâ ir stacionâra un

Xt = b1Xt−1 + ...+ bpXt−p + εt + a1εt−1 + ...+ aqεt−q

ar bp 6= 0, aq 6= 0 un σ2
ε > 0, kur {εt, t ∈ Z} neatkarîgi vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi.

Definîcija 18. Ja q = 0, tad modeli sauc par AR(p) (autoregresîvo) modeli un

Xt = b1Xt−1 + ...+ bpXt−p + εt, (3.2.1)

No vienâdîbas formâ (3.2.1) var redzçt, ka (Xt, t ∈ Z) ir korelçts un Xt (t ∈ Z) ir

atkarîgs no visâm iepriekðçjâm vçrtîbâm.

Definîcija 19. Ja p = 0, tad modeli sauc par MA(q) (vidçji slîdoðo) modeli un

Xt = εt + a1εt−1 + ...+ aqεt−q,

Korelâcija starp Xt un Xt−h pastâv, tâ var bût atkarîga no εt−h (t, h ∈ Z). Xt un

Xt−h nav korelçti gadîjumâ, kad h > q (t, h ∈ Z). q nosaka atkarîbu no pagâtnes, bet εt

(t ∈ Z) atjauno informâciju, ko satur σ-algebra σ(εt−1, εt−2, ..., εt−q).

ARMA(p,q) procesus pielieto finansanðu matemâtikâ, íîmijâ, meterioloìijâ.
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Dati, kas modelçti pçc ARMA(p,q) modeïa, var bût

• akciju cenas birþâ;

• valûtas apmaiòas kursi;

• ikgadçjie nokriðòu daudzumi;

• vidçjâ mçneða temperatûra, kas fiksçta daþâdâs vietâs;

• kâdas konkrçtas izejvielas stundas koncentrâcijas;

• bezdarbnieku skaits daþâdos mçneðos u.c.

Apgalvojums 20. ARMA process ir jauktais process ar eksponenciâli dilstoðu jaukto

procesu koeficientu, ja bi < 1 (i = 1, 2, ..., p).

Pierâdîjums. Skat. [8]

Apskatîsim piemçru, kurâ parâdîts, ka AR(1) process (Xt, t ∈ Z) nav jauktais process.

Piemçrs 5. Tika izmantota literatûra [[7], 180.lpp un [9], 8.lpp].

Pieòemsim, ka ir dots neatkarîgs vienâdi sadalîts process (Zt, t ∈ Z) ar

P (Zt = 0) = P (Zt = 1) =
1

2
.

Definçsim virkni (Xt, t ∈ Z) kâ

Xt =
1

2
Zt +

1

4
Zt−1 +

1

8
Zt−2 +

1

16
Zt−3 + ... (3.2.2)

Tad (Xt, t ∈ Z) ir stacionârs AR(1) process, jo

Xt =
1

2
Xt−1 +

1

2
Zt.

No (3.2.2) vienâdîbas viegli var redzçt, ka

Xt = 2Xt+1 − Zt+1,

kas nozîmç, ka σ(Xt) ⊂ σ(Xt+1).

Pçc indukcijas iegûstam, ka σ(Xt) ⊂ σ(Xs, s ≥ t+ k).

α(t) ≥ α(σ(X0), σ(Xt)) ≥ α(σ(X0), σ(X0))

≥ (P (X0 < 1/2, X0 < 1/2)− P (X0 < 1/2)P (X0 < 1/2))

= (1/2)− (1/2)(1/2) = 1/4

Tâkâ 4.teorçmas a) agalvojums apgalvo, ka 0 ≤ α(σ(X0), σ(Xt)) ≤ (1/4), tad procesam

Xt α(σ(X0), σ(Xt)) = 1/4, tâdeï process Xt nav α jauktais process.

29



Lai process bûtu jauktais process, procesam ir jâbût nepârtrauktam.

3.3. ARCH un GARCH procesi

Definîcija 20. Stacionâru laikrindu (Xt, t ∈ Z) sauc par ARCH(q) (autoregresîvo nosacî-

to heteroskedastisko) procesu, ja

Xt = σtεt, (3.3.1)

kur σ2
t = a0 + b1X

2
t−1 + ... + bqX

2
t−q, a0 ≥ 0, bj ≥ 0 (j = 1, ..., q), εt neatkarîgi vienâdi

sadalîti gadîjuma lielumi.

ARCH procesus definçja Engels 1982.gadâ. Tie bieþi tiek izmantoti finanðu matemâtikâ,

kad laikrinda ir ar lielâm vçrtîbâm un dispersiju, kas ir heteroskedastiska (mainîga).

ARCH procesa (Xt, t ∈ Z) sadalîjums ir atkarîgs no εt (t ∈ Z) sadalîjuma. Piemçram, ja

εt ∼ N(0, 1), tad procesa (Xt, t ∈ Z) sadalîjums ir N(0, σ2
t ). Ja

∑p
j=1 bj < 1, tad

Xt ∼ N

(
0,

a0

1−
∑q

j=1 bj

)
Definîcija 21. Procesu sauc par GARCH (ìenerçto autoregresîvo nosacîto heteroskedas-

tisko) procesu, ja tas ir formâ (3.3.1), kur

σ2
t = a0 + a1σ

2
t−1 + ...+ apσ

2
t−p + b1X

2
t−1 + ...+ bqX

2
t−q

un aj ≥ 0 un bj ≥ 0. Dispersija ir

a0

1−
∑p

i=1 ai −
∑q

j=1 bj

GARCH proecsus Bolerelevs definçja 1986.gadâ.

Apgalvojums 21. GARCH ir α jauktie procesi ar eksponenciâli dilstoðu jaukto procesu

koeficientu, ja

a)
∑

1≤i≤p ai +
∑

1≤j≤q bj < 1;

b) εt (t ∈ Z) blîvuma funkcija ir pozitîva un nepârtraukta.

Pierâdîjums. Skatît [10].
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3.4. Ilglaicîgâs atmiòas procesi

Procesa autokorelâcijas ∀h apzîmçsim ar ρ(h). Ja vâjâs atkarîbas procesiem ρ(h) dilst

eksponenciâli âtri, kad h→∞, tad ilglaicîgâs atmiòas procesiem ρ(h) dilst ïoti lçni, kad

h→∞ (skat. [5],[11] un [12]).

Definîcija 22. (Xt, t ∈ Z) ir ilglaicîgâs atmiòas process, ja

ρ(h) ∼ Ch2d−1,

kad h→∞, kur C 6= 0 un d < 0.5

Ilglaicîgâs atmiòas procesiem autokovariâcijas tiecas uz nulli lçnâk, nekâ h2d−1 un

∞∑
h=0

|ρ(h)| =∞,

kad d ∈ (0, 0.5).

Ilglaicîgâs atmiòas procesi ir sastopami hidroloìijâ, finanðu matemâtikâ un citur. Ap-

skatâm vienu piemçru, kur salîdzinâta vâjâs atkarîbas procesa autokorelâcijas funkcija ar

ilglaicîgâs atmiòas procesa autokorelâcijas funkciju.

Piemçrs 6. Apskatâm datus (Yt, t ∈ Z) (literatûras avots [13]), kas balstâs uz 500 lielâko

Amerikas uzòçmumu akciju svçrtajâm vidçjâm cenâm (aptuveni 70% no Amerikas tirgus),

laika posmâ no 1972.gada 3.janvâra lîdz 2000.gada 19.janvârim (katras dienas slçgðanas

vçrtîbas). 3.1.attçlâ attçlotas autokorelâcijas funkcijas Zt = Yt − Yt−1, kas ir vâjâs

atkarîbas process, un Rt = |Yt − Yt−1|, kas ir ilglaicîgâs atmiòas process. Var redzçt, ka

ilglaicîgâs atmiòas procesa autokorelâcijas funkcija dilst daudz lçnâk, nekâ vâjâs atkarîbas

procesam.
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3.1. att. Aukorelâcijas funkcija a) procesam {Zt, t ∈ Z} un b)procesam {Rt, t ∈ Z}

Ilglaicîgâs atmiòas process ir arî Frakcionâlais integrçtais (fractionally integrated) -

ARMA process (FARIMA(p,d,q) process).

Pieòemsim, ka ir dots process (Xt, t ∈ Z), tad definçsim pârbîdes operatoru, kam

izpildâs

BXt = Xt−1

un B2Xt = B(BXt) = BXt−1 = Xt−2,...,BkXt = Xt−k. Acîmredzams, ka

5Xt = (1−B)Xt

∀d > −1 definçsim diferences operâtoru

5d ≡ (1−B)d =
∞∑
j=0

ϕjB
j,

kur ϕ0 = 1 un j ≥ 1

ϕj =
Γ(j − d)

Γ(j + 1)Γ(−d)
=
∏

0≤h≤j

h− 1− d
h

,

kur

Γ(x) =


∫∞

0
tx−1e−tdt, ja x > 0;

∞, ja x = 0;

x−1Γ(1 + x), ja −1 < x < 0.
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Definîcija 23. Stacionâru procesu (Xt, t ∈ Z) sauc par ARIMA(p,d,q) procesu ar d ∈

(−0.5, 0.5) un d 6= 0, ja

5dXt = εt,

kur ε neatkarîgs vienâdi sadalîts gadîjuma lielums.

Definîcija 24. Stacionâru procesu (Xt, t ∈ Z) sauc par FARIMA(p,d,q) procesu ar d ∈

(−0.5, 0.5) un d 6= 0, ja

5dXt ∼ ARMA(p, q),

kas nozîmç, ka

b(B)5d Xt = a(B)εt,

kur εt neatkarîgs vienâdi sadalîts gadîjuma lielums,

b(z) = 1− b1z − ...− bpzp un a(z) = 1− a1z − ...− aqzq.
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4. Jaukto procesu pielietojumi

statistikâ

Ðajâ nodaïâ tiks apskatîts procesa blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçðana ar

kodolu gludinâðanas metodi (skat. [3],[14] un [4]), kâ arî tiks apskatîti Rozenblata - Bikela

un Neimaòa testi, kas tiek izmantots hipotçþu par jaukto procesu sadalîjumu pârbaudei.

Apskatot simulçto jaudu, Neimaòa tests tiks salîdzinâts ar Kolmogorova - Smirnova testu.

4.1. Procesa blîvuma funkcijas novçrtçðana ar kodolu

gludinâðanu

Pieòemsim, ka dati X1,...,Xn ir gadîjumu lielumu virkne ar blîvuma funkciju f .

Visvienkârðâkais blîvuma funcijas novçrtçjums ir histogramma. Pieòemsim, ka funkci-

ja f definçta intervâlâ [0, 1]. Sadalot intervâlu [0, 1] m vienâdâs daïâs, definçsim

1. sadalîjuma intervâlus - Binus

B1 =
[
0, 1

m

)
, B2 =

[
1
m
, 2
m

)
, ..., Bm =

[
m−1
m
, 1
]

p̂j =
Yj
n
, kur Yj ir novçrtojumu skaits intervâlâ (binâ) Bj, un pj =

∫
Bj
f(u)du;

2. soli h - joslas platumu

h =
1

m
.

Tad histogrammas novçrtçjums tiks definçts ar funkciju

f̂n(x) =
n∑
i=1

p̂j
h
I{x∈Bj},

kur I{x∈Bj} ir indikâtorfunkcija.
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Definîcija 25. Par kodolu sauc jebkuru gludu funkciju K, tâdu, ka

1. K(x) ≥ 0 ∀x ∈ R;

2.
∫
K(x)dx = 1 un K - blîvuma funkcija;

3.
∫
xK(x)dx = 0 un K ir simetriska funkcija;

4. σ2
k =

∫
x2K(x)dx > 0.

Definîcija 26. Ja dots kodols K un pozitîvs skaitlis h, ko sauc par joslas platumu, tad

procesa (Xt, t ∈ Z) blîvuma novçrtçjums ar kodolu gludinâðanas metodi ir

f̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)
. (4.1.1)

Bieþâk izmantotie kodoli:

1. Boxcar kodols

K(x) =
1

2
I{|x|≤1},

kur I{|x|≤1} ir indikâtorfunkcija;

2. Gausa kodols

K(x) =
1√
2π

exp−
x2

2 ;

3. Jepaòicòekova kodols

K(x) =
3

4
(1− x)2 I{|x|≤1}.

Skaidrs, ka soïa h izvçle ir ïoti nozîmîga, lai novçrtçtu blîvuma funkciju f ar kodolu

gludinâðanas metodi. Tipiski nosacîjumi neparametriskâm metodçm ir h → +0 un

nh → +∞, kad n → +∞. Visbieþâk izmantotâ metode, lai noteiktu joslas platumu

h, ir krosvalidâcijas metode.

Definîcija 27. Krosvalidâcijas metode ir tâda, ka nepiecieðams minimizçt krosvalidâcijas

funkciju

J(h) =

∫ (
f̂n(x)

)2

dx− 2

n

n∑
i=1

f̂−i(Xi),

kur f̂−i(Xi) ir blîvuma funkcijas novçrtçjums, izlaiþot Xi novçrojumu.

Specifiskâ gadîjumâ krosvalidâcijas funkcija ∀h > 0 tiek definçta formâ
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J(h) =
1

hn2

∑
i

∑
j

K∗
(
Xi −Xj

h

)
+

2

nh
K(0) +O

(
1

n2

)
,

kur

K∗(x) = K(2)(x)− 2K(x)

un

K(2)(z) =

∫
K(z − y)K(y)dy

Par optimâlo h tiek uzskatîts h∗, kas ir ðîs minimizçjoðâs krosvalidâcijas funkcijas atris-

inâjums.

Apskatîsimies pie kâdiem nosacîjumiem jauktajiem procesiem var novçrtçt blîvuma

funkciju ar kodolu gludinâðanas metodi.

Teorçma 22. Pieòemsim, ka (Xt, t ∈ Z) ir stacionârs jauktais process ar α(k) ≤ c0ρ
k,

kur c0 > 0, k ≥ 1 un ρ ∈ [0, 1], f ir procesa (Xt, t ∈ Z) blîvuma funkcija. Ja f ir

nepârtraukts punktâ x un

1. ja

nh

(ln2n)
→ +∞,

tad

fn(x)→g.d f(x),

2. ja f ∈ C2,d(b) kâdam b un ja

h = cn

(
ln(n)

n

) 1
d+4

,

kur cn → c (c > 0), tad ∀x ∈ Rd un ∀k, kur k ∈ Z

1

logkn

(
n

ln(n)

) 2
d+4

(fn(x)− f(x))→g.d 0,

Pierâdîjums. Skatît [[4], 45.lpp]. Teorçma parâda, ka novçrtçtâ blîvuma funkcija tiecas

uz îsto blîvuma funkciju pie lieliem izlaðu apjomiem.

36



4.2. Regresijas novçrtçðana ar kodolu gludinâðanu

Pieòemsim, ka ir dots stacionârs process Zt = (Xt, Yt), t ∈ Z. Apskatîsim regresijas

vienâdojumu

Yt = r(Xt) + εt

ar E(εt) = 0, kur r - regresijas funkcija, Y - rezultçjoðais jeb atbildes mainîgais, X -

skaidrojoðais mainîgais, prediktors un εt neatkarîgs vienâdi sadalîts gadîjuma lielums.

Neparametriskajâ regresijâ, kodoli tiek lietoti, lai noteiktu lokâlo vidçjo vçrtîbu.

Definîcija 28. Pieòemsim, ka h > 0 ir pozitîvs skaitlis, kuru sauc par soli.

Regresijas novçrtçjums ar kodolu gludinâðanu ir formâ:

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi,

kur K ir kodols un svari

li(x) =



K

(
x−Xi

h

)
n∑
j=1

K

(
x−Xj

h

) ja
n∑
j=1

K

(
x−Xj

h

)
6= 0

1

n
ja

n∑
j=1

K

(
x−Xj

h

)
= 0

. (4.2.1)

Bieþi h izvçlei izmanto krosvalidâcijas metodi.

Definîcija 29. Krosvalidâcijas metode ir tâda, ka nepiecieðams minimizçt novçrtçto risku

R̂(h) =
n∑
i=1

(Yi − r̂−i(Xi))
2,

kur r̂−i(x) ir novçrtçjums, kas iegûstams izlaiþot pâri (Xi, Yi)

r̂−i(x) =
n∑
i=1

Yllj,(−i)(x), kur lj,(−i)(x) =


0, ja j = 1

lj(x)∑
k 6=i

lk(x)
, ja j 6= i

Piezîme 23. E (Yi − r̂−i (Xi))
2 ≈ σ2 + E (r (Xi)− r̂−i (Xi))︸ ︷︷ ︸

≈R

un E (Yi − r̂−i (Xi)) = 0

Tâdejâdi E
(
R̂
)
≈ R+ σ2, lîdz ar to iegûstam, ka krosvalidâcijas metode dod gandrîz

nenovirzîtu novçrtçjumu.

Definîcija 30. R̂ ir nenovirzîts R novçrtçjums, ja E
(
R̂
)

= R.
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Apskatîsim pie kâdiem nosacîjumiem jauktajiem procesiem var novçrtçt regresijas

funkciju ar kodolu gludinâðanas metodi.

Teorçma 24. Pieòemsim, ka Zt = (Xt, Yt), t ∈ Z ir stacionârs jauktais process ar α(k) ≤

c0ρ
k, kur c0 > 0, k ≥ 1 un ρ ∈ [0, 1], f ir procesa Zt blîvuma funkcija, f ∈ C2,d(b) kâdam

b un E(exp(a|Y0|τ )) <∞ kâdam a > 0 un kâdam τ > 0.

Ja

nh

(ln(n))2+1/τ
→∞

un S ir kompakta kopa, tâda, ka infx∈S f(x) > 0, tad

sup
x∈S
|r̂n(x)− r(x)| → 0

Turklât, ja

h '

(
(ln(n))2−1/τ

n

)1/(d/4)

,

tad

n2/(d+4)

logkn(ln(n))1/τ+(1−1/τ)(2/(d+4))
sup
x∈S
|r̂n(x)− r(x)| → 0.

Pierâdîjums. Skatît [[4], 71.lpp]. Teorçma parâda, ka novçrtçtâ regresijas funkcija tiecas

uz îsto regresijas funkciju katrâ datu punktâ.

4.3. Piemçri par jaukto procesu blîvuma un regresi-

jas funkcijas novçrtçðanu ar kodolu gludinâðanu

Piemçrs 7. Tika ìenerçta izlase apjomâ n = 50, 100 un 500 novçrojumiem pçc AR-

MA(1,1) modeïa

Xt = aXt−1 + εt + bεt−1,

kur εt ∼ N(0, 1). Konstruçsim kodola blîvuma funkcijas novçrtçjumu formâ (4.1.1) un

salîdzinâsim ar gadîjumu, kad ìenerçtâ izlase ir ar vienâdi sadalîtiem neatkarîgiem novçro-

jumiem un ar normâlo sadalîjuma funkciju.
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4.1. att.: Konstruçtais kodola funkcijas novçrtçjums (1) - izlase ar atkarîgiem novçroju-

miem, ja a = 0.5 un b = 0.1; (2) - izlase ar vienâdi sadalîtiem neatkarîgiem novçrojumiem;

(a) - n = 50; (b) - n = 100; (c) - n = 500.
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Apskatot 4.1.attçlu var redzçt, ka izlases blîvuma funkcijas novçrtçjums ar kodolu

gludinâðanas metodi darbojas lîdzîgi gan izlasei ar atkarîgiem novçrojumiem gan izlasçm

ar vienâdi sadalîtiem novçrojumiem.

Tâkâ koeficienti a, b ir mazâki par viens un autokorelâcijas funkcija strauji dilst (skat.

4.2.attçlu), process ir jauktais process, kuram var novçrtçt blîvuma funkciju.

4.2. att. Autokorelâcijas funkcija procesam (Xt, t ∈ Z), ja a = 0.5 un b = 0.1.

Piemçrs 8. Apskatîsim piemçru ar nelineâru laikrindu formâ

Xt =
aXt−1

1 + bX2
t−1

+ εt,

Autokorelâcijas funkcija strauji dilst (skat. 4.3.attçlu), varçtu secinât, ka ðis process

ir jauktais process. Apskatîsimies, kâ darbojas procesa blîvuma funkcijas novçrtçjums ar

kodolu gludinaðanas metodi.

25teorçmas nosacîjumus pârbaudît ir ïoti grûti, tâdçï nevar îsti pateikt, vai ðajâ

gadîjumâ var novçrtçt blîvuma funkciju ar kodolu gludinâðanas metodi. Apskatot 4.4.at-

tçlu, var redzçt, ka blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçjums ar kodolu gludinâðanas

metodi darbojas labi.

40



4.3. att. Autokorelâcijas funkcija procesam (Xt, t ∈ Z), kad a = 5 un b = 0.9.

4.4. att.: (a) Nelineâra laikrinda (Xt,∈ Z) ar konstruçtu regresijas funkcijas novçrtçjumu

ar kodolu gludinâðanu (a = 5,b = 0.9 un εt ∼ N(0, 1)); (b) Nelineâra laikrinda (Xt, t ∈

Z) histogramma ar konstruçtu blîvuma funkcijas novçrtçjumu ar kodolu gludinâðanas

metodi(a = 5, b = 0.9 un εt ∼ N(0, 1)); (1)n = 50; (2)n = 200.
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Piemçrs 9 (Praktisks piemçrs). 6.piemçrâ apskatîtajam ilglaicîgâs atmiòas procesam

kostruçsim procesa Zt = Yt − Yt−1, kas ir vâjâs atkarîbas process, un Rt = |Yt − Yt−1|,

kas ilglaicîgâs atmiòas process, blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçjumu ar kodolu

gludinâðanu.

4.5. att.: (1) Procesa (Rt, t ∈ Z) (2) Procesa (Zt, t ∈ Z) a) regresijas funkcijas novçrtçjums

ar kodolu gludinâðanu (h = 7), b) blîvuma funkcijas novçrtçjums ar kodolu gludinâðanu

(h = 1.5).

Konstruçjot procesa (Rt, t ∈ Z) blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçjumu ar kodolu

gludinâðanu, nedarbojâs krosvalidâcijas metode soïa h izvçlei, tâdçï h tika izvçlçts tâds,

lai blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçjums ar kodolu gludinâðanu bûtu pçc iespçjas

labâks (skat. 4.5.attçlu). Procesam (Zt, t ∈ Z) novçrtçjot blîvuma un regresijas funkcijas

novçrtçjumu ar kodolu gludinâðanu h tika izvçlçts pçc krosvalidâcijas metodes. Autoko-

relâcijas funkcija procesam (Zt, t ∈ Z) dilsts straujâk nekâ procesam (Rt, t ∈ Z) (skat.
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3.1.attçlu).

Piemçrs 10. Ìenerçsim FARIMA(1,0.4,1) procesu apjomâ 1500. Tâkâ autokorelâcijas

funkcija dilst lçni, tad tas ir ilglaicîgâs atmiòas process (skat. 4.6.attçlu).

4.6. att. FARIMA(1,0.4,1) procesa autokorelâcijas funkcija

Arî ðeit konstruçjot procesa blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçjumu nedarbojâs

krosvalidâcijas metode, tâdçï arî ðeit h tika brîvi izvçlçts (skat. 4.7.attçlu).

4.7. att.: FARIMA(1,0.4,1) procesa konstruçtais a) regresijas funkcijas novçrtçums ar

kodolu gludinâðanu (h = 7), b) blîvuma funkcijas novçrtçjums ar kodolu gludinâðanu

(h = 0.3).
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4.4. Sadalîjuma noteikðanas testi atkarîgiem datiem

Ðajâ nodaïâ teorçtiski tiks apskatîti Bikela Rozenblata un Neimaòa testi, ar kuru

var pârbaudît hipotçzes par jaukto procesu sadalîjumu. Sâkotnçji ðos testus izmantoja,

lai pârbaudîtu hipotçzes par neatkarîgu vienâdi sadalîtu gadîjuma lielumu sadalîjumu.

Neimaòa tests tiks salîdzinâts ar Kolmogorova - Smirnova testu, apskatot empîrisko jaudu.

4.4.1. Bikela Rozenblata tests

Pieòemsim, ka ir dots stacionârs process (Xt, t ∈ Z). Pârbaudîsim vienkârðo hipotçzi

H0 : f = f0,

H1 : f 6= f0,

kur f ir procesa (Xt, t ∈ Z) blîvuma funkcija.

Pieòemsim, ka

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
,

kur f̂n(x) ir blîvuma funkcijas f kodolu novçrtçjums, h = h(n), h → 0, kad n → ∞.

Salîdzinâsim f̂n ar nogludnâto f0 ar statistiku

Tn = nhd/2
∫ (

f̂n(x)− (Kh ∗ f0) (x)
)2

dx,

kur

(Kh ∗ f0) (x) =
1

h

∫
K

(
x− z
h

)
f0(z)dz (4.4.1)

un d ir procesa (Xt, t ∈ Z) dimensija.

Pirms definçsim teorçmu par statistikas Tn robeþsadalîjumu, kuru 2000.gadâ savâ dar-

bâ parâdîja Neimanis un Paparoditis, definçsim pieòçmumus.

Pieòçmums 1. Absolûti regulârais β(n) jaukto procesu koeficients ir definçts formâ

(1.1.6) un tas dilst eksponenciâli âtri, t.i.,

β(n) ≤ Ce−Ck,

kur C ir konstante.

Pieòemsim, ka f ir stacionâra procesa (Xt, t ∈ Z) blîvuma funkcija un fXi1 ,...,Xim

kopçjâ blîvuma funkcija.
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Pieòçmums 2. Blîvuma funkcija f ir nepârtraukta un

sup
x1,...,xm

{fXi1 ,...,Xim (x1, ..., xm)} <∞

∀m, kur i1 < i2 < ... < im

Pieòçmums 3. h = o
(
[ln(n)]−3) un h−d = o(n), kur d ir procesa (Xt, t ∈ Z) dimensija.

Teorçma 25. Pieòemsim, ka (1)-(3) pieòçmumi izpildâs, tad, ja hipotçze H0 ir spçkâ,

Tn − h
d
2

∫
K2(u)du→d N(0, σ2),

kur

σ2 = 2

∫
f 2(x)dx ·

∫ (∫
K(u)K(u+ v)du

)2

dv

Pierâdîjums. Skatît [[15], 144.lpp]. Lîdzîgus rezultâtus 1987.gadâ parâdîja arî Takahata

un Joshihara.

Apskatîsim salikto hipotçzi, tad

H0 : f ∈ F ,

H1 : f nepieder F ,

kur F ir blîvuma funkciju klase. Ðo gadîjumu ir iespçjams reducçt uz vienkârðâs hipotçzes

gadîjumu. Praksç tiek pârbaudîtas parametriskas hipotçzes, tad F = F θ = {fθ, θ ∈ Θ},

kur Θ ⊆ Rp. Iepriekð, kad apskatîjâm vienkârðo hipotçzi, tad f̂n salîdzinâjâm ar f0, tad

tagad f̂n salîdzina ar fθ̂, kur fθ̂ ir blîvuma funkcijas f parametriski novçrtçtâ funkcija ar

statistiku

Tn,θ̂ = nh
d
2

∫ (
f̂n(x)− (Kh ∗ fθ̂)(x)

)
,

kur (Kh ∗ fθ̂)(x) ir formâ (4.4.1).

Pieòçmums 4. 1.
∫

((Kh ∗ fθ̂)(x)− (Kh ∗ fθ0)(x))2 dx = op(n
−1h−

d
2 );

2. θ̂ − θ0 = op(n
− 1

2h−
d
2 );

3. sup
x
{|f ′θ0|} <∞.

Teorçma 26. Pieòemsim, ka izpildâs (1)-(4) pieòçmumi un hipotçze H0 ir spçkâ, tad

Tn,θ̂ − h−
d
2

∫
K2(u)du→d N(0, σ2).

Pierâdîjums ir lîdzîgs 25.teorçmas pierâdîjumam.
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4.4.2. Neimaòa tests

Pieòemsim, ka ir dots stacionârs α jauktais process (Xt, t ∈ Z). Pârbaudîsim vienkârðo

hipotçzi

H0 : F = F0,

H1 : F 6= F0,

kur F ir procesa (Xt, t ∈ Z) sadalîjuma funkcija.

Hipotçzes pârbaudei Valeinis piedâvâja izmantot sekojoðu statistiku

Tk =
1

12σ2

k∑
j=1

(
n1/2

n∑
i=1

φj(Xi)

)2

,

kur k = 1, 2, ..., d(n), σ2 =
∑∞

t=−∞Cov(X0, Xt), φj, ir ortonormâli Laþandra polinomi.

Pirmie Laþandra polinomi ir sekojoði:

φ0(x) = 1; φ1(x) =
√

3(2x− 1);

φ2(x) =
√

5 (6x2 − 6x+ 1);

φ3(x) =
√

7 (20x3 − 30x2 + 12x− 1);

φ4(x) = 3 (70x4 − 140x3 + 90x2 − 20x+ 1).

Piezîme 27. Ja 1/(12σ2) = 1, tad iegûstam statistiku, ko izmanto hipotçzes par neatkarîgu

vienâdi sadalîtu procesu sadalîjumu pârbaudei, ko ieviesa 1937.gadâ Neimanis (skat. [16]).

Hipotçze H0 par noteiktu sadalîjuma likumu tiek noraidîta izvçlçtajâ nozîmîbas lîmenî

α0 ja testa statistika, Tk, ir lielâka par tabulçto kritisko vçrtîbu.

Nozîmîga ir komponenðu skaita k izvçle. Sâkotnçji, pirms Ledvina ieviesa 1994.gadâ

ieviesa ðvarca izvçles likumu (skat. [17]), literatûrâ rekomendçja izvçlçties k = 2, 3. Kom-

ponenðu skaita k izvçle ietekmç jaudu. Tâdçï apskatîsim Ledvina Ðvarca izvçles likumu.

Pieòemsim, ka

Yn = (φ̄1, ..., φ̄n),

kur

φ̄j = n−1
∑n

i=1 φj(Xi), (j = 1, 2, ..., k),

tad Ðvarca izvçles likums ir

S = min
{
k : 1 ≤ k ≤ d(n), n|Yn|2k − kln(n) ≥ n|Yn|2j − jln(n), j = 1, 2, ..., d(n)

}
.
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Pirms definçsim teorçmu par statistikas Tk robeþsadalîjumu ir nepiecieðami èetri pieòç-

mumi.

Pieòçmums 5. α(k) ≤ aρk kâdâm a > 0, 0 < ρ < 1.

Pieòçmums 6. E|Xt|γ <∞ kâdiem γ > 2.

Pieòçmums 7. σ2 =
∑∞

t=−∞Cov(X0, Xt) > 0.

Pieòçmums 8. d(n) = o

(
ln(n)

lnln(n)

)
.

Teorçma 28. Pieòemsim, ka (Xt, t ∈ Z) ir stacionârs α jauktais process, izpildâs 5. un

8.pieòçmums.

a) Tad

lim
n→∞

P (S = 1) = 1.

b) Ja hipotçze H0 ir spçkâ un izpildâs 6.,7.pieòçmums, tad

Nk →d χ
2
1.

Pierâdîjums. Skat. [18].

Piezîme 29. Ja hipotçze H1 ir spçkâ, tad Nk →∞.

Sekas 30. Pieòemsim, ka izpildâs 5.-8.pieòçmumi un σ̂2 ir σ2 novçrtçjums, tad

1

12σ̂2

k∑
j=1

(
n1/2

n∑
i=1

φj(Xi)

)2

→d χ
2
1.

Lai novçrtçtu stacionâra procesa (Xt, t ∈ Z) σ2, pieòemsim, ka ∀t, h (t ∈ Z, h ∈ Z)

γ(h) = Cov(Xt, Xt+h). Ja novçrtçsim kovariâcijas funkciju γ(h) ar γ̂(h), tad

γ̂(h) = (n− h)−1

n−h∑
t−1

(Xt − X̄)(Xt+h − X̄),

kur 0 ≤ h ≤ n− 1. Tagad novçrtçsim σ2 ar

σ̂2 = γ̂(0) + 2

q∑
j=1

γ̂(j),

kur q tiek izvçlçts diezgan mazs, noapaïojot autokovariâcijas ar trim komatiem aiz zîmes,

jo procesa autokovariâcijas funkcija dilst eksponenciâli âtri.
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Piezîme 31. Jauktajiem procesiem Neimaòa tests saliktajâm hipotçzçm nav vçl pierâdîts.

Apskatot empîriski simulçtâs jaudas, salîdzinâsim Neimaòa testu ar Kolmogorova -

Smirnova testu, kas balstâs uz statistiku

Dn = sup
x
|F (x)− Fn(x)|,

kur Fn(x) apzîmç empîrisko sadalîjuma funkciju.

Piemçrs 11. Tika ìenerçta gadîjuma izlases apjomâ n = 20, 50 un 100 pçc AR(1) modeïa

formâ

Xt = 0.5Xt−1 + εt

un pçc GARCH(1,1) modeïa formâ

Xt = σtεt,

kur σt = 0.9 + 0.2Xt−1 + 0.6σt−1, pie nozîmîbas lîmeòa α = 5% empîriski tika simulçta

jauda:

1. Neimaòa testam;

2. Kolmogorova-Smirnova testam.

Apskatîsim divas alternatîvas (tika izmantots [19].literatûras avots)

g1(x) =
1

2
+

1

20

(
x−4/5 + (1− x)−4/5

)
;

g2(x) =
1

4

(
x−1/2 + (1− x)−1/2

)
,

jo ðo alternatîvu blîvuma funkcijas tiecas uz vienmçrîgo blîvuma funkciju segmentâ [0, 1]

(skat 4.8.attçlu). Pâriesim uz jauniem mainîgajiem Zt, izmantojot datus un alternatîvas,

un izvirzîsim hipotçzi

H0 : Zt ∼ U(0, 1);

H1 : Zt � U(0, 1),

Veicot 10000 reiþu simulâcijas, aprçíinâsim empîrisko jaudu datiem daþâdiem izlaðu

apjomiem, kas ìenerçtas no alternatîvâm g1(x) un g2(x). Empîriski simulçtâ Neimaòa

testam ir lielâka nekâ Kolmogorova-Smirnova testam (skat. 4.1.tabulu).
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4.8. att. Vienmçrîgâ blîvuma funkcija segmentâ [0,1] ar alternatîvâm g1(x) un g2(x).

4.1. tabula: Pie nozîmîbas lîmeòa α = 5% 10000 reiþu simulçtâ jauda jauktajiem procesam

n = 20 n = 50 n = 100

ar alternatîvu g1(x) AR(1) procesam

Neimaòa tests 0.553 0.819 0.97

Kolmogorova-Smirnova tests 0.294 0.468 0.706

ar alternatîvu g2(x) AR(1) procesam

Neimaòa tests 0.326 0.523 0.783

Kolmogorova-Smirnova tests 0.261 0.397 0.604

ar alternatîvu g1(x) GARCH(1,1) procesam

Neimaòa tests 0.995 1 1

Kolmogorova-Smirnova tests 0.616 0.955 0.997

ar alternatîvu g2(x) GARCH(1,1) procesam

Neimaòa tests 0.982 1 1

Kolmogorova-Smirnova tests 0.549 0.918 0.998

Tagad Apskatîsimies gadîjumu, kad dati (Xt, t ∈ Z) ir neatkarîgi vienâdi sadalîti

gadîjuma lielumi.

Veicot 10000 reiþu simulâcijas, aprçíinâsim empîriski simulçto jaudu, ìenerçjot datus
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no alternatîvas g1(x).

4.2. tabula: Pie nozîmîbas lîmeòa α = 5% 10000 reiþu simulçtâ jauda neatkarîgiem vienâdi

sadalîtiem gadîjuma lielumiem

n = 20 n = 50 n = 100 n = 500

Xt ∼ U(0, 1)

Neimaòa tests 0.762 0.953 0.998 1

Kolmogorova-Smirnova tests 0.214 0.466 0.8 0.997

Xt ∼ N(0, 1)

Neimaòa tests 0.773 0.954 0.995 0.998

Kolmogorova-Smirnova tests 0.215 0.471 0.799 0.996

Pie maziem izlaðu apjomiem Neimaòa tests darbojas labâk nekâ Kolmogorova-Smirnova

tests, jo simulçtâ jauda ir lielâka (skat. 4.2.tabulu).

Kolmogorova-Smirnova tests nav pamatots jauktajiem procesiem. Apskatîtajâm al-

ternatîvâm Neimaòa tests darbojas labâk vienkârðo hipotçþu gadîjumâ.
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Nobeigums

Maìistra darbâ tika aplûkoti jauktie procesi, kas tiek definçti ar jaukto procesu koe-

ficientiem, un apskatîti to pielietojumi statistikâ. Jaukto procesu koeficientus vispârîgâ

veidâ ir ïoti grûti aprçíinât, vieglâk tos ir aprçíinât tad, kad divdimensionâla gadîju-

ma lielums pieòem tikai divas vçrtîbas. Viens no mçríiem bija analizçt, kâ aprçíinât

jaukto procesu koeficientus praksç novçrotiem datiem. Tomçr, nepieòemot kâdu mode-

li vai struktûru par datiem, jaukto procesu koeficientus, manuprât, noteikt praktiski ir

neiespçjami.

Praktiski apskatot daþâdu procesu blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçjumus ar

kodolu gludinâðanu, var secinât, ka ðîs metodes darbojas lîdzîgi kâ neatkarîgu datu

gadîjumâ, kas tika apskatîti neparametrikâs statistikas lekciju kursâ. Nosacîjumus, uz

kuriem balstâs neparemetriskâs statistikas metodes, arî nav viegli pârbaudît

Kaut gan blîvuma un regresijas funkcijas novçrtçjumi ar kodolu gludinâðanu teorçtis-

ki strâdâ jauktajiem procesiem, pagaidâm literatûrâ vçl îsti nav pamatota ðî metode

ilglaicîgâs atmiòas procesiem. Praktisko datu analizç Ilglaicîgâs atmiòas procesiem nedar-

bojas krovalidâcijas metode joslas platuma h izvçlei.

Neimaòa tests darbojas labâk par Kolmogorova - Smirnova testu gan neatkarîgiem

datiem, gan jauktajiem procesies, kaut arî Kolmogorova - Smirnova tests jauktajiem pro-

cesiem nav pamatots. Saliktâm hipotçzçm Neimaòa tests vçl nav pierâdîts jauktajiem

procesiem. Bûtu nepiecieðams veikt smalkâku Bikela - Rozenblata testa analîzi jaukta-

jiem procesiem, jo tas pagaidâm ir vienîgais tests jaukto procesu saliktâm hipotçzçm par

sadalîjumu.
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A Izveidoto programmu kodi

1. programmas kods

#### Arma process

n1<-1000

AR<-0.5

MA<-0.1

par(mfrow=c(3,2))

n<-100

k<-n1*n

ts.sim <- arima.sim(list(ar = AR,ma=MA), k)

vid<-mean(ts.sim)

var<-var(ts.sim)

xx<-1:n

dati<-ts.sim[(n1+1-n):n1]

plot(dati, type="l",main="",xlab="(a)",ylab="" )

nad.fun<-function(x)

{

sum(dnorm((x-xx)/h)*dati)/

sum(dnorm((x-xx)/h))

}

d<-seq(min(xx),max(xx),len=1000)

lines(d,sapply(d,nad.fun),lwd=2,col="green")

legend("topright", paste(c("ista blivuma funkcija",

"kodolnovertejums")),

col=c("black","green"), lty=1:2, pch = "", ncol =1,

cex = 1.3,bty="n")
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hist(dati,prob=T,main="",ylim=c(0,0.6),xlab="(1)",

ylab="(b)")

xx<-seq(min(dati),max(dati),by=0.001)

points(xx,dnorm(xx,0,sqrt(var)),type="l")

library(sm)

h1<-hcv(dati)

points(density(dati,bw=h1),type="l",col="green")

### gadijuma lielums ir neatkarigs vienadi sadalits

iid<-rnorm(n,0,sqrt(var))

h4<-hcv(iid)

hist(iid,prob=T,ylim=c(0,0.6),xlab="(2)",ylab="",main="")

points(density(iid,bw=h4),col="green",type="l" )

2. programmas kods

## nelineara laikrinda

c.t<-c()

n1<-1000

par(mfrow=c(3,2))

eps.t<-rnorm(n1)

x.t<-0

for (j in 2:n1)

{

x.t[j]<-0.1*x.t[j-1]/(1+0.9*(x.t[j-1])^2)+eps.t[j]

}

n<-200

dati<-x.t[(n1+1-n):n1]

plot(dati, type="l",main="",ylab="(1)",xlab="(a)")

acf(dati,lag.max=100,main="",xlab="(2)",ylab="")

hist(dati,prob=T,xlab="",ylab=""

,main="",ylim=c(0,0.3),main="",xlab="(2)",ylab="")

library(sm)
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h1<-hcv(dati)

points(density(dati,bw=h1),type="l",col="green")

3. programmas kods

#### process Z_t

par(mfrow=c(1,2))

y.data<-read.table(file="S&P1.txt",dec=",")[,5]

dati<-c()

for (i in 1:n-1)

{

dati[i]<-y.data[i+1]-y.data[i]

}

n<-length(dati)

plot(dati,xlab="",ylab="",type="l",main="")

acf(dati,lag.max=500,main="",xlab="a",ylab="")

hist(dati,prob=T,breaks = 7,ylim = c(0, 0.2),

xlab="",ylab="",main="")

xx<-seq(min(dati1),max(dati1),by=(max(dati1)

-min(dati1))/(n-1))

nad.fun<-function(x)

{

sum(dnorm((x-xx)/h)*dati/

sum(dnorm((x-xx)/h)))

}

library(sm)

h1<-hcv(dati)

points(density(dati,bw=h1),type="l",col="green")

#### long memory process R_t

par(mfrow=c(1,2))

dati1<-abs(dati)

n<-length(dati1)

plot(dati1,xlab="(a)",ylab="",type="l")
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xx<-1:n

h<-7

nad.fun<-function(x)

{

sum(dnorm((x-xx)/h)*dati1)/

sum(dnorm((x-xx)/h))

}

d<-seq(min(xx),max(xx),len=1000)

lines(d,sapply(d,nad.fun),lwd=2,col="green")

acf(dati1,lag.max=500,main="",xlab="b",ylab="")

hist(dati1,prob=T,ylim = c(0, 0.2),main="",

ylab="",xlab="(b)")

xx<-seq(min(dati1),max(dati1),by=(max(dati1)

-min(dati1))/(n-1))

h1<-1.5

points(density(dati1,bw=h1),type="l",col="green")

## FARIMA process

library(fracdiff)

dati<-fracdiff.sim(1500, ar = .2, ma = .4, d = .4)

acf(as.ts(dati$series),lag.max=100,xlab="",ylab=""

,main="")

par(mfrow=c(1,2))

plot(as.ts(dati$series),xlab="(a)",ylab="",type="l")

xx<-1:1500

h<-7

nad.fun<-function(x)

{

sum(dnorm((x-xx)/h)*as.ts(dati$series))/

sum(dnorm((x-xx)/h))

}

d<-seq(min(xx),max(xx),len=1000)
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lines(d,sapply(d,nad.fun),lwd=2,col="green")

acf(dati1,lag.max=500,main="",xlab="b",ylab="")

hist(as.ts(dati$series),prob=T,ylim = c(0, 0.4),

main="",ylab="",xlab="(b)")

h1<-0.3

points(density(as.ts(dati$series),bw=h1),type="l",

col="green")

4. programmas kods

#tiek izveidoti atkarigie dati

n<-100

sim<-10000

#AR<-0.5

#var<-1-(AR)^2

#ts.sim <- arima.sim(list(ar = AR,ma=c()), sim*n, sd = sqrt(var))

library("fSeries")

library(fGarch)

a0<-0.9

a1<-0.2

b1<-0.6

ts.sim = garchSim(model = list(omega = a0,alpha =a1,beta=b1), sim*n)

dati<-pnorm(ts.sim,0,1)

w<-20

autocov<-acf(dati,type = c("covariance"))[[1]][2:w]

s.sum<-sum(autocov[autocov>0.001])

sigma_kv<-acf(dati,type = c("covariance"))[[1]][1]+2*s.sum

#definejam polinomus

p1<-function(x)sqrt(3)*(2*x-1)

p2<-function(x)sqrt(5)*(6*x^2-6*x+1)

p3<-function(x)sqrt(7)*(20*x^3-30*x^2+12*x-1)

p4<-function(x)3*(70*x^4-140*x^3+90*x^2-20*x+1)

#definejam alternativi

#alt<-function(x){1/2+1/20*(x^(-4/5)+(1-x)^(-4/5))}
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alt<-function(x){1/4*(x^(-1/2)+(1-x)^(-1/2))}

#altelnativas integralis

#g2<-function(y){1/2*y+1/4*y^(1/5)-1/4*(1-y)^(1/5)+1/4}

g2<-function(y){1/2*(1+y^(1/2)-(1-y)^(1/2))}

# 10000 reizu rekinam statistiku

h<-log(n)

s<-c() # uzkraj statistiku

l<-c() # paligmainigais, lai izrekinatu statistiku

k<-c() # uzkraj k vertibas

# precizitate, kas nepieciesama, lai rekinatu polinoma saknes

eps<-0.05

#uzkraj KS testa p vertibas

kom.pval<-c()

for (i in 1:sim) {

x<-dati[(n*(i-1)+1):(n*i)]

# rekina datus, kas veidojas ar alternativi

y<-c()

for (o in 1:n){

a<-0

b<-1

c<-(a+b)/2

h11<-abs(g2(c)-x[o])

while(h11>eps){

c<-(a+b)/2

h11<-abs(g2(c)-x[o])

h1<-(g2(a)-x[o])*(g2(c)-x[o])

if (h1<0) b<-c else a<-c

}

y[o]<-c

}

#Ar KolmogorovasSmirnova testu tiek rekinata p-vertibaa

kom.pval[i]<-ks.test(y,"punif",0,1,alternative="greater")$p.value
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d1<-sum(p1(y))

d2<-sum(p2(y))

d3<-sum(p3(y))

d4<-sum(p4(y))

d11<-n*(((1/n)*d1)^2)-1*h

d12<-n*(((1/n)*d1)^2+((1/n)*d2)^2)-2*h

d13<-n*(((1/n)*d1)^2+((1/n)*d2)^2+((1/n)*d3)^2)-3*h

d14<-n*(((1/n)*d1)^2+((1/n)*d2)^2+((1/n)*d3)^2+((1/n)*d4)^2)-4*h

d<-c(d11,d12,d13,d14)

k1<-order(d)[4] # nosaka k vertibu

k[i]<-k1 # saglaba k vertibas

l[1]<-(((1/n)^(1/2))*d1)^2

l[2]<-(((1/n)^(1/2))*d1)^2+(((1/n)^(1/2))*d2)^2

l[3]<-(((1/n)^(1/2))*d1)^2+(((1/n)^(1/2))*d2)^2+(((1/n)^(1/2))*d3)^2

l[4]<-(((1/n)^(1/2))*d1)^2+(((1/n)^(1/2))*d2)^2+(((1/n)^(1/2))*d3)^2

+(((1/n)^(1/2))*d4)^2

s[i]<-l[k1]

}

s<-s*(1/12/sigma_kv) ### statistika tiek rekinata

ticam<-0.95 # ticamibas limenis

krit.vert<-qchisq(ticam,1)

u<-length(s[s>krit.vert])

p<-u/sim # jauda neimana testam

p

p1<-length(kom.pval[kom.pval<0.05])/sim #jauda KS testam

p1
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Maìistra darbs \Jaukto procesu analîze un to pielietojums statistikâ" izstrâdâts LU

Fizikas un Matemâtikas fakultâtç.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pçtîjums veikts patstâvîgi, izmantoti tikai tajâ norâdîtie

informâcijas avoti un iesniegtâ darba elektroniskâ kopija atbilst izdrukai.

Autore: Jolanta Rone

(paraksts) (datums)

Rekomendçju darbu aizstâvçðanai.

Vadîtâjs: doc. Dr.math. Jânis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents:

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matemâtikas nodaïâ

(datums)

(darbu pieòçma)

Darbs aizstâvçts maìistra gala pârbaudîjuma komisijas sçdç

prot. Nr. , vçrtçjums
(datums)

Komisijas sekretârs/-e:
(Vârds, Uzvârds) (paraksts)
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