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Anotacija

Saja darba teoretiski tiek analizeti jauktie procesi pec dazadiem vaji atkarigiem jaukto
procesu koeficientiem, ka ari apskatits praktiskais pielietojums statistika - jaukto procesu
blivuma un regresijas funkcijas novertesana ar kodolu gludinasanu, hipotézu par jaukto

procesu sadalijumu parbaude (Bikela - Rozenblata tests un Neimana tests).

Atslegas vardi: Jauktie procesi, neparametriska statistika, vaja atkariba.



Abstract

In this work mixing processes theoretically have been analysed using weak dependence
coefficients. Application for mixing processes in nonparametric statistics are discussed
specifically density and regression estimation using kernel smoothing method, goodness-

of-fit tests (Bickel - Rosenblatt test and Neymann test).

Keywords: Mixing proceses, nonparametric statistics, weak dependence.
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Apziméjumi

Z: veselo skaitlu kopa,

R realo skaitlu kopa,

N(0,0%) normalais sadalijums ar matematisko ceribu 0 un dispersiju o2,
U(0,1) vienmerigais sadalijjums segmenta (0, 1),

Co,4(b) telpa, kur ja funkcija f € Cy4(b), d argumenta funkcija f ir nepartraukta, div-
reiz atvasinama un || f |o< b, || f@ [|< b, kur f@ ir otras pakapes parcialais

atvasinajums un b konstante,

e .. : 1, ja |z|<1
Ijjz<1y ir indikatorfunkcija, tas ir, Ij,<1) = ,
0, ja |z[>1

—4 konvergence péc sadalijuma,
—, konvergence pec varbutibas,
—4.4 gandriz drosa konvergence,

u, ~ v, nozime to, ka eksisté tadas konstantes ¢; un co, ka 0 < c1v,, < u,, < cov,, pietiekosi

lieliem n.



Ievads

Klasiska asimtotiska teorija statistika ir balstita uz centralo robezteorému un lielo
skaitlu likumu neatkarigu gadijuma lielumu virknem. Pec liela skaitla likuma izlases
videja verttha X = n~'> " X, kur X; (: = 1,2,...,n) ir vienadi sadaliti neatkarigi
gadijuma lielumi un n - izlases apjoms, tiecas uz konstantu vertibu p = FX, kad n — oo.
Savukart péc Centralas robezteorémas gadijumu lielumu summa ir asimptotiski normali

sadalita. Precizak

kur o = DX.

Tomer prakse biezi dati ir atkarigi, tadel nepiecieSams analizet lielo skaitlu likumu
un centralo robezteoremu vispareja gadijuma. Saja darba tiks analizeti jauktie procesi,
kas visparigi peta gadijuma lielumu atkaribas struktiiru. Jauktos procesus (vai jaukto
gadijumu lielumu virknes) sauc arl par vaji atkarigiem jeb islaicigas atminas procesiem
(Short-Memory proceses), jo asimtotiski tie ir neatkarigi. Pazistamakie jaukto procesu
piemeéri ir linearie un nelinearie ARIMA procesi, GARCH procesi, Markova kédes, Gausa
procesi u.c.

Galvenais darba merkis ir veikt jaukto procesu teorétisko analizi, ka art apskatit to
praktisko pielietojumu statistika. Procesu atkaribas struktira tiek petita pec dazadiem
vaji atkarigiem jaukto procesu koeficientiem, kurus 1956.gada ieviesa amerikanu mate-
matikis M.Rozenblats. Vishiezak apskatitais jaukto procesu koeficients ir a koeficients.
Pienemsim, ka dota varbutibu telpa (2, F, P), kur € ir elementaro notikumu kopa, F - o
- algebra un P - varbutibu meérs. Starp divas o-algebram A C F un B C F, « koeficients
tiek definéts sekojosi

a(A,B)= sup | P(ANB)—P(A)P(B)|.
AeA,BeB
Ja o algebras A un B ir neatkarigas, tad a(A, B) = 0.

Neparametriskas statistikas lekciju kursa tika apskatits, ki neatkarigiem vienadi sada-
litiem datiem var novértet blivuma funkciju un regresijas funkciju ar kodolu gludinasanu.
Magistra darba ietvaros tiks veikta neparametriskas statistikas analize jauktajiem proce-
siem. 1956.gada Rozenblats paradija pie kadiem nosacijumiem strada neparametriska

blivuma funkcijas noveértesana neatkarigi vienadi sadalitiem datiem. Jaukto procesu



gadijuma Sos nosacijumus ir loti gruti parbaudit. Tomer parasti dati tiek modeleti ar
literatiira pazistamiem modeliem, ka pieméram, ARIMA, GARCH modeliem, kuriem li-
teraturd ir pieradits, ka nosacijumi neparametriskajam metodem izpildas. [Lhttela ir
attelots jaukta procesa X; = (5X;-1)/(14+0.9X;_1) + &4, (¢ ~ N(0,1)) blivuma funkcijas

kodolu novertejums.
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1. att.: Apjoma 200 genereta izlase no procesa X; = (5X;_1)/(1 + 0.9X;_1) + &, (g4 ~

N(0,1)) ar blivuma funkcijas novértéjumu, izmantojot kodolu gludinasanas metodi.

Neparametrisko regresijas funkcijas novértéjumu ar kodolu gludinasanas metodi neat-
karigiem vienadi sadalitiem datiem 1964.gada ieviesa Nadaraja un Vatsons, bet samera
nesen 1991.gada Bosq un 1994.gada Rhomari paradija to ari jauktajiem procesiem. Laik-
rindam viens no svarigakajiem regresijas pielietojumiem ir prognozes veiksana.

Klasiskaja literatira pazistamakie gadijuma lieluma sadalijuma hipotézu parbaudes
testi ir x? jeb Pirsona, Kolmogorova - Smirnova, Sapiro - Vilka, Bikela - Rozenblata,
Neimana testi, kas strada neatkarigiem vienadi sadalitiem gadijuma lielumiem. Turpreti
jauktajiem procesiem sameéra nesen tikai 2000.gada tika atklats Bikela - Rozenblata tests
un 2009.gada Neimana tests, kas ari darba tiks teoretiski apskatiti.

Darba tiks apskatiti ari ilglaicigas atminas procesi (Long-Memory proceses) un salidzi-
nati ar jauktajiem jeb islaicigas atminas procesiem. Atskiriba no jauktajiem procesiem,
kam raksturigs eksponencials autokovariaciju dilsanas atrums, ilglaicigas atminas proce-
siem autokovariacijas dilst loti leni. 1989.gada Diebolds un Rudebuss saskatija ilglaicigas

atminas procesa ipasibas datos, kas atspoguloja ikceturkna ASV nacionalo kopproduk-



tu. Baillie, Chungs un Tieslau 1985.gada atklaja, ka ilglaicigas atminas procesa ipasibas
piemit ASV patérina cenu indeksa inflacijai kada noteikta laika perioda.

Darbs sastav no ¢etram nodalam. Pirmaja nodala tiek definéti jaukto procesu koefi-
cienti un to 1pasibas, ka arl tiek apskatiti jaukto procesu koeficienti piemeri, kad divdi-
mensiju gadijuma lielums pienem tikai divas vertibas. Otraja nodala tiek apskatita Er-
godiska teorija un Centrala robezteorema jauktajiem procesiem. Dazadas jaukto procesu
laikrindas, ka ari ilglaicigas atminas procesi tiek definéti tresaja nodala. Jaukto proce-
su pielietojums statistika tiek apskatits ceturtaja nodala. Darba nobeiguma ir apkopoti

secingjumi.



1. Jauktie procesi

Jauktos procesus definé ar jaukto procesu koeficientiem, tadél saja nodala tiks pétitas
to galvenas ipasibas, ka ari tiks apskatiti vairaki piemeri, ka sie jaukto procesu koefi-
cienti tiek aprekinati divdimensialiem gadijuma lielumiem, kas pienem tikai divas vertibas.

Vispariga gadijuma jaukto procesu koeficientus aprékinat ir sameéra sarezgiti.

1.1. Jaukto procesu koeficienti un to ipasibas

Definicija 1. Par gadijuma procesu sauc gadijuma lieluma saimi (X;,¢ € Z), kas uzdota
varbutibu telpa (2, F, P).

Gadijuma procesa visu iespéjamo vértibu kopu S sauc par gadijuma procesa stavokla
kopu, tas ir, X : Q +— S. Ja kopa S € Z,, tad procesu (X;,t € Z) sauc par diskretu, ja
kopa S € Ry, tad process (X;,t € Z) ir nepartraukts.

Definicija 2. Par gadijuma lielumu XY korelacijas koeficientu sauc lielumu

Coo(X,Y) EXY — EX -EY
VD(X)\/DY) /EX?2—(EX)2\/EY?>— (EY)?

Corr(X,Y) =

kur DX un DY ir dispersijas, Cov(X,Y") ir kovariacijas koeficients.
Pienemsim, ka dota varbiitibu telpa (2, F,P), A un B ir o-algebras, A,B C F.

Definesim atkaribas koeficientus starp divam o-algebram A un B sekojosa veida:

a(A,B)= sup |P(ANB)— P(A)P(B) |; (1.1.1)
AcA,BeB
#(A,B) = . | P(B|A) — P(B) |,P(A) > 0; (1.1.2)
_ PANB) .
P(A,B) = A;ﬁgeg PAP(B) 1‘,P(A) > 0, P(B) > 0; (1.1.3)
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p(A,B) = sup | Corr(f,q) |; (1.1.4)

feL?(A),geL?(B)

B(A,B) = sup ZZ | P(A; N B;) — P(A)P(B;) |, (1.1.5)

AeABeB =1 j—1
kur {Ay, Ay, ..., Ar} un {By, By, ..., By} ir neskelosas kopas, kas sadala Q, Vi A; € A un
Vj B; € B.

Definicija 3. Pienemsim, ka dota varbutibu telpa (2, F, P). o-algebra A ir separabla, ja
eksiste tada bezgaliga vai sanumuréjama virkne A, A,, .... € A, ka A ir mazaka o-algebra

notikumu telpa €2, kas satur visus $os notikumus A;, Ao, ...

Apgalvojums 1. Piepemsim, ka dota varbatibu telpa (Q,F,P), AC F un B C F. Ja
B ir separabla un eksisté requlara nosacita varbatiba P(B|A, B € B), tad

B(AB) = E théglP(BlA)—P(B)l : (1.1.6)

Pieradijums. Skatit [[I], 89.lpp].

Pienemsim (X;,t € Z) ir gadijumu lielumu virkne no varbutibu telpas (2, F, P), V.J, L
(—o0 < J < L < o), definesim c-algebru F¥ = o(Xy,J < k < L). Jaukto procesu
atkaribas koeficienti Vn procesam (X, t € Z) tiek defineti sekojosi:

a(n) = sup Cz(ffoo, Fin);
JEZ

B(n) = sup B(F’ o, F3in)i

JEZL

p(n) = sup p(F’ o, F3);
JEZ
)

d(n) = sup ¢(F! o, F3);

JEZ

b(n) = sup(FL, Fis,).
Jer
Definicija 4. Saka, ka process (X;,t € Z) ir
1. « jauktais process, ja a(n) — 0, kad n — o0o;
2. [ jauktais process, ja #(n) — 0, kad n — oo;

3. p jauktais process, ja p(n) — 0, kad n — oc;

4. ¢ jauktais process, ja ¢(n) — 0, kad n — oo;



5. 1 jauktais process, ja 1(n) — 0, kad n — oo.

Piezime 2. No sis definicijas klust skaidrs kapéc jauktos procesus sauc par vaji atkarigiem
- asimtotiski atkaribas koeficienti tiecas uz nulli. Ka zinams o - algebras raksturo infor-
maciju par procesu (X, t € Z). Jaukto procesu koeficienti, kas definéti tiesi o - algebram
tiecas uz nulli. Tas nozime, ka informacija (varbatiskais procesa raksturs) par procesa

pasreizéjo uzvedibu nav atkariga no informacijas péc liela latka perioda.
Aplikosim dazas jaukto procesu koeficientu ipasibas, kas biis nepieciesamas turpmaka-
ja analize.

Sekojosa diagramma, ilustré sakaribas starp jaukto procesu koeficientiem.

e 0 jauktais =\,

1 jauktais — ¢ jauktais « jauktais process

AN p jauktais

Pamatosim So diagrammu, jo ta parada, ka jebkurs ¢, ¢, 8, p jauktais process ir ari
« jauktais process. Tiesi §1 iemesla del robezteoremas, blivuma funkcijas novéertésana ar
kodolu gludinasanas metodi apskatitas visbiezak tiesi o jauktajiem procesiem, jo tas ir
visparigs process. Lai pamatotu So diagrammu, vispirms nepiecieSsams izanalizét dazas

jaukto procesu ipasibas.

Apgalvojums 3. Ja A, Ay, B un By ir o-algebras tadas, ka Ay C A un By C B, tad
wzpildas sekojosi apgalvojumsi:
a(Ag, By) < a(A, B);
B(Ao, Bo) < B(A, B);
(

p(Ao, Bo) < p(A,B);
¢(Ao, Bo) < ¢(A, B);
¥(Ao, Bo) < ¢(A,B).

Pieradijums. Skatit [[I], 27.1pp un 68.1pp].



Teoréma 4. Pienemsim, ka ir dota varbatibu telpa (2, F, P) un A, B C F, tad

1. izpildas sekojoSas nevienadibas:

a) 0 <a(AB) <47 0) 0<BAB)<1;¢)0< p(AB) <1;

d)0<op(A,B)<1;¢)0<y(AB) < oo.

2. ekvivalenti sekojosi apgalvojumi:

a) o-algebras A, B ir neatkarigas; b) a(A,B) =0; ¢) (A, B) = 0;

d) p(A7 B) =0; 6) ¢<"47 B) =0; f) ¢<A> B) = 0.

Pieradijums. Skatit [[I], 68.1pp].
Lemma 5. Ir spéka divi apgalvojums

a) Vi€ {1,2,...1} izpildas nevienadiba

J

> | P(Ain Bj) — P(A;)P(B;) |< 2P(A;)$(A, B);

=1

b) Vj € {1,2,...0} izpildas nevienadiba

> | P(Ain Bj) — P(A)P(By) |< 2P(B))é(A, B).

Pieradijums.

Pieradisim a) apgalvojumu. Pienemsim, ka i = 1.

Ja P(A;) =0, a) apgalvojums izpildas, tade] pieradisim gadijumam, ka P(A;) > 0.

Definesim kopu S, kas sastav no visiem j € {1,2,

. J} ta, P(B; | A) — P(B;) >0,

kopu T', kas sastav no visiem j € {1,2, ..., J} ta, ka P(B; | A;)—P(B;) < 0, un notikumus

C = UjeSBj un D = UjeTBj-

Tad
J

> | P(AiN B)) — P(A1)P(B;) |

Jj=1

Z | P(A1)P(B; | A1) — P(Bj) |

P | SCIP(B; | A1) = P(B)
S IP(B | A) = P(B)

P(A)[[P(C | Ay)] = [P(D | Ay)]
2P(A1)¢(A, B).



a) apgalvojums ir pieradits gadijumam, kad i = 1, bet tada pasa veida varam pieradit

Vi. b) apgalvojumu var pieradit lidzigi a) apgalvojumam (skatit [[I], 74.1pp]).

Tagad tiks pamatota augstak mineta diagramma.
Apgalvojums 6. Piepemsim, ka ir dota varbatibu telpa (Q,F,P) un A,B C F, tad
wpildas sekojosas nevienadibas:

1. 2a(A,B) < B(A,B) < ¢(A,B) < ~9(A, B);

N | —

2. 4a(A, B) < p(A, B) < ¢(A,B).
Pieradijums. Pienemsim, ka A un B ir divas notikumu kopas. Ta ka
P(ANB)+ P(A°NB) = P(B) = P(A)P(B) + P(A°)P(B),

tad
P(A°NB)+ P(A°)P(B)=—[P(ANB)+ P(A)P(B)]. (1.1.7)

Ja P(A) > 0, tad
P(B|A)— P(B)=—[P(B°| A) — P(B°)]. (1.1.8)

Pieradisim nevienadibu 2a(A, B) < (A, B).
Piepemsim, ka A € A un B € B. Sadalam  neskelosas kopas {A;, As} un {By, By}
ta, ka Ay = A, Ay = A, By = B, B, = B¢, tad péc (1.1.5) un (1.1.7) vienadibas

B(A, B)

v

— %(4 | P(ANB) — P(A)P(B) |)
2| P(AN B) — P(A)P(B

~—

= 2a(A, B).
Pieradisim nevienadibu 5(A, B) < ¢(A, B).
Pienemsim, ka {Ay, ..., A} un {By, ..., B;} veido notikumu kopu €2 ta, ka Vi A; € A
un Vj B; € B.
Taka [5]lemma apgalvo, ka Vi € {1,2,...]}
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J
tad katru pusi, summeéjot pa Vi, iegtisim, ka
IJ
> > | P(Ain B)) — P(A)P(B)) |< 2¢(A, B)
i=1 j=1

un, ja iegustas nevienadibas katru pusi vel pareizinas ar 27!, iegtisim, ka
B(A,B) < ¢(A,B).

Pieradisim nevienadibu ¢(A, B) < (1/2)¢(A, B).
Ir zinams, ka, ja P(B) > 1/2, tad P(B¢) <1/2. No vienadibas seko, ka
HAB) = swp | P(B|A)— P(B)|,P(A) >0, P(B) < 1/2
A€A,BeB

Piepemsim, ka A€ A, Be€ B, P(A) >0un 0 < P(B) <1/2, tad

P(ANB)

1 P(ANB)
2. Pavem) B ey e

= |P(B |a) = P(B)| = ¢(A, B).

1

Taka P(B |4) — P(B) = — [P(B° |4) — P(B°)], tad vienadiba
¢(A,B) < (1/2)y(A, B)

bus speka arl gadijumam, kad P(B) > 1/2.
Pieradisim nevienadibu 4a(A, B) < p(A, B).
Pienemsim, ka A € Aun B € B.

a(A,B)= sup |P(ANB)—P(A)P(B)|= sup Cov(la,Ip)=
A€A,BeB A€A,BeB

= \/D(I2)/D(Ig) sup Corr(Is,Ig) < /D(I1)\/D(Ip)p(A,B),
A€ A,BeB

kur I, un Ip ir indikatorfunkcija.
Taka Vo € [0,1] (z € R) x — 2% < 1/4, tad

D(11) = (P(A)(1 - P(A)) < &, D(Iy) = (P(B)(1 - P(B))) <

)

e~
o |

tadejadi a(A, B) = (1/4)p(A, B).
Nevienadibas p(A, B) < (A, B) pieradijumu skatit [[1], 76.1pp].

12



1.2. Jaukto procesu analize un piemeéri, kad gadijuma
lielums pienem tikai divas vértibas

Ja gadijuma lielums pienem tikai divas vertibas, tad jaukto procesu koeficientus ir
daudz vienkarsak aprekinat. Saja nodala apskatisim, ka no visparejiem atkaribas koefi-
cientiem, kas definéti o - algebram, pariet uz samera vienkarsiem matematiskiem mod-

eliem un aprékiniem.

Apgalvojums 7. Pienemsim, ka X un Y ir gadijuma lielumi, kur katrs piepem tikas

divas vertibas, tad

1
a(0(X),0(Y)) = 58(c(X),0(Y)) =| P(X =s,Y =1) - P(X =s)P(Y =1) |, (1.2.1)
kur s (vai t) ir viena no iespejamam vertibam, kuru pienem gadigjuma lielums X (vaiY')
un

plo(X),o0(Y)) =| Corr(X,Y) | . (1.2.2)
Pieradijums. Definesim notikumus Ag = {X = s} un By = {Y =t} tad
o(X) ={Q,0, Ay, A5}, o(Y) = {Q,0, By, BS}.

Pec vienadibas (1.1.7)

| P(Ag N Bo) — P(Ao)P(Bo) |,
ja A=Ay vai Aj, B = By vai Bf;
0, ja A = vai 0;
\ 0, ja B =Q vai 0.

| PLAN B) — P(A)P(B) |=

Tadel
a(o(X),a(Y)) =| P(AgN By) — P(Ay)P(Bo) |.
Lidzigi var aprekinat (skatit [[1], 87.1pp])
B(o(X),0(Y)) =2 | P(A N By) — P(Ag) P(By) |-

Pieradisim vienadibu ((1.2.2]). Pienemsim, ka V un W ir patvaligi gadijuma lielumi, kas
ir mérojami attiecigi ar o-algebram o(X) un o(Y").
Pienemsim, ka s un s ir divas iespejamas vertibas, ko pienem gadijumu lielums X.

Vertibas u un v pienem gadijuma lielums V notikumam

13



Ag={X = s} vai A5 ={X =5}

Pienemsim, ka ¢ un r ir tadi reali skaitli, ka liija y = ¢Y + r iet caur punktiem (s, u) un
(s',u'). Tad V = ¢X +r.
Lidzigi W = c¢Y + d, kur ar1 c un d ir reali skaitli.
Tatad
Corr(X)Y), ja qc>0;
Corr(V,W) = ¢ -Corr(X,Y), ja qc<O0;
0, ja qc=0.
Tadel Corr(V,W) <| Corr(X,Y) |. Taka V un W ir patvaligas un o(X) un o(Y)
merojamas, tad Corr(V,W) =| Corr(X,Y) |= p(o(X),o(Y)).

Definicija 5. Par gadijuma lielumu X,Y marginalajiem sadalijumiem sauc gadijuma

lielumu atsevisku komponensu varbutibu sadalijumi.

P(X=z)=> P(Y=yX=ux),

kur P(Y =y, X = z) ir gadijuma lielumu X, Y kopé¢jais sadalijums.

Apskatisim dazus piemerus, kuros paradits, ka tiek aprekinati jaukto procesu koefi-

cienti divdimensiju gadijuma lielumam, kas pienem tikai divas vertibas 0 un 1.

Piemeérs 1. Tika izmantota literatira [[I], 100.lpp].
Pienemsim, ka 0 < e <1 un X,Y ir gadijuma lielumi ar sekojoSiem gadijuma lielumu

X,Y kopejiem sadalijumiem:

PX=Y=0)=P(X=Y=1)= 115,
P(X=0Y=1)=P(X=1Y=0)= 1;‘5.
[egiisim gadijumu lielumu X un Y marginalos sadalijjumus
P(X=0)=P(X=0,Y =0)+P(X=0,Y =1) = 12:5 1;5 :%
Lidzigi
P(le):P(Y:O):P(Yzl):%.

[egiisim gadijumu lielumu X un Y varbutibu nosacitos sadalijumus

14



P(X=0,Y=0) 2(1+¢) 1+¢

P(X=0]Y =0)= PV oo = 4 5

Lidzigi

1—1—5_

PX=1]Y=1)=PY=0|X=0)=P(Y =1|X =1) = ——

PX=1|Y=0)=PY=0|X=1)=PY=1|X=0)
1+e¢

= P(X=0]Y=1)=—

Tad iegtistam, ka

a@@%ﬂﬂ%ﬂﬂX:QY:D—HX:QHY:Ukw——__u__

4 22T 1
Bo(X),0(Y)) = | P(X =0,Y =1)— P(X =0)P(Y = 1) |
b P(X=1Y=0)—P(X=1)PY=0)]
v | P(X=0Y =0)— P(X =0)P(Y =0) |
b |P(X=1,Y=1)-PX=1PY =1)]
_ ‘1—5_1 +21—|—6_1 _E,
2 4 > 4| 2
¢(0(X),0(Y))=SZUJP|P(Y=J|X—Z)—P(Y:J)|
Py =ax =1 - Py =g = 2D s
P(X =i,y =)
Ho(X),(¥) = |sp e 1
| Px=1Y=1 | 40+9)
_‘P(X:)P(Y—l)_ T4 T

p(o(X),0(Y)) =| Corr(X,Y) |= EXY) — BLOBY) .

VEX?) = (BE(X)?E(Y?) - (E(Y))?

| 1
E(XY) = %, EX =EY = EX’ = FY? = .

Varam redzet, ka izpildas art [6lapgalvojums.

15



Piemeérs 2. Tika izmantota literatura [[I], 100.1pp].
Pienemsim, ka 0 < ¢ < 1/2 un X,Y ir gadijuma lielumi ar sekojosiem gadijuma

lielumu X, Y kopéjiem sadalijumiem:

P(X=Y=0)=1—c¢,

Tad iegtistam, ka

— swp| S —P(Yz])‘
PY=1X=1)
_ ‘ P —P(Yzl)‘
_ E_g =1-c¢;
e
B(o(X).0(1) = | sup e - 1‘
B P(X:l,yzl) 1_1_8
—‘P(X—l)P(Y—l)_ e

E(XY) - E(X)E(Y)
o(X),0(Y)) =| Corr(X,Y) |= = 1,
ATR) o)) = CortXY) 1= B P VETD) = (BT)P
jo B(XY)=EX =EY = EX? = EY? = ¢,

Ja € ir mazs, tad arT a(o(X),o(Y)) un B(o(X),o(Y)) bus mazi, bet ¢¥(o(X),o(Y))

bis liels.

Piemérs 3. Tika izmantota literatura [[I], 101.1pp].
Pienemsim, ka 0 < ¢ < 1/2 un X,Y ir gadijuma lielumi ar sekojosiem gadijuma

lielumu X, Y kopéjiem sadalijumiem:

PX=Y=0)=1-¢ P(X=0Y

I

—_
~—

I
=

16



PX=1Y=0)=c—2un P(X=1Y =1) =¢2%
[egtsim gadijjumu lielumu X un Y marginalos sadalijjumus
PX=0)=1-gPY =0=1-4PX=1)=¢PY =1)=¢%

Tad iegustam, ka

¢(0(X),0(Y)) = SEJP\P(YZjIX:i)—P(YZj)I

P(Y =j,X =)

- SPITT R =) _P<Y:j)‘
_|PY=1,X=1) _
_‘ P(X =1) _P<Y_1)‘
3 2
= |-—¢g|=¢€—¢€7
3
¢@deynzg?;$i;;ifif4’
B P(X:LYZU 1_1_8
_L% =Py =1 | e

E(XY)— E(X)E(Y)
VE(X?) = (E(X))*VEQXY?) - (E(Y))?

Ve et

p(o(X),a(Y)) =| Corr(X,Y) |=

joE(XY)=e? EX =EX?=¢ EY = EY? =¢£2
Ja € ir loti mazs, tad a(c(X),0(Y)), B(o(X),o(Y)) un ¢(o(X),o(Y)) arl ir mazi, bet
Y(o(X),o(Y)) ir liels.
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2. Ergodiska teorema un Centrala

robezteoréma

Saja nodala tiks apskatita Ergodiska un Centrala robezteorema stacionariem o jauk-
tajiem procesiem. Lai attélotu biezi jaukto procesu gadijuma lietoto bloku tehniku, 1si
tiks ieskicets pieradijums Centralajai robezteoremai. Dinamiskam sistemam ergodiska
teorema apraksta to uzvedibu ilga laika perioda. Si ipasiba ir vajaka ka jaukto procesu

ipasiba. Ergodisko teorému var uzskatit ka Lielo skaitlu likuma visparinajumu.

2.1. Ergodiska teoréma

Lai apskatitu Ergodisko teorému, sakuma nepieciesams apskatit dazas definicijas.

Pienemsim, ka ir dota varbiitibu telpa (2, F, P).

Definicija 6. T : (2 — Q ir méru saglabajosa transformaécija, ja ta ir F-meérojama un

VA e F P(T71A) = P(A).
No [6] definicijas seko, ka Vn P(T""A) = P(A).
Definicija 7. Kopa A € F ir stacionara saskana ar T, ja T"'A = A. 0 < P(A) < 1.

Pienemsim, ka X(w) = (Xi(w),k € Z), X(w) = w, tad f(X(w)) = f(w). Vj un
Vw € Q definesim TV (X (w)) = (X;—r, k € Z) (j = 1,2,...).

Definicija 8. Merojama funkcija f ir stacionara, ja Vw f(Tw) = f(w). Kopa A ir

stacionara tad un tikai tad, ja indikatorfunkcija [ ir stacionara.

Definicija 9. T ir ergodiska, ja o-algebra F sastav no netuksam stacionaram kopam.
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Teoréma 8. [Ergodiska teoremal
Pienemsim, ka T ir meru saglabajosa transormacija varbatibu telpa (Q, F, P) un f ir

merojama un integréjama, T ir ergodiska. Tad
1
lim — Y f(T" 'w) = Ef(w)
ar varbutibu 1.

Stir klasiska teoréma (Georga Birkhofa [1932]). Tai ir vairakas formas, biezi $o teoremu
sauc arl par " Birkhofa Ergodisko teoremu”.

Pieradijums. Skatit [[2], 314.1pp]
Piezime 9. Ja f = I4, tad
1 n
lim — g IA(TF ') = E(14(w))
n—oo M
k=1

un ergodiska gadijuma

ar varbatibu 1.

2.2. Centralas robezteoréemas

Definicija 10. Procesu (X;,t € Z) sauc par stacionaru, ja procesa galigi dimensionalie

sadalijumi paliek nemainigi pie patvaligas laika nobides, t.i,
FXt1+57~~~7th+s <X17 R Xn) - Fth,..‘,th (XIJ tey X?L) vn; vs

Pienemsim, ka (X;,¢ € Z) ir a-jauktais process ar stacionaru sadalijumu. Definésim

Sp, =Xy + Xo + ... + X, un pienemsim, ka eksistée v(k) = Corr( Xk, Xy), kur k € Z.
Teoréma 10. Pienemsim, ka izpildas vismaz viens no sekojosiem apgalvojumiem
1| EXp|7< o0 un iy a(§) 27 < oo kadam konstantem o > 2;
2. P(| Xi |< C) =1 kadam kosntantem C >0 un )., a(j) < oo,

tad

S 1G) <

j>1
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un

o0

D(5,) —(0) + 23" 70),

j=1

kad n — oo.
Pieradijums. Skatit [[3], 74.lpp].

Apgalvojums 11. Piepemsim, ka (X, t € Z) « jauktais process ar stacionaru sadalijumu
un EX; = 0. Piepemsim, ka o jauktais procesu koeficients ir forma un q > 2.
Tad

|E(S)| < Cnil?,
kur C ir konstante, ja izpildas viens no sekojosiem apgalvojumiem
1. E|Xi| < o0 kadam o > q un a(n) = O(n_ﬁ);
2. P(|X,| < Cy) =1 kadam konstantem Cy un a(n) = O(n~%).
Pieradijums. Skatit [[3], 72.1pp].
Apgalvojums 12. Pienemsim, ka o jauktais procesu koeficients ir forma , SRS
ir gadijuma lielumi, kuri pienem kompleksas vertibas (k > 2), ar o-algebram ]—"gf, ey ]-"fk’“

Pienemsim, kaVl=1,... k=1 —p>kunVli=1,.. k j > i un P(|§ <1)=1.
Tad

|E(&1, 5 &) — E(&) . E(&)| < 16(k — 1)a(n)

Pieradijums. Skatit [[I], 32.1pp].
Nodefinesim Lindeberga nosacijumu. Pienemsim, ka ir dota gadijumu lielumu

virkne X, Xo, ..., X,,, B(X;) =0, 0;2(X;) ir ierobezota,
SnEX1+X2++Xn

un

Pienemsim, ka



Ve > 0, tad Lindeberga nosacijums ir

lim A, () =0

n—oo

Ve > 0.

Teoréma 13. [Lindeberga-Levi teoremal
Pienemsim, ka dota gadtjuma lielumu virkne X1, Xs, ..., X,,, 02(X;) ir ierobeZota,

E(X;) =0,

S, =X1+Xo+ ...+ X,

n

2_§ 2

Spn. = g;,
i=1

un izpildas Lindeberga nosacijums Ve > 0, tad

n — N(0,0%),
Sn

kad n — oo.

Pieradijums. Skatit [[2], 359.lpp].

Tagad tiks apskatita un pieradita centrala robezteoréma « jauktajiem procesiem.

Teoréma 14. Piepemsim, ka EX; =0 un

o = (0) + 227(1’) (02 >0),

tad

Sn 2
7 N(0,0%),

ja zpildas vismaz viens no sekojosajiem apgalvojumiem
1| EXy|7< o0 un Y iy a(§)27 < oo kadam konstantem o > 2;
2. P(| Xy |[< C) =1 kadam kosntantem C' >0 un ., a(j) < oo.

Pieradijums. Pieradisim tikai 2.apgalvojumu. l.apgalvojuma pieradijumu skatit [[4],
34.1pp].

Lai izmantotu mazo un lielo bloku argumentus, sadalisim kopu {1,...,n} 2k, + 1
apakskopas ar lielo bloku argumentiem apjoma [,, un ar mazo bloku argumentiem apjoma

s, un beidzama atlikusi kopa apjoma n — k, (I, + s,), kur [,, un s, ir tadi, ka
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)
sn—>oo,s—n—>0,—n—>0unkn:[L}:O(sn).

ln n ln + Sp

. . ... r—1 1
Piemeram, ja Vr > 2 mes izvelesimies [,, = O(n = ) un s, = O(nr),

tad k, = O(nr) = O(sp). Vj =1, ..., k, definesim

jln+(j_1)5n j(ln+5n) n
G- Y Xum= Y xwc= Y X
i:(j—l)(ln+sn)+1 i:jln+(j—l)sn i:kn(ln—l-sn)—‘rl

& (1 =1,2,...,1,) ir lielais bloks un n; (j = 1,2, ..., s,,) ir mazais bloks, bet ( ir atlikusais
lielums, kas netika ieklauts ne mazaja ne lielaja bloka.
Atzimésim, ka a(n) = o(n™!) un ((k,s,)/n) — 0.

No [[T}apgalvojuma seko, ka
AN
n =
Tada veida
1 1 kn kn |
—=S = —= G m+C)=—F2) &+o(l).
No [[2lapgalvojuma seko, ka

k k .
it ~~— " itE;
‘E {exp (% ;@) } — ]1;[1E {exp (Té)} ‘ < 16(k, — 1)a(s,) — 0.
Izmantojot [L0lteoremas 2.nosacijumu, iegustam, ka ("' E¢? — o2 un
k’"/

1 o kul, 1, 9
D e
‘]:

n

No [I[Tlapgalvojuma seko, ka
2 1 4 L 1 2 l?z
E {511 (\§1| > €Un2>} <E{YP {|5ly > 5Jn2} < Cly—BE =0 ().

Varam redzet, ka izpildas Lindeberga nosacijums

%iﬁj{gﬁ] (Ig1 = eon?)} =0 <kgi’2‘) ~0 (%”) — 0.

Un no [I3]teoremas seko, ka

k'n it&j t202
HE evr | —e 2 .
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3. Jauktie procesi - stacionaras

linearas un nelinearas laikrindas

Prakse ir loti griiti parbaudit vai dati ir jauktais process, bet ja zinams modelis péc
kada tie ir modeléti, tad jaukto procesu nosacijumus ieséjams parbaudit. Tadel saja
nodala tiks apskatitas stacionaras linearas un nelinearas jaukto procesu laikrindas, ka art
tiks analizeti ilglaicigas atminas procesi. Pazistamakie jaukto procesu modeli ir lineari

un nelineari ARIMA, ARCH, GARCH modeli, Markova kedes u.c. (skat. [5]).

3.1. Markova kédes

Teorétiskaja analize tiks izmantota literatura [[1], 7.nodala, [6] un [2], 8.nodalal.
Definicija 11. Virkne {X,,,n € Z} veido Markova kedi vai Markova procesu, ja
PX,=j|Xo=ko, X1 =ki,.... X o =kn 2, X1 = 10)

kur p}; ir parejas varbiitiba no i un j viena sola laika n-taja soli, > . pf'; = 1,4,5,k € S,

S- procesa stavoklu kopa.

Definicija 12. Parejas varbutibu matrica P Markova kedem ir n x n matrica , kuras

(i,7) elements ir p;;. Matricu P sauc par stohastisku matricu, kur

a) 0<p; <l kuri=1,2.nunj=12 ..n,
b) me =1, kuri=1,2,..,n.
j=1

Definicija 13. Markova kede ir nereducejama, ja Vi, j p;'; > 0, preteja gadijuma Markova

kede ir reducejama.
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Definicija 14. Par stavokla ¢ periodu d = d; sauc lielako kopigo dalitaju izteiksmei
{n >0:p; > 0}. Markova kedi sauc par neperiodisku, ja Vi d; = 1.
Pienemsim, ka Markova kedes sakotneja varbutiba ir 7;, kas apmierina vienadibu
Zﬂipi’j = Ty, kllI'j S S,
ics
tad pec indukcijas seko, ka
Zmpﬁj =m, kar je Sunn=20,1,2,...
i€s
Ja T = P(XO = Z), tad
Zmpzj = P(X,=7).
i€s
Definicija 15. Varbitibu vektoru 7 sauc par stacionaru sadalijjumu parejas matricai P,

jaTmP =m.

Teoréma 15. Piepemsim, ka X = {X,,n € Z} ir Markova kede ar stacionaru sadaliju-
mu, tad ¥n ir spéka sekojosi apgalvojuma:

a) a(n) = a(FQ, Fy) ; b) Bn) = B(FY, ) 5 ¢) p(n) = p(F5, Fy)

d) (n) = 6(F5, F) i €) ¥(n) = ¥(F5, Fy) -

Pieradijums. Skatit [[I], 206.1pp].
Var redzet, ka jaukto procesu koeficienti ir atkarigi tikai no gadijuma lieluma sakotneja

un beidzama stavokla.

Teoréma 16. Piepemsim, ka X = {X,,,n € Z} ir Markova kéde ar stacionaru sadalijumu
un sanumuréjamu stavokla kopu S, p ir (invariants) marginalais sadalgjums.
Pienemsim, ka Vi € S u; = P(Xo =1i) > 0. Ja X ir nereducéjama un neperiodiska, tad
wzpildas sekojosi apgalvojumsi:

1. Vje S lim pi;, = lim P(X, =i| Xo=j) =,

n—oo

2.vVjes lim )y | P(X,=i|Xo=j)—u|=0.
(sh

Pieradijums. Teoremas 1.dalas pieradijumu skatit [[2], 125.1pp] un teoremas 2.dalas

pieradijums seko no teoremas 1.dalas.
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Teoréma 17. [Dominéjosa konvergence/

Pienemsim, ka mums dota varbatibu telpa (2, F, P) un gadijumu lielumu virkne -
(Xn,n €Z) (X, € F,n €Z) un gadijuma lielums Y (Y € F) Ja |X,| <Y, kur gadijuma
lielums Y ir tads, ka Vn EY < oo un X, —, X, kad n — oo, tad art EX,, — EX.

Pieradijums. Skatit [[2], 77.1pp]

Definicija 16. Pienesim, ka T" ir méru-saglabajosa transormacija varbutibu telpa (2, F, P).
Stacionara gadijumu lielumu virkne X = (X,,,n € Z) sauc par jaukto procesu ergodiska

nozime, ja

lim P(X € ANT "B)=P(X € A)P(X € B) ,VA,B€ F

Teoréma 18. Pienemsim, ka X = (X,,,n € Z) ir Markova kéde ar stacionaru sadalijumu

un sanumuréjomu stavokla kopu S. Tad sekojosie apgalvojumsi ir ekvivalenti:
a) X ir nereducéjama un neperiodiska;

b) X ir jauktais process ergodiska nozime;

¢) a(n) =0, kad n — oo;

d) f(n) — 0, kad n — oo.

Pieradijums. Piepemsim, ka p ir marginalais sadalijums. Vi € S p; > 0. Acimredzami
ir d) = ¢) = b), tadel japierada tikai, ka b) = a) un a) = d).
Pieradisim, ka b) = a). Pienemsim, ka b) apgalvojums izpildas, i,j € S, tad no b)

apgalvojuma seko, ka
wiP(Xy = j | Xo =1) = P(X,, = j, Xo = i) = pp; > 0,

kad n — oo. Tadejadi
VnP(X, =j| Xo=1)=p;; >0, (3.1.1)

kas parada, ka Markova kede X ir nereducejama .definicija). Pieradisim, ka Markova
kede X ir ari neperiodiska no preteja.

Pienemsim, ka Markova kede X ir periodiska ar periodu d > 1. Papemsim patvaligu
stavokli i € S. Stavoklis ¢ ir ar periodu d. Ir redzams, ka P(X, =i | Xy = i) = 0,
kas ir pretruniga ar (3.1.1) nevienadibu. Tadel misu pienéemums, ka Markova kede X ir

periodiska, ir aplams. Markova kede X ir neperiodiska.
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Pieradisim, ka a) = d). Pienemsim, ka a) agalvojums izpildas, tad pec [16]teoremas seko,
ka
Vi > | P(Xn =i | Xo=3) — i |0,
€S
kad n — oco. AriVj e S
iy | P(Xn =i Xo=7) =i |<py p | P(Xo = | Xo =)+ pui |= 215
icS i€S

Kamer Z]ES 2p; = 2 < oo, tad péc dominéjosas konvergences 1 teorema) izriet, ka

S DI P =] Xo = j) = s |0, (312)

jes  ies

kad n — oco. Izmantojot vienadibu (1.1.5) un [15]teoremas b) apgalvojumu, iegustam, ka

Bn) = Blo(Xo), o(Xn))

= LS I P(Xo =, X, =)~ P(Xo = )P(Xo =) |

jes ies
1 ) .

= 52 D | P(Xo=j,Xo=1) = pypui |
jes ies
1 . .

= §ZMjZ|P(Xn=@|X0=J)—M|-
jes ieS

Tad no (3.1.2) vienadibas izriet, ka 8(n) — 0, kad n — oo, kas pec [dldefinicijas 2.ap-

galvojuma nozimé, ka process X ir  jauktais process.

Teoréma 19. Piepemsim, ka X = {X,,n € Z} ir Markova kéde ar stacionaru sadalijumu

un bezgaligu stavokla kopu S. Tad sekojosie apgalvojumi ir ekvivalents:

a) X ir nereducéjama un neperiodiska;

b) X ir jauktais process ergodiska nozime;
c) a(n) — 0, kad n — oo;

d) v -0, kad n — oo

Pieradijums. Skatit lieraturu [[I], 220.1pp].

No un [I9} teorémas izriet, ka jebkura nereducéjama, neperiodiska Markova kéde ar
sanumuréjamu vai bezgaligu stavokla kopu ir « jauktais process.

Apskatisim vienu piemeru, kur paradits, ka aprekina jaukto procesu koeficientus Marko-

va kedem.
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Piemeérs 4. Tika izmantota literatura [[7], 176.1pp un [1], 215.1pp].
Pienemsim, ka 0 < e <1 un X = (X,,,n € Z) ir Markova kede ar stacionaru sadaliju-

mu, ar stavokla kopu S = {0, 1}, ar marginalajiem sadalijumiem

Aprekinasim kopéjos varbiitibu sadalijumus

P(Xo=0,X,=0)=P(Xo=1,X;=1)
1+&m

1

1 n
P(Xg=0,X;=1)=P(Xy=1,X, =0) = ZS .

Tad iegtistam, ka

a(n) = a(Fy, 7)) = [P(Xo = 0,X; = 1) = P(Xo) P(X; = 1)
_‘1—8" 1 1‘_8"

4 2 2| 4’
Bn) = BF,F) =l P(Xo=0,X,=1)— P(Xo =0)P(X; =1) |
+ |P(Xo=1,X; =0)— P(X,=1)P(X; =0) |
+ |P(Xo=1,X,=1)-P(Xo=1)P(X,=1) |
1—em 1 l+em 1| &
B 2‘ 2 —1' 2' 2 —1‘—?
o(n) = (Fo, Fp) = sup | P(X; = j|Xo = i) — P(X1 =j) |
2,7
. 2(14+¢m 1 n
- (X = 11X = 1) - P(X, = j) |= 22 1<
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Sup

P(Xo=i,X,=j) ‘
P(Xo=1)P(X1 =)

| P(Xo=1,X; =1) A1+em)
_P(onl)P(Xlzl)_l‘ g =

p(n) = p(F9, Fy) =| Corr(Xo, X1) |
LX) PR .

T VB - )2V E(XG) - (B(X1))?
jo

14"
E(X(]Xl) =

,EXy=FEX, = EX} = EX? =

Jan — 0, tad a(n) — 0, B(n) — 0, ¢(n) — 0, p(n) — 0 un ¥(n) — 0. Markova kede

X ir jauktais process.

3.2. ARMA modeli

Definicija 17. Laikrinda (X, ¢t € Z) ir modeleta pec ARMA(p,q) (autoregresiva vidéji

slidoda) modela, ja ta ir stacionara un
Xe =0 Xo1+ .+ 0, X F e+ arg1 + .o+
ar b, # 0, a; # 0 un 02 > 0, kur {&,t € Z} neatkarigi vienadi sadaliti gadijuma lielumi.
Definicija 18. Ja ¢ = 0, tad modeli sauc par AR(p) (autoregresivo) modeli un
Xe =0 Xpo1 + .+ 0, X0 + 54, (3.2.1)

No vienadibas forma (3.2.1) var redzet, ka (Xi,t € Z) ir korelets un X; (¢ € Z) ir

atkarigs no visam iepriekSejam vertibam.
Definicija 19. Ja p = 0, tad modeli sauc par MA(q) (vidéji slidoso) modeli un
Xt =&+ ai1&1+ ...+ AgEt—q;

Korelacija starp X; un X, j pastav, ta var but atkariga no 5 (t,h € Z). X; un
X;_p, nav koreleti gadijuma, kad h > ¢ (t,h € Z). ¢q nosaka atkaribu no pagatnes, bet ¢;
(t € Z) atjauno informaciju, ko satur o-algebra o(gi—1,&1—2, ..., Et—q)-

ARMA (p,q) procesus pielieto finansansu matematika, kimija, meteriologija.
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Dati, kas modeleti pec ARMA((p,q) modela, var but

e akciju cenas birza;

valutas apmainas kursi;

ikgadejie nokrisnu daudzumi;

e videéja menesa temperatiira, kas fikséta dazadas vietas;

kadas konkretas izejvielas stundas koncentracijas;

e bezdarbnieku skaits dazados meénesos u.c.

Apgalvojums 20. ARMA process ir jauktais process ar eksponenciali dilstosu jaukto
procesu koeficientu, ja b; <1 (i=1,2,....p).
Pieradijums. Skat. [§]

Apskatisim piemeru, kura paradits, ka AR(1) process (X;,t € Z) nav jauktais process.

Piemeérs 5. Tika izmantota literatira [[7], 180.lpp un [9], 8.1pp].

Pienemsim, ka ir dots neatkarigs vienadi sadalits process (Z;,t € Z) ar

Definésim virkni (X;,t € Z) ka

1 1 1 1
X = §Zt + ZZt—l + th—Q + EZH + .. (3.2.2)

Tad (X;,t € Z) ir stacionars AR(1) process, jo

1 1
X, =-X,_ — 7.
t 2t1+2t

No (3.2.2)) vienadibas viegli var redzet, ka

Xt = 2Xt—s—l - Zt+17

kas nozime, ka o(X;) C o(Xi41).

Pec indukcijas iegustam, ka o(X;) C 0(Xs, s >t + k).

a(t)

Vv

a(o(Xo),0(X1)) = a(a(Xo),0(Xo))
> (P(Xo<1/2,X9<1/2) — P(Xy<1/2)P(X, < 1/2))
= (1/2) = (1/2)(1/2) = 1/4
Taka [4 teoremas a) agalvojums apgalvo, ka 0 < a(o(Xp),0(X;)) < (1/4), tad procesam
X; a(0(Xy),0(X;)) = 1/4, tadel process X; nav « jauktais process.
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Lai process butu jauktais process, procesam ir jabut nepartrauktam.

3.3. ARCH un GARCH procesi

Definicija 20. Stacionaru laikrindu (X3, t € Z) sauc par ARCH(q) (autoregresivo nosaci-
to heteroskedastisko) procesu, ja

Xt = O¢&¢, (331)

kur of = ag+ i X2+ ... + 0, X2, a0 > 0,b; >0 (j = 1,...,q), & neatkarigi vienadi

q’

sadaliti gadijuma lielumi.

ARCH procesus defingja Engels 1982.gada. Tie biezi tiek izmantoti finansu matematika,
kad laikrinda ir ar lielam vertibam un dispersiju, kas ir heteroskedastiska (mainiga).
ARCH procesa (Xy,t € Z) sadalijums ir atkarigs no ¢; (t € Z) sadalijuma. Piemeram, ja
et ~ N(0,1), tad procesa (X;,t € Z) sadalijums ir N(0,07). Ja >>"_ b; < 1, tad

Qo
X ~N|0 ———
( = ;’»bj)

Definicija 21. Procesu sauc par GARCH (generéto autoregresivo nosacito heteroskedas-

tisko) procesu, ja tas ir forma (3.3.1), kur
ol =ag+ a0l |+ ..+ apof_p + 0 X2+ .+ qutQ_q

un a; > 0 un b; > 0. Dispersija ir

ap
1= ai— Z}J»:l b
GARCH proecsus Bolerelevs defingja 1986.gada.

Apgalvojums 21. GARCH ir « jauktie procesi ar eksponenciali dilstosu jaukto procesu

koeficientu, ja

a) D icicp @it cicg by < L
b) e (t € Z) blivuma funkcija ir pozitiva un nepartraukta.

Pieradijums. Skatit [10].
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3.4. Ilglaicigas atminas procesi

Procesa autokorelacijas Vh apzimésim ar p(h). Ja vajas atkaribas procesiem p(h) dilst
eksponenciali atri, kad h — oo, tad ilglaicigas atminas procesiem p(h) dilst loti leni, kad

h — oo (skat. [5],[I1] un [12]).

Definicija 22. (X,,t € Z) ir ilglaicigas atminas process, ja
p(h) ~ Ch2-1,

kad h — oo, kur C'# 0 un d < 0.5

Ilglaicigas atminas procesiem autokovariacijas tiecas uz nulli lenak, neka h%~! un

> In(h)] = oo,

kad d € (0,0.5).
Ilglaicigas atminas procesi ir sastopami hidrologija, finansu matematika un citur. Ap-
skatam vienu piemeéru, kur salidzinata vajas atkaribas procesa autokorelacijas funkcija ar

ilglaicigas atminas procesa autokorelacijas funkciju.

Piemérs 6. Apskatam datus (Y, ¢t € Z) (literaturas avots [13]), kas balstas uz 500 lielako
Amerikas uznemumu akciju svertajam videjam cenam (aptuveni 70% no Amerikas tirgus),
laika posma no 1972.gada 3.janvara lidz 2000.gada 19.janvarim (katras dienas slegsanas
vertibas). ttéla attélotas autokorelacijas funkcijas 7, = Y; — Y1, kas ir vajas
atkaribas process, un R, = |Y; — Y;_1|, kas ir ilglaicigas atminas process. Var redzet, ka
ilglaicigas atminas procesa autokorelacijas funkcija dilst daudz lenak, neka vajas atkaribas

procesam.
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3.1. att. Aukorelacijas funkcija a) procesam {Z;,t € Z} un b)procesam {R;,t € Z}

llglaicigas atminas process ir ari Frakcionalais integretais (fractionally integrated) -
ARMA process (FARIMA (p,d,q) process).
Pienemsim, ka ir dots process (X;,t € Z), tad definésim parbides operatoru, kam

izpildas
BX; =X,
un B?X; = B(BX;) = BX; 1 = X;_9,....B*X; = X;_. Acimredzams, ka
vX: = (1-B)X;
Vd > —1 definésim diferences operatoru

Vd = (1 - B>d = ngij7
7=0

kur oo =1un j > 1

T(G-d) h—1—d
SOj_r(jﬂ)r(—d)_H ho

0<h<y
kur
o yxr—1,— ; .
Jo tTleTtdt, ja x> 0;
['(z) =4 oo, ja x=0;
' T(1+2), ja —1<z<0.
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Definicija 23. Stacionaru procesu (X;,t € Z) sauc par ARIMA(p,d,q) procesu ar d €
(—0.5,0.5) un d # 0, ja

vdXt = &,
kur € neatkarigs vienadi sadalits gadijuma lielums.

Definicija 24. Stacionaru procesu (X;,t € Z) sauc par FARIMA(p,d,q) procesu ar d €
(—0.5,0.5) un d # 0, ja

VX ~ ARMA(p, q),
kas nozime, ka

b(B) v X, = a(B)ey,
kur &; neatkarigs vienadi sadalits gadijuma lielums,

b(z)=1—biz—...=b2Puna(z) =1—a1z — ... — q,2%

33



4. Jaukto procesu pielietojumi

statistika

Saja nodala tiks apskatits procesa blivuma un regresijas funkcijas novertesana ar
kodolu gludinasanas metodi (skat. [3],[14] un [4]), ka ari tiks apskatiti Rozenblata - Bikela
un Neimana testi, kas tiek izmantots hipotezu par jaukto procesu sadalijumu parbaudei.

Apskatot simuléto jaudu, Neimana tests tiks salidzinats ar Kolmogorova - Smirnova testu.

4.1. Procesa blivuma funkcijas novertésana ar kodolu
gludinasanu

Pienemsim, ka dati Xi,...,X,, ir gadijumu lielumu virkne ar blivuma funkciju f.
Visvienkarsakais blivuma funcijas novértéjums ir histogramma. Pienemsim, ka funkci-

ja f defineta intervala [0, 1]. Sadalot intervalu [0, 1] m vienadas dalas, definesim

1. sadalijuma intervalus - Binus

Bl = [07%)7 BZ = [i 2)7 i8] Bm = |:m_—1’1:|

~

p; = %, kur Y} ir novertojumu skaits intervala (bina) B;, un p; = [, f(u)du;
J
2. soli h - joslas platumu

h=—.

m

Tad histogrammas novértéjums tiks definéts ar funkciju
. 7y
fn(x) = Z #]{xij}a
i=1
kur I,ep;y ir indikatorfunkcija.
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Definicija 25. Par kodolu sauc jebkuru gludu funkciju K, tadu, ka

1. K(x) >0Vzx € R;

2. /K(x)dx =1 un K - blivuma funkcija;
3. /xK(x)dx = 0 un K ir simetriska funkcija;

4. 0} = /a:QK(a:)dx > 0.

Definicija 26. Ja dots kodols K un pozitivs skaitlis h, ko sauc par joslas platumu, tad

procesa (Xy,t € Z) blivuma novértéjums ar kodolu gludinasanas metodi ir

ful) = %Z%K ( ‘hXZ’). (4.11)

Biezak izmantotie kodoli:

1. Boxcar kodols

1
K(z) = L tal<1y

kur Iy, <1y ir indikatorfunkcija;

2. Gausa kodols

3. Jepanicpekova kodols

K(z) == (1 —2) Ijz<1y-

e~ w

Skaidrs, ka sola h izvele ir loti nozimiga, lai novértétu blivuma funkciju f ar kodolu
gludinasanas metodi. Tipiski nosacijumi neparametriskam metodém ir A — +0 un
nh — +oo, kad n — 4o00. Visbiezak izmantota metode, lai noteiktu joslas platumu

h, ir krosvalidacijas metode.

Definicija 27. Krosvalidacijas metode ir tada, ka nepiecieSams minimizet krosvalidacijas

funkciju .
J(h) = / (fn($)>2d$ - %Zf—z(Xz)y

kur f,i(Xi) ir blivuma funkcijas novertejums, izlaizot X; noverojumu.

Specifiska gadijuma krosvalidacijas funkcija Vh > 0 tiek defineta forma
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J(h) = # Z;K <¥) + %K(O) +0 (%)
kur
K*(z) = K®(2) — 2K(z)
un
K@) = [ Kz~ 9Ky
Par optimalo h tiek uzskatits h*, kas ir $1s minimizejosas krosvalidacijas funkcijas atris-
inajums.

Apskatisimies pie kadiem nosacijumiem jauktajiem procesiem var novértét blivuma

funkciju ar kodolu gludinasanas metodi.

Teoréma 22. Piepemsim, ka (X;,t € Z) ir stacionars jauktais process ar a(k) < cop®,
kur co > 0, k > 1 un p € [0,1], f ir procesa (X, t € Z) blivuma funkcija. Ja f ir

nepartraukts punkta r un

1. ja
nh
(In?n) e
tad
fn(x> —g.d f(l'),

2. ja f € Cyq(b) kadam b un ja

h— e (ln(n))di‘ly
n

kur ¢, — ¢ (¢ >0), tad Vz € R? un Vk, kur k € Z

1 <%) o (fu(z) = f(@)) =44 0,

loggn (n

Pieradijums. Skatit [[4], 45.lpp]. Teorema parada, ka noverteta blivuma funkcija tiecas

uz 1sto blivuma funkciju pie lieliem izlasu apjomiem.
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4.2. Regresijas novertésana ar kodolu gludinasanu

Pienemsim, ka ir dots stacionars process 7, = (X;,Y;),t € Z. Apskatisim regresijas

vienadojumu
i =r(Xy) +&

ar E(g;) = 0, kur r - regresijas funkcija, Y - rezultejosais jeb atbildes mainigais, X -
skaidrojosais mainigais, prediktors un ¢; neatkarigs vienadi sadalits gadijuma lielums.

Neparametriskaja regresija, kodoli tiek lietoti, lai noteiktu lokalo vidéjo vértibu.

Definicija 28. Pienemsim, ka h > 0 ir pozitivs skaitlis, kuru sauc par soli.

Regresijas novértejums ar kodolu gludinasanu ir forma:
Fa(z) =) L)Y,
i=1

kur K ir kodols un svari

- X
f) .
h , r—X;
li(z) = ZK( 7 ) o . (4.2.1)
% ja i[((w—hxj) =0

Biezi h izvelei izmanto krosvalidacijas metodi.

Definicija 29. Krosvalidacijas metode ir tada, ka nepieciesams minimizét noveértéto risku

=1

kur 7_;(z) ir novertejums, kas iegustams izlaizot pari (X;,Y;)

) 0 ja j=
. l.
Poilw) =D Vily (@), kur [y (x) = L@ ja j#i
i=1 Zlk 35)
i

Piezime 23. E (Y; —i_; (X;))’ ~ 02+ E (r (X;) — i_; (X3)) un E (Y; — i_; (X;)) = 0

~R
Tadejadi E (R) ~ R+ 02, lidz ar to iegistam, ka krosvalidacijas metode dod gandriz

nenovirzitu novertéjumau.
Definicija 30. R ir nenovirzits R novertejums, ja E <R> = R.
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Apskatisim pie kadiem nosacijumiem jauktajiem procesiem var novertet regresijas

funkciju ar kodolu gludinasanas metodi.

Teoréma 24. Pienemsim, ka Z, = (X, Y1), t € Z ir stacionars jauktais process ar a(k) <
cop®, kurcog >0, k> 1 un p € [0,1], f ir procesa Z; blivuma funkcija, f € Cyq(b) kadam

b un E(exp(alYy|)) < oo kadam a > 0 un kadam 7 > 0.

Ja

nh

(i)™

un S ir kompakta kopa, tada, ka inf.cs f(z) > 0, tad

sup |F(z) — 7(z)[ — 0
z€eS

Turklat, ja

tad
2/ (d+1)

logen(In(n))t/m+0-1/7)(2/(d+4)

sup |7, (z) — r(x)| — 0.
x€S

Pieradijums. Skatit [[4], 71.lpp]. Teorema parada, ka noverteta regresijas funkcija tiecas

uz isto regresijas funkciju katra datu punkta.

4.3. Piemeri par jaukto procesu blivuma un regresi-
jas funkcijas novertésanu ar kodolu gludinasanu

Piemeérs 7. Tika generéta izlase apjoma n = 50, 100 un 500 novérojumiem péc AR-

MA(1,1) modela
Xy =aXi 1 +¢e + bep,

kur &, ~ N(0,1). Konstruesim kodola blivuma funkcijas novertéjumu forma (4.1.1)) un
salidzinasim ar gadijumu, kad generéta izlase ir ar vienadi sadalitiem neatkarigiem noveéro-

jumiem un ar normalo sadalijjuma funkciju.
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4.1. att.: Konstruetais kodola funkcijas novertéjums (1) - izlase ar atkarigiem novéeroju-
miem, ja a = 0.5 un b = 0.1; (2) - izlase ar vienadi sadalitiem neatkarigiem noverojumiem;

(a) - n = 50; (b) - n =100; (¢) - n = 500.
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Apskatot [f.Tjattelu var redzet, ka izlases blivuma funkcijas novertejums ar kodolu
gludinasanas metodi darbojas lidzigi gan izlasei ar atkarigiem noverojumiem gan izlasem
ar vienadi sadalitiem novérojumiem.

Taka koeficienti a, b ir mazaki par viens un autokorelacijas funkcija strauji dilst (skat.

ttélu), process ir jauktais process, kuram var novertét blivuma funkciju.

1.0
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1

T T T
0 20 40 60 80 100

00

4.2. att. Autokorelacijas funkcija procesam (X;,t € Z), ja a = 0.5 un b = 0.1.

Piemeérs 8. Apskatisim piemeéru ar nelinearu laikrindu forma

Autokorelacijas funkcija strauji dilst (skat. [4.3ttelu), varétu secinat, ka $is process
ir jauktais process. Apskatisimies, ka darbojas procesa blivuma funkcijas novertejums ar
kodolu gludinasanas metodi.

25eoremas nosacijumus parbaudit ir loti gruti, tadel nevar isti pateikt, vai saja
gadijuma var novertet blivuma funkciju ar kodolu gludinasanas metodi. Apskatot [4.4.Jat-
telu, var redzét, ka blivuma un regresijas funkcijas novertejums ar kodolu gludinasanas

metodi darbojas labi.
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4.3. att. Autokorelacijas funkcija procesam (X, ¢t € Z), kad a = 5 un b = 0.9.
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4.4. att.: (a) Nelineara laikrinda (X, € Z) ar konstruetu regresijas funkcijas novertejumu
ar kodolu gludinasanu (¢ = 5,b = 0.9 un ¢; ~ N(0,1)); (b) Nelineara laikrinda (X;,t €
Z) histogramma ar konstruétu blivuma funkcijas novértégjumu ar kodolu gludinasanas

metodi(a =5, b = 0.9 un g, ~ N(0,1)); (1)n = 50; (2)n = 200.
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Piemérs 9 (Praktisks piemers). @pieméra apskatitajam ilglaicigas atminas procesam
kostruesim procesa Z; = Y; — Y;_4, kas ir vajas atkaribas process, un R, = |Y; — Y;_4|,

kas ilglaicigas atminas process, blivuma un regresijas funkcijas novértéjumu ar kodolu

gludinasanu.
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4.5. att.: (1) Procesa (Ry,t € Z) (2) Procesa (Z;,t € 7) a) regresijas funkcijas novertejums

ar kodolu gludinasanu (h = 7), b) blivuma funkcijas novertejums ar kodolu gludinasanu

(h = 1.5).

Konstruejot procesa (R;,t € Z) blivuma un regresijas funkcijas novertejumu ar kodolu
gludinasanu, nedarbojas krosvalidacijas metode sola h izvelei, tadel h tika izvelets tads,
lai blivuma un regresijas funkcijas novértéjums ar kodolu gludinasanu butu péc iespéjas
labaks (skat. [4.5}ttelu). Procesam (Z;,t € Z) novertejot blivuma un regresijas funkcijas
novertejumu ar kodolu gludinasanu h tika izvelets pec krosvalidacijas metodes. Autoko-

relacijas funkcija procesam (Z;,t € Z) dilsts straujak neka procesam (R, t € Z) (skat.
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B.Lhttelu).

Piemeérs 10. Generesim FARIMA(1,0.4,1) procesu apjoma 1500. Taka autokorelacijas
funkcija dilst leni, tad tas ir ilglaicigas atminas process (skat. ttélu).
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4.6. att. FARIMA(1,0.4,1) procesa autokorelacijas funkcija

ArT geit konstruéjot procesa blivuma un regresijas funkcijas novértéjumu nedarbojas

krosvalidacijas metode, tade] ari Seit h tika brivi izvelets (skat. [4.7ttelu).

W
%W w | { wﬂﬂh

4.7. att.: FARIMA(1,0.4,1) procesa konstruetais a) regresijas funkcijas noverteums ar
kodolu gludinasanu (h = 7), b) blivuma funkcijas novertejums ar kodolu gludinasanu

(h = 0.3).
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4.4. Sadalijuma noteikSanas testi atkarigiem datiem

Saja nodala teorétiski tiks apskatiti Bikela Rozenblata un Neimana testi, ar kuru
var parbaudit hipotézes par jaukto procesu sadalijjumu. Sakotnéji Sos testus izmantoja,
lai parbauditu hipotezes par neatkarigu vienadi sadalitu gadijuma lielumu sadalijumu.

Neimana tests tiks salidzinats ar Kolmogorova - Smirnova testu, apskatot empirisko jaudu.

4.4.1. Bikela Rozenblata tests

Pienemsim, ka ir dots stacionars process (Xy,t € Z). Parbaudisim vienkarso hipotézi
Hy : f = fo,
Hl : f 7é fO;

kur f ir procesa (X¢,t € Z) blivuma funkcija.

Pienemsim, ka

. 1 « - X;
fn(x):%z;K(x . )

kur fn(x) ir blivuma funkcijas f kodolu novertejums, h = h(n), h — 0, kad n — oc.

Salidzinasim fn ar nogludnato fy ar statistiku

T, = nhd/z/ <fn(x) — (K * fo) (1:)>2d:c,

kur

1 T —z
un d ir procesa (X, t € Z) dimensija.

Pirms definésim teorému par statistikas 7,, robezsadalijumu, kuru 2000.gada sava dar-

ba paradija Neimanis un Paparoditis, definesim pienémumus.

Pienémums 1. Absolati regularais §(n) jaukto procesu koeficients ir definets forma

(1.1.6)) un tas dilst eksponenciali atri, t.i.,
B(n) < Ce“F,
kur C' ir konstante.

Pienemsim, ka f ir stacionara procesa (X;,t € Z) blivuma funkcija un fx,  x,

kopéja blivuma funkcija.
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Pienémums 2. Blivuma funkcija f ir nepartraukta un
sup {le.l 77777 X, (@1, .., zm) } < 00
Vm, kur 11 < ip < ... < iy,
Pienémums 3. h =0 ([ln(n)]_?’) un h=% = o(n), kur d ir procesa (X;,t € Z) dimensija.
Teoréma 25. Piepemsim, ka —(@ pienémumi izpildas, tad, ja hipotéze Hy ir spéka,

T, — h? /Kz(u)du —q N(0,0%),

o2 =9 / P(z)dz - / ( / K(u)K(u+v)du)2dv

Pieradijums. Skatit [[15], 144.lpp]. Lidzigus rezultatus 1987.gada paradija ari Takahata

kur

un Joshihara.
Apskatisim salikto hipotezi, tad
Ho : f S f,

Hi : f nepieder F,

kur F ir blivuma funkciju klase. So gadijumu ir iespejams reducet uz vienkarsas hipotezes
gadijumu. Prakse tiek parbauditas parametriskas hipotezes, tad F = F? = {f,,0 € O},
kur ©® C RP. Ieprieks, kad apskatijam vienkarso hipotézi, tad fn salidzinajam ar fy, tad
tagad f. salidzina ar fa, kur f; ir blivuma funkcijas f parametriski noverteta funkcija ar

statistiku
7,5 =0k [ (fuo) = (1 £5)(0)).
kur (Kj * f3)(x) ir forma ([({.4.1)).
Piepémums 4. 1. /((Kh s f3)(x) — (Kp * fo,)(x))* dz = 0,(n"*h™2);
2. 0 — 0y = op(n’%h’g);
3. sgp{\féol} < .
Teorema 26. Pienemsim, ka izpildas — pienemumsi un hipotéze Hy ir spéeka, tad
T,;—h? / K?(u)du —q N(0,02).
Pieradijums ir lidzigs 25 teoremas pieradijumam.
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4.4.2. Neimana tests

Pienemsim, ka ir dots stacionars « jauktais process (X, t € Z). Parbaudisim vienkarso
hipotézi
HO B = Fo,

o, : F+ L,

kur F' ir procesa (X;,t € Z) sadalijuma funkcija.
Hipotezes parbaudei Valeinis piedavaja izmantot sekojosu statistiku
k

2
1 e
Th= 15 ) (” 2 ;%(Xi)> :

j=1

kur £ = 1,2,...,d(n), 0 = Y2 _ Cov(Xy, X;), ¢, ir ortonormali Lazandra polinomi.
Pirmie Lazandra polinomi ir sekojosi:

do(x) = 1; ¢1(x) = V3(2x — 1);

¢a(z) = V/5 (622 — 62 + 1);
3(z) = VT (202° — 3022 + 122 — 1);
¢a(x) = 3 (702* — 1402% + 9022 — 20z + 1).

Piezime 27. Ja 1/(120%) = 1, tad iegustam statistiku, ko izmanto hipotézes par neatkarigu

vienadi sadalitu procesu sadalijumu parbaudei, ko ieviesa 1937.gada Neimanis (skat. [16]).

Hipoteze H, par noteiktu sadalijuma likumu tiek noraidita izveletaja nozimibas limeni
Qo ja testa statistika, T}, ir lielaka par tabuleto kritisko vertibu.

Nozimiga ir komponensu skaita k izvele. Sakotnéji, pirms Ledvina ieviesa 1994.gada
ieviesa §varca izvéles likumu (skat. [I7]), literatiira rekomendéja izveleties k = 2,3. Kom-
ponensu skaita k izvele ietekme jaudu. Tade] apskatisim Ledvina Svarca izveles likumu.

Pienemsim, ka

Yn = (él? "'7¢n)a

kur

QEJ' = n_1 E?:l ¢J(X2)7 (] = 1727 "'7k)7

tad Svarca izveles likums ir
S = min{k:1<k<d(n),n|Y,[; —kin(n) >n|Y,|? —jln(n),j =1,2,...d(n)} .
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Pirms definesim teoremu par statistikas T} robezsadalijumu ir nepieciesami ¢etri piene-

mumi.
Piepémums 5. a(k) < ap® kadam a > 0, 0 < p < 1.
Piepémums 6. E|X;|” < oo kadiem v > 2.

Piepnémums 7. 02 =Y > _ Cov(Xp, X;) > 0.

Piepémums 8. d(n) = o ( l%%)

Teoréma 28. Pienemsim, ka (X, t € Z) ir stacionars « jauktais process, izpildas E] un

[8 pienemums.

a) Tad

lim P(S=1)=1.

n—oo

b) Ja hipotéze Hy ir speka un izpildas @.,@.pienémums, tad
Ny, —q X%-

Pieradijums. Skat. [18].

Piezime 29. Ja hipoteze Hy ir spéeka, tad N — oo.

2 2

Sekas 30. Pienemsim, ka izpildas @.-@.pienémumi un 0° ir o° novertéjums, tad

k n 2
1
S99 91 (1 STE0) R
j=1 i=1

Lai novertetu stacionara procesa (X, t € Z) o2, pienemsim, ka Vt,h (t € Z,h € Z)

v(h) = Cov(Xy, X¢tn). Ja novertesim kovariacijas funkciju vy(h) ar §(h), tad

G0 = (n— B 32X = F) (X - X,

t—1

kur 0 < h < n — 1. Tagad novertesim o2 ar

kur ¢ tiek izvelets diezgan mazs, noapalojot autokovariacijas ar trim komatiem aiz zimes,

jo procesa autokovariacijas funkcija dilst eksponenciali atri.
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Piezime 31. Jauktajiem procesiem Neimana tests saliktajam hipotéezem nav vél pieradits.

Apskatot empiriski simulétas jaudas, salidzinasim Neimana testu ar Kolmogorova -

Smirnova testu, kas balstas uz statistiku
Dy, = sup |[F(z) — Fu(x)],
kur F,(x) apzimé empirisko sadalijuma funkciju.

Piemeérs 11. Tika generéta gadijuma izlases apjoma n = 20, 50 un 100 pec AR(1) modela

forma
X =05X1+¢&
un péc GARCH(1,1) modela forma
X = o046y,

kur oy = 0.9 4+ 0.2X;_; + 0.60,_1, pie nozimibas limena o = 5% empiriski tika simuleta

jauda:
1. Neimana testam;
2. Kolmogorova-Smirnova testam.

Apskatisim divas alternativas (tika izmantots [19].literataras avots)

1 1
q(z) =3 JE% (@54 (1 —a)™?);
92(1’> = Z (ZL'_I/Q + (1 o J])_l/2)7

jo $o alternativu blivuma funkcijas tiecas uz vienmerigo blivuma funkciju segmenta [0, 1]
(skat [4.8 httelu). Pariesim uz jauniem mainigajiem Z;, izmantojot datus un alternativas,

un izvirzisim hipotezi

Hy: Zi ~ U(0,1);
Hl . Zt lead U(O, 1),

Veicot 10000 reizu simulacijas, aprékinasim empirisko jaudu datiem dazadiem izlasu
apjomiem, kas generetas no alternativam g;(z) un go(x). Empiriski simuleta Neimana

testam ir lielaka neka Kolmogorova-Smirnova testam (skat. [4.1}fabulu).
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4.8. att. Vienmeériga blivuma funkcija segmenta [0,1] ar alternativam ¢;(x) un go(z).

4.1. tabula: Pie nozimibas limena o = 5% 10000 reizu simuleta jauda jauktajiem procesam

n = 20 n = 50 n = 100

ar alternativu g;(z) AR(1) procesam

Neimana tests 0.553 0.819 0.97

Kolmogorova-Smirnova tests 0.294 0.468 0.706

ar alternativu go(z) AR(1) procesam

Neimana tests 0.326 0.523 0.783

Kolmogorova-Smirnova tests 0.261 0.397 0.604

ar alternativu g¢;(x) GARCH(1,1) procesam

Neimana tests 0.995 1 1

Kolmogorova-Smirnova tests 0.616 0.955 0.997

ar alternativu g»(z) GARCH(1,1) procesam

Neimana tests 0.982 1 1

Kolmogorova-Smirnova tests 0.549 0.918 0.998

Tagad Apskatisimies gadijumu, kad dati (X;,¢ € Z) ir neatkarigi vienadi sadaliti
gadijuma lielumi.

Veicot 10000 reizu simulacijas, aprekinasim empiriski simuléto jaudu, generejot datus
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no alternativas gy (z).

4.2. tabula: Pie nozimibas limena o = 5% 10000 reizu simuléta jauda neatkarigiem vienadi

sadalitiem gadijuma lielumiem

n = 20 n = 50 n = 100 n = 500
X, ~U(0,1)
Neimana tests 0.762 0.953 0.998 1
Kolmogorova-Smirnova tests 0.214 0.466 0.8 0.997
X; ~ N(0,1)
Neimana tests 0.773 0.954 0.995 0.998
Kolmogorova-Smirnova tests 0.215 0.471 0.799 0.996

Pie maziem izlasu apjomiem Neimana tests darbojas labak neka Kolmogorova-Smirnova

tests, jo simuleta jauda ir lielaka (skat. [£.2 rabulu).

Kolmogorova-Smirnova tests nav pamatots jauktajiem procesiem. Apskatitajam al-

ternativam Neimana tests darbojas labak vienkarso hipotezu gadijuma.
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Nobeigums

Magistra darba tika aplikoti jauktie procesi, kas tiek definéti ar jaukto procesu koe-
ficientiem, un apskatiti to pielietojumi statistika. Jaukto procesu koeficientus vispariga
veida ir loti gruti aprekinat, vieglak tos ir aprekinat tad, kad divdimensionala gadiju-
ma lielums pienem tikai divas vertibas. Viens no meérkiem bija analizet, ka aprekinat
jaukto procesu koeficientus praksé novérotiem datiem. Tomeér, nepienemot kadu mode-
li vai struktaru par datiem, jaukto procesu koeficientus, manuprat, noteikt praktiski ir
neiespéjami.

Praktiski apskatot dazadu procesu blivuma un regresijas funkcijas novértéjumus ar
kodolu gludinasanu, var secinat, ka S§is metodes darbojas lidzigi ka neatkarigu datu
gadijuma, kas tika apskatiti neparametrikas statistikas lekciju kursa. Nosacijumus, uz
kuriem balstas neparemetriskas statistikas metodes, ari nav viegli parbaudit

Kaut gan blivuma un regresijas funkcijas novéertéjumi ar kodolu gludinasanu teorétis-
ki strada jauktajiem procesiem, pagaidam literatura vel isti nav pamatota $1 metode
ilglaicigas atminas procesiem. Praktisko datu analize Ilglaicigas atminas procesiem nedar-
bojas krovalidacijas metode joslas platuma h izvélei.

Neimana tests darbojas labak par Kolmogorova - Smirnova testu gan neatkarigiem
datiem, gan jauktajiem procesies, kaut ari Kolmogorova - Smirnova tests jauktajiem pro-
cesiem nav pamatots. Saliktam hipotézém Neimana tests vél nav pieradits jauktajiem
procesiem. Biitu nepieciesams veikt smalkaku Bikela - Rozenblata testa analizi jaukta-
jiem procesiem, jo tas pagaidam ir vienigais tests jaukto procesu saliktam hipotezem par

sadalfjumu.
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A Izveidoto programmu kodi

1. programmas kods

#### Arma process

nl1<-1000

AR<-0.5

MA<-0.1

par (mfrow=c(3,2))

n<-100

k<-nlx*n

ts.sim <- arima.sim(list(ar = AR,ma=MA), k)
vid<-mean(ts.sim)

var<-var(ts.sim)

xx<-1:n

dati<-ts.sim[(nl+1-n):n1]

plot(dati, type="1",main="",xlab="(a)",ylab="" )
nad.fun<-function(x)

{

sum(dnorm( (x-xx) /h) *dati)/

sum(dnorm( (x-xx) /h))

}

d<-seq(min(xx) ,max(xx),len=1000)
lines(d,sapply(d,nad.fun),lwd=2,col="green")
legend("topright", paste(c("ista blivuma funkcija",
"kodolnovertejums")),

col=c("black","green"), 1ty=1:2, pch = "", ncol =1,

cex = 1.3,bty="n")
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hist(dati,prob=T,main="",ylim=c(0,0.6) ,xlab="(1)",
ylab="(b)")

xx<-seq(min(dati) ,max(dati) ,by=0.001)
points(xx,dnorm(xx,0,sqrt(var)) ,type="1")
library(sm)

hi<-hcv(dati)

points(density(dati,bw=h1l),type="1",col="green")

### gadijuma lielums ir neatkarigs vienadi sadalits
iid<-rnorm(n,0,sqrt(var))

h4<-hcv(iid)
hist(iid,prob=T,ylim=c(0,0.6),xlab="(2)",ylab="" ,main="")

points(density(iid,bw=h4),col="green",type="1" )

. programmas kods

## nelineara laikrinda

c.t<-c()

n1<-1000

par (mfrow=c(3,2))

eps.t<-rnorm(nl)

x.t<-0

for (j in 2:n1)

{
x.t[j1<-0.1*x.£[j-11/(1+0.9%(x.t[j-11) "2) +eps .t [j]
}

n<-200

dati<-x.t[(nl+1-n) :n1]

plot(dati, type="1",main="",6ylab="(1)",xlab="(a)")
acf(dati,lag.max=100,main="",xlab="(2)",ylab="")
hist(dati,prob=T,xlab="",6ylab=""

,main="" ylim=c(0,0.3) ,main="",xlab="(2)",ylab="")

library(sm)

)



hi<-hcv(dati)

points(density(dati,bw=h1) ,type="1",col="green")
. programmas kods

#### process Z_t

par(mfrow=c(1,2))
y.data<-read.table(file="S&P1.txt",dec=",")[,5]
dati<-c()

for (i in 1:n-1)

{

datil[i]l<-y.data[i+1]-y.datali]

}

n<-length(dati)
plot(dati,xlab="",ylab="",type="1",main="")
acf(dati,lag.max=500,main="",xlab="a",ylab="")
hist(dati,prob=T,breaks = 7,ylim = c(0, 0.2),
xlab="" ,ylab="",main="")
xx<-seq(min(datil) ,max(datil) ,by=(max(datil)
-min(dati1))/(n-1))

nad.fun<-function(x)

{

sum(dnorm( (x-xx) /h) *dati/
sum(dnorm( (x-xx) /h)))

}

library(sm)

hi<-hcv(dati)

points(density(dati,bw=h1l),type="1",col="green")

#it## long memory process R_t
par (mfrow=c(1,2))
datil<-abs(dati)
n<-length(datil)

plot(datil,xlab="(a)",ylab="",type="1")
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xx<-1:n

h<-7

nad.fun<-function(x)

{

sum(dnorm( (x-xx) /h) *datil)/

sum(dnorm( (x-xx) /h))

}

d<-seq(min(xx) ,max(xx),len=1000)
lines(d,sapply(d,nad.fun),lwd=2,col="green")
acf(datil,lag.max=500,main="",xlab="b",ylab="")
hist(datil,prob=T,ylim = c(0, 0.2),main="",
ylab="" xlab="(b)")
xx<-seq(min(datil) ,max(datil) ,by=(max(datil)
-min(dati1))/(n-1))

hi<-1.5

points(density(datil,bw=h1) ,type="1",col="green")

## FARIMA process

library(fracdiff)

dati<-fracdiff.sim(1500, ar = .2, ma = .4, d = .4)
acf(as.ts(dati$series),lag.max=100,xlab="",ylab=""
,main="")

par (mfrow=c(1,2))

plot(as.ts(dati$series) ,xlab="(a)",ylab="",type="1")
xx<-1:1500

h<-7

nad.fun<-function(x)

{

sum(dnorm( (x-xx) /h) *as.ts(dati$series))/
sum(dnorm( (x-xx) /h))

}

d<-seq(min(xx) ,max(xx),len=1000)
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lines(d,sapply(d,nad.fun),lwd=2,col="green")
acf(datil,lag.max=500,main="",x1lab="b",ylab="")
hist(as.ts(dati$series),prob=T,ylim = c(0, 0.4),
main="",ylab="",6xlab="(b)")

hi1<-0.3

points(density(as.ts(dati$series) ,bw=h1l),type="1",

col="green")
. programmas kods

#tiek izveidoti atkarigie dati

n<-100

8im<-10000

#AR<-0.5

#var<-1-(AR) "2

#ts.sim <- arima.sim(list(ar = AR,ma=c()), sim*n, sd = sqrt(var))
library("fSeries")

library(fGarch)

a0<-0.9

al<-0.2

b1<-0.6

ts.sim = garchSim(model = list(omega = a0,alpha =al,beta=bl), sim*n)
dati<-pnorm(ts.sim,0,1)

w<-20

autocov<-acf(dati,type = c("covariance"))[[1]1][2:w]

s . sum<-sum(autocov[autocov>0.001])

sigma_kv<-acf(dati,type = c("covariance")) [[1]] [1]+2*s.sum
#definejam polinomus

pl<-function(x)sqrt (3) *(2*x-1)
p2<-function(x)sqrt (5) * (6*x~2-6*x+1)

p3<-function(x)sqrt (7)*(20*%x~3-30*x"2+12*x-1)
p4<-function(x)3*(70*x~4-140%x"3+90*x"2-20%*x+1)

#definejam alternativi

#alt<-function(x){1/2+1/20*(x"~(-4/5)+(1-x)~(-4/5))}
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alt<-function(x){1/4*(x~(-1/2)+(1-x)"(-1/2))}
#altelnativas integralis
#g2<-function(y){1/2*y+1/4*xy~(1/5)-1/4%(1-y)~(1/56)+1/4}
g2<-function(y){1/2x(1+y~(1/2)-(1-y)~(1/2))}

# 10000 reizu rekinam statistiku

h<-log(n)

s<-c() # uzkraj statistiku

1<-c() # paligmainigais, lai izrekinatu statistiku
k<-c() # uzkraj k vertibas

# precizitate, kas nepieciesama, lai rekinatu polinoma saknes
eps<-0.05

#uzkraj KS testa p vertibas

kom.pval<-c()

for (i in 1:sim) {

x<-dati[(n*(i-1)+1) : (n*1i)]

# rekina datus, kas veidojas ar alternativi

y<-cQ)

for (o in 1:n){

a<-0

b<-1

c<-(atb)/2

hi1i<-abs(g2(c)-x[ol)

while(h11>eps){

c<-(atb)/2

h11<-abs(g2(c)-x[ol)

hi1<-(g2(a)-x[o])*(g2(c)-x[o])

if (h1<0) b<-c else a<-c

}

ylol<-c

}

#Ar KolmogorovasSmirnova testu tiek rekinata p-vertibaa

kom.pval[i]l<-ks.test(y,"punif",0,1,alternative="greater")$p.value
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di<-sum(p1(y))

d2<-sum(p2(y))

d3<-sum(p3(y))

d4<-sum(p4(y))

d11<-n*(((1/n)*d1) ~2)-1%h

d12<-n*(((1/n)*d1) “2+((1/n)*d2) "2) -2xh
d13<-n*(((1/n)*d1) “2+((1/n)*d2) "2+ ((1/n) *d3) "2) -3*h
d14<-n*(((1/n)*d1) "2+ ((1/n) *d2) "2+ ((1/n)*d3) "2+ ((1/n) *d4) ~2) -4*h
d<-c(d11,d12,d13,d14)

ki<-order(d) [4] # nosaka k vertibu

k[il<-k1 # saglaba k vertibas

1[11<-(((1/n)~(1/2))*d1) "2
1[2]1<-(((1/n)~(1/2))*d1) "2+ (((1/n) " (1/2))*d2) "2
1[3]<-(((1/n)~(1/2))*d1) "2+ (((1/n) " (1/2))*d2) "2+ (((1/n) " (1/2)) *d3) "2
1[41<-(((1/n) "~ (1/2))*d1) "2+ (((1/n) " (1/2) ) *d2) "2+ (((1/n) " (1/2) ) *d3) "2
+(((1/n)~(1/2))*d4) "2

s[i1<-1[k1]

}

s<-s*(1/12/sigma_kv)  ### statistika tiek rekinata

ticam<-0.95 # ticamibas limenis

krit.vert<-qchisq(ticam,1)

u<-length(s[s>krit.vert])

p<-u/sim # jauda neimana testam

p
pl<-length(kom.pval [kom.pval<0.05])/sim #jauda KS testam

pl
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Ar savu parakstu apliecinu, ka pétijums veikts patstavigi, izmantoti tikai taja noraditie
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(darbu piepéma)

Darbs aizstavets magistra gala parbaudijuma komisijas sede

prot. Nr. , Vertejums

(datums)

Komisijas sekretars/-e:

(Vards, Uzvards) (paraksts)
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