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Anotâcija

Diplomdarbâ tiek apskatîtas parametriskâs un neparametriskâs Beijesa metodes. Tiek

salîdzinâtas Beijesa un klasiskâs, neparametriskâs metodes maiòas punktu noteikðanâ un

laikrindu prognozçðanâ.

Atslçgas vârdi: Parametriskâ Beijesa statistika, neparametriskâ Beijesa statistika, maiòas

punktu noteikðana, laikrindu prognozçðana



Abstract

This diploma thesis investigates parametrical and nonparametrical Bayesian methods. A

comparison is made between Bayesian and classical methods in changepoint detection and

time series prediction.

Keywords: Parametrical Bayesian statistics, nonparametric Bayesian statistics, Change-

point detection, Times series prediction
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Ievads

Ja vajadzçtu klasificçt visas statistikas metodes, viens no veidiem, kâ to izdarît, varçtu

bût 1. tabulâ uzskicçtais.

1. tabula: Statistikas metoþu klasifikâcija.

Klasiskâs metodes

Klasiskâs,

neparametriskâs

metodes

Beijesa metodes

Beijesa

neparametriskâs

metodes

Beijesa (Bayes)1 metodes pazîstamas jau kopð K. Gausa (C. F. Gauss) laikiem, kurð

ieguva normâlo sadalijumu divos daþâdos veidos: ar klasisko, sauktu arî par frekventistu

(frequentist), un ar Beijesa [1, 57. lpp.] metodi. Neparametriskâs Beijesa metodes sa-

vukârt parâdîjâs salîdzinoði nesen, 70. gadu sâkumâ, kad T. Fçrgusons (T. S. Ferguson)

konstruçja pirmo sadalîjumu funkciju telpâ [2]. Vadoðie nozares pçtnieki S. Goðals (S.

Ghoshal) un A. van der Vârts (A. van der Vaart) prognozç [3], ka lîdz ðîs dekâdes beigâm

neparametriskâs Beijesa statistikas metodoloìija bûs lielâ mçrâ izpçtîta.

Beijesa (Bayes) metodes, gan parametriskâs, gan neparametriskâs, tiek plaði pielieto-

tas visdaþâdâkajâs zinâtnes nozarçs. Îpaði populâras tâs ir sociâlajâs zinâtnçs, piemçram,

politikâ [4], socioloìijâ [5], jurisprudencç [6], kâ arî ekonomikâ [7]. Taèu metodes tiek

pretrunîgi vçrtçtas, lai arî daþi zinâtnieki tâs uzskata par fundamentâlu pçtnieka rîku bez

kura nevar iztikt [8], citi argumentç, ka no Beijesa statistikas zinâtnç ir jâizvairâs, cik

vien iespçjams [9].

Diplomdarba mçríi ir sekojoði:

1. iepazîties gan ar parametrisko, gan neparametrisko Beijesa metoþu teorçtisko pa-

matojumu;

2. izpçtît Beijesa pieeju maiòas punktu noteikðanâ, salîdzinât to ar empîriskâs ticamî-

bas funkcijas metodi, ko izpçtîjis A. Vaselâns [10];

1Ðeit un turpmâk gan pçtnieku uzvârdi, gan mazâk pazîstami termini doti kursîvâ angliski.
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3. izprast neparametrisko Beijesa metoþu pamatojumu un praktisko pielietojamîbu

laikrindu prognozçðanâ.

Darbs sastâv no trîs nodaïâm. Pirmajâ tiks aprakstîti pamatjçdzieni, ilustrçtas Beijesa

metoþu idejas un problemâtika. Otrâ nodaïa tiks veltîta maiòaspunktu tematikai, salîdzi-

nâta parametriskâ Beijesa metode ar procedûru no klasiskâs, neparametriskâs statistikas

procedûru klâsta. Treðâ daïa ir veltîta Gausa procesiem, kas ir viens no daudzsoloðâka-

jâm neparametriskâs Beijesa statistikas izpçtes virzieniem. Tiek salîdzinâta to un ARIMA

modeïu laikrindu prognoþu kvalitâte.
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1. Beijesa statistikas pamati

1.1. Pamatprincipi

Klasiskajâ statistikâ parametri tiek modelçti kâ konstantes θ. Tiek konstruçti to no-

vçrtçjumi θ̂, veidotas hipotçþu pârbaudes par to vçrtîbu, piemçram, H0 : θ = c pret

H1 : θ 6= c. Frekventistu mçríis ir radît metodes ar labâm îpaðîbam, novçrtçðanas pro-

cedûrâm jâbût nenovirzîtâm, efektîvâm, âtri konverìçjoðâm uz patieso vçrtîbu, savukârt

hipotçþu testiem jâbût ar augstu jaudu.

Beijesa metoþu piekritçjiem jeb beijesieðiem ðîs îpaðîbas arîdzan ir svarîgas, taèu otrðíi-

rîgas. Tiek pieòemts, ka parametri ir nevis konstantes, bet gan gadîjuma lielumi, par

kuriem a priori tiek izdarîti pieòçmumi. Beijesieðiem pirmajâ plânâ ir jautâjums par ðo

pieòçmumu ticamîbu, proti, tiek mçìinâts atbildçt uz jautâjumu: vai novçrojumi apstip-

rina vai noraida sâkotnçjos pieòçmumus, un, ja noraida, tad kâ bûtu jâmaina sâkotnçjie

uzskati? L. Vasermans (L. Wasserman) uzskata [11], ka ir veltîgi salîdzinât, kura pieeja

ir pârâka, jo to mçríi ir fundamentâli atðíirîgi.

Aprakstîsim Beijesa procedûras, ilustrçjot tâs ar pâris piemçriem. Tâlâk sekojoðâ

teorija lielâ mçrâ balstîta uz Vasermaòa grâmatas [12] 11. nodaïu.

Jebkuras Beijesa metodes pamatâ ir trîs posmi:

I Izvçlas aprioro (prior) blîvuma funkciju f(θ). Tâ var bût gan specifiski sadalîjumi,

gan veselas funkciju klases. Ja pçtnieka rîcîbâ ir kâda informâcijas par iespçjamajâm

θ vçrtîbâm, tad ðajâ solî var mçìinât to izmantot, izvçloties aprioro sadalîjumu.

II Izvçlas statistisko modeli f(x|θ), kas ataino pçtnieka uzskatus par datiem, ja ir zinâma

θ vçrtîba.

III Novçro datus X1, ..., Xn, realizâcijas ievieto modelî f(x|θ). Kombinçjot modeli ar
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aprioro θ sadalîjumu f(θ), tiek iegûts aposteriorais sadalîjums f(θ|X1, ..., Xn), at-

spoguïojot uzskatu par θ sadalîjumu, òemot vçrâ datu sniegto informâciju.

Apriorâs un datu sniegtâs informâcijas kombinçðanai izmanto Beijesa teorçmu, kâ dçï

Beijesa metodes nosauktas angïu matemâtiía Tomasa Beijesa vârdâ. Ilustrâcijai pieòem-

sim, ka Θ ir ar diskrçtu blîvuma funkcija un esam novçrojuði vienu gadîjuma lieluma X

realizâciju. Varam iegût, ka

P(Θ = θ|X = x) =
P(X = x,Θ = θ)

P(X = x)
=

=
P(X = x|Θ = θ)P(Θ = θ)∑
θ P(X = x|Θ = θ)P(Θ = θ)

.

Pârejot uz nepârtrauktâm blîvuma funkcijâm, iegûsim

f(θ|x) =
f(x|θ)f(θ)∫
f(x|θ)f(θ)dθ

.

Ja dotas Xn ≡ (X1, ..., Xn) realizâcijas xn ≡ (x1, ..., xn), tad, lai iegûtu f(xn|θ),

konstruç ticamîbas funkciju

f(xn|θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ) = Ln(θ).

Savukârt aposteriorais sadalîjums iegûst formu

f(θ|xn) =
f(xn|θ)f(θ)∫
f(xn|θ)f(θ)dθ

=
Ln(θ)f(θ)

cn
∝ Ln(θ)f(θ), (1.1)

kur cn =
∫
f(xn|θ)f(θ)dθ sauc par normalizçjoðo konstanti. Varam ievçrot, ka Ln tiek

noteikta ar precizitâti lîdz konstantei.

Viens no Beijesa statistikas svarîgâkajiem pieòçmumiem ir ticamîbas funkcijas prin-

cipa (likelihood principle) patiesums, ko 1962. gadâ postulçja Alans Birnbaums (Alan

Birnbaum) [13]. Proti, tas apgalvo, ka visu nepiecieðamo informâciju par datiem var ie-

gût no ticamîbas funkcijas Ln. Varam to novçrot vienâdojumâ (1.1), jo tas ir pçdçjais

solis Beijesa metoþu analîtiskajâ daïâ, viss tâlâkais ir skaitliskie rçíini.

Parametra novçrtçjumu var iegût aprçíinot integrâli

θ̂ =

∫
θf(θ|xn)dθ.

Ja parametri ir vairâki, tad
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f(θ1|xn) =

∫
...

∫
f(θ1, ..., θp|xn)dθ2...dθp

θ̂1 =

∫
θ1f(θ1|xn)dθ1.

Lai iegûtu parametra 1−α% ticamîbas intervâlu, atrod tâdus a un b, ka
∫ a
−∞ f(θ|xn)dθ =∫∞

b
f(θ|xn)dθ = α/2. Tad

P(θ ∈ [a, b]|xn) =

∫ b

a

f(θ|xn)dθ = 1− α. (1.2)

Beijesieði ticamîbas intervâla apzîmçðanai angïu valodâ reizçm izmanto vârdu credible,

nevis confidence. Ðeit parâdâs interesanta atðíirîba starp beijesieðu un klasiskajâm me-

todçm, proti, tâ kâ konstante var intervâlam tikai piederçt vai nepiederçt, frekventistiem

P(θ ∈ [a, b]) var pieòemt tikai binâras vçrtîbas, un (1.2) ir jçga tikai tad, ja α = 0 vai

α = 1.

Aprakstîsim vienu no pirmajiem piemçram Beijesa statistikas vçsturç.

Piemçrs 1. Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ∼ Bern(p), kur Bern(p) ir Bernulli sadalîjums,

meklçjamajam parametram p izvçlçsimies vienmçrîgo sadalîjumu f(p) = 1. Saskaòâ ar

Beijesa teorçmu, aposteriorais sadalîjums ir formâ

f(p|xn) ∝ f(p)Ln(p) = ps(1− p)n−s = ps+1−1(1− p)n−s+1−1,

kur s =
∑n

t=1 xt. Gadîjuma lielumam ir Beta sadalîjums ar parametriem α un β, ja tâ

blîvuma funkcija ir formâ

f(p;α, β) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
pα−1(1− p)β−1.

Varam ievçrot, ka aposteriorais p sadalîjums ir Beta sadalîjums ar parametriem s+ 1

un n− s+ 1, tas ir

f(p|xn) =
Γ(n+ 2)

Γ(s+ 1)Γ(n− s+ 1)
p(s+1)−1p(n−s+1)−1.

To pârrakstâm kâ

p|xn ∼ Beta(s+ 1, n− s+ 1).

Varam ievçrot, ka esam atraduði normalizçjoðo konstanti cn, neaprçíinot integrâli∫
Ln(p)f(p)dp. Vidçjâ vçrtîba Beta(α, β) sadalîjumam ir α/(α+ β), tâpçc Beijesa novçr-

tçjums p ir

p̂ =
s+ 1

n+ 2
.
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Novçrtçjumu pârrakstâm kâ

p̂ = λnp̂1 + (1− λn)p̂2,

kur p̂1 = s
n
ir maksimâlâs ticamîbas novçrtçjums, p̂2 ir apriorâ sadalîjuma vidçjâ vçrtîba,

un λn = n
n+2
≈ 1. n jeb novçrojumu skaitam pieaugot, apriorais sadalîjums novçrtçjumu

ietekmçs aizvien mazâk. 95 % ticamîbas intervâlu varam iegût, atrodot a un b tâdus, ka∫ b
a
f(p|xn)dp = 0.95.

Pieòemsim, vienmçrîgâ sadalîjuma vietâ izvçlçsimies p ∼ Beta(α, β) kâ aprioro sada-

lîjumu. Veicot pârrçíinu, varam iegût, ka p|xn ∼ Beta(α + s, β + n − s). Vienmçrîgas

apriorais sadalîjums ir îpaðs gadîjums, kad α = β = 1. Aposteriorâ vidçjâ vçrtîba ir

p̂ =
α + s

α + β + n
.

Kad apriorais un aposteriorais sadalîjums pieder pie vienas saimes, saka, ka tie ir

saistîti (conjugate).

Piemçrs 2. Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ∼ N (θ, σ2), kâ arî, ka σ ir zinâma. Izvçlçsimies

N (a, b2) kâ aprioro θ sadalîjumu. Varam iegût, ka aposteriorais θ sadalîjums ir formâ

θ|Xn ∼ N (θ̂, τ 2),

kur

θ̂ = wX̂ + (1− w)a,

w =
1
se2

1
se2

+ 1
b2

,
1

τ 2
=

1

se2
+

1

b2
,

un se = σ/
√
n ir maksimâlâs ticamîbas novçrtçjuma X̂ standartnovirze. Varam ievçrot,

ka arî ðajâ piemçra apriorais un aposteriorais ir konjugâti. Ja n → ∞, tad w → 1 un

τ/se→ 1, tâtad pie lieliem n aposteriorais sadalîjums bûs N (θ̂, se2). To paðu var novçrot,

ja n ir fiksçts, bet b → ∞, ko varam interpretçt kâ gadîjumu, kad apriorais sadalîjums

kïûst "plakans" (flat).

Abos piemçros varam novçrot, ka, pieaugot n, apriorâ sadalîjuma ietekme strauji

mazinâs.

Var pierâdît [14], ka, ja θ̂n ir parametra maksimâlâs ticamîbas novçrtçjums vienâ-

dojuma atrisinâjums, θ∗n =
∫
θf(θ|xn)dθ ir parametra Beijesa novçrtçjums un θ0 ir îstâ
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parametra vçrtîba, tad pie noteiktiem nosacîjumiem

√
n(θ̂n − θ∗n)

p→ 0,

un
√
n(θ∗n − θ0)

d→ N (0, 1/I(θ0)),

kur I(θ0) ir θ0 Fiðera informâcija.

Varam izteikt minçjumu, ka frekventistu un beijesieðu metodes asimptotiski uzvedas

lîdzîgi, kas ir arguments par labu frekvenèu tipa procedûrâm.

1.2. Hipotçþu pârbaude ar Beijesa metodçm

Lai pârbaudîtu hipotçzes, nepiecieðams izvçlçties aprioro sadalîjumu gan H0, gan pa-

rametriem θ un tad aprçíinât P(H0|Xn). Apskatîsim

H0 : θ = θ0 pret H1 : θ 6= θ0.

Izvçlçsimies aprioro sadalîjumu P(H0) = P(H1) = 1
2
. Ja spçkâ H1, tad jâizvçlas

apriorais sadalîjums θ, ko apzîmçsim ar f(θ). Izmantojot Beijesa teorçmu,

P(H0|Xn = xn) =
f(xn|H0)P(H0)

f(xn|H0)P(H0) + f(xn|H1)P(H1)

=
1
2
f(xn|θ0)

1
2
f(xn|θ0) + 1

2
f(xn|H1)

=
f(xn|θ0)

f(xn|θ0) +
∫
f(xn|θ)f(θ)dθ

=
L(θ0)

L(θ0) +
∫
L(θ0)f(θ)dθ

.

Ja jânovçrtç parametri, apriorâ sadalîjuma izvçle spçlç salîdzinoði mazu lomu, taèu

hipotçþu pârbaudç tâ ir ïoti svarîga. Turklât integrâlim
∫
L(θ0)f(θ)dθ jâkonverìç. Tâ kâ

0 ≤
∫
L(θ)f(θ)dθ ≤ L(θ̂), varam iegût sekojoðu nevienâdîbu H0 ticamîbai, neatkarîgi no

f(θ) izvçles
L(θ0)

L(θ0) + L(θ̂)
≤ P(H0|Xn = xn) ≤ 1.
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1.3. Markova íçþu Montekarlo simulâcijas

Tâ kâ praksç izmantoto parametru skaits var sniegties tûkstoðos, integrâïu aprçíinâða-

nai tiek simulçtas parametru vçrtîbas no aposteriorâ sadalîjuma, izmantojot Markova íçþu

Montekarlo tipa procedûras. Aprakstîsim Metropolisa-Heistingsa (Metropolis-Hastings)

algoritmu, kas ir viens no vienkârðâkajiem Markova íçþu Montekarlo paòçmieniem. No-

daïâ izmantota Vasermana grâmatas [12] 24. nodaïa.

Integrâli I =
∫ b
a
h(x)dx var sadalît divâs daïâs

I =

∫ b

a

h(x)dx =

∫ b

a

w(x)f(x)dx,

kur w(x) = h(x)/f(x) un f(x) ir kâda zinâma sadalîjuma blîvuma funkcija.

Definîcija 1. Procesu {Xn : n ∈ T} sauc par Markova íçdi, ja

P(Xn = x|X0, ..., Xn−1) = P(Xn = x|Xn−1

visiem n.

Definîcija 2. Markova íçdes sadalîjumu π sauc par stacionâru, ja∑
x∈S

π(x)P (x, y) = π(y), y ∈ S,

kur S ir stâvokïu telpa un P (x, y) ir varbûtîba pâriet no stâvokïa x uz stâvokli y.

Teorçma 1. [12, 408. lpp.] Nereducçjama, ergodiskai Markova íçdei ir unikâls stacionârs

sadalîjums π. Ja g ir ierobeþota funkcija, tad ar varbûtîbu 1

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

g(Xn)→ Eπ(g) ≡
∑
j

g(j)πj.

Veicot simulâcijas X1, X2, ..., Xn no Markova íçdes ar stacionâro sadalîjumu f , no 1.

teorçmas seko, ka

Î ≡ n−1
n∑
i=1

w(Xi)
p−→ Ef (w(X)) = I.

Pieòemsim, ka q(y|x) ir sadalîjuma funkcija, ar ko protam iegût gadîjuma lieluma

(Y |X) realizâcijas. Patvaïîgi izvçlamies X0, ìenerçjam íçdi lîdz Xi. Lai iegûtu Xi+1,

veicam sekojoðus soïus.

I Ìenerç Y ∼ q(y|Xi).
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II Aprçíina r ≡ r(Xi, Y ), kur

r(x, y) = min

{
f(y)

f(x)

q(x|y)

q(y|x)
, 1

}
.

III Iegûst

Xi+1 = Yi ar varbûtîbu r;

Xi+1 = Xi ar varbûtîbu 1− r.

Par q(y|x) bieþi izvçlas N (x, b2) ar b > 0. Ðâdâ gadîjumâ q ir simetrisks q(y|x) =

q(x|y), un r var vienkârðot kâ

r = min

{
f(Y )

f(Xi)
, 1

}
.

Piemçrs 3. Koðî sadalîjumam blîvuma funkcija ir

f(x) =
1

π

1

1 + x2
.

Mçríis ir simulçt Markova íçdi ar f(x) kâ stacionâro sadalîjumu. Izvçlamies q(y|x)

N (x, b2) sadalîtu. Tad

r(x, y) = min

{
f(y)

f(x)
, 1

}
= min

{
1 + x2

1 + y2
, 1

}
.

Tâtad ìenerçjam Y ∼ N (Xi, b
2) un

Xi+1 = Y ar varbûtîbu r(Xi, Y );

Xi+1 = Xi ar varbûtîbu 1− r(Xi, Y ).

Ja, ìenerçjot Markova íçdi, iegûto simulâciju sadalîjums âtri sâk lîdzinâties f , saka,

ka íçde "labi jaucas" (mixing well).

Sniegsim nelielu ieskatu, kâpçc Metropolisa-Heistingsa algoritma Markova íçdes sada-

lîjums ir f .

Definîcija 3. Sadalîjums π Markova íçdei ir pamatîgi balansçts (detailed balance), ja

pijπi = pjiπj.
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Teorçma 2. [12, 391. lpp.] Ja π ir pamatîgi balansçts, tad tas ir íçdes stacionârais

sadalîjums.

Ieviesîsim jaunus apzîmçjumus. Ar p(x, y) apzîmçsim varbûtîbu íçdei pâriet no stâ-

vokïa x uz y, ar f(x) apzîmçsim π. f ir stacionârais sadalîjums, ja f(x) =
∫
f(y)p(y, x)dy,

un f ir pamatîgi balansçts, ja

f(x)p(x, y) = f(y)p(y, x).

Ja f ir pamatîgi balansçts, tad f ir íçdes stacionârais sadalîjums, jo∫
f(y)p(y, x)dy =

∫
f(x)p(x, y)dy = f(x)

∫
p(x, y)dy = f(x).

Apgalvojums 3. [12, 414. lpp.] f ir pamatîgi balansçts.

Pierâdîjums. Izvçlçsimies divus punktus x un y. Vai nu

f(x)q(y|x) < f(y)q(x|y) vai arî f(x)q(y|x) > f(y)q(x|y),

ekvivalence nepârtrauktiem sadalîjumiem ir ar 0 varbûtîbu. Pieòemsim, ka f(x)q(y|x) >

f(y)q(x|y). Tad

r(x, y) =
f(y)

f(x)

q(x|y)

q(y|x)

un r(y, x) = 1. p(x, y) ir varbûtîba íçdei pâriet no x uz y. Lai tâ notiktu jârealizçjas

diviem notikumiem: a) q jâìenerç y; b) y jâtiek izvçlçtam kâ nâkamajam íçdes stâvoklim.

Seko, ka

p(x, y) = q(y|x)r(x, y) = q(y|x)
f(y)

f(x)

q(x|y)

q(y|x)
=
f(y)

f(x)
q(x|y).

Tâtad

f(x)p(x, y) = f(y)q(x|y).

Lîdzîgi p(y, x) ir varbûtîba íçdei pâriet no y uz x; x jâtiek ìenerçtam un izvçlçtam.

Tas notiek ar varbûtîbu p(y, x) = q(x|y)r(y, x) = q(x|y). Tâdçjâdi

f(y)p(y, x) = f(y)q(x|y),

no kâ seko, ka f ir pamatîgi balansçts.
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1.4. Robina-Ritova paradokss

Beijesieði uzsver viòu metoþu universâlu pielietojamîbu, taèu pastâv daudzi paradoksi,

kas parâda bûtiskus trûkumus. Ðajâ nodaïâ tiks aprakstîts viens no tiem, sîkâks izklâsts

pieejams [15]. Daïa no piemçrâ izvçrstâs informâcijas balstîta uz tîmeklî pieejamu nefor-

mâlu diskusiju starp Leriju Vasermanu, Dþeimsu Robinsu (James Robins) un Kristoferu

Simsu (Christopher Sims) [16]. Simss, kas 2011. gadâ kopâ ar Tomasu Sârdþentu (Thomas

Sargent) saòçma Nobela prçmiju ekonomikâ, ir dedzîgs Beijesa metoþu aizstâvis.

Pieòemsim, ka Pasaules Veselîbas organizâcija, lai plânotu budþetu, vçlas noskaidrot,

cik lielai kâdas valsts iedzîvotâju daïai nâkoðgad bûs insults. Pirms gada tikai izvçlçti 5000

iedzîvotâji (X1, ..., X5000), katram no tiem noskaidrojot 300 faktorus: augumu, vecumu,

iepriekðçjas saslimðanas, utt. (Xi ∈ [0, 1]300).

Daïa no 5000 tika atlasîti novçroðanai ar Bernulli gadîjuma lielumu Ri (Ri = 1 :

novçrots; Ri = 0: nenovçrots), turklât varbûtîba tikt novçrota nav visiem vienâda, to

nosaka zinâma funkcija π(X) ≡ E[R|X]. Gada laikâ no novçrotajiem daïai bija insults

(Y = 1), pârçjiem nç (Y = 0).

Definçjam arî θ(X) ≡ E[Y |X], kas nosaka insulta varbûtîbu atkarîbâ no veselîbas

stâvokïa. Ðî funkcija nav zinâma. Turklât π(X) izvçlçta tâ, ka Cov{θ(X), π(X)} 6= 0.

Formâlâk: doti n (5000) iid novçrojumi

(X1, R1, RY1), ..., (Xn, Rn, RYn),

kas pieòem vçrtîbas

Xi ∈ [0, 1]d, Yi ∈ {0, 1}, Ri ∈ {0, 1} d = 300.

Òemot vçrâ, ka

θ(X) = E[Y |X] π(X) = E[R|X] Cov{θ(X), π(X)} 6= 0,

mûsu mçríis ir novçrtçt

ψ ≡ E[Y ] = E{E[Y |X]} = E{E[Y |X,R = 1]} =

∫
[0,1]d

θ(x)dx.

Ievçrojam arî

θ(x) = E[Y |X = x] =

12



= 1 · P(Y = 1|X = x) + 0 · P(Y = 0|X = x) = P(Y = 1|X = x),

P(Y = 0|X = x) = 1− θ(x).

Lîdzîgi

π(x) = P(R = 1|X = x) 1− π(x) = P(R = 0|X = x).

Klasiskâ pieeja problçmai ir vienkârða, izmanto Horvica-Tompsona novçrtçjumu

ψ̂ =
1

n

n∑
i=1

RiYi
π(Xi)

.

ψ̂ ir nenovirzîts un bûtisks, taèu tam ir trîs defekti: 1) vçrtîba var pârsniegt 1; 2)

netiek òemta vçrâ informâcija vektora X dimensijâs, 3) tas ir neefektîvs (inefficient).

Neefektîvs novçrtçjums nozîmç, ka tas nav labâkais iespçjamais savâ klasç.

Novçrtçjumu var aizstât ar lokâli semiparametrisko efektîvo regresijas novçrtçjumu

(locally semiparametric efficient regression estimator) [17].

ψ̂ =

∫
expit

(
k∑

m=1

η̂mφm(x) +
ω̂

π(x)

)
dx,

kur expit(a) = ea

(1+ea)
,φm(x) ir bâzes funkcijas, bet η̂1, ..., η̂k, ω̂ ir maksimâlâs ticamîbas

novçrtçjumi modelî

log

(
P(Y = 1|X = x)

P(Y = 0|X = x)

)
=

k∑
m=1

ηmφm(x) +
ω

π(x)
.

Atgrieþoties pie paradoksa, beijesieðu pieeja ir sekojoða.

Izvçlas aprioro sadalîjumu W (θ).

Ticamîbas funkcija vienam novçrojumam (x, r, ry) ir formâ

fX(x)fR|X(r|x)fY |X(y|x)r

Savukârt n novçrojumu (Xi, Ri, RiYi) ticamîbas funkcija ir

n∏
i=1

f(Xi)f(Ri|Xi)f(Yi|Xi)
Ri =

=
∏
i

π(Xi)
Ri(1− π(Xi))

1−Riθ(Xi)
YiRi(1− θ(Xi))

(1−Yi)Ri .
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Taèu tâ kâ ticamîbas funkcija tiek noteikta ar precizitâti lîdz konstantei, tad tâs forma

saîsinâs lîdz

L(θ) ∝
∏
i

θ(Xi)
YiRi(1− θ(Xi))

(1−Yi)Ri .

Kombinçjot W (θ) un L(θ), iegûst aposterioro sadalîjumu Wn. Tâ kâ ψ ir funkcija

no θ (ψ =
∫
[0,1]d

θ(x)dx), θ aposteriorais sadalîjums noteiks ψ vçrtîbu. Taèu ir pierâdîta

sekojoða teorçma.

Teorçma 4. [15] Jebkurð novçrtçjums, kas nav funkcija no π(·), nevar bût vienmçrîgi

bûtisks.

Vispârîgi runâjot, tas nozîmç, ka aposteriorais sadalîjums nekoncentrçsies ap patieso

ψ vçrtîbu.

Viens no beijesieðu piedâvâtajiem risinâjumiem ir aprioro sadalîjumu W (θ) padarît

atkarîgu no π, tad teorçmas nosacîjums neizpildîsies.

Varam ðâdu apsvçrumu ieviest sâkotnçjâ modelî. Pieòemsim, ka ekspertam, pasaules

lîmeòa kardiologam ir izveidojies priekðstats par θ, un viòð vçlas to izmantot, analizçjot

datus ar Beijesa metodi. Lai arî PVO var paskaidrot, kâdi apsvçrumi par θ tika òemti vçrâ

izvçloties π, kardiologam ðî informâcija nemainîs uzskatu par θ, jo ir visaugstâkâs klases

speciâlists insulta jautâjumos. Ðâdâ gadîjumâ θ apriorais sadalîjums bûs neatkarîgs no π,

un beijesieðu risinâjums kïûst nederîgs.

Turklât W (θ) atkarîba no π ir nepiecieðams, bet ne pietiekams nosacîjums, apriorâ

sadalîjuma funkcija ir rûpîgi jâizvçlas, visticamâk vadoties pçc frekventistu apsvçrumiem.

Cits piedâvâtais risinâjums ir padarît θ(x) gludu (smooth) jeb vairâkas reizes diferen-

cçjamu funkciju, tâdçjâdi katrs datu punkts sniegs informâciju arî par tâ apkârtni. Taèu

tas lîdz tikai tad, ja dimensiju skaits ir neliels, bet, ja d >> n, arî ðis risinâjums nederçs.

1.5. Neparametriskâ Beijesa statistika

Lîdzîgi kâ neparametriskâ statistika papildina klasiskâs metodes, neparametriskâ Bei-

jesa procedûras novçrð parametrisko metoþu trûkumus. Parametriskâs Beijesa metodes

uzliek pârâk stingrus nosacîjumus datus ìenerçjoðajiem mehânismiem, bet vâji pamatoti

nosacîjumi var radît novirzes novçrtçjumos. Neparametriskâs Beijesa metodes piedâvâ

plaðâkas iespçjas aprioro sadalîjumu konstrukcijâ, jo spçj modelçt arî gadîjumu, kad pa-

rametru ir bezgalîgi daudz [3].
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Piemçram, klasiskajâ, lineârajâ Gausa-Markova modelî

Yi = α + βXi + εi

pieòem, ka kïûdas εi ir nekorelçti gadîjuma lielumi ar konstantu dispersiju un vidçjo

vçrtîbu 0. Ar parametriskâ Beijesa metodçm nevar neko iesâkt, kamçr nav konstruçta ti-

camîbas funkcija, savukârt neparametriíis var izvçlçties aprioro sadalîjumu kâ sadalîjumu

pa visâm blîvuma funkcijâm ar vidçjo vçrtîbu 0.

Jebkurð modelis, kurð nav pilnîbâ uzdots, var tikt papildinâts ar bezgalîgi dimensio-

nâliem parametriem, kuriem pieðíir sadalîjumu, tâdçjâdi iegûstot pilnîbâ uzdotu modeli.

Jebkura neparametriskâ Beijesa metode galvenokârt balstâs uz vienu no trijiem sada-

lîjumu funkciju ìenerçjoðajiem mehânismiem: Dirihlç procesa, Polijas koka (Polya tree)

un Gausa procesa. Pirmo aprakstîsim nâkoðajâ apakðnodaïâ, bet pçdçjam tiks veltîta

visa treðâ nodaïa.

1.6. Dirihlç process kâ apriorais sadalîjums

Beijesa neparametriskajâ statistikâ viena no lielâkajâm problçmâm ir apriorâ sadalî-

juma izvçle, jo jâizvçlas piemçrots varbûtîbu mçrs sadalîjuma funkciju telpâ. Informâcija

par ðâdâm telpâm pârsvarâ nav pieejama. Aprioro sadalîjumu izvçlas balstoties uz sareþ-

ìîtîbu, pieejamajiem datorresursiem un algoritmiem, kâ arî labâm frekventistu statistikas

îpaðîbâm. Nepiecieðams arî, lai sadalîjums "noklâtu" parametru telpu jeb tam ir pie-

tiekami liels topoloìiskais atbalsts (support). Lai pçtîtu frekventistu tipa îpaðîbas, tiek

pieòemts, ka eksistç noteikta parametra (hiperparametra) patiesâ vçrtîba, kas nosaka

ìenerçto datu sadalîjumu.

Mçs vçlamies novçrtçt blîvuma funkciju, kura var bût jebkâdâ formâ, uz reâlâs skaitïu

ass, ja doti iid dati. Klasiskajâ statistikâ ðo problçmu risina ar empîrisko sadalîjuma fun-

kciju, taèu beijesieðiem jâapraksta varbûtîbu mçrs, kas nav viegls uzdevums un jâattîsta

simulâciju algoritmi. Klasiskajâs Beijesa metodçs populârs ir Dirihlç apriorais sadalî-

jums, kas neparametriskajâ statistikâ kalpo par pamatu bezgalîgi dimensionâlai blîvuma

funkcijai.

Definîcija 4. Parametri Θ ≡ {θ1, θ2, ..., θm} ir sadalîti pçc Dirihlç sadalîjuma (Θ ∼
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Dirichlet(α1, α2, ..., αm)), ja

f(θ1, θ2, ..., θm) =
Γ(
∑

k αk)∏
k Γ(αk)

m∏
k=1

θαk−1
k ,

kur Γ(n) = (n− 1)! ir gamma funkcija.

Dirihlç apriorajam sadalîjumam piemît noderîga îpaðîba.

Teorçma 5. [2, 212. lpp.] Ja Θ ∼ Dirichlet(α1, α2, ..., αm) un ja P(X = j|α1, α2, ..., αm) =

αj gandrîz droði j = 1, ..., k, tad α1, α2, ..., αm aposteriorais sadalîjums, ja X = j ir

Dirichlet(α
(j)
1 , α

(j)
2 , ..., α

(j)
m ), kur

α
(j)
i = αi i 6= j,

α
(j)
i = αi + 1 i = j.

Fergusona ideja bija, ka jebkuri dati, patvaïîgi sadalîti pa grupâm, veido Dirihlç sa-

dalîjumu, piemçram, ja ir 3 grupas un 7 dati X, kas sagrupçti {4, 2, 1} (4 dati pirmajâ

grupâ, utt.), tad to varam interpretçt kâ Dirichlet(4, 2, 1). Pieòemsim, ka tiek pârkârtoti

dati un izveidojas {3, 3, 1}. Tad mums ir jauns sadalîjums Dirichlet(3, 3, 1). Ja pieïaujam

iespçju, ka Dirihlç parametru skaits varçtu bût bezgalîgs, tad katru reizi datus pârkârtojot

tieks iegûts jauns sadalîjums. Ja pârkârtoðanu atkârtos bezgalîgi ilgi, tad to var saukt par

Dirihlç procesu.

Aprakstîsim algoritmu, ar ko iespçjams simulçt no Dirihlç procesa apriorâ sadalîjuma.

"Lauztâs nûjas" (stick-breaking) metode.

Dþ. Seturamans (J. Sethuraman) [18] piedâvâ ðâdu Dirihlç procesa (DP) apriorâ

sadalîjuma praktisku konstrukcijas metodi nezinâmam sadalîjumam P :

I Izvçlas "bâzes sadalîjumu" P0, parasti N (0, 1).

II Nosaka intensitâti α, parasti α = 1.

III Simulç Vi ∼ Beta(1, α), θh ∼ P0, i = 1, ...,∞.

IV Aprçíina πh = Vh
∏

l<h(1− Vl).

V P ∼ DP(αP0) ekvivalents

P =
∞∑
h=1

πhδθh ,

kur δθ ir punkta θ varbûtîbas masa.
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Simulâcijas no DP(αP0) ar P0 = N (0, 1) var apskatît 1.1. attçlâ.

Jo lielâka intensitâte, jo simulçtie sadalîjumi bûs lîdzîgâki P0. Ja intensitâte ir zema,

gandrîz visa sadalîjuma masa bûs uz daþiem punktiem jeb atomiem.

Vizuâli varam to iztçloties, kâ nûjas ar garumu 1 lauðanu. Pirmajâ solî ìenerçjam

lielumu v1 no V1 ∼ Beta(1, α) un izdarâm atzîmi v1 (0 ≤ vi ≤ 1) attâlumâ no nûjas gala

un tur to pârlauþam. Nolauztâ daïa bûs jaunâ sadalîjuma P varbûtîbas masa punktâ θ1

jeb P(X = θ1) = v1, X ∼ P . Otrajâ solî jaunais v2 no V2 ∼ Beta(1, α) bûs jâreizina ar

atlikuðo nûjas garumu, lai noteiktu jauno lauðanas vietu. Tad atkal pieðíir nolauzto masu

punktâ θ2. Teorçtiski tâ turpina bezgalîgi ilgi, bet praktiski pçc 50 soïiem nûja ir pârâk

îsa, lai tâlâkie soïi ko ietekmçtu. Nodaïas izklâsts balstîts uz [19].
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1.1. att.: Simulçts Dirihlç procesa sadalîjums ar intensitâti α ∈ {0, 5; 1; 5; 10}. Ar katru

intensitâti attçlotas trîs sadalîjuma realizâcijas.
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2. Maiòas punktu noteikðana ar

Beijesa tipa metodi

2.1. Berija-Hartigana metode

Maiòas punktu noteikðanas problemâtika statistikâ galvenokârt parâdâs divos veidos.

Pirmâ ir situâcija, kad pirms padziïinâtas apkopoto datu analîzes nepiecieðams pârbaudît

pieòçmumu, ka datu ìenerçjoðais process ir viens un tas pats visiem mçrîjumiem. Ja

pieòçmums tiek noraidîts, datu kopa jâsadala vairâkâs atseviðíi pçtâmâs daïâs.

Otra situâcija ir, kad novçrojumi pienâk sekvenciâli, viens pçc otra, un katrs jauns

mçrîjums jâsalîdzina ar iepriekðçjiem, lai noteiktu vai nav notikuðas izmaiòas. Ðâda

problemâtika sastopama, piemçram, kvalitâtes kontroles sistçmâs. Darbâ tiks apskatî-

tas metodes pirmâ veida situâcijâs.

Klasiskâs, frekventistu statistikas pieejâ tiek atrasti specifiski punkti, kuros novçroja-

mas datu struktûras izmaiòas. Piemçram, ja pieòemts, ka ir m maiòas punkti, Bai un

Perona (J. Bai, P. Perron) dinamiskâs programmçðanas metode [20] aprçíina ticamâkâs

atraðanâs vietas, minimizçjot atlikumu kvadrâtu summu katrâ datu kopas dalîjumâ, pçc

tam labâkais maiòas punktu skaits tiek atrasts, izmantojot BIC kritçriju.

Beijesa metodes, tai skaitâ arî Berija-Hartigana (D. Barry and J. A. Hartigan) [21]

(BH) pieeja, pieðíir varbûtîbu sadalîjumu, tas ir, maiòas punkts ar aprçíinâmu varbûtîbu

iespçjams jebkur datu kopâ, atstâjot pçtnieka ziòâ lçmumu, vai varbûtîba ir pietiekoði

liela.

Formâlâk, pieòemsim, ka doti neatkarîgu gadîjuma lielumu virkneX ≡ X1, X2, ..., Xn,

Xi ∼ N (µi, σ
2). Varbûtîbu, ka punktâ i ir maiòas punkts, apzîmçsim ar pi. Pieòemsim

arî, ka maiòas punkti virkni sadala b blokos i + 1, ..., j (çrtîbai apzîmçsim ar ij), un

pieðíirsim katra bloka, kas sâkas ar indeksu i + 1 un beidzas ar j, vidçjai vçrtîbai µij
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aprioro sadalîjumu N (µ0, σ
2
0/(j − i)), tâdçjâdi îsu bloku vidçjai vçrtîbai tiks pieïauta

salîdzinoði liela dispersija, un ar metodi varçs atrast arî tâdus maiòas punktus, starp

kuriem ir maz datu.

Erdmans un Emersons [22] savâ R bibliotçkâ bcp, lai pielietotu BH metodi, pielieto

sekojoðu Markova íçþu Montekarlo algoritmu.

Definç partîciju (partition) ρ = (U1, U2, ..., Un), Ui = 1 nozîmç, ka punktâ i + 1 ir

maiòas punkts. Partîcija tiek inicializçta ar vçrtîbâm Ui = 0, Un = 1. Katrâ íçdes solî

katram i, aprçíina b, bloku skaitu pie paðreizçjâs partîcijas ar pieòçmumu, ka Ui = 0.

Tad aprçíina maiòas punkta varbûtîbu pi no

pi
1− pi

=
P(Ui = 1|X, Uj, j 6= i)

P(Ui = 0|X, Uj, j 6= i)
(2.1)

=
[
∫ γ
0
pb(1− p)n−b−1dp]

[∫ λ
0

wb/2

(W1+B1w)(n−1)/2dw
]

[
∫ γ
0
pb−1(1− p)n−bdp]

[∫ λ
0

w(b−1)/2

(W0+B0w)(n−1)/2dw
] . (2.2)

Kad iegûta varbûtîba, ìenerç jauno Ui un pâriet pie nâkamâ virknes punkta. Kad

visas virknes maiòas punktu varbûtîbas pi ir noskaidrotas, aprçíina µij pie paðreizçjâs

partîcijas, tad procedûru atkârto sâkot no ρ pirmâ elementa. Pçc pietiekoði liela soïu

skaita iegûst simulâcijas no diviem sadalîjumiem, aposteriorâ maiòas punktu varbûtîbu,

kâ arî vidçjo vçrtîbu sadalîjumu, no kuriem iegûst ticamâkos novçrtçjumus.

Apskatîsim tuvâk (2.2) vienâdojuma skaitîtâju (analoìiski var interpretçt arî saucçju).

pb(1 − p)n−b−1 ir varbûtîba, ka starp n − 1 punktiem, kas ir zinâmi, ir b maiòas punkti,

integrâlis tiek òemts pa visâm iespçjamajâm p vçrtîbâm. Simulâcijâs ir noskaidrots, ka ar

γ = 0.2 metode strâdâ vislabâk, tas ir, tiek pieòemts, ka nav vairâk par 1 maiòas punktu

uz 5 novçrojumiem.

wb/2

(W1+B1w)(n−1)/2 , savukârt ir X ticamîbas funkcija, ja partîcija ir zinâma, kur

W1 =
∑
ij∈ρ

j∑
l=i+1

(Xl − X̄ij)
2

jeb kopçjâ kvadrâtu summa blokos un

B1 =
∑
ij∈ρ

(j − i)(X̄ij − X̄)2

jeb kopçjâ kvadrâtu summa pa blokiem. Parametrs w = σ2

(σ2
0+σ

2)
parasti tiek izvçlçts 0.2,

balstoties uz pieòçmumu, ka izmaiòas virknç, kad tâs notiek, nav niecîgas. (2.2) specifiskâ

forma izriet no pieòçmuma par X normalitâti un vienmçrîgi sadalîtiem µ0, σ2 un w.
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BH autori norâda, ka viòu metode varçtu tikt pielâgota arî atkarîgiem datiem: "...pie-

òçmums par neatkarîbu varçtu tikt vâjinâts, jo viss, kas nepiecieðams, ir, lai dati daþâdos

blokos ir savstarpçji neatkarîgi, ja parametri un partîcija ir doti"[21, 310. lpp.]. Erdmans

un Emersons diemþçl ðâdu iespçju neapskata.

2.2. Salîdzinâjums ar EL metodi

Lai noskaidrotu BH metodes priekðrocîbas un trûkumus, salîdzinâsim to ar EL metodi,

ko savâ darbâ aprakstîjis A. Vaselâns [10]. Tâ ir klasiskâs statistikas neparametriska meto-

de, kas strâdâ arî tad, ja dati ir vâji atkarîgi. Ja doti dati X1, X2, ..., Xn, no tiem tiek atla-

sîtas 2 apakðizlases ar garumu N , X1 ≡ Xi, Xi+1, ...Xi+N−1, X2 ≡ Xj+1, Xj+2, ...Xj+N−1,

i ∈ {1, 2, ..., n− 2N}, j ∈ {N + 1, N + 2, ..., n−N}, un tad tiek veikta hipotçþu pârbaude

H0 : µ2 − µ1 = 0

pret

H1 : µ2 − µ1 6= 0,

kur µ1 un µ2 ir attiecîgo apakðizlaðu vidçjâs vçrtîbas, izmantojot empîriskâs ticamîbas

vidçjo vçrtîbu testu no EL bibliotçkas [23]. Hipotçzi pârbauda visâm iespçjamajâm izla-

sçm, un iegûtâs p-vçrtîbas kalpo kâ indikators, vai punkts starp apakðizlasçm ir maiòas

punkts. Datu atkarîbas izraisîtie efekti tiek novçrsti, apakðizlasçs dalot datus blokos. Blo-

ki var daïçji pârklâties, vai nepârklâties nemaz, mûsu pielietojumâ tie nekad nepârklâsies.

Apskatîsim "well-log" datus 2.1. attçlâ no [24] 5. nodaïas, kas zinâtniskajâ literatûrâ ir

bieþi apskatîti. Tie ir mçrîjumi, kas òemti naftas ieguves vietu urbðanas laikâ un raksturo

zemes slâòa, kurâ atrodas urbja gals, fizikâlâs îpaðîbas. Ja novçrojamas izmaiòas, tiek

uzskatîts, ka slâòa tips ir mainîjies. Dati ir ar izlçcçjiem, taèu precîzâkai analîzei tos

izòemsim, lîdzîgi kâ tika darîts Dþ. Liu (J. Liu) doktora disertâcijâ [25, 137. lpp]. Tiek

uzskatîts, ka mçrîjumi ir atkarîgi un ka maiòas punktu skaits ir 13.

Kâ redzam 2.2. attçlâ, BH metode spçj atrast gandrîz visus maiòas punktus, ja

pieòemam, ka aposteriorâ varbûtîba ir pietiekoði liela (izvçlçsimies to lielâku par 0.4).

Tik labus rezultâtus gan nevar iegût ar rekomendçtajâm vçrtîbâm γ = 0.2 un λ = 0.2,

bet gan ar γ = λ = 10−5. Tas ir, apriori jâpieòem gan maiòas punktu retums, gan arî

augsta bloka vidçjâs vçrtîbas dispersija.
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2.1. att.: 'well-log' dati ar izlçcçjiem (augðâ) un bez tiem (apakðâ).
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2.2. att.: "well-log" datu izpçte ar BH metodi, attçla augðdaïâ dati un to ticamâkâ apos-

teriorâs vidçjâs vçrtîba, zem tâ ticamâkâs maiòaspunktu atraðanâs vietas un to varbûtîba.

γ = λ = 10−5.

23



EL metode savukârt uzrâda sliktâkus rezultâtus, skat. 2.3. attçlu. Ar visiem logu

garumiem N ∈ {250, 300, 350, 400, 450, 500} tiek fiksçti maiòas punkti tur, kur tie nav,

un otrâdi. Turklât pieN = 500 tiek "pazaudçtas" aptuveni ceturtâ daïa sâkotnçjo vçrtîbu.

2.3. att.: "well-log" datu izpçte ar EL metodi pie 6 daþâdiem logu garumiem N . Sâkot no

augðçjâ, kreisâ stûra, attçlotas testa p vçrtîbas pie N ∈ {250, 300, 350, 400, 450, 500}. Ar

sarkanâm lînijâm iezîmçti BH metodes atrastie maiòas punkti ar aposterioro varbûtîbu

pi > 0.4. Ar zaïu ïîniju attçlota EL testu kritiskâ varbûtîba 0.05.

Taèu iespçjams arî konstruçt piemçru, kurâ EL metode strâdâ labâk nekâ BH. Ìene-

rçsim divus autoregresîvus AR(1; 0.9) procesus (n = 1000) ar vidçjâm vçrtîbâm 0 un 5 un

ievietosim tos vienâ laikrindâ vienu aiz otra. Kâ varam novçrot 2.4. attçlâ, ar EL metode
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maiòas punktu var atrast precîzi pie daþâdiem logu garumiem. Logu garumam pieaugot,

kritiskâs p vçrtîbas "centrçjas" uz patieso punktu vidû. Varam secinât, ka, izmantojot

EL metodi, ïoti ieteicams apskatît daþâdus logu garumus.

Savukârt 2.5. attçlâ varam redzçt, kâ parametri γ un λ spçcîgi ietekmç metodes vei-

kumu. Varam uzskatît, ka maiòas punkts tiek atrasts pie λ = γ = 10−64, taèu, nezinot

patiesîbu, patieso atraðanâs vietu noteikt bûtu sareþìîti, un to lielâ mçrâ ietekmçtu pçt-

nieka personiskas vçrtçjums. Ðeit ïoti labi parâdâs Beijesa metoþu subjektivitâte, par ko

tâs tiek kritizçtas.

Salîdzinot abas metodes, varam novçrot optimizâcijas teorijâ populârâ principa "Brîvpus-

dienu nav"(No Free Lunch) patiesumu [26]. Vispârîgi runâjot, teorçma apgalvo, ka, viena

metode var bût labâka pâr otru tikai tad, ja tâ ir specifiski piemçrota pçtâmajai prob-

lçmai. Ar BH var atrast maiòas punktus akas dziïurbuma datos, bet atkarîgi dati ir

pârâk svârstîgi, pat pielâgojot parametrus. Savukârt ar EL nav iespçjams atpazît maiòas

punktus, starp kuriem ir pârâk maz datu. Neviena no metodçm nav izteikti pârâka.

Pastâv vairâkas neparametriskâs Beijesa maiòas punktu noteikðans metodes, kas ie-

spçjams varçtu uzrâdît labâkus rezultâtus. A. Mira un S. Petrone (A. Mira, S. Petrone)

apskata punktu meklçðanu ar Dirihlç procesu mikstûru (mixture) palîdzîbu [27], kas strâ-

dâ arî ar atkarîgiem datiem. R. Gârnets, M. Osborns un S. Robertss (R. Garnett, M. A.

Osbourne, S. J. Roberts) aplûko maiòaspunktu problemâtiku, izmantojot Gausa proce-

sus [28]. Viòu metode strâdâ ar atkarîgiem datiem, turklât spçj arî izmaiòas prognozçt.

Diemþçl neviena no ðîm metodçm paðlaik nav publiski pieejama pielietojamâ veidâ, un

ðeit varçtu bût plaðs lauks tâlâkam darbam.
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2.4. att.: Ìenerçti divi AR(1; 0.9) procesi ar vidçjâm vçrtîbâm 0 un 5, tie apstrâdâti

ar EL metodi, N ∈ {100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450}, bloki izlasçs nepârklâjas. Ar

sarkanu lîniju patiesâ maiòas punkta atraðanâ vieta, ar zaïu testu kritiskâ vçrtîba 0.05.
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2.5. att.: Ìenerçti divi AR(1; 0.9) procesi ar vidçjâm vçrtîbâm 0 un 5, tie apstrâdâti

ar BH metodi ar parametriem λ = γ ∈ {0.2, 10−2, 10−4, 10−8, 10−16, 10−32, 10−64, 10−128}.

Maiòas punkta noteikðana ðíiet lielâ mçrâ subjektîva.
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3. Gausa process kâ apriorais

sadalîjums funkciju telpâ

3.1. Lineârâ regresija ar bâzes funkcijâm

Pieòemsim, ka doti dati D, kas sastâv no pâriem (t1,x1), (t2,x2), ..., (tn,xn) 1, kur xi

ir d-dimensionâli. Mûsu mçríis ir atrast tâdu funkciju y(x), ka

ti = y(xi) + εi,

kur εi ir gadîjuma lielumi ar dispersiju σ2
v un vidçjo vçrtîbu 0. Ðîs nodaïas teorçtiskais

materiâls, galvenokârt, balstîts uz [29] un [30].

Viena no vienkârðâkajâm metodçm ir pieðíirt svarus katrai x komponentei, proti,

ti =
d∑
j=1

wjxj + εi.

Klasiskajâ statistikâ labâkos wj mçs varçtu atrast izmantojot, piemçram, mazâko kvad-

râtu metodi, taèu no Beijesu metoþu skatpunkta jâòem vçrâ, ka w ≡ {w1, w2, ..., wd} ir

gadîjuma lielums ar aprioro sadalîjumu.

y(x) = wTx datus izskaidros labi tikai tad, ja pareizs bûs pieòçmums par lineari-

tâti. Taèu iespçjams, ka, piemçram, polinomiâlâ telpâ ar bâzes funkcijâm {1, x, x2, ...},

ti varçtu izteikt precîzâk. Tâpçc apskatîsim vispârîgu Beijesa tipa lineâru regresiju, tas

ir, lineâru regresiju ar m bâzes funkcijâm {φi(x)}. Tad regresijas funkcija bûs formâ

y(x) =
∑m

i=1wiφi(x) = wTφ(x). Ja mçs w aprioro sadalîjumu izvçlamies kâ daudzdi-

mensionâlu normâlo, tad meklçjamo regresijas funkciju var iegût divos ekvivalentos veidos:

1Literatûrâ parasti datu apzîmçðanai izmanto y un x, taèu ðeit mçs izmantojam t (no target), lai

uzsvçrtu, ka y ir funkcija no x.
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vai nu izmantojot svaruw îpaðîbas, vai arî aplûkojot modeli kâ Gausa procesu. Problçmas

ilustrçðanai noderîgas abas pieejas, tâpçc apskatîsim tâs.

Pieòemot, ka w ir daudzdimensionâli normâli sadalîts w ∼ N (0,Σw), kur Σw ir

kovariâcijas matrica ar elementiem {Cov[wi, wj]}ij, tâ blîvuma funkcija bûs formâ

f(w) =
1

(2π)m/2|Σw|1/2
exp

(
−1

2
wTΣ−1w w

)
.

Ja ti ir ìenerçti ar meklçjamo funkciju, pieskaitot Gausa troksni ar dispersiju σ2
v , w

ticamîba ir

f(t1, ..., tn|w) =
1

(2πσ2
v)
n/2

n∏
i=1

exp

(
−(ti − y(xi;w))2

2σ2
v

)
.

Tâ kâ gan apriorais sadalîjums, gan ticamîba ir normâlâ sadalîjuma blîvuma funkcijas,

tâds bûs arî aposteriorais sadalîjums.

Apgalvojums 6. [31, 241. lpp.] Svaru w aposteriorâ sadalîjuma vidçjâ vçrtîba w̄ ir

minimums kvadrâtiskai formai

E =
1

2σ2
v

∑
i

(ti −wTφ(wi))
2 +

1

2
wTΣ−1w w.

Ieviesîsim apzîmçjumus β = 1/σ2
v , t = (t1, ..., tn) un n×m matricu

Φ =


φ1(x1) φ2(x1) · · · φm(x1)

φ1(x2) φ2(x2) · · · φm(x2)
...

...
. . .

...

φ1(xn) φ2(xn) · · · φm(xn)

 .

Tad varam pârrakstît kvadrâtisko formu E kâ

1

2
wT (Σ−1w + βΦTΦ)w − βwTΦT t+

β

2
tT t,

un w̄ ir atrisinâjums vienâdojumam

(Σ−1w + βΦTΦ)w̄ = βΦT t.

Apzîmçsim A = Σ−1w + βΦTΦ. Tad w̄ = βΦT t un svaru w aposteriorâ sadalîjuma

kovariâcijas matrica ir A−1.
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Prognoze patvaïîgam x∗ svaru telpâ bûs vidçjâ vçrtîba

µst(x∗) = φ(x∗)
T w̄ = βφ(x∗)

TΦT t (3.1)

ar dispersiju

σ2
y(x∗) = φ(x∗)

TA−1φ(x∗). (3.2)

Lai iegûtu prognozes dispersiju var t(x∗), jâpieskaita trokðòa dispersija σ2
v .

3.2. Lineârâ regresija funkciju telpâ

Iepriekðçjâ apakðnodaïâ apskatîjâm lineâro regresiju ar m bâzes funkcijâm φi(x). Ie-

guvâm arî vidçjâs vçrtîbas un dispersijas vienâdojumus patvaïîgam x∗. Parâdîsim, ka ðos

paðus vienâdojumus varam iegût arî funkciju telpâ.

Definîcija 5. Gausa process ir tâda gadîjuma lielumu kopa, ka, izvçloties jebkurus no

tiem saskaitâmâ skaitâ, tie bûs daudzdimensionâli normâli sadalîti.

Vienkârðu Gausa procesa piemçru varam iegût no iepriekð aplûkotâs vispârîgâs reg-

resijas y(x) = φ(x)Tw ar aprioro sadalîjumu uz svariem w ∼ N (0,Σw). Aprçíinâsim

vidçjo vçrtîbu un kovariâciju,

E[y(x)] = φ(x)TE[w] = 0

E[y(x)y(x′)] = φ(x)TE[wTw]φ(x′) = φ(x)TΣwφ(x′).

Tâtad y(x) un y(x′) ir sadalîti normâli ar vidçjo vçrtîbu 0 un kovariâcijas matricu

φ(x)TΣwφ(x′).

Pirms pievçrðamies lineârajai regresijai funkciju telpâ, sekojot C. Viljamsa (C. K. I.

Williams) [30, 6. lpp.] paraugam, apskatîsim vispârîgi prognozçðanu ar Gausa procesiem.

Pieòemsim, ka mums doti n + 1 gadîjuma lielumi (Z1, ..., Zn, Z∗), kas sadalîti normâli ar

vidçjo vçrtîbu 0 un kovariâcijas matricu K+. Vçlamies prognozçt Z∗. Sadalîsim K+ n×n

matricâ K, n× 1 vektorâ k un skalârâ vçrtîbâ k∗,

K+ =

K k

kT k∗

 .
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Teorçma 7. [32, 117. lpp.] Ja novçrotas vçrtîbas Z1 = z1, ..., Zn = zn, tad nosacîtais

sadalîjums Z∗ bûs normâls ar vidçjo vçrtîbu un dispersiju

E[Z∗] = kTK−1z, (3.3)

var[Z∗] = k∗ − kTK−1k. (3.4)

Atgrieþoties pie lineârâs regresijas, mûs interesç sadalîjums Y (x∗) = Y∗ (apzîmçjam Y

ar lielo burtu, lai uzsvçrtu, ka tas ir gadîjuma lielums), ja doti dati (t1, ..., tn), kas satur

troksni. Lai to izdarîtu, jâatrod (T1, ..., Tn, Y∗) sadalîjums un no tâ jâiegûst nosacîtâ

blîvuma funkcija p(Y∗|t), ja doti T1 = t1, ..., Tn = tn.

(T1, ..., Tn, Y∗) sadalîjumu var iegût vispirms apskatot Y + = (Y1, ..., Yn, Y∗). Ja mo-

delçjam tos kâ lineârajâ regresijâ, tad Y + = N (0,Φ+ΣwΦT
+), kur Φ+ ir paplaðinâta

Φ matrica, tai apakðâ pievienojot vçl vienu rindu φ∗ = φ(x∗) = (φ1(x∗), ..., φm(x∗)).

Φ+ΣwΦT
+ varam pârrakstît kâ

Φ+ΣwΦT
+ =

 ΦΣwΦT ΦΣwφ∗

φT∗ΣwΦT φT∗Σwφ∗

 .

Tâ kâ T tiek iegûti, pie gadîjuma lielumiem Y pieskaitot Gausa troksni, varam secinât,

ka (T,..., Tn, Y∗) ∼ N (0,Φ+ΣwΦT
+ +E+), kur E+ ir n× n matrica σ2

vIn, kurai labajâ pusç

un apakðâ pievienota kolonna un rinda ar 0. Izmantojot vienâdojumus (3.3) un (3.4),

varam iegût Y∗ prognozi funkciju telpâ,

E[Y∗] = µft(x∗) = ΦT
∗ΣwΦTP−1t, (3.5)

var[Y∗] = φT∗Σwφ∗ − φT∗ΣwΦTP−1ΦΣwφ∗, (3.6)

kur P = (ΦΣwΦT + σ2
vIn).

Apgalvojums 8. [30, 7. lpp.] Funkciju telpas prognozes vienâdojumi (3.5) un (3.6) ir

ekvivalenti ar svaru telpas prognozes vienâdojumiem (3.1) (3.2).

Pierâdîjums. Ievçrojam, ka

AΣwΦT = ΦT + βΦTΦΣwΦT = βΦT (σ2
vI + ΦΣwΦT ) = βΦTP.

Sareizinot vienâdojumu ar A−1 un P−1, varam iegût ΣwΦTP−1 = βA−1ΦT , ko ievietojot

vienâdojumâ (3.5), iegûstam ekvivalenci.
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Dispersijas pierâdîjumam izmantojam formulu

(X + Y Z)−1 = X−1 −X−1Y (I + ZX−1Y )−1ZX−1,

lai pârveidotu A−1 = (Σ−1w + βΦTΦ)−1, iegûstot

A−1 = Σw − ΣwΦT (σ2
vI + ΦΣwΦT )−1ΦΣw,

ko, ievietojot (3.6), varam iegût vçlamo rezultâtu.

Apkopojot nodaïâ rakstîto, mçs, aplûkojot regresiju no Gausa Procesa puses, ieguvâm

tos paðus rezultâtus ko salîdzinoði vienkârðajâ svaru telpas gadîjumâ. Taèu funkciju telpâ

iespçjas paveras daudz plaðâkas, jo, lai izmantotu prognozçðanas vienâdojumus (3.3) un

(3.4), vienîgais nosacîjums ir, lai Y bûtu Gausa process ar zinâmu kovariâcijas matricu

K.

Lineârajâ regresijâ matrica ir formâ ΦΣwΦT , taèu izrâdâs, ka tas ir tikai viens specifisks

Gausa procesa apriorâ sadalîjuma gadîjums, K var konstruçt daþâdi, izvçloties situâcijai

piemçrotu procedûru. Protams, ne jau jebkura funkcija no (x,x′) dos derîgu kovariâcijas

matricu, jo tai jâpiemît specifiskâm îpaðîbâm, tâpçc nâkamâ apakðnodaïa tiks veltîta to

aprakstam.

3.3. Kovariâcijas funkcijas

Kovariâcijas funkcijas, sauktas arî par èaulâm (kernel), nosaka kâ un kâdâ mçrâ datu

punkti ietekmç viens otru. Ja mums, piemçram, ir pamats uzskatît, ka starp diviem

datu punktiem x un x′ distancei |x − x′| pieaugot, to savstarpçjâ ietekme mazinâs lçni,

tad varam izvçlçties èaulu, kas to atspoguïos prognozçs. Ðeit parâdâs viens no Beijesa

metoþu pamatprincipiem, proti, mçs izmantojam iepriekð zinâmu (aprioru) informâciju,

pieòçmumus, lai iegûtu attiecîgajai problçmai piemçrotu modeli.

Definîcija 6. Ja kovariâcijas funkcija ir atkarîga tikai no attâluma |x − x′|, tad to sauc

par stacionâru.

Lielâkâ daïa praksç pielietotâs èaulas ir stacionâras. Apskatîsim vienu no bieþâk pie-

lietotajâm, kvadrâtiski eksponenciâlo (SE) kovariâcijas funkciju 2

kSE = exp

(
−|x− x

′|2

2`2

)
,

2Pielietojumos kovariâcijas funkcija tiek reizinâta ar funkcijas dispersiju σ2
Y , taèu demonstrâcijas no-

lûkos pieòemsim, ka tâ ir 1.
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kur parametru ` sauc par harakteristiko garuma skalu (characteristic length-scale).

Var pierâdît [33], ka no ` ir atkarîgs, cik bieþi Gausa process ar vidçjo vçrtîbu 0 ðíçrso

ordinâtu asi vienîbas intervâlâ. Jo mazâks `, jo svârstîgâka funkcija. SE ir bezgalîgi daudz

reiþu diferencçjama, un tâpçc ïoti gluda.

Izmantojot kovariâcijas funkcijas spektrâlo formu, var pierâdît [29, 84. lpp.], ka regre-

sija ar SE èaulu ir ekvivalenta regresijai ar bâzes funkcijâm, ko aplûkojâm iepriekð, tikai

ðajâ gadîjumâ bâzes funkciju skaits bûs bezgalîgs.

Salîdzinâjumam aplûkosim arî eksponenciâlo kovariâcijas funkciju

kOU = exp

(
−|x− x

′|
`

)
,

kas pieder Materna (Matern) klasei un viendimensionâlâ gadîjumâ ir Ornðteina-Ûlenbeka

(Ornstein-Uhlenbeck) procesa kovariâcijas funkcija. OU procesa èaulai atvasinâjumi ne-

eksistç, tamdçï ar to konstruçtie Gausa procesi ir saraustîti.

Aprakstîsim algoritmu, ar kuru var praktiski simulçt gan aprioro, gan aposterioro

sadalîjumu un to izmantosim, lai parâdîtu kâ izskatâs Gausa procesi ar kSE un kOU

kovariâcijas funkcijâm.

Simulçðana no Gausa procesa Y ∼ GP(0, k(x, x′)) apriorâ sadalîjuma:

I izvçlas (x1, ..., xn), punktus, kuros tiks iegûtas Gausa procesa vçrtîbas;

II izvçlas kovariâcijas funkciju k(x, x′);

III aprçíina kovariâcijas matricu

K =


k(x1, x1) k(x1, x2) · · · k(x1, xn)

k(x2, x1) k(x2, x2) · · · k(x2, xn)
...

...
. . .

...

k(xn, x1) k(xn, x2) · · · k(xn, xn)

 ;

IV simulç funkcijas vçrtîbas Y no N (0, K).

3.1. attçlâ apskatâmas trîs realizâcijas no Gausa apriorâ sadalîjuma ar SE un OU

kovariâcijas funkcijâm.

Pieòemsim, ka ir novçrotas prognozçjamâs funkcijas Y vçrtîbas y punktos x. Lai

aprçíinâtu prognozi Y ∗ punktos x∗, varam izmantot sekojoðu algoritmu.

Simulçðana no aposteriorâ Gausa procesa sadalîjuma Y ∗|x∗,x,y :
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3.1. att.: Realizâcijas no Gausa procesa apriorâ sadalîjuma. Pa kreisi èetras realizâcijas no

procesa ar SE kovariâcijas funkciju. Pa labi divas no procesa ar OU kovariâcijas funkciju.

` = 0.5.

I aprçíina matricas K(x∗,x), K(x,x∗), K(x,x)−1, K(x∗,x∗);

II simulç funkcijas vçrtîbas Y∗ no nosacîtâ sadalîjuma

N
(
K(x∗,x)K(x,x)−1y, K(x∗,x∗)−K(x∗,x)K(x,x)−1K(x,x∗)

)
.

3.2. attçlâ apskatâmas realizâcijas no aposteriorâ Gausa procesa sadalîjuma. Ìenerç-

ðanu no aposteriorâ sadalîjuma varam interpretçt kâ tâdu funkciju meklçðanu, kuras iet

caur novçrotajiem punktiem.

Veicot regresiju praktiskos pielietojumos, parasti nav zinâma Gausa procesa dispersija

σ2
Y , nedz arî kovariâcijas èaulas parametrs `, tâpat bieþi pieòem, ka dati ir trokðòaini, un

jânovçrtç arî trokðòa dispersija σ2
ε . Piemçram, SE kovariâcijas funkcija bûs formâ

kSE = σ2
Y exp

(
−|x− x

′|2

2`2

)
+ σ2

εδ,

kur δ = 1, kad x = x′, un δ = 0, kad x 6= x′.

Lai atrastu parametrus `, σ2
Y , σ

2
ε , ievçrojam, ka, ja T = Y +ε, tad T ∼ N (0, K+σ2

εI)

un, izmantojot normâlâ sadalîjuma îpaðîbas, varam iegût logaritmu no ticamîbas funkcijas

logL(x, `, σ2
Y , σ

2
ε) = −1

2
log |K| − 1

2
tTK−1t− n

2
log 2π,
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3.2. att.: Realizâcijas no Gausa procesa aposteriorâ sadalîjuma. Pa kreisi èetras realizâ-

cijas no procesa ar SE kovariâcijas funkciju. Pa labi divas no procesa ar OU kovariâcijas

funkciju. ` = 0.5, x = {0.5; 1; 1.5}, y = {−0.2; 0; 0.2}.

kuru maksimizçjot var atrast parametru ticamâkâs vçrtîbas.

3.4. Laikrindu prognozçðana, salîdzinâjums ar ARI-

MA metodoloìiju

Lai pârbaudîtu regresijas ar Gausa procesu prognozçðanas spçju, izmantosim divu

veidu kovariâcijas funkcijas: kvadrâtiski eksponenciâlo un kâdu no Materna klases funkciju

saimes. To izvçli galvenokârt nosaka fakts, ka tâs ir pieejamas paðlaik vienîgajâ R Gausa

procesu bibliotçkâ tgp [34].

Salîdzinâsim to ar ARIMA procesiem, pielietojot forecast bibliotçku [35]. Lai arî

var pierâdît [29, 212. lpp.], ka eksistç ekvivalence starp prognozçðanu ar AR(p) procesu

un Gausa procesu ar noteiktu kovariâcijas funkciju, ARIMA parasti netiek klasificçta kâ

Beijesa tipa pieeja.

Kâ sava veida pârbaudi, vai ARIMA un Gausa procesa modeïi ir piemçroti birþu

indeksu prognozçðanai, salîdzinâsim arî ar pçdçjâs dienas vçrtîbu kâ prognozi dienu uz

priekðu jeb E(xt+1) = xt, sauksim to par "naivo" metodi.
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Prognozçðanai tiks izmantota Eiropas Savienîbas birþu indeksi EuStockMarkets, kas

iekïauta R bâzes versijâ. Tajâ glabâjas vçsturiskie dati par DAX (Vâcija), SMI (Ðveice),

CAC (Francija) un FTSE (Lielbritânija) indeksu vçrtîbâm darbadienas beigâs no 1991.

lîdz 1998. gadam. Indeksu pirmâs 250 vçrtîbas redzamas 3.3. attçlâ.

3.3. att.: 4 Eiropas birþu indeksi no 1991. gada 1. janvâra 250 dienas uz priekðu. Ar

pârtrauktu lîniju atzîmçta vieta, no kuras veiktas prognozes. No augðas DAX, SMI, CAC,

FTSE.

Pirmajâ solî pirmie n pârveidotie dati izmantoti parametru noteikðanai, un ar rezultç-

joðo modeli veikta prognoze vienai dienai uz priekðu x∗n+1, tad aprçíinâta absolûtâ kïûda

|x∗n+1− xn+1| un kvadrâtiskâ kïûda |x∗n+1− xn+1|2. Nâkoðajâ solî parametri aprçíinâti no
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jauna, izmantojot jau n + 1 vçrtîbas. Ðâdi veikta prognozes 50 dienâm. To novçrtçðanai

izmantosim divas statistikas,

RMSE =

√
n−1

∑
i

(x∗i − xi)2, MAE = n−1
∑
i

|x∗i − xi|.

Katra indeksu 50 dienu prognozi, izmantojot aprakstîtâs metodes, varam apskatît 3.4.

attçlâ. 3.1. tabulâ nolasâmi indeksa prognoþu precizitâtes novçrtçjumi. Varam izdarît

divus secinâjumus, pirmkârt, ARIMA metodoloìija uzrâda labâkus rezultâtus nekâ Gausa

procesi visiem indeksiem, lai arî Gausa process ar Materna klases èaulu cieði seko. Taèu, ja

aplûkojam arî laika patçriòu 3.2. tabulâ, varam ievçrot, ka Gausa procesiem nepiecieðams

daudz vairâk laika, kas ir liels pluss klasiskajâm metodçm. Ilgâ prognozes rçíinâðana

skaidrojama ar faktu, ka nepiecieðams invertçt n× n matricu, kas ir procedûra ar O(n3)

kompleksitâti.

Otrkârt, vislabâkie rezultâti ir naivajai metodei. Atliek secinât, ka vçrtspapîru birþu

indeksi nav bijis tas labâkais pielietojums aprakstîtajâm metodçm. Interesanti, ka SMI

indeksa gadîjumâ ARIMA metodoloìijas un naivâs metodes prognozes, kas notiek tad, ja

ARIMA0,1,0 tiek izvçlçts par piemçrotâko.
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3.4. att.: DAX, SMI, CAC, FTSE indeksu 50 dienu prognoze pa vienam solim uz priekðu.
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3.1. tabula: DAX, SMI, CAC, FTSE indeksu prognoþu precizitâtes novçrtçjumi katrai no

metodçm. Vislabâkos rezultâtus dod naivâ metode.

DAX

GPexp GPMatern ARIMA0,1,2 Naivâ

RMSE 12.20 11.34 11.30 10.80

MAE 9.11 8.02 7.80 7.37

SMI

GPexp GPMatern ARIMA0,1,0 Naivâ

RMSE 13.61 12.35 11.80 11.80

MAE 11.13 9.76 9.47 9.47

CAC

GPexp GPMatern ARIMA0,1,2 Naivâ

RMSE 22.23 20.39 19.30 19.08

MAE 16.52 15.09 14.52 13.81

FTSE

GPexp GPMatern ARIMA1,1,1 Naivâ

RMSE 27.47 25.30 25.21 25.14

MAE 25.14 15.60 15.48 14.99

3.2. tabula: Prognozes laiks vienam solim DAX indeksam katrai no metodçm, ja n = 249.

GPexp GPMatern ARIMA0,1,2 Naivâ

Laiks sekundçs 566.20 384.08 0.10 ≈ 0
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Secinâjumi

Darbâ tika sniegts neliels ieskats Beijesa statistikas metodçs, to pielietojumi maiòas

punktu noteikðanâ, kâ arî laikrindu prognozçðanâ.

Pirmajâ nodaïâ tika parâdîts, kâ Beijesa formula sniedz elegantu, vienotu pieeju daþâ-

du problçmu risinâðanâ. Taèu Robina-Ritova paradokss uzskatâmi parâda, ka uz Beijesa

metodçm nevar vienmçr païauties un ka tâs jâpielieto saprâtîgi. Iespçjams, ka nepara-

metriskâ statistika spçs piedâvât risinâjumu ðai problçmai.

Otrajâ nodaïâ salîdzinâtâs maiòas punkta atraðanas procedûras sniedz ieskatu po-

tenciâlâ, kas ir tâda statistiía rîcîbâ, kurð pârvalda gan klasiskâs, gan Beijesa metodes.

Proti, viòð var izvçlçties pieeju, kas ir vislabâk piemçrota situâcijai. Jâsecina, ka Beijesa

metodes neaizvietos klasiskâs vai otrâdi, visdrîzâk nâkotnç novçrosim, ka tâs tiks vienlîdz

bieþi izmantotas.

Beidzamajâ sadaïâ demonstrçts, cik plaðu metoþu klasi aptver Gausa procesi. Mainot

kovariâcijas funkciju iespçjams ar vienu un to paðu algoritmu risinât daþâdas problçmas,

un tas varçtu daudzu pçtnieku darbu padarît vieglâku. Ievçrojams defekts gan ir ilgais

rçíinâðanas laiks, kas visticamâk kavçs procesu atpazîstamîbu kâ efektîvu instrumentu

praktiskâs problçmâs.

Beijesietis D. Lindlijs (D. Lindley) [36] 1975. gadâ rakstîja, ka 21. gadsimts bûs

Beijesa gadsimts. Lai arî darbâ iegûtie rezultâti nav tik pârliecinoði, lai viòam pilnîbâ

piekristu, jâatzîst, ka nozîmîgâkie atklâjumi statistikâ tik tieðâm varçtu nâkt no Beijesa

nometnes, jo nozares ideju, it îpaði neparametrisko, lauks ðíiet bagâtîgs.
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Pielikums

###################Dirihlç procesa simulâcijas

intensity = 10

n = 500

theta <- rnorm(n)

V<- rbeta(n, 1, intensity); v_pi<-c(); v_pi[1] = V[1]

for (i in 1:(n-1))

{

prod = 1;

for (j in 1:i) prod = prod * (1-V[j])

v_pi[i+1] <- prod*V[i+1]

}

###################WELLOG

akas_log <- scan("welllog.txt")

####################Izlçcçju izmeðana

akas_log_NO <- akas_log

for(j in 1:1000){

for (i in 1: length(akas_log_NO))

{

if (akas_log_NO[i]<100000) {akas_log_NO<-akas_log_NO[-i]; break}

}}

plot(seq(1, length(akas_log_NO)), akas_log_NO)

for(j in 1:20){

for (i in 1: 500)

{

if (akas_log_NO[i]>120000) {akas_log_NO<-akas_log_NO[-i]; break}

}}

for(j in 1:4){

for (i in 1100:1500)

{

if (akas_log_NO[i]<118000) {akas_log_NO<-akas_log_NO[-i]; break}

}}

###################Beijesa maiòas punkts
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library(bcp)

bh_akas <- bcp(akas_log_NO, w0 = 0.00001, p0 = 0.00001)

#################### AR(1; 0.9)

set.seed(6); p = 10^(-128)

nn <- 1000

ar1<-arima.sim(n = nn, list(ar = 0.9))

ar2<-arima.sim(n = nn, list(ar = 0.9))+5

ar_12<-c(ar1,ar2);

bh_ar09<-bcp(ar_12, w0 = p, p0 = p)

plot(bh_ar09)

################### EL maiòas punkts

#J. Valeiòa kods

library(EL)

dati.sim<-ar_12

dati.sim<-akas_log_NO

NN<-1000; # NN<-length(dati.sim);

delta0<-0

el<-0

N<-300; N; #datu apjoms logos N<-100; par(mfrow=c(2,2))

M<-trunc(N^(3/5));M; #bloka garums - window width no publikacijas

L<-M; L; #bloku skaits, ja non-overlaping

Q<-trunc((N-M)/L)+1; Q; #- bloku skaits

#Q<-8

blocking<-function(X.data, Y.data)

{

X.block<-c()

mu1=mean(X.data)

for(i in 1:Q) X.block[i]<- mean(X.data[((i-1)*L+1):((i-1)*L+M)]-mu1)

#transformetie X bloku datiti

Y.block<-c()

mu2=mean(Y.data)

for(i in 1:Q) Y.block[i]<-mean(Y.data[((i-1)*L+1):((i-1)*L+M)]-mu1-delta0)

EL.means(X.block,Y.block)$p.value

## Robusti EL.Huber / EL.means
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}

pp.values<-c()

for (i in 1:(NN-2*N))

{

F1.block<-dati.sim[i:(i+N-1)];

F2.block<-dati.sim[(i+N):(i+2*N-1)];

pp.values[i]<-blocking(F1.block,F2.block);

}

plot(N:(NN-N-1),pp.values,type="l", xlab = "", ylab = "");

abline(h = 0.05, col = "green")

###################Gausa procesa apriorie/aposteriorie sadalîjumi

library(MASS)

kov_kernel <- function(x, y, sigma_f, ell)

{

return(sigma_f^2 * exp( -(x - y)^2 / (2*ell^2)))

}

kovar2 <- function(X1, X2, sigma_f, ell)

{

n1 <-length(X1); n2<-length(X2); A <- matrix(rep(0, n1*n2), nrow = n1)

for (i in 1:n1) {

for (j in 1:n2) {

A[i,j] = kov_kernel(X[i], X[j], sigma_f, ell)

#if (i == j) A[i,j] = A[i,j] #+ sigma_n

};}; return(A)}

X<-1.0

X_star <- seq(0,2, by = 0.005)

K_XstarX <- c()

for (i in 1:length(X_star))

K_XstarX[i] <- kov_kernel(X_star[i], X, 1, 0.5)

K_XX<-1

K_XXstar <- c()

for (i in 1:length(X_star))

K_XXstar[i] <- kov_kernel(X, X_star[i], 1, 0.5)
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K_star_star<-kovar(X_star)

K_pr<- K_star_star - K_XstarX%*%t(K_XXstar)

Y <- mvrnorm(n = 1, mu = rep(0, length(X_star)), Sigma = K_pr)

#####################Prognozçðana ar Gausa procesiem

library(tgp)

predDaxExp<-c()

for(i in 1:50)

{

diffDax<-EuStockMarkets[,1][1:(199+i)]

fit_bgp <- bgp(X = seq(1,199+i), XX = (200+i), Z = diffDax)

predDaxExp[i]<-fit_bgp$ZZ.mean

}

####################Prognozçðana ar Arima procesiem

library(forecast)

predDaxArima<-c()

for(i in 1:50)

{

predArima<-auto.arima(EuStockMarkets[,1][1:(199+i)])

predDaxArima[i]<-forecast(predArima, h = 1)$mean

}
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