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Anotacija

Diplomdarba tiek apskatitas parametriskas un neparametriskas Beijesa metodes. Tiek
salidzinatas Beijesa un klasiskas, neparametriskas metodes mainas punktu noteiksana un

laikrindu prognozesana.

Atslegas vardi: Parametriska Beijesa statistika, neparametriska Beijesa statistika, mainas

punktu noteiksana, laikrindu prognozesana



Abstract

This diploma thesis investigates parametrical and nonparametrical Bayesian methods. A
comparison is made between Bayesian and classical methods in changepoint detection and

time series prediction.

Keywords: Parametrical Bayesian statistics, nonparametric Bayesian statistics, Change-

point detection, Times series prediction
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Ievads

Ja vajadzetu klasificeét visas statistikas metodes, viens no veidiem, ka to izdarit, varétu

but [[] tabula uzskicetais.

1. tabula: Statistikas metozu klasifikacija.

Klasiskas,
Klasiskas metodes neparametriskas

metodes

Beijesa
Beijesa metodes neparametriskas

metodes

Beijesa (Bayes)[] metodes pazistamas jau kops K. Gausa (C. F. Gauss) laikiem, kurs
ieguva normalo sadalijumu divos dazados veidos: ar klasisko, sauktu ari par frekventistu
(frequentist), un ar Beijesa [I, 57. lpp.] metodi. Neparametriskas Beijesa metodes sa-
vukart paradijas salidzinosi nesen, 70. gadu sakuma, kad T. Fergusons (7. S. Ferquson)
konstrueja pirmo sadalijumu funkciju telpa [2]. Vadosie nozares petnieki S. Gosals (S.
Ghoshal) un A. van der Varts (A. van der Vaart) prognozé [3], ka lidz sis dekades beigam
neparametriskas Beijesa statistikas metodologija biis liela méra izpétita.

Beijesa (Bayes) metodes, gan parametriskas, gan neparametriskas, tiek plasi pielieto-
tas visdazadakajas zinatnes nozares. Ipasi popularas tas ir socialajas zinatnes, piemeram,
politika [4], sociologija [5], jurisprudence [6], ka arl ekonomika [7]. Tacu metodes tiek
pretrunigi vertétas, lai arl dazi zinatnieki tas uzskata par fundamentalu pétnieka riku bez
kura nevar iztikt [§], citi argumente, ka no Beijesa statistikas zinatne ir jaizvairas, cik
vien iespéjams [9].

Diplomdarba meérki ir sekojosi:

1. iepazities gan ar parametrisko, gan neparametrisko Beijesa metozu teoretisko pa-

matojumu;

2. izpétit Beijesa pieeju mainas punktu noteikSana, salidzinat to ar empiriskas ticami-

bas funkcijas metodi, ko izpetijis A. Vaselans [10];

1Seit un turpmak gan pétnieku uzvardi, gan mazak pazistami termini doti kursiva angliski.



3. izprast neparametrisko Beijesa metozu pamatojumu un praktisko pielietojamibu

laikrindu prognozésana.

Darbs sastav no tris nodalam. Pirmaja tiks aprakstiti pamatjédzieni, ilustréetas Beijesa
metozu idejas un problematika. Otra nodala tiks veltita mainaspunktu tematikai, salidzi-
nata parametriska Beijesa metode ar procediru no klasiskas, neparametriskas statistikas
procediiru klasta. Tresa dala ir veltita Gausa procesiem, kas ir viens no daudzsolosaka-
jam neparametriskds Beijesa statistikas izpétes virzieniem. Tiek salidzinata to un ARIMA

modelu laikrindu prognozu kvalitate.



1. Beijesa statistikas pamati

1.1. Pamatprincipi

Klasiskaja statistika parametri tiek modeléti ka konstantes 6. Tiek konstruéti to no-
vertejumi é, veidotas hipotézu parbaudes par to veértibu, pieméram, Hy : 6 = ¢ pret
Hy : 6 # c. Frekventistu meérkis ir radit metodes ar labam ipasibam, novértésanas pro-
cediram jabut nenovirzitam, efektivam, atri konvergejosam uz patieso vertibu, savukart
hipotezu testiem jabut ar augstu jaudu.

Beijesa metozu piekritéjiem jeb beijesieSiem §1s Ipasibas aridzan ir svarigas, tacu otrski-
rigas. Tiek pienemts, ka parametri ir nevis konstantes, bet gan gadijuma lielumi, par
kuriem a prior: tiek izdariti pienemumi. BeijesieSiem pirmaja plana ir jautajums par $o
pienémumu ticamibu, proti, tick méginats atbildet uz jautajumu: vai noverojumi apstip-
rina vai noraida sakotnéjos pienémumus, un, ja noraida, tad ka biitu jamaina sakotnéjie
uzskati? L. Vasermans (L. Wasserman) uzskata [11], ka ir veltigi salidzinat, kura pieeja
ir paraka, jo to merki ir fundamentali atskirigi.

Aprakstisim Beijesa proceduras, ilustréjot tas ar paris piemériem. Talak sekojosa
teorija liela meéra balstita uz Vasermana gramatas [12] 11. nodalu.

Jebkuras Beijesa metodes pamata ir tris posmi:

I TIzvelas aprioro (prior) blivuma funkciju f(6). Ta var but gan specifiski sadalijumi,
gan veselas funkciju klases. Ja pétnieka riciba ir kada informacijas par iespéjamajam

6 vertibam, tad Saja soli var méginat to izmantot, izveloties aprioro sadalijjumu.

II Izvelas statistisko modeli f(x|0), kas ataino pétnieka uzskatus par datiem, ja ir zinama

@ vertiba.

III Noveéro datus Xj, ..., X,,, realizacijas ievieto modeli f(x|0). Kombingjot modeli ar



aprioro ¢ sadalijumu f(0), tiek ieguts aposteriorais sadalijums f(0|X,..., X,,), at-

spogulojot uzskatu par 6 sadalijumu, nemot véra datu sniegto informaciju.

Aprioras un datu sniegtds informacijas kombinésanai izmanto Beijesa teorému, ka dél
Beijesa metodes nosauktas anglu matematika Tomasa Beijesa varda. Ilustracijai pienem-
sim, ka © ir ar diskrétu blivuma funkcija un esam novérojusi vienu gadijuma lieluma X
realizaciju. Varam iegut, ka

P(X =2,0=0)

PO =01 =2) = = =

_ P(X =2|0=0)P(©=0)
Y LP(X =20 =0)P(O =0)

Parejot uz nepartrauktam blivuma funkcijam, iegisim

F)f(6)
J f(x]0)f(0)do
Ja dotas X" = (Xy,..., X)) realizacijas 2" = (x1,...,x,), tad, lai iegutu f(z"|0),

fOlz) =

0
0

konstrué ticamibas funkciju

n

F™)0) =T ] f (i, 0) = La(6).

=1

Savukart aposteriorais sadalijums iegtist formu

o _LGOFO) _ La0)1(6)
10" = T s = e~ L), (1.1)

kur ¢, = [ f(2"|0) f(0)df sauc par normalizéjoso konstanti. Varam ievérot, ka £, tick

noteikta ar precizitati lidz konstantei.

Viens no Beijesa statistikas svarigakajiem pienémumiem ir ticamibas funkcijas prin-
cipa (likelihood principle) patiesums, ko 1962. gada postuléja Alans Birnbaums (Alan
Birnbaum) [13]. Proti, tas apgalvo, ka visu nepieciesamo informaciju par datiem var ie-
giit no ticamibas funkcijas £,,. Varam to noverot vienadojuma , jo tas ir pedejais
solis Beijesa metozu analitiskaja dala, viss talakais ir skaitliskie réekini.

Parametra novertejumu var iegiit aprékinot integrali

6= /9f(6’|x")d8.

Ja parametri ir vairaki, tad



él = /91f(91|$n)d01
Lai iegtutu parametra 1—a% ticamibas intervalu, atrod tadus a un b, ka ffoo f(O]z™)do =

[, f(0lz™)dd = /2. Tad

P(0 € [a,b]|z") / f(llz,)do =1 — a. (1.2)

Beijesiesi ticamibas intervala apzimeSanai anglu valoda reizem izmanto vardu credible,

nevis confidence. Seit paradas interesanta atskiriba starp beijesiesu un klasiskajam me-

todem, proti, ta ka konstante var intervalam tikai piederét vai nepiederét, frekventistiem

P(0 € [a,b]) var pienemt tikai binaras vertibas, un (1.2)) ir jega tikai tad, ja o = 0 vai
a=1.

Aprakstisim vienu no pirmajiem pieméram Beijesa statistikas vésture.

Piemérs 1. Pienemsim, ka Xi,..., X,, ~ Bern(p), kur Bern(p) ir Bernulli sadalijums,
mekléjamajam parametram p izvélesimies vienmeérigo sadalijumu f(p) = 1. Saskana ar

Beijesa teoremu, aposteriorais sadalijums ir forma

f(pla™) o< f(p)Lulp) = p°(1 —p)" > =p" 11 —p)n =t

kur s = "1 2. Gadjjuma lielumam ir Beta sadaljjums ar parametriem o un §, ja ta

blivuma funkcija ir forma

fp;a,B) = %pa‘lﬂ —p)°

Varam ieverot, ka aposteriorais p sadalijums ir Beta sadalijums ar parametriem s + 1

unn — s+ 1, tas ir

I n + 2 S - n—s —
( ) p( +1) 1p( +1)-1

TPl = S D = s+ 1)

To parrakstam ka

pla™ ~ Beta(s+ 1,n — s+ 1).

Varam ieverot, ka esam atradusi normalizéjoSo konstanti c,, neaprékinot integrali

[ L.(p)f(p)dp. Videja vertiba Beta(w, §) sadalfjumam ir /(a4 3), tapéc Beijesa nover-
tejums p ir

. s+ 1

b=t
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Novertejumu parrakstam ka
ﬁ = )\npAl + (1 - >\n)pA27

kur p; = 2 ir maksimalas ticamibas novertejums, py ir apriora sadalijuma videja vertiba,

un A\, = ~ 1. n jeb novérojumu skaitam pieaugot, apriorais sadalijums novéertéjumu

n
nt2
ietekmes aizvien mazak. 95 % ticamibas intervalu varam iegiit, atrodot a un b tadus, ka

b "

[, f(pla™)dp = 0.95.
Pienemsim, vienmeriga sadalijuma vieta izvelesimies p ~ Beta(a, ) ka aprioro sada-
Iljumu. Veicot parrékinu, varam iegiit, ka p|z"™ ~ Beta(a + s,5 + n — s). Vienmeérigas

apriorais sadalijums ir ipass gadijums, kad o = = 1. Aposteriora videja vertiba ir

o+ s

p=——
a+B+n
Kad apriorais un aposteriorais sadalijums pieder pie vienas saimes, saka, ka tie ir

saistiti (conjugate).

Piemérs 2. Pienemsim, ka Xi,..., X,, ~ N(0,0?), ka ari, ka o ir zinama. Izvelesimies

N (a,b?) ka aprioro 0 sadalijumu. Varam iegut, ka aposteriorais 6 sadalijums ir forma
0|X" ~ N(0,7°),

kur

un se = o/4/n ir maksimalas ticamibas novertejuma X standartnovirze. Varam ieverot,
ka ari Ssaja pieméra apriorais un aposteriorais ir konjugati. Ja n — oo, tad w — 1 un
7/se — 1, tatad pie lieliem n aposteriorais sadalijums biis A'(0, se2). To pasu var noverot,
ja n ir fiksets, bet b — 0o, ko varam interpretet ka gadijumu, kad apriorais sadalijums
klust ”plakans” (flat).

Abos pieméros varam novérot, ka, pieaugot n, apriord sadalijuma ietekme strauji
mazinas.

Var pieradit [14], ka, ja 6, ir parametra maksimalas ticamibas novertejums viena-

dojuma atrisinajums, 6% = [0f(0|z,)dd ir parametra Beijesa novertéjums un 6, ir ista



parametra vertiba, tad pie noteiktiem nosacijumiem

V(0 — 60) % N(0,1/1(6,)),

kur 1(6p) ir 0y Fisera informacija.
Varam izteikt mineéjumu, ka frekventistu un beijesiesu metodes asimptotiski uzvedas

lidzigi, kas ir arguments par labu frekvencu tipa procediram.

1.2. Hipotézu parbaude ar Beijesa metodém

Lai parbauditu hipotezes, nepieciesams izveleties aprioro sadalijumu gan Hy, gan pa-

rametriem 6 un tad aprekinat P(Hy|X"). Apskatisim

H0:9:90 pret HI:G#HO.

Izvelesimies aprioro sadalijumu P(Hy) = P(H,) = 1. Ja speka M, tad jaizvelas

apriorais sadalijums 6, ko apzimésim ar f(6). Izmantojot Beijesa teorému,

f(z"|Ho)P(Hy)

(zn|Ho)P(Ho) + f (2" H1)P(H,)

%f(l’nmo)

5 (@6o) + 5 f (2" Hy)

_ f(x"]6o)

f(zn]60) + [ f(2m]0) f(0)dd

_ L(0o)

 L(6o) + [ L(6o)f(8)d6

Ja janoverte parametri, apriora sadalijjuma izvele spele salidzinosi mazu lomu, tacu

P(Ho|X" = ") =

hipotezu parbaude ta ir loti svariga. Turklat integralim [ £(6)f(6)d6 jakonverge. Ta ka

A~

0< [L(0)f(9)dd < L(0), varam iegit sekojosu nevienadibu Hj ticamibai, neatkarigi no
f(0) izveles
L(0o)

— N < P(H| X" =a") < 1
L(6) + L(0)



1.3. Markova kézu Montekarlo simulacijas

Ta ka prakse izmantoto parametru skaits var sniegties tikstosos, integralu apréekinasa-
nai tiek simuletas parametru vertibas no aposteriora sadalijuma, izmantojot Markova kezu
Montekarlo tipa procediras. Aprakstisim Metropolisa-Heistingsa (Metropolis-Hastings)
algoritmu, kas ir viens no vienkarsakajiem Markova kézu Montekarlo panémieniem. No-
dala izmantota Vasermana gramatas [12] 24. nodala.

Integrali I = fab h(z)dx var sadalit divas dalas

I= /b h(z)dxr = /bw(:z:)f(x)dx,
kur w(z) = h(z)/f(x) un f(z) ir kada zinama sadalijuma blivuma funkcija.
Definicija 1. Procesu {X,, : n € T'} sauc par Markova kedi, ja
P(X,, = 2| X0, ., Xn_1) = P(X, = 2| Xp_1
visiem n.

Definicija 2. Markova kedes sadalijumu 7 sauc par stacionaru, ja
Y w(@)Plxy) =7(y), yeS,
zeS

kur S ir stavoklu telpa un P(z,y) ir varbutiba pariet no stavokla x uz stavokli y.

Teoréma 1. [12, 408. lpp.] Nereducéjama, ergodiskai Markova kédei ir unikals stacionars
sadalijums w. Ja g ir ierobeZota funkcija, tad ar varbutibu 1

lim — >_9(Xn) > Eag) = 3 g(i)m;.

N—>ooN

Veicot simulacijas X7, X, ..., X,, no Markova kédes ar stacionaro sadalijumu f, no

teorémas seko, ka
n

n~! Zw(x,-) 2 Ep(w(X)) = 1.

=1

I

Pienemsim, ka ¢(y|z) ir sadalijuma funkcija, ar ko protam iegut gadijuma lieluma
(Y|X) realizacijas. Patvaligi izvelamies X, generejam kedi lidz X;. Lai iegutu X1,

veicam sekojosus solus.

I Genere Y ~ q(y|X;).



IT Aprekina r = r(X;,Y), kur

III Iegtist

Xiy1 =Y, ar varbutibu r;

Xi11 = X; ar varbutibu 1 —r.

Par q(y|x) biezi izvelas N (z,b?) ar b > 0. Sada gadijuma ¢ ir simetrisks q(y|z) =

q(z|y), un r var vienkarsot ka
YY) }
r=min¢ -—-=5,1p.
(e
Piemeérs 3. Kosi sadalijumam blivuma funkcija ir

1 1
w1422

fx) =
Merkis ir simulét Markova kedi ar f(z) ka stacionaro sadalijumu. Izvélamies ¢(y|z)

N (z,b?) sadalitu. Tad
1 2
r(x,y) = min {M, 1} = min{lj_—x 1} .
Tatad generejam Y ~ N (X;,0?) un
Xiy1 =Y ar varbutibu r(X;,Y);

Xiy1 = X; ar varbutibu 1 — r(X;,Y).

Ja, generejot Markova keédi, iegiito simulaciju sadalijjums atri sak lidzinaties f, saka,
ka kede ”labi jaucas” (mizing well).
Sniegsim nelielu ieskatu, kapec Metropolisa-Heistingsa algoritma Markova kedes sada-

ljjums ir f.
Definicija 3. Sadalijums m Markova kédei ir pamatigi balansets (detailed balance), ja

PijTi = PjiTy.
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Teoréma 2. [12, 391. lpp.] Ja 7 ir pamatigi balanséts, tad tas ir kédes stacionarais
sadaltjums.

leviesisim jaunus apziméjumus. Ar p(x,y) apzimésim varbutibu kédei pariet no sta-
vokla z uz y, ar f(x) apzimesim 7. f ir stacionarais sadalijums, ja f(z) = [ f(y)p(y, z)dy,

un f ir pamatigi balanséts, ja

f(@)p(z,y) = f(y)p(y, ).

Ja f ir pamatigi balanséts, tad f ir kédes stacionarais sadalijums, jo

[ twtv.oriy = [ rptais = @) [ ooy = sia).
Apgalvojums 3. [12, J14. lpp.] [ ir pamatigi balansets.

Pieradijums. Izvelesimies divus punktus z un y. Vai nu

f(@)qlylr) < fy)g(zly)  vaiart  f(z)q(ylz) > f(y)q(x|y),

ekvivalence nepartrauktiem sadalijumiem ir ar 0 varbutibu. Pienemsim, ka f(z)q(y|z) >

f()a(xly). Tad £6) el
_ ) glzly
@) = o k)

un r(y,z) = 1. p(x,y) ir varbutiba kedei pariet no = uz y. Lai ta notiktu jarealizejas

diviem notikumiem: a) ¢ jagenere y; b) y jatiek izveletam ka nakamajam kedes stavoklim.

Seko, ka

il () = ol LW @Y )
p(x,y) = qylz)r(x,y) = q(y| )f( . f(x)Q( y).
Tatad
f@)p(x,y) = f(y)a(zly).

Lidzigi p(y, z) ir varbutiba kédei pariet no y uz x; x jatiek generétam un izvelétam.

Tas notiek ar varbutibu p(y, x) = q(z|y)r(y, z) = q(x|y). Tadejadi

fWp(y, x) = f(y)a(xly),

no ka seko, ka f ir pamatigi balanséts. O

11



1.4. Robina-Ritova paradokss

Beijesiesi uzsver vinu metozu universalu pielietojamibu, tacu pastav daudzi paradoksi,
kas parada butiskus trukumus. Saja nodala tiks aprakstits viens no tiem, sikaks izklasts
pieejams [15]. Dala no piemera izverstas informacijas balstita uz timekli pieejamu nefor-
malu diskusiju starp Leriju Vasermanu, Dzeimsu Robinsu (James Robins) un Kristoferu
Simsu (Christopher Sims) [16]. Simss, kas 2011. gada kopa ar Tomasu Sardzentu ( Thomas
Sargent) sanema Nobela premiju ekonomika, ir dedzigs Beijesa metozu aizstavis.

Pienemsim, ka Pasaules Veselibas organizacija, lai planotu budzetu, velas noskaidrot,
cik lielai kadas valsts iedzivotaju dalai nakosgad bis insults. Pirms gada tikai izvéléti 5000
iedzivotaji (X7, ..., X5000), katram no tiem noskaidrojot 300 faktorus: augumu, vecumu,
ieprieksejas saslimsanas, utt. (X; € [0, 1]3%0).

Dala no 5000 tika atlasiti noverosanai ar Bernulli gadijuma lielumu R; (R; = 1 :
noverots; R; = 0: nenovérots), turklat varbiitiba tikt noverota nav visiem vienada, to
nosaka zinama funkcija 7(X) = E[R|X]. Gada laika no noverotajiem dalai bija insults
(Y = 1), pargjiem ne (Y = 0).

Defingjam ari 6(X) = E[Y]|X], kas nosaka insulta varbuitibu atkartha no veselibas
stavokla. ST funkcija nav zinama. Turklat 7(X) izveleta ta, ka Cov{f(X),m(X)} # 0.

Formalak: doti n (5000) 7id noverojumi
(le Rh R}/l)y ceey (Xn7 Rn7 RYTL)7

kas pienem vertibas

X; 0,14,  Yvie{o,1}, R;€{0,1}  d=300.

Nemot véra, ka

6(X)=E[Y|X] #(X)=E[RIX] Coo{6(X),n(X)} #0,

misu meérkis ir novéertét

Y =E[Y] =E{E[Y|X]} =E{E[Y|X,R=1]} = | 6(z)dx.

leverojam ari

O(z) =E[Y|X =2] =

12



—1-P(Y =1X =2) +0-P(Y =0|X =2) = P(Y = 1|X = 2),

PY =0/X =2)=1-06(2).
Lidzigi
m(z) =P(R=1|X =2) 1 —m(z) =P(R=0X =x).

Klasiska pieeja problémai ir vienkarsa, izmanto Horvica-Tompsona novértéjumu

SRS

b= i R;Y; '
= m(Xi)

¢ ir nenovirzits un butisks, tacu tam ir tris defekti: 1) vertiba var parsniegt 1; 2)
netiek nemta véra informacija vektora X dimensijas, 3) tas ir neefektivs (inefficient).
Neefektivs novertéjums nozime, ka tas nav labakais iespéjamais sava klase.

Novértejumu var aizstat ar lokali semiparametrisko efektivo regresijas novéertéjumu

(locally semiparametric efficient regression estimator) [17].

k .
- w
= [ expit N dm () + —— | dx,
0 / p <m22177 Om (@) | m)>
kur expit(a) = (li—aea),(,bm(:v) ir bazes funkcijas, bet 71, ..., 7y, @ ir maksimalas ticamibas

novertejumi modeli

P(Y = 11X = z) i w
o By =tir =) ~ e 5

Atgriezoties pie paradoksa, beijesiesu pieeja ir sekojosa.
Izvelas aprioro sadalijumu W ().

Ticamibas funkcija vienam noverojumam (z,r,ry) ir forma

Ix (@) frix(r]@) fy)x (ylx)"
Savukart n noverojumu (X, R;, R;Y;) ticamibas funkcija ir

n

[T f(rIx) F(YiIX)™ =

= [T 7)™ (1 = m(X0) = 0(X:) " (1 — (X)) 05
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Tacu ta ka ticamibas funkcija tiek noteikta ar precizitati lidz konstantei, tad tas forma
saisinas lidz

L(0) oc [TO(X) (1 — ()05

Kombingjot W () un L(0), iegust aposterioro sadalijumu W,. Ta ki ¢ ir funkcija
no 0 (¢ = f[o 1 6(z)dz), 6 aposteriorais sadalijums noteiks ¢ vertibu. Tacu ir pieradita

sekojosa teorema.

Teoréma 4. [15] Jebkurs novertejums, kas nav funkcija no 7(-), nevar bat vienmeérigi
butisks.

Visparigi runajot, tas nozimé, ka aposteriorais sadalijums nekoncentrésies ap patieso
1 vertibu.

Viens no beijesiesu piedavatajiem risinajumiem ir aprioro sadalijjumu W () padarit
atkarigu no 7, tad teorémas nosacijums neizpildisies.

Varam $adu apsverumu ieviest sakotnéja modeli. Pienemsim, ka ekspertam, pasaules
limena kardiologam ir izveidojies prieksstats par 6, un vins velas to izmantot, analizejot
datus ar Beijesa metodi. Lai art PVO var paskaidrot, kadi apsverumi par 6 tika nemti vera
izvéloties 7, kardiologam §1 informacija nemainis uzskatu par 6, jo ir visaugstakas klases
specialists insulta jautajumos. Sada gadijuma 6 apriorais sadalijums bus neatkarigs no ,
un beijesiesu risinajums klust nederigs.

Turklat W (0) atkariba no 7 ir nepieciesams, bet ne pietickams nosacijums, apriora
sadalfjuma funkcija ir riipigi jaizvélas, visticamak vadoties péc frekventistu apsvérumiem.

Cits piedavatais risinajums ir padarit 0(x) gludu (smooth) jeb vairakas reizes diferen-
cejamu funkciju, tadejadi katrs datu punkts sniegs informaciju ari par ta apkartni. Tacu

tas lidz tikai tad, ja dimensiju skaits ir neliels, bet, ja d >> n, ari §is risinajums nedereés.

1.5. Neparametriska Beijesa statistika

Lidzigi ka neparametriska statistika papildina klasiskas metodes, neparametriska Bei-
jesa procediiras novers parametrisko metozu trikumus. Parametriskdas Beijesa metodes
uzliek parak stingrus nosacijumus datus generejosajiem mehanismiem, bet vaji pamatoti
nosacijumi var radit novirzes novertejumos. Neparametriskas Beijesa metodes piedava
plasakas iespéjas aprioro sadalijumu konstrukcija, jo spéj modelét arl gadijumu, kad pa-

rametru ir bezgaligi daudz [3].
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Piemeram, klasiskaja, linearaja Gausa-Markova modeli
Y;‘ = o+ BXZ + E;

pienem, ka kludas ¢; ir nekoreleti gadijjuma lielumi ar konstantu dispersiju un videjo
vértibu 0. Ar parametriskd Beijesa metodém nevar neko iesakt, kamér nav konstruéta ti-
camibas funkcija, savukart neparametrikis var izvéléties aprioro sadalijumu ka sadalijumu
pa visam blivuma funkcijam ar vidéjo vertibu 0.

Jebkurs modelis, kurs nav pilniba uzdots, var tikt papildinats ar bezgaligi dimensio-
naliem parametriem, kuriem pieskir sadalijjumu, tadejadi iegiistot pilniba uzdotu modeli.

Jebkura neparametriska Beijesa metode galvenokart balstas uz vienu no trijiem sada-
lijumu funkciju generejosajiem mehanismiem: Dirihle procesa, Polijas koka (Polya tree)
un Gausa procesa. Pirmo aprakstisim nakosaja apaksnodala, bet pedejam tiks veltita

visa tresa nodala.

1.6. Dirihlé process ka apriorais sadalijums

Beijesa neparametriskaja statistika viena no lielakajam problémam ir apriora sadali-
juma izvéle, jo jaizvelas piemeérots varbiitibu mérs sadalijuma funkciju telpa. Informacija
par sadam telpam parsvara nav pieejama. Aprioro sadalijumu izvélas balstoties uz sarez-
gitibu, pieejamajiem datorresursiem un algoritmiem, ka art labam frekventistu statistikas
ipasibam. Nepieciesams ari, lai sadalijums "noklatu” parametru telpu jeb tam ir pie-
tiekami liels topologiskais atbalsts (support). Lai petitu frekventistu tipa ipasibas, tiek
pienemts, ka eksiste noteikta parametra (hiperparametra) patiesa vertiba, kas nosaka
generéto datu sadalfjjumu.

Meés velamies novértét blivuma funkeiju, kura var bit jebkada forma, uz realas skaitlu
ass, ja doti #zd dati. Klasiskaja statistika So problemu risina ar empirisko sadalijuma fun-
kciju, tacu beijesiesiem jaapraksta varbiitibu mers, kas nav viegls uzdevums un jaattista
simulaciju algoritmi. Klasiskajas Beijesa metodés populars ir Dirihleé apriorais sadali-
jums, kas neparametriskaja statistika kalpo par pamatu bezgaligi dimensionalai blivuma

funkcijai.

Definicija 4. Parametri © = {6,0s,...,0,,} ir sadaliti pec Dirihle sadalijjuma (© ~
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Dirichlet(ay, ag, ..., ap)), ja

ERODNTOR &
f(el,ez,...,em)_mr—’@glek ,

kur I'(n) = (n — 1)! ir gamma funkcija.
Dirihle apriorajam sadalijjumam piemit noderiga ipasiba.
Teoréma 5. [2, 212. Ipp.] Ja © ~ Dirichlet(ay, az, ..., @) un ja P(X = jlag, ag, ..., ) =

a; gandriz drosi j = 1,... k, tad oy, o, ..., ap, aposteriorais sadalijums, jo X = j ir

Dim’chlet(agj), oéj), ces Oé%)); kur
z(j) = i 7& j>

Oégj):Oéi—i‘l Z:]

Fergusona ideja bija, ka jebkuri dati, patvaligi sadaliti pa grupam, veido Dirihlé sa-
dalijumu, piemeram, ja ir 3 grupas un 7 dati X, kas sagrupeti {4,2,1} (4 dati pirmaja
grupa, utt.), tad to varam interpretet ka Dirichlet(4,2,1). Pienemsim, ka tiek parkartoti
dati un izveidojas {3, 3,1}. Tad mums ir jauns sadalijums Dirichlet(3,3,1). Ja pielaujam
iespéju, ka Dirihlé parametru skaits varétu biit bezgaligs, tad katru reizi datus parkartojot
tieks ieguts jauns sadalijums. Ja parkartosanu atkartos bezgaligi ilgi, tad to var saukt par
Dirihle procesu.

Aprakstisim algoritmu, ar ko iesp&jams simulét no Dirihlé procesa apriora sadalijjuma.

?Lauztas nijas” (stick-breaking) metode.

D7. Seturamans (J. Sethuraman) [18] piedava sadu Dirihle procesa (DP) apriora

sadalfjuma praktisku konstrukcijas metodi nezinamam sadalijumam P:
I Izvelas "bazes sadalijumu” By, parasti N'(0,1).
II Nosaka intensitati a, parasti a = 1.
IIT Simule V; ~ Beta(1,a), 6, ~ Py, i =1, ..., 00.
IV Aprekina 7, = Vj, [[,.,(1 — V).
V P ~ DP(aP,) ekvivalents N
P = Z Th0p, ,
h=1
kur dy ir punkta 6 varbutibas masa.
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Simulacijas no DP(aFy) ar Py = N(0,1) var apskatit attela.

Jo lielaka intensitate, jo simulétie sadalijumi bus lidzigaki F,. Ja intensitate ir zema,
gandriz visa sadalijjuma masa biis uz daziem punktiem jeb atomiem.

Vizuali varam to izteloties, ka ntujas ar garumu 1 lausanu. Pirmaja soli generejam
lielumu v; no V; ~ Beta(1, @) un izdaram atzimi v; (0 < v; < 1) attaluma no nujas gala
un tur to parlauzam. Nolauzta dala bus jauna sadalijuma P varbutibas masa punkta 6,
jeb P(X = 6;) = v1, X ~ P. Otraja soll jaunais vy no V5, ~ Beta(1, ) bis jareizina ar
atlikuso nujas garumu, lai noteiktu jauno lausanas vietu. Tad atkal pieskir nolauzto masu
punkta #,. Teoretiski ta turpina bezgaligi ilgi, bet praktiski pec 50 soliem nija ir parak

isa, lai talakie soli ko ietekmétu. Nodalas izklasts balstits uz [19].
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intensitati attélotas tris sadalijjuma realizacijas.
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2. Mainas punktu noteiksana ar

Beijesa tipa metodi

2.1. Berija-Hartigana metode

Mainas punktu noteiksanas problematika statistika galvenokart paradas divos veidos.
Pirma ir situacija, kad pirms padzilinatas apkopoto datu analizes nepieciesams parbaudit
pienemumu, ka datu generéjosais process ir viens un tas pats visiem meérjjumiem. Ja
pienémums tiek noraidits, datu kopa jasadala vairakas atseviski petamas dalas.

Otra situacija ir, kad noverojumi pienak sekvenciali, viens péc otra, un katrs jauns
merijums jasalidzina ar ieprieksejiem, lai noteiktu vai nav notikusas izmainas. Sada
problematika sastopama, piemeéram, kvalitates kontroles sistémas. Darba tiks apskati-
tas metodes pirma veida situacijas.

Klasiskas, frekventistu statistikas pieeja tiek atrasti specifiski punkti, kuros noveroja-
mas datu strukttoras izmainas. Piemeéram, ja piepemts, ka ir m mainas punkti, Bai un
Perona (J. Bai, P. Perron) dinamiskas programmesanas metode [20] aprekina ticamakas
atrasanas vietas, minimizejot atlikumu kvadratu summu katra datu kopas dalijuma, pec
tam labakais mainas punktu skaits tiek atrasts, izmantojot BIC kriteriju.

Beijesa metodes, tai skaita aril Berija-Hartigana (D. Barry and J. A. Hartigan) [21]
(BH) pieeja, pieskir varbiitibu sadalijumu, tas ir, mainas punkts ar aprékinamu varbiitibu
iespejams jebkur datu kopa, atstajot petnieka zina lemumu, vai varbutiba ir pietiekosi
liela.

Formalak, pienemsim, ka doti neatkarigu gadijuma lielumu virkne X = X3, X5, ..., X,
X; ~ N (pi, 0?). Varbutibu, ka punkta 4 ir mainas punkts, apzimesim ar p;. Pienemsim
ar1, ka mainas punkti virkni sadala b blokos i + 1,...,7 (ertibai apzimesim ar ij), un

pieskirsim katra bloka, kas sakas ar indeksu ¢ + 1 un beidzas ar j, videjai vertibai p;
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aprioro sadaltjumu N (pg,02/(j — i)), tadejadi 1su bloku videjai vertibai tiks pielauta
salidzinosi liela dispersija, un ar metodi vares atrast ari tadus mainas punktus, starp
kuriem ir maz datu.

Erdmans un Emersons [22] sava R biblioteka bep, lai pielietotu BH metodi, pielieto
sekojosu Markova kezu Montekarlo algoritmu.

Definé particiju (partition) p = (Uy,Us,...,U,), U; = 1 nozime, ka punkta ¢ + 1 ir
mainas punkts. Particija tiek inicializéta ar vertibam U; = 0,U,, = 1. Katra kédes solt
katram i, aprekina b, bloku skaitu pie pasreizejas particijas ar pienemumu, ka U; = 0.

Tad aprekina mainas punkta varbttibu p; no

1—p; ]P’( OIX Um# )
Y, b n b—1 A
B [fo P°(1 = dp [fo mdw} 22)

[foypb‘l(l — p)"~bdp| [ w2 dw} '

0 (Wo+Bow)(n—1)/2
Kad ieguta varbutiba, genere jauno U; un pariet pie nakama virknes punkta. Kad
visas virknes mainas punktu varbutibas p; ir noskaidrotas, aprekina p;; pie paSreizejas
particijas, tad procediru atkarto sakot no p pirma elementa. Péc pietiekosi liela solu
skaita iegust simulacijas no diviem sadalijumiem, aposteriora mainas punktu varbutibu,
ka ari videjo vertibu sadalijumu, no kuriem iegust ticamakos novertejumus.

Apskatisim tuvak vienadojuma skaititaju (analogiski var interpretét arl saucéju).
p°(1 — p)"~°~1 ir varbutiba, ka starp n — 1 punktiem, kas ir zinami, ir b mainas punkti,
integralis tiek nemts pa visam iespejamajam p vertibam. Simulacijas ir noskaidrots, ka ar
v = 0.2 metode strada vislabak, tas ir, tiek pienemts, ka nav vairak par 1 mainas punktu
uz 5 noverojumiem.

wb/2

W B w) =72 savukart ir X ticamibas funkcija, ja particija ir zinama, kur

=Y Y

ij€p l=i+1
jeb kopeja kvadratu summa blokos un
By =Y (j—i)(Xy— X)
ijEP

jeb kopéja kvadratu summa pa blokiem. Parametrs w = @ o parasti tiek izvélets 0.2,

5+o?)
balstoties uz pienemumu, ka izmainas virkne, kad tas notiek, nav niecigas. (2.2 specifiska

forma izriet no piepémuma par X normalitati un vienmerigi sadalitiem p, o un w.
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bh

BH autori norada, ka vinu metode varetu tikt pielagota ari atkarigiem datiem: ”...pie-
nemums par neatkaribu varetu tikt vajinats, jo viss, kas nepieciesams, ir, lai dati dazados
blokos ir savstarpéji neatkarigi, ja parametri un particija ir doti” 21, 310. 1pp.]. Erdmans

un Emersons diemzel sadu iespeju neapskata.

2.2. Salidzinajums ar EL metodi

Lai noskaidrotu BH metodes prieksrocibas un trikumus, salidzinasim to ar EL metodi,
ko sava darba aprakstijis A. Vaselans [10]. Ta ir klasiskas statistikas neparametriska meto-
de, kas strada art tad, ja dati ir vaji atkarigi. Ja doti dati X, Xs, ..., X, no tiem tiek atla-
sitas 2 apaksizlases ar garumu N, X = X;, X1, .. Xijinv—1, Xo = X1, Xji0, . Xjin-1,

ie{l,2,.,n—2N}, je{N+1,N+2, ..n— N}, un tad tiek veikta hipotézu parbaude
Hy:po—py =0

pret
Hy:pg — iy #0,

kur g1 un pe ir attiecigo apaksizlasu vidéjas vertibas, izmantojot empiriskas ticamibas
videjo vertibu testu no EL bibliotekas [23]. Hipotézi parbauda visam iespéjamajam izla-
sem, un iegutas p-vertibas kalpo ka indikators, vai punkts starp apaksizlasem ir mainas
punkts. Datu atkaribas izraisitie efekti tiek noversti, apaksizlasés dalot datus blokos. Blo-
ki var daleji parklaties, vai neparklaties nemaz, miisu pielietojuma tie nekad neparklasies.

Apskatisim ”well-log” datus attela no [24] 5. nodalas, kas zinatniskaja literatura ir
biezi apskatiti. Tie ir mérijumi, kas nemti naftas ieguves vietu urbsanas laika un raksturo
zemes slana, kura atrodas urbja gals, fizikalas ipasibas. Ja novérojamas izmainas, tiek
uzskatits, ka slana tips ir mainijies. Dati ir ar izlécgjiem, tacu precizakai analizei tos
iznemsim, lidzigi ka tika darits Dz. Liu (J. Liu) doktora disertacija [25], 137. lpp]. Tiek
uzskatits, ka merjjumi ir atkarigi un ka mainas punktu skaits ir 13.

Ka redzam [2.2] attela, BH metode spéj atrast gandriz visus mainas punktus, ja
pienemam, ka aposteriora varbutiba ir pietiekosi liela (izvelesimies to lielaku par 0.4).
Tik labus rezultatus gan nevar iegut ar rekomendetajam vertibam v = 0.2 un A = 0.2,
bet gan ar v = A = 107°. Tas ir, apriori japienem gan mainas punktu retums, gan ari

augsta bloka videjas vértibas dispersija.
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2.1. att.: 'well-log’ dati ar izlecejiem (augsa) un bez tiem (apaksa).
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2.2. att.: "well-log” datu izpéte ar BH metodi, attéla augsdala dati un to ticamaka apos-

terioras videjas vertiba, zem ta ticamakas mainaspunktu atrasanas vietas un to varbutiba.

y=A=107".
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EL metode savukart uzrada sliktakus rezultatus, skat. attelu. Ar visiem logu
garumiem N € {250,300, 350, 400,450,500} tiek fikseti mainas punkti tur, kur tie nav,

un otradi. Turklat pie N = 500 tiek "pazaudétas” aptuveni ceturta dala sakotnéjo vértibu.
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2.3. att.: "well-log” datu izpete ar EL metodi pie 6 dazadiem logu garumiem N. Sakot no
augseja, kreisa stura, attelotas testa p vertibas pie N € {250, 300, 350,400, 450, 500}. Ar
sarkanam linijam ieziméti BH metodes atrastie mainas punkti ar aposterioro varbitibu

p; > 0.4. Ar zalu liniju attélota EL testu kritiska varbtitiba 0.05.

Tacu iespéjams arl konstruet piemeru, kura EL metode strada labak neka BH. Gene-
resim divus autoregresivus AR(1; 0.9) procesus (n = 1000) ar videjam verttbam 0 un 5 un

ievietosim tos viena laikrinda vienu aiz otra. Ka varam noverot attela, ar EL metode
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mainas punktu var atrast precizi pie dazadiem logu garumiem. Logu garumam pieaugot,
kritiskas p vertibas "centréjas” uz patieso punktu vidi. Varam secinat, ka, izmantojot
EL metodi, loti ieteicams apskatit dazadus logu garumus.

Savukart attela varam redzet, ka parametri v un A specigi ietekmé metodes vei-
kumu. Varam uzskatit, ka mainas punkts tiek atrasts pie A = v = 1075, tac¢u, nezinot
patiesibu, patieso atrasanas vietu noteikt biitu sarezgiti, un to liela meéra ietekmétu pét-
nieka personiskas vertejums. Seit loti labi paradas Beijesa metozu subjektivitate, par ko
tas tiek kritizetas.

Salidzinot abas metodes, varam novérot optimizacijas teorija populara principa ” Brivpus-
dienu nav” (No Free Lunch) patiesumu [26]. Visparigi rundjot, teoréma apgalvo, ka, viena
metode var but labaka par otru tikai tad, ja ta ir specifiski piemérota péetamajai prob-
lemai. Ar BH var atrast mainas punktus akas dzilurbuma datos, bet atkarigi dati ir
parak svarstigi, pat pielagojot parametrus. Savukart ar EL nav iespéjams atpazit mainas
punktus, starp kuriem ir parak maz datu. Neviena no metodém nav izteikti paraka.

Pastav vairakas neparametriskas Beijesa mainas punktu noteikSans metodes, kas ie-
spejams varetu uzradit labakus rezultatus. A. Mira un S. Petrone (A. Mira, S. Petrone)
apskata punktu meklésanu ar Dirihlé procesu mikstiiru (mizture) palidzibu [27], kas stra-
da ar1 ar atkarigiem datiem. R. Garnets, M. Osborns un S. Robertss (R. Garnett, M. A.
Osbourne, S. J. Roberts) apluko mainaspunktu problematiku, izmantojot Gausa proce-
sus [28]. Vinu metode strada ar atkarigiem datiem, turklat spej arl izmainas prognozeét.
Diemzél neviena no sim metodém paslaik nav publiski pieejama pielietojama veida, un

Seit varetu but plass lauks talakam darbam.
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2.4. att.: Genereti divi AR(1; 0.9) procesi ar videjam vertibam 0 un 5, tie apstradati

ar EL metodi, N € {100, 150, 200, 250, 300, 350,400, 450}, bloki izlasés neparklajas. Ar

sarkanu liniju patiesa mainas punkta atrasana vieta, ar zalu testu kritiska vértiba 0.05.
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2.5. att.: Genereti divi AR(1; 0.9) procesi ar videjam vertibam 0 un 5, tie apstradati

ar BH metodi ar parametriem \ = v € {0.2,1072,107*,1078,10716,10732, 1074 107128}.

Mainas punkta noteikSana skiet liela méra subjektiva.

27



3. (Gausa process ka apriorais

sadalijums funkciju telpa

3.1. Lineara regresija ar bazes funkcijam

Pienemsim, ka doti dati D, kas sastav no pariem (t1, 1), (t2, 2), ..., (t,, T,) ﬂ kur x;

ir d-dimensionali. Musu merkis ir atrast tadu funkciju y(x), ka

ti = y(x;) + &,

2

2 un videjo vertibu 0. Sis nodalas teorétiskais

kur ¢; ir gadijuma lielumi ar dispersiju o
materials, galvenokart, balstits uz [29] un [30].

Viena no vienkarsakajam metodem ir pieskirt svarus katrai @ komponentei, proti,

d
ti = E wjxj—kei.
Jj=1

Klasiskaja statistika labakos w; mes varetu atrast izmantojot, piemeram, mazako kvad-
ratu metodi, tacu no Beijesu metozu skatpunkta janem vera, ka w = {wy, wy, ..., wy} ir
gadijuma lielums ar aprioro sadaljjumu.

y(x) = w’z datus izskaidros labi tikai tad, ja pareizs bus pienemums par lineari-
tati. Tac¢u iespejams, ka, piemeram, polinomiala telpa ar bazes funkcijam {1,z,2?, ...},
t; varétu izteikt precizak. Tapéc apskatisim visparigu Beijesa tipa linedru regresiju, tas
ir, linearu regresiju ar m bazes funkcijam {¢;(x)}. Tad regresijas funkcija bus forma
y(x) = Y0 widi(x) = wlep(x). Ja mes w aprioro sadalijumu izvelamies ka daudzdi-

mensionalu normalo, tad mekléjamo regresijas funkciju var iegiit divos ekvivalentos veidos:

!Literattira parasti datu apzimeésanai izmanto y un z, tacu Seit mes izmantojam ¢t (no target), lai

uzsvertu, ka y ir funkcija no x.
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vai nu izmantojot svaru w ipasibas, vai arl aplikojot modeli ka Gausa procesu. Problemas
ilustresanai noderigas abas pieejas, tapéc apskatisim tas.
Piepemot, ka w ir daudzdimensionali normali sadalits w ~ N(0,%,), kur ¥, ir

kovariacijas matrica ar elementiem {Cov{w;, w;]};, ta blivuma funkcija bus forma

1 L e
flw) = COREPREE exp (—E'w z, w) .

Ja t; ir generéti ar meklejamo funkciju, pieskaitot Gausa troksni ar dispersiju o

2

v

w

ticamiba ir

Flt o tolw) = ——— ﬁexp (—(ti - y(w";w))2> .

(2mo2)n/? 202
Ta ka gan apriorais sadalijums, gan ticamiba ir normala sadalijuma blivuma funkcijas,

tads bus ari aposteriorais sadalijjums.

Apgalvojums 6. [31, 2/1. lpp.] Svaru w aposteriora sadalijuma vidéja veértiba w ir
minimums kvadratiskai formai
E= S (- wlo(w) + 2w’ S5 w
202 ‘ ‘ 2 v

v

Teviesisim apziméjumus 3 = 1/02, t = (ty,...,t,) un n X m matricu

o1(x1)  @a(®1) -+ Pm(®1)

o ¢1('w2) ¢2(.5'32) gbm('azg)

Tad varam parrakstit kvadratisko formu F ka

1
5wT(z;l + BT D) w — Bw’ dTt + gtTt,

un w ir atrisinajums vienadojumam
(2, + BoTo)w = BoTt.

Apzimesim A = ¥ ! + f®Td. Tad w = BPTt un svaru w aposteriora sadalijuma

kovariacijas matrica ir A7
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Prognoze patvaligam x, svaru telpa bus videja vertiba

Hal@,) = pl@.) w = Bp(.) 2"t (3.1)

ar dispersiju

oy () = ()" A P(.). (3:2)

2

v

Lai iegiitu prognozes dispersiju var t(x.,), japieskaita troksna dispersija o

3.2. Lineara regresija funkciju telpa

lepriekseja apaksnodala apskatijam linearo regresiju ar m bazes funkcijam ¢;(x). Ie-
guvam ari vidéjas vértibas un dispersijas vienadojumus patvaligam x,. Paradisim, ka Sos

pasus vienadojumus varam iegut arT funkciju telpa.

Definicija 5. Gausa process ir tada gadijuma lielumu kopa, ka, izvéloties jebkurus no
tiem saskaitama skaita, tie bus daudzdimensionali normali sadaliti.

Vienkarsu Gausa procesa pieméru varam iegiit no ieprieks aplikotas visparigas reg-
resijas y(x) = ¢(x)Tw ar aprioro sadalfjumu uz svariem w ~ N(0,%,). Aprekinasim

videjo vertibu un kovariaciju,

Ely(x)] = ¢(z) Elw] =0
Ely(z)y(a')] = ¢(x) Elw’ w]p(z') = ¢(z)" Suo(a).

Tatad y(x) un y(x’) ir sadaliti normali ar videjo vertibu 0 un kovariacijas matricu
P(x) Lup(a').

Pirms pievérsamies linearajai regresijai funkciju telpa, sekojot C. Viljamsa (C. K. I.
Williams) [30, 6. lpp.] paraugam, apskatisim visparigi prognozesanu ar Gausa procesiem.
Pienemsim, ka mums doti n + 1 gadijuma lielumi (7, ..., Z,,, Z,), kas sadaliti normali ar
videjo vertibu 0 un kovariacijas matricu K. Velamies prognozet Z,. Sadalisim K, nxn

matrica K, n x 1 vektora k£ un skalara vertiba k.,

K k
kT Ok,
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Teoréma 7. [32, 117. Ilpp.] Ja noverotas vertibas Zy = z1, ..., Zn = zn, tad nosacitais

sadalzjums Z, bas normals ar vidéjo vertibu un dispersiju
E[Z,) = k" K 'z, (3.3)

var[Z,] = k, — kT K 'k. (3.4)

Atgriezoties pie linearas regresijas, mus interesé sadalijums Y (x,) = Y, (apzimgjam Y
ar lielo burtu, lai uzsvertu, ka tas ir gadijuma lielums), ja doti dati (1, ...,t,), kas satur
troksni. Lai to izdaritu, jaatrod (T7i,...,T,,Y:) sadalijjums un no ta jaiegist nosacita
blivuma funkcija p(Yi|t), ja doti T} = t4,...,T,, = t,.

(T, ..., T, Ys) sadalijumu var iegut vispirms apskatot Y, = (Y1,...,Y,,Y.). Ja mo-
delejam tos ka linearaja regresija, tad Y, = N(O, <I>+Ew<I>JTr), kur @, ir paplasinata
® matrica, tai apaksa pievienojot vél vienu rindu ¢, = ¢(x.) = (P1(xs), ..., dm(xs)).

$,%,®% varam parrakstit ka

P2, 0T DO, 0,
dr 8,07 Pl e,

Ta ka T tiek iegiiti, pie gadijuma lielumiem Y pieskaitot Gausa troksni, varam secinat,

P, %,0 =

ka (T...,T,,Y,) ~N(0,9,%,9Y + E,), kur E; ir n x n matrica 021, kurai labaja puse
un apaksa pievienota kolonna un rinda ar 0. Izmantojot vienadojumus (3.3) un ([3.4)),

varam iegit Y, prognozi funkciju telpa,

E[Y.] = pp(z,) = @75, 0" P7't, (3.5)
var[Y.] = ¢ S0, — ¢ 2, T PTIOR, 6., (3.6)

kur P = (05,87 + 021,,).

Apgalvojums 8. [30, 7. Ipp.] Funkciju telpas prognozes vienadojumi (3.5) un (3.6) ir
ekvivalenti ar svaru telpas prognozes vienadojumiem (3.1)) (3.2)).

Pieradiyums. lTeverojam, ka
AY,d" = o7 + o’ oy, d" = BT (02 + &%, dT) = P P.

Sareizinot vienadojumu ar A~! un P~!, varam iegut 2,07 P~ = BATI®T, ko ievietojot

vienadojuma (3.5)), iegiistam ekvivalenci.
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Dispersijas pieradijumam izmantojam formulu
(X+Y2) =Xt XWYW{I+2Zx'Y)lzXx 1,
lai parveidotu A™! = (2! + ST ®)~1 iegustot
ATt =%, - 2,07 (0] + 0%, 0T) 0%,
ko, ievietojot (3.6), varam iegit velamo rezultatu. O

Apkopojot nodala rakstito, mes, aplikojot regresiju no Gausa Procesa puses, ieguvam
tos pasus rezultatus ko salidzinosi vienkarsaja svaru telpas gadijuma. Tacu funkciju telpa
iespéjas paveras daudz plasakas, jo, lai izmantotu prognozésanas vienadojumus un
, vienigais nosacijums ir, lai Y butu Gausa process ar zinamu kovariacijas matricu
K.

Linearaja regresija matrica ir forma ®X,,®7, tacu izradas, ka tas ir tikai viens specifisks
Gausa procesa apriora sadalijuma gadijums, K var konstruét dazadi, izveéloties situacijai
piemerotu proceduru. Protams, ne jau jebkura funkcija no (x, ) dos derigu kovariacijas
matricu, jo tai japiemit specifiskam ipasibam, tapec nakama apaksnodala tiks veltita to

aprakstam.

3.3. Kovariacijas funkcijas

Kovariacijas funkcijas, sauktas arl par ¢aulam (kernel), nosaka ka un kada mera datu
punkti ietekmé viens otru. Ja mums, pieméram, ir pamats uzskatit, ka starp diviem
datu punktiem z un 2’ distancei |x — 2’| pieaugot, to savstarpeja ietekme mazinas leni,
tad varam izveleties ¢aulu, kas to atspogulos prognozes. Seit paradas viens no Beijesa
metozu pamatprincipiem, proti, més izmantojam ieprieks zinamu (aprioru) informaciju,

pienemumus, lai iegutu attiecigajai problemai piemerotu modeli.

Definicija 6. Ja kovariacijas funkcija ir atkariga tikai no attaluma |z — 2’|, tad to sauc
par stacionaru.
Lielaka dala prakse pielietotas caulas ir stacionaras. Apskatisim vienu no biezak pie-

lietotajam, kvadratiski eksponencialo (SE) kovariacijas funkciju [f

x—a'?
ksp = exp (—%) ;

2Pielietojumos kovariacijas funkcija tiek reizinata ar funkcijas dispersiju 0%, taéu demonstracijas no-

likos pienemsim, ka ta ir 1.
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kur parametru ¢ sauc par harakteristiko garuma skalu (characteristic length-scale).
Var pieradit [33], ka no £ ir atkarigs, cik biezi Gausa process ar videjo vertibu 0 skerso
ordinatu asi vienibas intervala. Jo mazaks ¢, jo svarstigaka funkcija. SE ir bezgaligi daudz
reizu diferencéjama, un tapec loti gluda.

Izmantojot kovariacijas funkcijas spektralo formu, var pieradit [29, 84. lpp.], ka regre-
sija ar SE caulu ir ekvivalenta regresijai ar bazes funkcijam, ko apliukojam ieprieks, tikai
saja gadijuma bazes funkciju skaits biis bezgaligs.

Salidzinajumam apliakosim ari eksponencialo kovariacijas funkciju

r—a
o oo (1),

kas pieder Materna (Matern) klasei un viendimensionala gadijuma ir Ornsteina-Ulenbeka

(Ornstein-Uhlenbeck) procesa kovariacijas funkcija. OU procesa c¢aulai atvasinajumi ne-
eksiste, tamdel ar to konstruétie Gausa procesi ir saraustiti.

Aprakstisim algoritmu, ar kuru var praktiski simulét gan aprioro, gan aposterioro
sadalijumu un to izmantosim, lai paraditu ka izskatas Gausa procesi ar kgp un koy
kovariacijas funkcijam.

Simulesana no Gausa procesa Y ~ GP(0, k(z,z')) apriora sadalijuma:
I izvelas (z1, ..., x,), punktus, kuros tiks iegutas Gausa procesa vertibas;
IT izvelas kovariacijas funkciju k(z, 2');

ITI aprekina kovariacijas matricu

k(xy,z1) k(xy,z2) - k(z,2,)
K — k(l’g’, 'rl) ]{?(.CCQ', $2) T k(I'Q., xn) :
k(xn,x1) k(Tn,x9) - k(2 2n)

IV simule funkcijas vertibas Y no NV (0, K).

attela apskatamas tris realizacijas no GGausa apriora sadalijuma ar SE un OU
kovariacijas funkcijam.

Pienemsim, ka ir novérotas prognozéejamas funkcijas Y veértibas y punktos x. Lai
aprekinatu prognozi Y, punktos x., varam izmantot sekojosu algoritmu.

Simulesana no aposteriora Gausa procesa sadalijuma Y .|z, x,y :
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3.1. att.: Realizacijas no Gausa procesa apriora sadalijuma. Pa kreisi cetras realizacijas no
procesa ar SE kovariacijas funkciju. Pa labi divas no procesa ar OU kovariacijas funkciju.

¢ =0.5.

I aprekina matricas K (z,, z), K(z, z,), K(z,z)™, K(x., z.);
IT simulé funkcijas vértibas Y, no nosacita sadalijjuma

N(K(zs,z)K(z,x) 'y, K(z., 2,) — K(zs, @)K (2, 2) " K(z,z.)).

3.2.] attela apskatamas realizacijas no aposteriora (Gausa procesa sadalijuma. (zenere-
Sanu no aposteriora sadalijuma varam interpretét ka tadu funkciju mekleésanu, kuras iet
caur novérotajiem punktiem.

Veicot regresiju praktiskos pielietojumos, parasti nav zinama Gausa procesa dispersija
0%, nedz ar1 kovariacijas ¢aulas parametrs £, tapat biezi pienem, ka dati ir trok$naini, un

janoverte arl troksna dispersija 2. Pieméram, SE kovariacijas funkcija biis forma

ksp = oy exp (—%> + 020,
kur d =1, kad x = 2/, un § = 0, kad = # 2.
Lai atrastu parametrus ¢, o2, 02, ieverojam, ka, ja T =Y +¢, tad T ~ N(0, K +021)
un, izmantojot normala sadalijuma Tpasibas, varam iegiit logaritmu no ticamibas funkcijas

1 1
log L(x,¢,0%,0%) = —§log | K| — §tTK’1t — glog 2,

£
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3.2. att.: Realizacijas no Gausa procesa aposteriora sadalijjuma. Pa kreisi cetras realiza-

cijas no procesa ar SE kovariacijas funkciju. Pa labi divas no procesa ar OU kovariacijas

funkciju. £ =0.5, © = {0.5;1;1.5}, y = {—0.2;0;0.2}.

kuru maksimizejot var atrast parametru ticamakas vertibas.

3.4. Laikrindu prognozésana, salidzinajums ar ARI-
MA metodologiju

Lai parbauditu regresijas ar Gausa procesu prognozésanas spéju, izmantosim divu
veidu kovariacijas funkcijas: kvadratiski eksponencialo un kadu no Materna klases funkciju
saimes. To izveli galvenokart nosaka fakts, ka tas ir pieejamas paslaik vienigaja R Gausa
procesu biblioteka tgp [34].

Salidzinasim to ar ARIMA procesiem, pielietojot forecast biblioteku [35]. Lai ar1
var pieradit [29, 212. lpp.], ka eksiste ekvivalence starp prognozesanu ar AR(p) procesu
un Gausa procesu ar noteiktu kovariacijas funkciju, ARIMA parasti netiek klasificeta ka
Beijesa tipa pieeja.

Ka sava veida parbaudi, vai ARIMA un Gausa procesa modeli ir piemeéroti birzu
indeksu prognozesanai, salidzinasim ari ar pedejas dienas vertibu ka prognozi dienu uz

prieksu jeb E(x4,1) = x;, sauksim to par "naivo” metodi.
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Prognozesanai tiks izmantota Eiropas Savienibas birzu indeksi EuStockMarkets, kas
ieklauta R bazes versija. Taja glabajas vesturiskie dati par DAX (Vacija), SMI (Sveice),
CAC (Francija) un FTSE (Lielbritanija) indeksu vertibam darbadienas beigas no 1991.
lidz 1998. gadam. Indeksu pirmas 250 vertibas redzamas [3.3] attela.
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3.3. att.: 4 Eiropas birzu indeksi no 1991. gada 1. janvara 250 dienas uz prieksu. Ar
partrauktu liniju atziméta vieta, no kuras veiktas prognozes. No augsas DAX, SMI, CAC,

FTSE.

Pirmaja soli pirmie n parveidotie dati izmantoti parametru noteiksanai, un ar rezulté-

joso modeli veikta prognoze vienai dienai uz prieksu z;,_ , tad aprekinata absoluta kluda

*

|27 .1 — Tpta| un kvadratiska kluda |z, — z,41]*. NakoSaja soli parametri aprekinati no
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jauna, izmantojot jau n + 1 vertibas. Sadi veikta prognozes 50 dienam. To novertesanai

izmantosim divas statistikas,

RMSE = [n~! Z(x;‘ — ;)2 MAE =n* Z |z} — xy].
i i

Katra indeksu 50 dienu prognozi, izmantojot aprakstitas metodes, varam apskatit
attela. tabula nolasami indeksa prognozu precizitates novertejumi. Varam izdarit
divus secinajumus, pirmkart, ARIMA metodologija uzrada labakus rezultatus neka Gausa
procesi visiem indeksiem, lai ari Gausa process ar Materna klases ¢aulu ciesi seko. Tacu, ja
aplukojam ari laika paterinu tabula, varam ieverot, ka Gausa procesiem nepiecieSams
daudz vairak laika, kas ir liels pluss klasiskajam metodem. Ilga prognozes rekinasana
skaidrojama ar faktu, ka nepieciesams invertet n x n matricu, kas ir procedira ar O(n?)
kompleksitati.

Otrkart, vislabakie rezultati ir naivajai metodei. Atliek secinat, ka vertspapiru birzu
indeksi nav bijis tas labakais pielietojums aprakstitajam metodem. Interesanti, ka SMI

indeksa gadijuma ARIMA metodologijas un naivas metodes prognozes, kas notiek tad, ja

ARIMA, ;o tiek izvelets par piemerotako.

37



1760 1800

1720

1900 1960

1840

2550 2700

2400

— DAX

— GPay
GPyazem

— ARMAg:

230 240 250

SHI
GPap

GPypasern
ARMAg

250

CAC
GPag

GPyrzam

ARIMAg

200 210 220 230 240 250
1 — FTSE
- — GPgy
— GPyzem
_ — AR|I-1A111
! ! T ! ! !
200 210 220 230 240 250

.att.: DAX, SMI, CAC, FTSE indeksu 50 dienu prognoze pa vienam solim uz prieksu.
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3.1. tabula: DAX, SMI, CAC, FTSE indeksu prognozu precizitates novéertéjumi katrai no

metodém. Vislabakos rezultatus dod naiva metode.

DAX
GPesp GPirratern ARIMAp;, Naiva
RMSE 12.20  11.34 11.30  10.80
MAE  9.11 8.02 7.80 7.37
SMI
GPesp GPuratern ARIMAg;o Naiva
RMSE 13.61  12.35 11.80  11.80
MAE 11.13  9.76 9.47 9.47
CAC
GPesp GPirratern ARIMAg;, Naiva
RMSE 2223  20.39 1930 19.08
MAE 1652  15.09 1452 13.81
FTSE
GPep GPurgtern ARIMA;;; Naiva
RMSE 2747  25.30 2521  25.14
MAE 2514  15.60 15.48  14.99

3.2. tabula: Prognozes laiks vienam solim DAX indeksam katrai no metodem, ja n = 249.

GPeacp GP]Watern ARIMAQLQ Naiva
Laiks sekundés 566.20 384.08 0.10 ~ 0
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Secinajumi

Darba tika sniegts neliels ieskats Beijesa statistikas metodés, to pielietojumi mainas
punktu noteiksana, ka ari laikrindu prognozesana.

Pirmaja nodala tika paradits, ka Beijesa formula sniedz elegantu, vienotu pieeju daza-
du problému risinasana. Tac¢u Robina-Ritova paradokss uzskatami parada, ka uz Beijesa
metodém nevar vienmér palauties un ka tas japielieto sapratigi. lespéjams, ka nepara-
metriska statistika spes piedavat risinajumu Sai problemai.

Otraja nodala salidzinatas mainas punkta atrasanas procediras sniedz ieskatu po-
tenciala, kas ir tada statistika riciba, kurs parvalda gan klasiskas, gan Beijesa metodes.
Proti, vins var izveleties pieeju, kas ir vislabak piemerota situacijai. Jasecina, ka Beijesa
metodes neaizvietos klasiskas vai otradi, visdrizak nakotne noverosim, ka tas tiks vienlidz
biezi izmantotas.

Beidzamaja sadala demonstréts, cik plasu metozu klasi aptver Gausa procesi. Mainot
kovariacijas funkciju iespejams ar vienu un to pasu algoritmu risinat dazadas problemas,
un tas varetu daudzu pétnieku darbu padarit vieglaku. leverojams defekts gan ir ilgais
rekinasanas laiks, kas visticamak kavés procesu atpazistamibu ka efektivu instrumentu
praktiskas problemas.

Beijesietis D. Lindlijs (D. Lindley) [36] 1975. gada rakstija, ka 21. gadsimts bus
Beijesa gadsimts. Lai arl darba iegitie rezultati nav tik parliecinosi, lai vinam pilniba
piekristu, jaatzist, ka nozimigakie atklajumi statistika tik tiesam varétu nakt no Beijesa

nometnes, jo nozares ideju, it 1pasi neparametrisko, lauks skiet bagatigs.
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Pielikums

#iH## S ###4Dirih]1é procesa simulacijas
intensity = 10

n = 500

theta <- rnorm(n)

V<- rbeta(n, 1, intensity); v_pi<-c(); v_pil[1] = V[1]
for (i in 1:(n-1))

{

prod = 1;

for (j in 1:i) prod = prod * (1-V[j])
v_pil[i+1] <- prodx*V[i+1]

}

#H## RS HHHHHWELLOG

akas_log <- scan("welllog.txt")

R R [z18cé ju izmeSana

akas_log_NO <- akas_log

for(j in 1:1000){

for (1 in 1: length(akas_log_N0))

{

if (akas_log_NO[i]<100000) {akas_log_NO<-akas_log_NO[-i]; break}
1

plot(seq(l, length(akas_log_N0)), akas_log_NO)

for(j in 1:20){

for (i in 1: 500)

{

if (akas_log_NO[i]>120000) {akas_log_NO<-akas_log_NO[-i]; break}
1}

for(j in 1:4){

for (i in 1100:1500)

{

if (akas_log_NO[i]<118000) {akas_log_NO<-akas_log_NO[-i]; break}
1

#iH## S ####Bel jesa mainas punkts
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library(bcp)
bh_akas <- bcp(akas_log NO, wO = 0.00001, pO = 0.00001)

S AR(1; 0.9)
set.seed(6); p = 107(-128)
nn <- 1000

arl<-arima.sim(n = nn, list(ar = 0.9))
ar2<-arima.sim(n = nn, list(ar = 0.9))+5

ar_12<-c(aril,ar2);

bh_ar09<-bep(ar_12, w0 = p, p0 = p)

plot (bh_ar09)

Y EL mainas punkts
#J. Valeina kods

library(EL)

dati.sim<-ar_12
dati.sim<-akas_log_NO

NN<-1000; # NN<-length(dati.sim);
delta0<-0

el<-0

N<-300; N; #datu apjoms logos N<-100; par(mfrow=c(2,2))
M<-trunc(N~(3/5));M; #bloka garums - window width no publikacijas
L<-M; L; #bloku skaits, ja non-overlaping

Q<-trunc((N-M)/L)+1; Q; #- bloku skaits

#Q<-8

blocking<-function(X.data, Y.data)

{

X.block<-c()

mul=mean(X.data)

for(i in 1:Q) X.block[i]<- mean(X.data[((i-1)*L+1):((i-1)*L+M)]-mul)
#transformetie X bloku datiti

Y.block<-c()

mu2=mean (Y.data)

for(i in 1:Q) Y.block[i]l<-mean(Y.data[((i-1)*L+1):((i-1)*L+M)]-mul-delta0l)
EL.means(X.block,Y.block)$p.value

## Robusti EL.Huber / EL.means
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}

pp.values<-c()

for (i in 1:(NN-2%N))

{

F1.block<-dati.sim[i:(i+N-1)];

F2.block<-dati.sim[(i+N): (i+2*N-1)1;
pp.values[i]<-blocking(F1.block,F2.block);

}

plot(N: (NN-N-1),pp.values,type="1", xlab = "", ylab = "");
abline(h = 0.05, col = "green")

S Gausa procesa apriorie/aposteriorie sadalljumi
library (MASS)

kov_kernel <- function(x, y, sigma_f, ell)

{

return(sigma_f~2 * exp( -(x - y)~2 / (2%¥ell”2)))

}

kovar2 <- function(X1, X2, sigma_f, ell)

{

nl <-length(X1); n2<-length(X2); A <- matrix(rep(0, nl*n2), nrow = nl)
for (i in 1:n1) {

for (j in 1:n2) {

Ali,j] = kov_kernel(X[i], X[j], sigma_f, ell)

#if (i == j) A[i,j] = A[i,j] #+ sigma_n

};}; return(A)}

X<-1.0
X_star <- seq(0,2, by = 0.005)

K_XstarX <- c()

for (i in 1:length(X_star))

K_XstarX[i] <- kov_kernel(X_star[i], X, 1, 0.5)
K_XX<-1

K_XXstar <- c()

for (i in 1:length(X_star))
K_XXstar[i] <- kov_kernel(X, X_starl[il, 1, 0.5)
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K_star_star<-kovar (X_star)

K_pr<- K_star_star - K_XstarX)*/t(K_XXstar)

Y <- mvrnorm(n = 1, mu = rep(0, length(X_star)), Sigma = K_pr)

HHHF R Prognozé8ana ar Gausa procesiem

library(tgp)

predDaxExp<-c ()

for(i in 1:50)

{

diffDax<-EuStockMarkets[,1][1:(199+1i)]

fit_bgp <- bgp(X = seq(1,199+i), XX = (200+i), Z = diffDax)
predDaxExp[i]<-fit_bgp$ZZ.mean

}

HHH S H#PrognozéSana ar Arima procesiem
library(forecast)

predDaxArima<-c()

for(i in 1:50)

{
predArima<-auto.arima(EuStockMarkets[,1][1:(199+i)])

predDaxArima[i]<-forecast(predArima, h = 1)$mean

3
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